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На помещенной фотографин показан элект 
рохимический станок модели 4423, предназ- 
наченный для обработки металлических де- 
талей электрохимическим методом. 


Во млогих случаях электрохямические ме- 
тоды обработки оказываются вадежнее и 
выгоднее обычных механических метолов 
Об этом рассказывается в статье 1. П. Мо 
роза «Электрохимическая обработка метал- 
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Л.ЕСадовфий МАТЕМАТИКА ДЛЯ СПОРТА 
И СПОРТ ДЛЯ МАТЕМАТИКИ 


В нашей стране физическому воспитанню молодежи уделяется очень много внимания. 
Без спорта гармоническое развитие личности невозможно. Спорт закаляет человека не 
только физически; он формнрует н высокие духовные качества, создает хорошую ра- 


ботоспособность. 


Редакцня журнала «Квант» получает много писем, авторы которых спрашивают, мож- 
но ли совместить занятия спортом с увлеченностью фнзнкой н математнкой, насколько 
плодотворен такой союз. На вопросы нашнх читателей отвечает доктор физнко-матема- 
тических изук, профессор, заведующий кафедрой прикладной математнки Московского 
института инженеров транспорта (МИИТа) Л. Е. Садовский. 


Математика и спорт, физика и спорт. 
Многим юношам и девушкам, любя- 
щим математику и физику, занятия 
эти представляются несовместимыми 
лишь по недоразумению. Это про- 
исходит из-за отсутствия опыта 
или в силу того, что в ряде школ 
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с хорошо поставленным преподава^ 
нием точных наук уроки физической 
культуры организованы менее удач- 
но. Во всяком случае, среди ребят, 
которых мы привыкли считать спо- 
собными и умными, встречается, к со- 
жалению, этакое пренебрежительное 


отношение к физкультуре, спортив- 
ным нграм, своеобразное бахвальство 
отлыниванием от них. Таким ребятам 
невдомек, что они сами обедняют свою 
жизнь, снижают свою работоспособ- 
ность и лишают себя неизведанных 
ощущений. 

В то же время многие математи- 
ки и физики старшего поколения (увы, 
к ним принадлежу и я) с большим 
вниманием относятся к своим спор- 
тивным занятиям. И это несмотря 
на то, что в наши школьные годы 
спортивное воспитание находилось в 
стадии становления. В то время 
о детских спортивных школах, так 
же как и о школах физико-матема- 
тических, кружках при университе- 
тах и вузах, математических олимпиа- 
дах и о журнале, подобном «Квантуз, 
можно было только мечтать. 

В годы учебы людей моего поко- 
ления объем знаний, сообщаемых в 
школе, был существенно меньше. За- 
нятия в группах были организованы 
по так называемому лабораторно-бри- 
гадному методу: все учат уроки в си- 
лу своих возможностей и желания, 
а ответ за всю бригаду держит один — 
наиболее успевающий по данному 
предмету ученик. 

Прошло несколько десятилетий, 
существенно изменивших условия на- 
шей жизни; произошел качественный 
скачок в образовании, особенно в об- 
ласти точных наук. Возросший поток 
информации увеличил психологиче- 
ские нагрузки, занятия в школе ста- 
ли более напряженными. Новые усло- 
вия жизни и учебы потребовали от 
юношества (и даже от людей взрос- 
лых) определенной психологической 
и физической устойчивости. Я убеж- 
ден на основании многолетних наблю- 
дений и собственного опыта, что та- 
кая устойчивость особенно необходи- 
ма тем, кто занимается математикой 
и физикой. В самом деле, и тем, кто 
пока еще только решает трудные за- 
дачн, и тем, кто уже размышляет над 
сложными проблемами, хорошо из- 
вестно особое умственное напряже- 
ние, необходимое для такой деятель- 
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ности. Людям, знающим специфику 
серьезных занятий математикой, фи- 
зикой, их приложениями, известны 
и радость открытия (одна из удиви- 
тельных радостей жизни, не всем 
знакомая), и напряженный труд, и го- 
речь отказа от некоторых развлече- 
ний, и усталость, которая сопутству- 
ет периодам напряженной работы. 
Норберт Винер писал: «Интенсивная 
исследовательская работа изматыва- 
ет до предела. Если ученый лишит- 
ся возможности отдыхать с такой же 
полнотой, с которой он отдается ра- 
боте, это сразу же скажется на ка- 
честве его статей»*). 

У меня много друзей—математи- 
ков и физиков, и у всех я заметил 
стремление к разрядке «умственной 
напряженности». Однако разные лю- 
ди эту разрядку обретают различны- 
ми путями. Одни увлекаются брид- 
жем (разве это не игра для матема- 
тиков?), другие шахматами (шахмат- 
ное искусство достойно мудрых!), 
третьи — эпизодическими  прогулка- 
ми. И, увы, очень немногие — физи- 
ческой культурой. Глубоко убежден, 
что ни бридж, ни шахматы, ни дру- 
гие игры, хотя и вызывающие у ме- 
ня симпатию, но требующие умствен- 
ного напряжения, не приносят на- 
стоящего отдыха. К тому же серьез- 
ные занятия одновременно математи- 
кой и шахматами, по-видимому, не- 
возможны. Примеров этому множест- 
во, напомню лишь об одном, наибо- 
лее ярком: Э. Ласкер, став выдаю- 
щимся шахматистом и чемпионом ми- 
ра, ушел из математики, в которой 
раньше активно работал. 

Некоторые из хорошо знакомых 
мне математиков и фнзиков говорн- 
ли, что крепкие табаки и напитки 
приносят ясность мысли и некоторый 
творческий подъем. Я не спорил с по- 
добной точкой зрения, но предлагал 
испробовать другое средство — про- 
бежаться, например; регулярно за- 
ниматься посильными физическими 





*) Вннер Н. Я — математик. 
«Наука», 1967, с. 123. 


М., 


упражнениями, посещать плаватель- 
ный бассейн или приобщиться к спор- 
тивным играм — теннису, баскетболу, 
бадминтону, волейболу или другим. 
Я ссылался на Винера, который 
говорил, что ему лучше всего пи- 
салось, когда умственная работа че- 
редовалась с простыми неинтеллек- 
туальными  удовольствиями — про- 
гулками, плаванием. Поклонникам 
нгр интеллектуальных объяснял, что 
в спорте и спортивных играх ум, об- 
разование, расчет — вещи далеко не 
лишние. Ведь недаром говорят, что 
в теннис играют руками, а выигрыва- 
ют — головой. Хороший теннисист 
должен обладать разнообразной и тон- 
кой техникой ударов. Выходя на корт, 
теннисист встречается с соперником, 
который, как правило, не уступает 
ему в технике. И здесь уже все ре- 
шает тактика, сметка, расчет и пред- 
видение. Недаром подавляющая 
часть хороших теннисистов — обра- 
зованные люди, недаром среди работ- 
ников умственного труда теннис — 
широко распространенная игра. Но 
теннис не исключение, аналогичные 
соображения можно было бы выска- 
зать и относительно других спортив- 
ных игр. По мнению крупных авто- 
ритетов, современный спорт вообще 
становится в последние годы все бо- 
лее интеллектуальным. Следует так- 
же иметь в виду, что не только шаш- 
ки, шахматы, карточные игры или 
бильярд служат источником многих 
интересных математических задач. Их 
можно встретить в спорте повсюду. 
Подумайте, например, сколько еще 
нерешенных проблем возникает при 
рассмотрении взаимодействия мяча с 
грунтом или травой. Раскройте кни- 
гу Кемени и Снелла «Конечные мар- 
ковские цепи», и вы обнаружите лю- 
бопытное обсуждение системы игры 
в теннис с позиций случайных процес- 
сов. 

Математические методы все шире 
используются в спорте. Так, напри- 
мер, методами математической стати- 
стики устанавливают перспективность 
спортсменов, условия, наиболее бла- 
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гоприятные для тренировок, их эф- 
фективность, обрабатывают показания 
датчиков, контролирующих нагрузки 
спортсмена. Теория информации по- 
зволяет оценить степень загруженно- 
сти зрительного аппарата при заия- 
тиях различными видами спорта. Ма- 
тематика и физика помогают изыски- 
вать наиболее удачные формы греб- 
ных судов и весел. Существует мне- 
ние, что идеи П. Л. Чебышева, касаю- 
щиеся раскроя тканей, были исполь- 
зованы при конструировании сукон- 
ной оплетки теннисного мяча*). 

В то же время занятия спортом 
благотворно влияют на умственную 
деятельность и психику человека, 
укрепляют его волю. Этот факт бес- 
спорен для многих ученых, занимаю- 
щихся плаванием, теннисом, бегом, 
лыжами, альпинизмом. Их энтузиазм 
заразил меня. В свою очередь и мне 
удалось привить вкус к спорту мно- 
гим друзьям. 

Вспоминаю послевоенные годы, 
когда моя семья жила в ветхом 
доме в Сокольниках на Большой 
Оленьей. Каждое воскресенье зи- 
мой у нас был «день открытых дверей» 
для друзей-лыжников. Одни приез- 
жали, другие уезжали. Порой в кла- 
довке хранилось до двадцати пар лыж. 
Каждый мог получить чай, печенье, 
сыр. Все грелись у печи, и приятная 
усталость после хорошей лыжной про- 
гулки и горячий чай располагали 
к беседе. В те годы в Сокольниках, 
в Яузском и Лосиноостровском лесни- 
честве лыжников было немного, баз 
почти не было, н наша «лыжная база» 
пользовалась большой популярно- 
стью. Ее посещали многие друзья— 
математики и физики, связисты — 
И. И. Гроднев (ныне профессор), 





*) Префессор нашей кафедры Е. С. Вент- 
цель поведала мне, что, будучи студенткой 
математнческого факультета Ленинградского 
университета, слышала от своих учителей о 
лекини по раскрою одежды, сбъявленной 
П. Л. Чебышевым. Среди слушателей было 
много портных. Лекцию П. Л. Чебышев на- 
чал словамн: «Предположим, что человек 
имеет форму шара» ... 


И. Е. Ефимов (профессор, ныне рек- 
тор МИИСа), народная артистка 
РСФСР Зара Долуханова, киноактри- 
са Элла Нечаева. Следуя нашему при- 
меру, на лыжи встали не только все 
соседи, но и жильцы соседних домов. 
«Вот вы ударились в частности», — 
скажет критически мыслящий чита- 
тель. Да, я несколько рискую, но 
мне кажется, что убедительнее все- 
го можно писать о спорте, опираясь 
на собственные «спортивные впечат- 
ления». Не сомневаюсь, что читатель 
поймет меня правильно: мне хоте- 
лось бы по просьбе редакции «Кван- 
та» рассказать о своем подходе к спор- 
ту и о практике общения с инм. У ме- 
ня нет ни малейшего сомнения в том, 
что то немногое, чего мне удалось 
достигнуть в математике и педагоги- 
ческой деятельности, стало возмож- 
ным благодаря постоянным занятиям 
спортом. Как без математики, так 
н без спорта своей жизни я не мыслю. 
Впервые теннисную ракетку я взял 
в рукн в сорок лет и так увлекся, что 
через пять лет добился первого раз- 
ряда. Эта увлеченность охватила поч- 
ти всех детей наших домов на 
Б. Оленьей и моих детей также. 
К счастью, гостеприимные корты 
спортклуба «Шахтер» располагались 
поблизости. О, если бы все спортив- 
ные клубы, стадионы, ДСШ были та- 
кими доступными для жаждущих 
спорта! Тогда многие проблемы мо- 
лодежного спорта оказались бы ре- 
шенными без многолетних дискуссий. 
Вместе со мной -врывались» в тен- 
ние профессора П.А. Киткин, 
В. М. Фокеев, В. А. Лурье, доцент 
С. В. Борискин и другие. П. А. Кит- 
кин был директором одного из инсти- 
тутов в Кацевели (в Крыму, близ 
Симеиза).- Там он вместе с другими 
энтузиастами построил корт, обнес 
его рыболовной сетью и проводил 
тренировки. Мы были его гостями 
в летнее время и спали под деревья- 
ми вблизи корта. 
Прошли годы. Все мы научились 
прилично играть в теннис, а это тре- 
бует большой выносливости. Олимпий- 
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ский чемпион в беге Питер Снелл пи- 
сал, что, к его удивлению, нагрузка 
при этой игре оказалась превышаю- 
щей нагрузку при беге. Что же по- 
могло нам, уже немолодым людям, 
справиться с этими трудностями? Фи- 
зическая подготовка и выносливость, 
выработанные в предшествовавшие го- 
ды ходьбой на лыжах, регулярными 
пробежками, и, в особенности, плава- 
нием. 

При Московском Доме ученых в по- 
слевоенные годы ряд лет работа- 
ла плавательная секция. В ней за- 
нимались член-корреспондент 
АН СССР Л.А. Люстерник, акаде- 
мик С. Л. Соболев и другие. Три ра- 
за в неделю с семи утра мы в течение 
часа усиленно тренировались. Обнов- 
ленные, полные сил отправлялись на 
работу. Даже много лет спустя 
С. Л. Соболев говорил, что это было 
замечательное время, когда чудесно 
думалось и писалось. Л. А. Люстер- 
ник с удивлением обнаружил, что за- 
был о насморке, но узнал о сущест- 
вованни такого времени суток, как 
шесть часов утра. П. А. Киткин и 
В. М. Фокеев написали в эти годы 
докторские диссертации, А. И. Фель- 
зенбаум — кандидатскую. Сам я, дол- 
жен признаться, ряд лет урывками 
искал решение некоторых проблем 
из общей алгебры. Надежды сменя- 
лись разочарованиями. Когда же я 
взялся за дело вплотную, то построил 
жесткий режим: первая половина 
дня — работа, обед, затем — трехча- 
совая игра в теннис летом или лы- 
жи и пробежки зимой. И так ежед- 
невно. Вечером — абсолютно свежая 
голова, ощущение полноты жизни, 
радостное ожидание работы, спокой- 
ствие при обдумыванни путей и дета- 
лей доказательств. Мне удалось до- 
вести работу до логического конна, 
сохранить работоспособность и стой- 
кость при неудачах. Как самую вы- 
сокую похвалу вспоминаю слова про- 
фессора П.Г. Конторовича: «Поду- 
майте только! И как же это удалось 
Л.Е. (о есть мне) в такие годы 
представить работу из таких новых 
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1. Б. Н. Делоне в Карпа- 
тах. 

2. А. И. Берг с дочкой 

{1964 г.). 

3. П. С. Александров, А. И. 
Мальцев и С. В. Фомин в 
шлюпочном походе по Вол- 
ге (1939 г.). 

4 А. А. Красовский на 
кроссее вы  Тимирязевском 
цирке в Москве. 

5. А. А. Красовский (слева) 
ва Эльбрусе. 

6. А. Н. Ширяев на Эльбру- 
се на высоте 4200 м. 

7. Б. Н. Делоне в Подмо- 
сковье (1970 г.). 

8. Л. Е. Садовский после 
заплыва '(бассейи в Лужиин- 
ках, 1965 г.). 

9. С. М. Полоснов, А. Н. 
Колмогоров н С. В. Фомин 
в Карпатах (1955 г.). 
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результатов? По-вилимому, потому, 
что он сохранил свои физические си- 
лы». Оставляя за первую часть выска- 
зывания ответственным П. Г. Конто- 
ровича, осмеливаюсь считать вторую 
истинной. Берусь утверждать, что 
удивительное творческое долголетие 
многих нашнх выдающихся математи- 
ков н физиков обеспечивается их 
дружбой со спортом. Титул заслужен- 
ного мастера спорта по альпинизму 
имеет член-корреспондент АН СССР 
Б. Н. Делоне, мастера спорта по 
альпинизму — академик А. Д. Алек- 
сандров. Лыжниками, пловцами, ту- 


ристами являются академики 
А. Н. Колмогоров, П.С. Александ- 
ров, М. А. Лаврентьев, Б.М. Пон- 


текорво, член - корреспондент 
АН СССР Д.И. Блохиниев, профес- 
сор С. В. Фомин; горнолыжником — 
профессор Л. А.Скорняков; на девятом 
десятке играет в теннис член-кор- 
респондент АН СССР Д. Е. Меньшов. 
Инструктором-альпинистом является 
профессор А. К. Кикоин. Нильс 
и Гаральд Боры играли в классной 
футбольной команде. Альберт Эйн- 
штейн увлекался не только игрой на 
скрипке, но и вождением яхт. Круп- 
нейший английский математик Г. Хар- 
ди, по свидетельству Н. Винера, был 
великолепным спортсменом и высшим 
авторитетом во всех играх с мячом. 

На кортах Московского Дома уче- 
ных вы увидите многих известных 
деятелей науки, имеюших в 50— 
75 лет спортивные разряды. Они 
бегают по корту за мячом подобно 
юношам, и с юношами  соперни- 
чают. Среди них вы встретите 
лауреата Нобелевской премии в об- 
ласти физики академика Г]. А. Черен- 
кова, члена-корреспондента АН СССР 
математика В. Я. Козлова, зам. ми- 
нистра высшего и среднего специаль- 
ного образования СССР, профессора 
аэродинамики Н. Ф. Краснова (а са- 
мого министра — члена-корреспонден- 
та В. П. Елютина—вы встретите на 
кортах спортклуба «Шахтер»). 

Если сравнить детей, получивших 
физическое воспитание, с детьми, ко- 
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торые не увлекались спортом, то мож- 
но заметить, что первые легче прео- 
долевают трудности в жизни, учебе, 
успешнее борются с болезнямн. 

Я соглашусь с замечанием, что 
о громадном положительном влиянии 
спорта на творческие возможности че- 
ловека можно было бы написать бо- 
лее професснонально. Цель этой 
статьи — поделиться ©< читателем 
убежденностью, основанной на лич- 
ном опыте. И не случайно журнал 
«Квант» обратился к этой теме. Су- 
ществуют различные пути в любитель 
ский спорт. Этнми путями никогда 
не поздно воспользоваться. 

Очень многое дает вам школа: 
уроки физического воспитания, лыж- 
ные прогулки, посещение плаватель- 
ных бассейнов, сдача норм на зна- 
чок ГТО. Кроме того, при отделах 
народного образования, Дворцах пио- 
неров, при спортивных обществах ра- 
ботают детские спортивные школы 
(ДСШ), куда особенно охотно пригла- 
шают школьников младших классов. 

Если вы становитесь студентами, — 
к вашим услугам кафедры физическо- 
го воспитания и спорта вузов. По- 
мимо (а иногда н вместо) обязатель- 
ных занятий вы можете посещать спе- 
циализированные секции: плавания, 
борьбы, гимнастики, легкой или тя- 
желой атлетики, баскетбола, волей- 
бола и другие. Многие крупные ву- 
зы имеют свои спортивные сооруже- 
ния, лыжные базы. Вот, к примеру, 
наш МИИТ, помимо баз на Клязьме, 
в Алуште и Евпатории, располагает 
чудесным спортивным комплексом: 
плавательный бассейн, легкоатлети- 
ческий манеж,‘залы для спортивных 
игр, гимнастики, борьбы и так далее. 
Если вы предполагаете работать, то 
помните о спортивных обществах, 
которые повсюду имеют свои секции. 

Спорт принесет вам много здо- 
ровья, радости, уверенности в соб- 
ственных силах и успехи в деле слу- 
жения Родине, науке, обществу. 
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В. 3. Кресин 


Вблизи 


абсолютного нуля 


(ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК) 





«... Если бы мы смогли поместить 
Землю в некую весьма холодную об- 
ласть, то все наши рекй и океаны 
превратились бы в горы. Воздух пе- 
рестал бы быть невидимым и превра- 
тился бы в жидкость. Превращение 
такого рода открыло бы возможность 
получения новых жидкостей, о ко- 
торых мы до сих пор не имеем ника- 
кого понятия». Эти слова, произне- 
сенные в середине ХУПГ века, при- 
надлежат великому — французскому 
химику Лавуазье. 

В Х[Х веке были сжижены мно- 
гие газы, но окончательно мечта 
„Лавуазье о полученни новых жидко- 
стей исполнилась только в 1908 году, 
когда в лаборатории голландского фн- 
зика Камерлинг-Оннеса в Лейденском 
университете последний из газов — 
гелий был превращен в жидкость. 

Несколько слов о главных дости- 
жениях на пути к абсолютному нулю. 

Один из основных методов сжи- 
жения газов состоит в их сжатии. При 
этом молекулы сближаются, возрас- 
тает роль сил сцепления и становится 
возможным переход в жидкое состо- 
яние. Однако если газ находится при 
температуре выше критической, то 
никаким сжатием ‘нельзя превратить 
его в жидкость. В этом случае необ- 
ходимо предварительное охлаждение 
газа. 

К семидесятым годам ХХ века 
было произведено огромное количест- 
во опытов по сжижению газов и по- 
лучено много новых жидкостей (сле- 
дует особо отметить опыты Фарадея, 


который наряду со сжатием, применя- 
емым раньше для сжижения газов, 
первым использовал охлаждение га- 
за). Однако кислород, азот и водород 
не проявляли никаких признаков пре- 
вращения в жидкость. Поэтому в фн- 
знке стало складываться убеждение, 
что эти три вещества являются «по- 
стоянными газами». Лишь в 1877 году 
французский ученый Кальете сумел 
получить жидкий кислород при тем- 
пературе Т = 90,2” К. Через шесть 
лет польские физики Вроблевский ни 
Ольшевский первыми увидели жид- 
кий азот. Переход азота в жидкость 
произошел при 7 == 77,4° К. 

Очень сложным был путь получс- 
ния жидкого водорода. Он превраща- 
ется в жидкость при темлературе всс- 
го 20,4“ К. Эга задача была решена 
лизь в 1898 году английским физиком 
Дьюаром. Дьюар использовал для 
хранения жидкого водорода изобре- 
тенный им вакуумный сосуд, который 
назван его именем и применяется по 
сей день. Когда Дьюар работал над 
проблемой получения жидкого водо- 
рода, он не сомневался в том, что 
его работа — последнее усилие на 
пути к абсолютному нулю. Но Дьюар 
ошибался. Еще более низкой оказа- 
лась температура киления жидкого 
гелия. 

Гелий был открыт в 1869 году ири 
исследовании спектра солнечной ко- 
роны. На Земле же в течение очень 
длительного времени никому не уда- 
валось его найти. Только в 1895 году 
английский химик Рамсей обнару- 
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жил его в составе газов, выделяющих- 
ся при нагревании некоторых мине- 
ралов. Лишь в самом конце ХХ ве- 
ка стало ясно, что температура сжи- 
жения гелия лежит ниже точки кипе- 
ния жидкого водорода. 

В конце девяностых годов про- 
шлого столетия Камерлинг-Оннес прн- 
ступил к опытам, цель которых со- 
стояла в получении жидкого гелия. 
Ему-то и удалось провести экспери- 
мент, ставший последней страницей 
в истории поиска «новых жидкостей». 

Почему Камерлинг-Оннес заннте- 
ресовался именно физикой низких 
температур? Позже, в 1913 году, все- 
мирно известный ученый при вру- 
чении ему Нобелевской премии сам 
дал ответ на этот вопрос: «Эта работа 
должна приподнять завесу, которой 
тепловое движение при обычных тем- 
пературах закрывает от нас внутрен- 
ний мир атомов и электронов». 

Температура, при которой гелий 
переходит в жидкое состояние, со- 
ставляет 4,2° К. Поэтому он и оказал- 
ся последней крепостью на пути к аб- 
солютному нулю. Дьюар в Англии, 
Олыьшевский в Полыше и другие эк- 
спериментаторы во многих лабора- 
ториях мнра активно искали способы 
получения жидкого гелия. Но успех 
выпал на долю Камерлинг-Оннеса. 
Именно в его лаборатории 10 июля 
1908 года физики из разных стран, 
специально приглашенные для наб- 
людения за историческим эксперимен- 
том, впервые увидели жидкий гелий. 
Эксперимент начался около 6 часов 
утра и продолжался более 16 часов. 
В течение этого времени сам Камер- 
линг-Оннес и все его сотрудники на- 
ходились в состоянии предельного 
напряжения (несколько месяцев после 
этого Оннес из-за крайнего переутом- 
ления не мог продолжать работу в 
лаборатории). Во время этого экспе- 
римента было получено около 60 см? 
гелия. 

Успех не был случайным. Помимо 
огромного таланта, фантазии, работо- 
способности, Камерлинг-Оннесе от- 
личался особым подходом к постанов- 
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ке эксперимента. Это был физнк не- 
обычного склада. Личный пример Ка- 
мерлинг-Оннеса и созданная им на- 
учная школа сыграли важную роль 
в формировании облика современного 
физика-экспериментатора. 

Новые жидкости (кислород, азот 
н водород) были получены в лабора- 
ториях Парижа, Вроцлава и Лондона 
с помощью весьма остроумных, но до- 
статочно скромных эксперименталь- 
ных средств. Камерлинг-Оннес пер- 
вым понял, что физик-эксперимента- 
тор двадцатого века должен быть еще 
и хорошим инженером. Ему было яс- 
но, что получение жидкого гелия тре- 
бует совершенно новых мощных тех- 
нических средств. Он создал знаме- 
нитую школу стеклодувов и приборис- 
тов, сконструировал ‹пециальную 
холоднльную машину. 

В наши дни такая постановка эк- 
сперимента никого бы не удивила. 
Всем хорошо известно, например, что 
современные ускорители — это ие 
только физические приборы, но и 
сложнейшие технические сооружения. 
То же самое можно сказать и о совре- 
менных радиотелескопах, электрои- 
ных микроскопах, установках высо- 
кого давления и других технических 
средствах современной физики. Но в 
начале века Камерлинг-Оннес резко 
выделялся на фоне многих экспери- 
ментаторов, проводивших свои ис- 
следования (главным образом качест- 
венного характера) с помощью неболь- 
ших лабораторных установок. 

Итак, в 1908 году было произведе- 
но сжижение последнего природного 
газа — гелия. В эти же годы рабо- 
тами Планка по тепловому излучению 
н Эйнштейна по фотоэффекту были 
заложены основы квантовой теории. 

Вначале квантовая физика и фи- 
зика низких температур развивались 
независимо друг от друга. Однако в 
дальнейшем — обнаружилась тесная 
<вязь этих «ровесников». Болышцую 
роль в этом сыграли работы Камер- 
линг-Оннеса. В своей Нобелевской 
лекции, уже упоминавшейся выше, 
он говорил: «... Учение Планка о 


квантах выдвинуло измерения при 
самых низких температурах на перед- 
ний план физического интереса». 

Жидкий гелий часто называют 
«квантовой жндкостью». При первом 
знакомстве с квантовой физикой мо- 
жет создаться впечатление, что зако- 
ны ее важны только для описания 
свойств атомов, атомных ядер, элек- 
тронов и других микрочастиц. Жилд- 
кий гелий — один из самых ярких 
примеров того, что квантовая физика 
может описывать также и свойства 
макроскопических тел. 

Перед вами — жидкость, — нали- 
тая в сосуд. Вы можете наблюдать за 
ее поведением, переливать в другой 
срсуд и так далее. И вместе с тем свой- 
ства жидкого гелия совершенно не- 
обычны; он радикально отличается от 
всех других жидкостей. Его поведение 
объясняется только законами кванто- 
вой физикн. 

Каковы же основные особенности 
поведения жидкого гелия? Первая 
из них была обнаружена Камерлинг- 
Оннесом еще при проведении экспе- 
римента, во время которого впервые 
был’ получен жидкий гелий. Оннес 
предпринял попытку перевести гелий 
в твердое состояние. Он начал умень- 
шать давление в сосуде, где находи- 
лась кипящая жидкость. При этом 
температура понижалась (ее значение 
стало близким к 1°К!), но никаких 
признаков затвердевания гелия не 
обнаружилось. 

Камерлинг-Оннес и в дальнейшем 
неоднократно пытался получить твер- 
дый гелий. Последняя такая попытка 
была предпринята им в конце жизни 
в 1922 году. Откачивая пар над жид- 
ким гелием двенадцатью новыми на- 
сосами специальной конструкции 
(давление при этом упало до 
0,013 мм рт. ст.!), он достиг темпе- 
ратуры, равной всего 0,83° К. Сооб- 
щение об этом эксперименте называ- 
лось так: «О самой низкой температу- 
ре, полученной до сих пор». Но даже 
при этой, рекордно низкой по тому 
времени температуре гелий оставал- 
ся жидким. 
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Г. Камерлинг-Ониес (1853—1926) 


В настоящее время твердо уста- 
новлено, что гелий — единственное 
в природе вещество, которое не за- 
твердевает вплоть до абсолютного 
нуля (он может стать твердым лишь 
прн дополнительном сильном сжа- 
тии). Впервые твердый гелий был 
получен в 1926 году Х. Кеезомом, 
преемником Камерлинг-Оннеса, воз- 
главившим после него работу в Лей- 
денской лабораторин. 

С точки зрения классической фи- 
зики уникальное поведение жидко- 
го гелия совершенно непонятно. Ведь 
с понижением температуры тепловые 
колебания частиц вещества становят- 
ся все слабее и слабее. Наличие же 
сил межмолекулярного сцепления 
должно приводить в конце концов 
к затвердеванию вещества. 

Поведение жидкого гелия не имеет 
ничего общего с этой картиной. Гелий 
оставался бы жидким и при абсолют- 
ном нуле, хотя при этом вообще бы 
не было никакого теплового дви- 
жения. 

Камерлинг-Оннеса в первом же 
эксперименте поразила очень малая 
плотность жидкого гелия. Он оказал- 
ся в 8 раз легче воды! Столь малая 
плотность говорит о том, что легкие 
н инертные атомы гелия находятся 
к тому же на большом расстоянии 
друг от друга. Перевести такую жид- 


кость в твердое состояние гораздо 
сложнее, чем обычные жидкости. 

Гелий н остается поэтому жидким 
вплоть до самых низких температур. 
Вблизи же абсолютного нуля его 
затвердеванию препятствуют законы 
квантовой физикн. Согласно этим за- 
конам обычное представление о пол- 
ной остановке атомов при абсолют- 
ном нуле оказывается неправильным. 

Дальнейшее развитие физики низ- 
ких температур привело к обнару- 
жению сще одиого замечательного 
свойства жидкого гелия. При темпе- 
ратуре Т-.2,18°К он переходит в 
состояние сверхтекучести, открытое 
и тщательно исследованное академн- 
ком П. Л. Капицей *). 

Получив в 1908 году жидкий гелий 
и добившись рекордно низких темпе- 
ратур, Камерлинг-Оннес резко ме- 
няет направление своих исследова- 
ний. Увидев, что область температур 
вблизн абсолютного нуля — это це- 
лый мир особых физических явлений, 
он приступает к последовательному 
изучению различных свойств веще- 
ства при низких температурах. 
«Из всех областей физики, — писал 
Оннес, — подходят к нам толпой во- 
просы, ожидающие решения от изме- 
рений при гелиевых температурах». 

Новые исследования привели Он- 
неса в 1911 году к открытию явле- 
ния сверхироводимостн **). 

Прошло почти полвека со вре- 
мени открытня этого явления, преж- 
де чем стала понятной его природа. 
Это — уникальный в наше время слу- 
чай научной загадки. Однако и 
в наши дни, когда уже создана тео- 
рия сверхпроводимости, необычность 
свойств сверхпроводников продолжает 
вызывать удивление и восхищение 
многих физиков. 


*) См. статью: А. Ф. Андреев, 
Сверхтекучесть жидкого гелия, «Квант», 
1973, № 0. Е 

**) См. статью: В. 3. Кресин, При- 
рода сверхпроводимости, «Квант», 1973, №11 
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На экзамене 
по астрономии 


Сдавая экзамены на получе- 
ние докторской степени, 
Макс Борн в качестве уст- 
ного предмета выбрал астро- 
номию. Принимал экзамен 
известный астроном - физик 
Шварцинлья. 

«Что вы деласте, когда ви- 
дите падающую звезду?» — 
спросил экзаменатор. 

«Надо посмотреть на 
часы, заметить время, опре- 
делить направление движе- 
ния, оценить приблизитель- 
ио длину светящейся траек- 
торин, определить, из ка- 
кого созвездия появилась 
звезда; сделав все это, мож- 
но приблизительно вычис- 
лить траекторию падающей 
звезды»... — такого  отве- 
та ждал экзаменатор. Борн 
это понимал, но не удер- 
жалея и ответил: «Загады- 
ваю желанне». 


Из книги «Физики шутят» 


Задачи 


1. Если в двухзначном 
числе сложить сго цифры, то 
нолучится число, которое в 
5 раз меньше искомого. Най- 
тн это двухзначное число. 

2. Если в трехзначном 
числе сложить все возмож- 
ные двухзначные числа, об- 
разованные из цнфр этого 
числа, то получится число, 
которое в два раза больше 
искомого. Найти это трех- 
значиное число. 

3. Если в искомом трех- 
значном числе сложить все 
возможные двухзначные чис- 
ла, образованные из цифр 
этого числа, то получится 
число, равное нскомому. 
Найти все такие трехзначные 
числа 


В. М. Розентуллер 
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М.Л. Гервер Сюрпризы 





Несколько слов о названин. 

Сначала мы разберем задачу М195 
из «Задачника Кванта». Обнаружит- 
ся, что она тесно связана с одним 
классическим построением в геомет- 
рии кругов. Затем вскроются и дру- 
гие неожиданные связи и факты. 

Самый же главный сюрприз... Но, 
т-с-с! Иначе какой же это будет сюр- 
приз?! 


$ $. Задача о трех четырехугольниках 
М195. Дан А АВС. Сколько су- 
ществует таких точек О), ито пери- 
метры  четырехугольников АШОВС, 
АВОС и АВСО одинаковы)? 
Решение. Построим три ок- 
ружности (©, В и 1’) с центрами А, 
н С, которые попарно касаются 
друг друга внешним образом (рис. 1). 


*) Рассматриваются только такие точки 
р, которые лежат в плоскости ДАВС. 





Рис. | 


Раанусы этих окружностей а. в и с опре- 
деляются из системы уравнений 
а = АВ, а-с= АС, 


{с = ВС. 
Тем самым, 
а=р— ВС, В - р АС, {1 
с=р— АВ, 


где р — полуперяметр ААВС. 

Пусть р — центр окружности 6, 
которая внешним образом касается 
окружностей а, Вит. Раднус 6 обоз- 
начим через 4. 

То, что окружность 6 существует, мы 
предполагаем известным. Построение такой 
окружности составляет содержанне знамени- 


той задачн Аполлония”), решенной Аполло- 
ннем Пергским в ИПП веке до н. 3. 


Из рисунка 1 сразу видно, что 
каждый из трех четырехугольников 
АРВС, АВОС и АВСРО имеет пери- 
метр 2 (р-а}=2 (а в-с-а). Таким 
образом, хоть одна искомая точка р 
существует. | 

Может ли таких точек быть боль- 
ше одной? Переходя к решению этого 
вопроса, прежде всего убедимся в том, 
что если периметры АРВС, АВОС и 
АВСР равны, то точка РД лежит вне 
окружностей ©, В и фр и равноудале- 
на от них. Положим А)=х, ВР-=ц, 
Ср=г. Тогда равенство периметров 
рассматриваемых четырехугольников 
запишется так: 
2р— АВЕх-+-у=2р— АС-ух-+г= 

==2р—ВС-у+г. — (2) 
Вычитая почленно равенства (2) из 
числа рх-фу-+2г, получим 
г—{р—АВ)=у—фЬ—АС= 
=х—(р—ВС). 
*) Об этой задаче уже рассказывалось в 


статье Савина А.П., Ниверсия н задача 
Аполлония. «Квант», 1971, № 8. 
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Используя формулы (1), находим 
г—с=у—б-=х— а. (3) 

Согласно (3) числа х—а, у Ви 2—с 
имеют один и тот же знак. При этом 
х—а>0, если точка Р лежит вне &, 
и х@а<0, если О лежит внутри или 
на ©; знаки уф и 2—с имеют ана- 
логичный смысл. Так как никакая 
точка ке принадлежит сразу всем 
трем кругам, эграниченным окружно- 
стями а, Вит, то случай 

ха 2—0 
исключается. Значит, 

х—а=у—ф=2—с>0, 
р лежит вне <, В и у и равноудале- 
на от них. 

Опираясь на это, докажем един- 
ственность тсчки ДО. 

Пусть (для определенности) &« — 
наименьшая из окружностей с, В ну: 
а, ас. Радиусами ра и с-а 
огишем окружности В” и 17’ с центра- 
мн Ви С. Точка р, лежащая. вне а, 
В нтуи равноудаленная от них, рав- 
ноудалена Также от точки А и ок- 
ружностей В” ит’ (рис. 2). Построим 
еще три окружности (<”, В“”’и у”) 
с центрами А, В и Си раднусами 
АР, ВР и СО. Пусть Т — произ- 
вольпая точка, лежащая внутрн <” 
или на @’’ и отличная от О. Тогда 
(рис. 2) Т лежит либо вне В”’, либо 
вне у’’, либо вне обеих этих окруж- 
ностей. Тем самым Т расположена 
ближе к А, чем к одной из окруж- 
ностей В’ илн у’. 

Последнее рассуждение показыва- 
ет, что две различные точки Ру ир. 


Г а 
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не могут быть равноудалены от А, 
В’ иу’: гредположив противное (пусть 
р, и О, — такие точки, причем 
АР,=АО.) и обозначив О, через О, 
ар, через Г, сразу придем к протн- 
воречию. 

Единственность точки Д доказана. 


$ 2. Двойственная задача 


В $1 обнаружилась тесная связь 
задачн о трех четырехугольниках с за- 
дачей Аполлония. В формулировке 
последней («Построить окружность, 
касающуюся трех данных окружно- 
стей») не указано, каким должео быть 
касанне — внешним или внутренним. 
В $1 окружность 6 касалась а, В 
и} внешним образом. Обозначим че- 
рез = скружность, которой все три, 
окружности а, В и фр касаются изну- 
три; центр ес назовем Е (рис. 3). 

Спрашивается: а не является ли 
отыскание точки ЕЁ решением какой- 
нибудь задачи, похожей на задачу 
о трех четырехугольниках? (Преж- 
де чем читать дальше, попробуйте, 
конечно, сами придумать такую зада- 
чу.) 

Положнм АЕ==х, ВЕ==иу, СЕ=2, 
раднус окружностн = обозначим че- 
рез е. Тогда (рис. 3) хКа=иу-ё= 

г1с-е. Отсюда х-уфа-Ь-=9е, 
то есть х{футАВ-9е. Так же 
устанавливается, что х--24+АС-= 
ут2-ВС=2е. Величины х--у-- АВ, 
ХЕ2НАС и иу-2-ВС— это пери- 
метры треугольников АЕВ, АЕС 


Е 





и ВЕС. Таким образом, центр 
Е окружности = оказался реше- 
нием задачи «о трех  треугольни- 
ках равного периметра», совершенно 
аналогичной исходной задаче о четы- 
рехугольниках. 

Точная формулировка новой зада- 
чи: 

«Дан А АВС. Сколько существует 
таких точек Е, что периметры тре- 
угольников ДЕВ, АЕС и ВЕС. одина- 
ковы*)?» 

Выше мы установили, что хоть 
одна такая точка Е существует. 

Упражнения 

1. Докажите, что других таких точек нет. 

2. Докажите утверждение, обратное по- 
лучениому выше: пусть точка Е такова, что 
периметр каждого из треугольянков АЁВ, 


АЕС в ВЕС равен 2е, тогда ©, В и } касаются 
нзнутри окружности ралнуса е с центром Е, 


В задачах о трех четырехуголь- 
никах и о трех треугольниках мы 
не только доказали существование 
и едииственность точек О и ЕЁ, но 
и нашли формулы для периметров: 
2 (р-+а=2 (а ь-+а) и 2е. 
Спрашивается: а можно ли вычислить 
эти периметры, зная стороны ААВС? 
Раднусы а, 6 и с вычисляются по про- 
стым формулам (1). Выражаются ли 
4 ие через а, Би с? 

Положительный ответ на этот во- 
прос дается в $ 3. 


$ 3. Формула Фредерика Соддн 


Мы уже отмечали, что задача Апол- 
лония была решена в ПШ веке до на- 
шей эры. Казалось бы, в наши дни 
она уже не может таить в себе ниче- 
го нового и неожиданного. Однако 
сравнительно недавно была получе- 
на красивейшая формула, показываю- 
щая, как соотносятся между собой 
размеры окружностей в задаче Апол- 
лония. 

Эта формула производит еще боль- 
шее влечатление, когда узнаешь, что 
ее придумал не профессиональный 


*) Рассматриваются только такие точкн 
Е, которые лежат в плоскости ЛАВС. 
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математнк, а химик — Фредерик Сод- 
Ди. 
Обозначим через Ё, [, тип ве- 
личины, обратные радиусам окружно- 
стей а, В, уиб из $ 1: 

&— 11а, 1==116, т-= Це, п ИА. 
Тогда 

2 (ЕЁ т?- п?) = (Е 4+тчт п). 
Это изящное соотношение и есть фор- 
мула Содди. 

Ее можно рассматривать как квад- 

ратное уравнение относительно л (чис- 
ла А, [и т считаются при этом из- 


вестными). Решая это уравнение, по- 
лучим 


п-т ИЕ т-ЕтЕ. 


Положительный корень п,— это, 
разумеется, 1/4. А что такое п.? 

Оказывается, п, =— 1/е, где е — 
радиус окружности г из $ 2. 

Каков смысл знаков «плюс» н «минус»: 
почему И берется с плюсом, а Ме — с мн- 
нусом? 

Величина, обратнзя раднусу имеет спе- 
пиальное название: «кривизна». Чем больше 
радиус, тем более плавно «искривляется» 
окружность — тем меньше се кривизна. 

Прямая (предельный случай — окруж- 
ности — «окружность бесконечного раднуса») 
нмест нулевую кривизну. Знакамн было бы 
естественно различать кривизну «выпуклых» 
н «вогнутых» кривых. Но что такое выпуклые 
н вогнутые окружности? 

Всё окружности, разумеется, «одинако- 
вы», Но когда находишься вне окружности, 
то се естественно считать выпуклой, а если 
находишься внутри той же окружности, то 
она представляется вогнутой. Тем самым, 
«с точки зрення окружностей с, В и 4» окруж- 
ности би = разумно считать «разными»: 
первую —- выпуклой, вторую — вогнутой. 


Вывод формулы Содди мы при- 
ведем в $ 6. 


$ 4. Главный сюрприз 


У нас уже было несколько сюрпри- 
зов: в $ 1 задача о четырехугольни- 
ках с равными периметрами свелась 
вдруг к частному случаю задачи Апол- 
лония, в $2 необычным оказался 
порядок действий — мы сначала ре- 
шили, а потом уже сформулировали 
задачу о треугольниках с равными 
периметрами, в $ 3 мы привели фор- 
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мулу, которой современный химик 
украсил одну из древнейших геомет- 
рических задач. 

Но главный сюрприз будет пре- 
поднесен сейчас. 

В, своих доказательствах мы поль- 
зовались следующими «очевидными» 
геометрическими фактами: 

Г. Пусть три окружности ©, В н\ 
попарно касаются друг друга внеш- 
ним образом. Тогда существует ров- 
но одна окружность 6, касающаяся 
а, Ви у внешним образом, и ровно 
одна окружность &, которой ©, Ви у 
касаются изнутри. 

П. Пусть три окружности а”, 
В’и т’ проходят через одну точку 
р. Тогда любая точка Т, лежащая 
внутрн а”’, расположена либо вне В”, 
либо вне \>”’ (либо вне обенх этих 
окружностей}. 

Оба факта... неверны. (Поэтому 
и решение задачи М195 — тоже не- 
верно.) 


$ 5. Капитальный ремонт 


На рисунке 4 изображены окружно- 
сти 9, Виуф, для которых существу- 
ют две окружности (6, и 6.), касаю- 
щиеся ©, н у внешним образом, 
н для которых пе существует ни од- 
ной окружности =, имеющей с а, В 
и у внутреннее касание. 

Рисунок 5 опровергает «факт» И. 

Неверны, разумсется, и следст- 
вия, основалные на «фактах» | и П — 
рушится все здание, возведенное на 
шатком фундаменте! 
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К счастью, разрушения не такие 
уж катастрофические. 

Теорема. Лусть окружности 
а, В ит попарно касаются друг дру- 
га внешним образом. Тогда возмож- 
ны три (и только три) случая: 

[. Существует ровно одна окриж- 
ность 6, касающаяся @, В и уу внеш- 
ним образом, и ровно одна окруж- 
ность г, которой &, В и ф касаются 
изнутри. 

ИП. а, Виуф имеют общую каса- 
тельную (причем лежат по одну сто- 
рону от нее), при этом ровно одна 
окружность 6 касается с, В и \ внеш- 
ним образом, и ни одной окружности 
о, Ви } не касаются изнутри. 

ПТ. Существуют ровно две окруж- 
ности 6, и 6., каждая из которых 
касается ©, В и т внешним образом, 
и не существует ни одной окружно- 
сти, которой а“, В и ф касались бы 
изнутри. 

Несколько слов 
инверсии. ь 

Прн доказательстве этой теоремы 
воспользуемся методом инверсии”). 

Напомним определение н некото- 
рые свойства инверсни. 

Определение. Пусть 9 — 
окружность с центром О радиуса Ю, 
лежащая в плоскости Л. Инверсией 
относительно окружности @ называ- 
стся следующее преобразование плос- 
кости {7: каждая точка М плоскоств 


об 


*) Савин А. П., ИМиверсия и задача 
Аполлония. «Квант», 1971, № 8. 





Рис. 5. 


— 
 _-- 
Г 


Рис. 6. 


П, лежащая на положительном рас- 
стоянии г от О, переходит в точку М’, 
лежащую на луче ОМ на расстоянии 
г’от О, такую, что гг'-= Ю?; О назы- 
вается центром инверсии, Ю*— козф- 
фициентом инверсии. 

Свойства. 1. Если М  прн- 
надлежит О, то М’ М; если М ле- 
жит внутри О и отлична от О, то М* 
лежит вне (; если М лежит вне ©, 
то М’— внутри 0. 

2. Прямые и окружности перехо- 
дят при инверсни в прямые и окруж- 
ности, причем: 

а) точки, лежащие на прямой, про- 
ходящей через О, переходят в точки 
той же прямой; 

6) прямая, не проходящая через 
О, переходит в окружность, проходя- 
щую через 0; 

в) окружность, проходящая через 
О, переходит в прямую, не проходя- 
щую через 0; 

г) окружность, не проходящая че- 
рез О, переходит в окружность, не 
проходящую через О; при этом О ле- 
жит либо вине обенх, либо внутри 
обенх этих окружностей. 

3. Если две окружности (или нря- 
мая и окружность) касаются в точ- 
ке М, отличной от О, то их образы *) 
тоже касаются в точке ДР’; если же 
точка касания совпадает с О, то эти 
окружности (нли прямая и окруж- 
ность) переходят в параллельные пря- 
мые. 


*) То есть то, но что они переходят после 
инверсни 


2 «Квант> № 1 


Вир:ИКуапетлесте.ги 





Рис. Т. 


Тому, кто узнал об инверсии внер- 
вые, мы рекомендуем либо доказать 
самостоятельно перечисленные свой- 
ства, либо прочесть упомянутую вы- 
ще статью А. П. Савина. 

В качестве контрольного упраж- 
нення, которое поможет вам выяс- 
нить, насколько вы владеете методом 
инверсии, предлагаем найти ошибку 
в «решении» следующей задачи. 

Пусть окружности & и В касают- 
ся внешним образом в точке О (рис. 6). 
Найти геометрическое место точек, 
являющихся центрами окружностей, 
которые касаются и ©, и В. 

Искомое геометрическое место то- 
чек обозначим через Г. При ннвер- 
сии с центром ииверсии О окружно- 
сти я и В перейдут в параллельные 
прямые ан В” (рис. 6). Окружности т, 
касающиеся и а и р, перейдутв ок- 
ружности 7’, касающиеся и ©’, и В’. 
Пунктирная прямая Г’ на рисунке 
6 — это геомстрическое место точек, 
являющихся — центрами окруж- 
ностей у’. Итак, кривая Г ири ин- 


верснн перешла в прямую. Зна- 
чит, Г — либо окружность, либо 
прямая. 


Если вы нашли ошибку в приве- 
денном «решении», пора переходить 
к доказательству теоремы, сформулн- 
рованной в начале $ 5. 

Доказательство тео- 
ремы. Окружности м, В и ф по 
условию попарно касаются друг дру- 
га внешним образом (рис. 7, а). Точ- 
ку касания © н В обозначим через 0. 
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Возьмем произвольную  окруж- 
ность @ с центром О и применим ин- 
версию относительно этой окружно- 
сти (рис. 6). 

При инверсин окружности а и В 
перейдут в параллельные прямые ©” 
и В’, а окружность р — в окружность 
у’, касающуюся этих прямых 
(рис. 7, 6). Центр инверсни О распо- 
ложен (проверьте это!) в полосе меж- 
ду прямыми о’ и В” вне окружно- 
сти 7’. 

Имеются, очевидно, ровно две ок- 
ружности, касающиеся и а’, и В, 
иф’ (рис. 7, 8). При этом возможны 
три случая: 

Г. Точка О лежит внутри одной 
из этих окружностей (и вне другой}. 

П. Точка О лежит на одиой из 
них (н вне другой). 

ПЕ. Точка О лежит вне обеих этих 
окружностей. 

В случае [и П обозначим рассмат- 
риваемые окружности через 6’ и =’ 
(причем через 6’— ту, вне которой 
лежит точка О), в случае ПП обозна- 
чнм их через 6, иб,. 

Любая окружность или ирямая, 
касающаяся и @, и В, и \, перешла 
при инверсии в окружность, касаю- 
щуюся @а’, В’ ну’. В случае | в ок- 
ружности 6’и =’ перешли окружно- 
сти — назовем их би =. В случае 
ПИ в 6’ перешла окружность (пазо- 
вем ес 8), а в =’ перешла прямая 
(то есть а, Вир имеют в этом случае 
общую касательную, при этом @, В 
и ф лежат, очевидно, по одну сто- 
рону от нее). В случае ШШвб.иб, 
перешли окружности (назовем их 
б: нб.). 

Итак, окружностей, касающихся 
иа, иВ, иу — либо две, либо одна. 
В случае [ точка О лежит вне б и вну- 
три ев, то есть 6 имеет с <, В ну внеи- 
нее, а = — внутреннее касание. В слу- 
чае [| точка О лежит вне 6 — снова 
6 имеет са, Ви } внешнее касание. 
В случае П] точка лежит и вне 8, 
и вне 6,, так что обе ови касаются 
&, Ви ф внанним образом. 

Теорема доказана. 
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Следствие |. В слиумае 1 
и ИП задача о трех четырехугольни- 
ках имеет единственное — решение 
(центр ОЭ окружности 6), в случае 
Г — два решения (центры Ру ир, 
окружностей 6, и 6,). 

Следствие 2. В случае 1 
задача о трех треугольчиках имест 
одно решение (центр Е окружности 
=), в случаях По и НТ решений нет. 

Замечание. В $3 мы ут- 
верждалн (в соответствии с неверной 
теорней, развитой в 5$ Ти 2), что 
п. =ЧаА, а п.= — Че, Это действитель- 
но так в случае [. В этом случае п.<0. 
В случае ПШ л.=0 (это соответствует 
тому, что прямая — общая касатель- 
ная а, Ви ф — имеет нулевую кри- 
визну). В случае ПП 1 =Уа, 
ал. —!/4., где 4, и 4,— раднусы ок- 
ружностей 8, и 68.; в этом случае 
п.>0. В справедливости только что 
сделанных утверждений мы убедим- 
сяв $6. 

Зная стороны треугольника АВС, 
мы можем вычислить п,.. и устано- 
внть, какой из трех случаев имеет 
место. 

Иногда можно обойтись без та- 
ких вычислений — об этом мы рас- 
скажем в $ 7. 


$ 6. Вывод формулы Содди 


1. Пусть И, Уи \ — три ороизволь- 
ных неотрицательных числа, сумма 
которых равна л. Тогда 
$19? (= $11* Уп? и— 
—2 т Ияп № со$ И. 

Локазатсельство. Постро- 
им треугольник с углами И, Уи \. 
Пусть ллины противолежащих сторон 
равны и, ин №. По теореме косину- 
сов 

Н? = -- и" — 9 ци с08 Ц. 
По теореме сннусов 
ип И= ит И=зиут №. 

Отсюда нужная формула получается 
для любых ненулевых углов. Если 
хоть один из углов (, Ин \ равен 
0. формула проверяется непосредст- 
венно. 


2. Пусть А, В, Сир — четыре 
эроизвольные точки плоскости. Тогда 


обе < АЪАВО 
р 


а 2 : 72) 
ЕВ 


х 1? ей ес ьСЙ ь 
и 2 

Доказательство. Воз- 
можны (рис. 8} четыре случая взаим- 
ного расположения точек А, В, Сир. 
В каждом из них выберем {, Уи М 
в соответствии с таблицей, помещен- 
ной ниже. В любом случае (>0, 
У—0, !—>0 и ИУ \У=ял так что, 
согласно пункту 1, 
(т? У-- 312 Ш — 31? (= 

==4 51? У. у? Ш - со5? И. 

Остается воспользоваться тем, что в 
любом случае 


ча = за ЗС, 
эми == зп 540 
зиии = эт -ЗРВ_, 
с05? (/ = со? 5806. Е 


3. Пусть один из углов треуголь- 
ника равен ©, противоположная сто- 


<ВОС + АРС + АРВ =21| Ц == 


2 | “ВОС = <АРС-- ЗАРВ 


3| хАБС = АРВ ВОС 


4| ЖАБВ = ЗВОС-+АРС |= 


о 


И=хл 
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Рис. 8. 


рона— и, прилежащие —и и и, по- 
лупериметр треугольника —9. Тогда 


0 9(9— и) : 0 
20 _99-№ 2-9 ла 
СО, 
_ 9=994— в) 
= и-ш у 


Доказательство. 
косинусов 


1 = 01-2 — 900 с0о$0, с050= 
= (о и? — м2). 


По теореме 


Значит, 

2 ® 11-5050 (и и)? — м* 

В Е 5 Ю-З а 
с0$ о = 2 = 40-5 ны 
"и (оо ибо ши — и) _994—& 
РЕ 4и-ш р и.ш 


То 


<ВрсС 
рт — 


= 
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С 0 1 — с0$ 0 и — (им 
29 10059 Ши 
В = =. 
(ино оо 
=— " ыы 40.0 аи 
_ 9—9 — и) 
-— 0-5 ® 


4. Пусть окружности ©, В, \иб 
с центрами А, В, Си Ви раднуса- 
ми а, 5, Си 4 попарно касаются 
друг друга внешним образом. Тогда 


хз _9856_ _ ф-+атоа 
2 ата 
с агивос вс 
ть = о-аата, 
‚о АБВ аб 
2 = @+-Чать' 
(3 _2АБб _ ас 
ЕЕ 


Доказательство. В ЛВОС вы- 
разим стороны и полупериметр че- 
рез 6, 4 ис: 


ВС-Ьче Вр=Ьча, бас, 
-(ВС+Вр-+- рб) 6 +а+с 


и воспользуемся формулами пункта 
3. Другие две формулы получим 
аналогично из ЛАДВ и ЛАОС. 

4’. Пусть окружности а, В, ус 
центрами А, В, С и радиусами а, 
Ь, с попарно касаются друг друга 
внешним образом и все три касают- 
ся изнутри окружности & с нентром 
Е н раднусом е. Тогда 


ТЕ 

а А 
О а 
$112 ее — и" : 


Доказательство — такое же, как 
в пункте 4. 
5. В условиях пункта 4 положим 


й = Ша, 1—1, те Це, п= Ца. 
20 


ВИр:ИКуапетлесте.ги 


Тогда 
(-ЕГЕт- п)? =4 (бт ти-Ё пд. 


Доказательство. Соглас- 
но пунктам 2 и 4 


аъ ас 
| ат етаиго — 


бс 2 4 ав 
-в=дат5|= етааты ^ 
х ас (6 --а+-оа 


«тата ‘реа. 


Умножив 0бе части равенства на 
Ката) (фа) стауавса], получим 
| ‚ 5-8 ий в--а--с 








са Тв ^^ ав =4 Ба › 


нли окончательно 

(-[@ЕЁ-т-гп)=4 (бп--тя- п. 

Замечанне. Формулы пунк- 
та 4’ получаются из формул пункта 
4, ссли заменить & на (—е). Поэтому 
доказанная в пункте 5 формула вер- 
наи в условиях пункта 4’ прил — —1/е. 

6. Кривизны А, [, ти п окруж- 
ностей ©, В, у н 06, попарно касаю- 
щихся друг друга внешним образом, 
связаны формулой Содди 


(ЕНГЕт+ п) 2 (Е +Р-+-т т). 


Та же формула верна, если л — кри- 
визна окружности #, которой <, В 
ну касаются изнутри. 

Доказательство. 
разуем тождество 


({ЕЕЁРЕт-я)*-- (РЕГ т ле 
+4 (Гисгл) 


Преоб- 


с учетом пункта 5: 
(Е-ЕГЕт- п) 
=4 (ЕРЕЁт- Вят- ттт). 
Воспользовавшись тождеством 
(ЕЕ -т Е п) --та--и = 


2 (Вт Ап-ыйтЬЯ т--тм), 
получим 
(ЕР-т-н)—ф2 ЦЕРН и) — 

И тп" |. 
Приведя подобные члены, получим 
формулу Содди. 

7. Из утверждения, доказанного 
в пункте 6, сразу вытекает 


Следствие 1. Положим (как 
в 53) 
о =А-Ет +2 ИР -ЕтЕ. 


Тогда — в терминах $ 5,— если имеет 
место случай Г, то л.<0, аесли име- 
ет место случай ИТ, то п.>0. 


Упражкение 3. Докажите, что в 
случае И д. = 0. 


Объединяя следствие | и упраж- 
нение, получаем 

Следствие 2. Если л.<0, 
то нмеет место случай 1, если п.=0,— 
случай П, если п.>0,— случай ИТ. 


8$ 7. Еще одна неожиданность 


В июне в «Задачнике «Кванта» бы- 
ла опубликована задача М209. 

Для любого треугольника АВС 
можно`вычислить такую сумму: 


А В С 
$. 


Докажите, что: 

а} 53<2 для. всех остроугольных 
н прямоугольных треугольников; 

6) 5$>>2 для тупоугольных тре- 
угольников с тупым углом, большим 
2 агс 4 4/3; 

в) для всякого ф такого, что 


4 
>- <«хФ<2агс —3 › среди тупоуголь- 


ных треугольников с тупым углом, 
равным ф, имеются и такие, что $>>2, 
и такие, что 5<2. 

На первый взгляд, в задачах М195 
и М209 говорится про совершенно раз- 
ные вещи. Но, оказывается,— еще 
одна неожиданность — между ними 
существует глубокая связь. 

Используя 86 (пункты Зи 4), 
легко доказать следующее 

Утверждение 1. Пусть ок- 
рижности с, В, ? с центрами А, В, 
С и радиусами а, 6, с попарно касают- 








ся друг Оруга внешним образом, 
и пусть ат Ь--с=р. Тогда 
А вс В ас 
О . аа 
+5 ОЕ: ар’ 5 = вр , 
рВИСЬ 
= р = ЕР 
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Такнм образом, (а--6--с)$ = 
ве . @с аб 
о, Деля обе части 


этого равенства на абс, получаем 


р ей 
5(=+= а 
наи  5(АЁР те тв) = Р-Р т?. 
Используя тождество А?--Ё-рт? = 
-=(--1-т)"—2 (ЫЧ тет). на- 
ходим: ($512) (ЕРЫт--т®)==(А- 

Рем. 
Итак, следующие условия попар- 
но эквивалентны: 


5<2 и (&+!-т) 4 (Ы-т-Еть), 
5=2 и (:-1{:-т)?--4 (Ыт--ть, 
$22 и (А+ т)>4 (М т-етЬ). 


Вспоминая формулу 
По = {#-|-(4-т) 2 Ин-т — ТЕ, 


получаем отсюда 

Утверждение 2. Условия 
5<2, 5=2 и 52>2 характеризуют 
(соответственно) случаи Г (п.<0), 
И п. 0) а ИЕ а.>9. 

Поэтому результат задачи М209 
позволяет довольно часто прямо по 
вилу Л АВС сказать, какой из слу- 
чаев 1, НП, ИГ имеет место: если 
А АВС остроугольный или прямо- 
угольный, то случай 1 (задача М195 
имеет в этом случае ровно одно ре- 
шение 2), если А АВС «очень тупо- 
угольный» (ф>2 агс4в 4/.), то случай 
ПТ (задача М195 имест два решения 
р, иО.). «Водораздел» (случай ||) 
проходит по «не слишком туноуголь- 
ным» треугольникам (1/.<9< 
<2 агсе %/,). Некоторые донолнн- 
тельные сведения об этом «водораз- 
деле» вы получите, решив задачу 
М209 или прочтя ее решение в «Задач- 
ннке «Кванта». 
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дв 5мю Электролиз 
и закон 
сохранения энергии 





Молекулы любого химического соедн- 
нения состоят из атомов. Во взанмо- 
действии между атомами молекул уча- 
ствуют электроны. Не все электроны 
в атоме равноценны. Основную роль 
в химии играют электроны вненней 
оболочки. Устсйчивые молекулы об- 
разуются тогда, когда энергня свя- 
занной системы атомов меньше, чем 
сумма энергий этих же атомов по- 
рознь. 

В ряде случаев силами, связываю- 
щими отдельные части молекул, яв- 
ляются снлы электростатического (ку- 
лоновского) притяження. Так быва- 
ет, когда одна часть молекулы обла- 
дает избыточным числом электро- 
нов — это отрицательный нон; дру- 
гой части молекулы не хватает тако- 
го же числа электронов — это поло- 
жительный нон. 

Между нонами вещества, помещен- 
ного в среду с большой диэлектриче- 
ской проницаемостью = кулоновские 
силы ослабляются в Е раз. Вследствие 
этого отдельные ноны прнобретают 
способность двигаться друг относи- 
тельно друга. Такие растворы назы- 
вают электролитами. 

Электролиты способны проводить 
электрический ток. Носителями заря- 
да в электролитах являются ноны, 
и поэтому проводимость электроли- 
тов называют ионной. Прохождение 
тока через электролит сопровождает- 
ся хнмическими реакциями на элект- 
родах, которые приводят к выделенню 
элементов, входящих в состав элект- 
ролита. Этот процесс называют элект- 
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ролизом. Именно прн электролизе 
наиболее ярко проявляется электрон- 
ная природа химического взаимодей- 
ствия. 

Внервые электролиз исследовал ве- 
ликий английский физик Майкл Фа- 
радей (1791—1867). Он эксперимен- 
тально доказал, что масса выделив- 
шегося при электролизе вещества про- 
порциональна протекающему заряду 
н химическому эквиваленту вещества. 
Открытие законов электролиза сыгра- 
ло огромную роль в формированин 
современных представлений о строе- 
нии вещества. Но теперь мы можем, 
наоборот, вывести законы Фарадея, 
исходя из этих представлений. 

Этот вывод проще провести на ка- 
ком-нибудь конкретном примере. До- 
пустим, нам нужно нроизвестн элект- 
ролиз воды Н.О. Чистая вода до- 
вольно слабо диссоциирует на ионы 
Н+ и ОН-. Для увеличения ионной 
проводимости необходимо добавить в 
воду соль, кислоту или основание, 
сильно диссоциирующие на ионы, на- 
пример МаОН. Опустим в этот элект- 
ролит электроды — химически инерт- 
ные проводники — и присоединим их 
к полюсам источника тока. При этом 
положительно заряженные ионы Ма+ 
будут двигаться к отрицательно за- 
ряженному катоду, а отрицательные 
ионы ОН- — к аноду. Именно поэто- 
му положительно заряженные ионы 
называются катионами, а отрицатель- 
но заряженные — анионами. Достиг- 
нув электродов, ионы нейтрализуют- 
ся: анионы отдают избыточные элект- 


роны аноду, а катионы при сопри- 
косновении с катодом получают от не- 
го недостающие электроны. 
Запишем химические реакции, про- 
исходящие на электродах: 
на аноде — 
4 ОН--4е- +0,-+2Н.О, 
на катоде — 
4 Н.О-4 2 Н,-4 ОН- 


В конечном счете эти реакции сво- 
дятся к разложению воды: 

2 Н.О-—2 Н.-+О.. 
Для образования каждых двух ато- 
мов водорода и одного атома кисло- 
рода по непн должны пройти два 
электрона. Измеряя ток / ин время Ё 
его протекания, найдем полный про- 
текающий заряд: 9 = 712. Разделив 
величину этого заряда на величину г 
заряда электрона, найдем полное чис- 


ло образовавшихся атомов водорода: 
Н 
Ве 
Число образовавшихся за это время 


атомов кислорода 
И: 


— 2. * 


Вообще, число атомов вещества, об- 
разующихся на электроде, равно 


Е 

уе? 
где у — валентность атома, то есть 
число электронов, необходимых для 
образования одного атома из иона. 
Чтобы найти массу продуктов ре- 
акции, нужно умножить числа пн 
и по на массы соответствующих ато- 


мов. Масса атома равна 1, ге А — 


атомная масса вещества, № — число 
Авогадро. 

Теперь мы можем записать закон 
Фарадея для массы вещества, выде- 
ляющегося на электроде за время Ё 
при прохождении Через электролит 


тока /: 
ПА 


— Меч 


Произведение № = 6,02.10?3.1,6х 
хЮ-# == 96 400 (к/моль) обозначают 
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через РЁ и называют числом Фарадея. 
А 
Величину — называют химическим 


эквивалентом. 

Масса продуктов электролиза про- 
порциональна току и при заданном 
токе не зависит от напряжения- {/ 
на электродах. Затраченная же энер- 
гия равна Е == Н/У. На что расхо- 
дуется эта энергня? Часть ее перехо- 
дит в тепло. Остальная энергия за- 
трачивается на разрядку ионов на 
электродах и переходит в химиче- 
скую энергию продуктов, получен- 
ных при эялектролизе. Вернемся к 
рассмотренной нами реакции элект- 
ролиза воды и определим эту энер- 
ГИЮ. 

Заставим (с помошью катализа- 
тора} прореагировать образовавшие- 
ся водород и кислород. При этом в 
виде тепла выделится энергия 

Й — 9: (тн, то,) = 9 Е ВН, 

где 9, — теплота сгорания водоро- 
да *). Это означает, что затраченная 
источником тока энергия, перешнед- 
шая в химическую энергию продуктов 
электролиза, равна \. Из закона 
сохранення энергни следует, что 
\-<Е = ИЛ (разность Е—\ ушла 
на нагревание электролита джоуле- 
вым теплом). Следовательно, должно 
выполняться неравенство 


У |2 
>= №ем * 





Таким образом, из закона сохра- 
нения энергии следует, что при на- 
пряжении на электродах, меньшем 


ИУтш = электролиз вообще не 


\*еМ ' 
может происходить! 

Найдем зиачение этого минималь- 
ного, или, как его называют, поро- 
гового напряжения для электролиза 


*) Напомним, что теплотой сгорания 
топлива называется количество теплоты, вы- 
деляющееся при полном сгорании | г топли- 
ва. (Не путать обозначення: 4 — полный 
заряд, 9т — теплота сгорания). 
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воды. Из опыта известно, что при 
образовании | моля, нли 18 г воды 
(то есть при полном сгорапин 1 мо- 
ля, или 2 г водорода) выделяется 
энергия \№ -- 56,7 ккал/моль. Следо- 
вательно, пороговое напряжение 
№ 1 
ба ея 
56,7 ккал/моль ‹ 
я рые 1,238. 
1.60. 10-13 к.6,02. 1023 лоль-!.2 ‚23 


Межлу электродом, опущенным в 
электролит, н электролитом устанав- 
лнвается определенная разность по- 
тенциалов. Это может происходить 
в результате того, что металлы обла- 
дают способностью «переходить» в 
раствор в виде ионов. При этом элект- 
род заряжается — отрицательно, а 
электролит — положительно. Вдоль 
поверхностн электрода образуется 
слой положительных ионов. (Заме- 
тим, что эта разность потенциалов не 
вызывет тока через полуэлемент — 
так называют отдельный электрод 
с соответствующим = электролитом. 
Ионы находятся в состоянии дина- 
мического равновесия с электродом.) 
Возможен и другой вариант, когда 
металл заряжается ноложительно, а 
электролит — отрицательно. Это про- 
нсходит в тех случаях, когда опу- 
щенный в электролит электрод не 
«растворяется», а на его поверхно- 
сти  осаждаются  ноложительные 
ноны электролита. 

Измерить непосредственно напря- 
женис в полуэлементе невозможно. 
Однако можно выбрать какой-нибудь 
один «постоянный» полуэлемент и, 
соединяя с ним различные полуэле- 
менты, измерить разность потенциа- 
лов между электродами. «Постояи- 
ному», или, как его называют, нор- 
мальному электроду приписывают ну- 
левой потенциал, и тогда можно счи- 
тать, что второй электрод обладает 
вполне определенным потенциалом — 
нормальным потенциалом (Фиш). 

Таблица, приведенная ниже, со- 
ставлена но результатам, получен- 
ным таким методом. В качестве нор- 
мального электрода выбирается обыч- 
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но платиновая пластинка, а соот- 
ветствующий электролит — однонор- 
мальцый *) раствор понов водорода. 
Нормальным потенциалом  опреде- 
лястся энергия, необходимая для 
восстановления из нонов | моля дан- 
ного вещества. 

Поскольку обычно нас интересует 
не потенинал отдельного электрода, 
а напряжение между парой электро- 
дов, то ясно, что выбор нормального 
электрода может быть произвольным. 
Важно то, что при выбранной паре 
электродов для электролиза каждого 


венества электролита необходима 
вполне определенная минимальная 
разность потенциалов. 


Электродные потенциалы метал- 
лов в таблице выписаны в порядке 
нх убывания. Обратите внимание, что 
последовательность металлов (вклю. 
чая водород) К, Ма, Ма, А|, 7п, Ее, 
РЬ, Н, Си, Аз, Аи — ие что иное, 
как известный из химии ряд актив- 
ности металлов. В этом ряду каждый 
металл может вытеснить из раствора 
солн любой металл, стоящий от него 
справа. Например, возможны реакции 

Да -- Си++ — Си -|- 7п++, 

2Ма = 2Н+ — 2Ма* +Н.. 

На этом примере видно, как физика 
дает количественное описание эмпи: 
рически замеченной в химии законо- 
мерности. Резкции идут в том на- 
правлении, ири котором происходит 
выделение энергии, а значения поро- 
говых напряжений прямо  пропор- 
циональны количеству этой энергин. 

Теперь, руководствуясь табли- 
цей, мы можем обоснованно отве- 
тить на вопрос, почему при электро- 
лизе водного раствора МаОН на ка- 
тоде выделяется водород, а ие нат- 
рий. Пороговое напряжение электро- 
лиза раствора МаОН равно 3,94 в 
{2,71 в + 1,23 в). Если разность но- 
тенциалов на электродах (И<1,23, 
электролиз вообще идти не может, 
если же 1,23 в И<3З,94 в, то ве’мо- 


*) Однонормальным называется раствор, 
в котором на один литр раствора арнходится 
один грамм-атом водорода. 


Реакция 


К+ | гг>К 
Ма+ + г-—>М№а 


1 1 
—^ МЕ*+ -|- е-— = Ме 


1 
ЗА НЕЕ е-- го А] 1,66 


3 


1 1 
—2` 21*+ че 7п 0,76 


1 
7 Ре++ | е>-5 


5” Ре 


1 1 
> Рь++ -- г`>-— РЬ 


0,13 


жет образоваться металлический нат- 
рий. Если (>3,94 в, то частично 
натрий получиться может, но образо- 
вавшись, он быстро прореагирует с 
ВОДОЙ. 

Тот факт, что для разных метал- 
лов различаются пороговые напря- 
жения электролиза, используется для 
разделения металлов. Представьте се- 
бе, что у вас есть соль меди с малыми 
примесямн серебра и золота. Как 
извлечь благородные металлы? Про- 
ведем электролиз соли меди СиЗО., 
нспользовав эту неочищенную медь 
в качестве анода. При этом на аноде 
возможны реакции: выделения кис- 
лорода, растворения (то есть образо- 
вания ионов) меди и растворения 
серебра и золота. На катоде же бу- 
дет осаждаться металлическая медь. 
Если разность потенциалов электро- 
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Резкция Фпиа (8) 


1 
ры ЗОНЫ 
З Аи*++ -1 е--+ 3 Ац 


1 
Вг--+-5— Вг, -г е- 


| 
0.44 ОН НЮ + 


1 
С->—- С, --г- 


дов взять достаточно малой (меньшей 
0,803—0,34в —= 0,46%), чтобы не 
могли идти реакции растворения се- 
ребра и золота и электролиз воды, то 
анод разрушается, ноны меди Си+* 
переходят в раствор, осаждаясь на 
катоде, а нерастворимые при этой 
разности потенциалов серебро и зо- 
лото остаются на аноде. 

Посмотрим теперь, какова вольт- 
амперная характеристика электро- 
литов. Ситуация здесь различна для 
разных видов реакций, нанример, 
для реакций, проходящих в аккуму- 
ляторах, ни для реакиин электролиза 
воды. 

В аккумуляторе химическая ре- 
акция подбирается так, чтобы ве- 
щества, образующиеся при разряде 
аккумулятора во время его эксплуа- 
тации, оставались в растворе или 
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Рис. 1. 


осаждались на электродах. Тогда при 
зарядке аккумулятора реакция пой- 
дет в обратную сторону, а это приве- 
дет к’ восстановлению его первона- 
чального состояния. 

При электролизе может пронсхо- 
дить выделение водорода или других 
газов, может восстанавливаться ме- 
_Талл в растворе и выпадать в осадок. 
Тогда реакцию уже нельзя провести 
в другую сторопу. 

Во втором случае ток при напря- 
жении, меньшем порогового, вообще 
не идет, сопротивление электролита 
практнчески бесконечное. Когда раз- 
ность потенциалов становится  от- 
рицательной, анод и катод меняются 
местамн, и, начиная с напряжения 
— (ни, опять возникает проводимость. 
Поэтому вольт-амперная — характе- 
ристика имеет вид, показанный на 
рисунке 1. 

Если при реакции первого типа 
на электродах уже выделилось веще- 
ство, то электролит вместе с элект- 
родами сам становится источником 
тока с электродвижущей силой, в 
точности равной пороговому напря- 
жению. Поэтому его вольт-амперная 
характеристика отвечает обычному 
закону Ома для полной цепи, у кото- 
рой сопротивление нагрузки равно 
внутреннему сопротивлению источни- 
ка, но смещенному из начала коордн- 
нат на величину порогового напря: 
жения (рис. 2). При приложенном 
напряженни, равном нулю, — это 
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Рис. 2. 


обычный источник тока, конечно, 
только до тех пор, Пока все активное 
вещество на электродах не окажется 
израсходованным. Тангенс угла на- 
клонг прямых на рисунках 1и2 ха- 
рактеризует проводимость электро- 
лита ин в случае плоских электродов 
прямо пропорционален сечению элект- 
родов н коннентрации ионов и об- 
ратно пропорцнонален расстоянию 
между электродами. Следует отме- 
тить, что графикн имеют такой вид 
при не слишком больших плотно- 
стях тока. 

В заключение еще раз нодчерк- 
нем, что существование порогового 
напряжения является следствием за- 
конов Фарадея и закона сохранения 
энергин. Это явление демонстрирует 
взанмосвязь химического и электрн- 
ческого видов энергнии. 


Упражнение 


Электролиз | л водного раствора АХО, 
ведется при напряжения | в. Виыделилось 
ТА | г. На сколько поднялась темпера- 
тура раствора? Тепловые потери це учиты- 
вать. 





Электрохимическая 
обработка 
металлов 


И. И. Мороз 





В последние годы все более широкое при- 
менение находят электрохимические - методы 
обработки металлов. Что это за методы, в 
чем их преимущества перед другими метода- 
ми обработки металлов, рассказывается в 
этой статье. 


В 1834 году Майкл Фарадей сфор- 
мулировал основные законы элект- 
ролиза. 

Согласно закону Фарадея, коли- 
чество вещества 71, выделенного или 
растворенного на электродах за вре- 
мя Ё, прямо пропорционально коли- 
честву электричества 9, прошедшего 
через электролит: 


ИА 
Аем » 


т=д=йН = 


где { — снла тока, А — атомная мас- 
са, у — валентность вещества, М — 
число Авогадро, е — заряд электрона. 

Известно, что Г = ]$ {/— плот- 
. ность Тока, $ — площадь электрода). 

Почти через сто лет после откры- 
тия законов электролиза, в 1928 году, 
советскаяе инженеры В.Н. Гусев и 
Л. П. Рожков предложили нспользо- 
вать электролиз для обработки ме- 
таллов вместо обычных механических 
способов (точения, фрезерования, ре- 
зания, шлифования). 

Это предложенне на первый взгляд 
кажется необычным. Действительно, 
весь опыт человечества, казалось бы, 
учит, что инструмент должен быть 
тверже обрабатываемого матернала. 
Еще пещерный человек использовал 
камень в качестве обрабатывающего 
ннструмента. Потом были созданы 
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инструменты железные, стальные и, 
наконец, из твердых и сверхтвердых 
сплавов. Но по мере развития тех- 
ники, особенно специальных отрас- 
лей машиностроения (авиамоторо- 
строення, ракетостроения и некото- 
рых других), появились новые ма- 
терналы, обработка которых меха- 
ннческими методами сопряжена с 
болышими трудностями, а в иекото- 
рых случаях — просто невозможна. 
Тах, например, есть такие твердые и 
хрупкие сплавы, которые разрушают- 
ся при механической обработке. Воз- 
никла необходимость создания но- 
вых методов обработки металлов. Вот 
тут-то и пригоднлось предложение 
Гусева и Рожкова. 

При электролизе металлические 
электроды погружаются в раствор 
электролита, на них подается злект- 
рическое напряжение, и через рас- 
твор электролита идет ток (рис. 1). 
Обычно на металлическом катоде вы- 
деляется водород, а на аноде про- 
исходит растворение металла, кото- 
рое часто сопровождается выделени- 
ем кислорода. 

В производственной практике 
давно уже широко — используются 
процессы электрохимического трав- 
ления н электролитического полниро- 


вания металла. Первый — для очист- 
ки поверхности металла от окисных 
пленок, второй — для улучшения 
качества поверхности. придания ей 
зеркального блеска. Оба эти процес- 
са основаны на том, что при элект- 
ролизе на аноде растворяется металл. 
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Эленктролит Направление лвитения 









Инструмент _ 
(катод) Ш 








Деталь? 
(анод) 
Изоляционное 
понрыгие 


Рис. 2. 


Как при травлении, так и при по- 
лированни с поверхности удаляется 
ничтожное количество металла и гео- 
метрические размеры обрабатываемой 
детали практически не изменяются. 
Это объясняется тем, что при плот- 
ностях тока, применяемых в таких 
процессах, скорость растворения ме- 
талаа очень мала. Если же плотность 
тока увеличить в сотни раз, то уве- 
личится и скорость анодного раство- 
рения металла. Тогда количество уда- 
ляемого металла может быть соиз- 
меримо с количеством металла, уда- 
лясмого при резании. Это ин позво- 
ляет использовать электролиз для 
обработки металлов. 

На рисунке 2 представлена об- 
щая схема электрохимической обра- 
боткн металлов. Так же как при трав- 
лении и полировании, обрабатывае- 
мую деталь присоединяют к положн- 
тельному полюсу источника тока, а 
электрод-инструмент — к отрица- 
тельвому. Но, в отличие от обычных 
электролитических ванн, где расстоя- 
ние между электродами составляет 
150--200 мл, здесь это расстояние 
уменьшено до 0,95-—-0,5 мм, н через 
этот узкий промежуток между элект- 
родами насосом непрерывно прока- 
чивается раствор электролита. Нера- 
бочие новерхности катода покрывают 
нзоляционным матерналом. 

Благодаря тому, что зазор между 
электродами очень мал, напряжен- 
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ность электрического поля чрезвы- 
чайно велика и плотность тока до- 
стигаст весьма значительных вели- 


чин (до 250 а/см"). Металл анода рас- 
творяется с большой скоростью одно- 
временно под всей рабочей поверх- 
ностью катода и с обрабатываемой 
детали удаляется слой толмциной от 
0.5 до 6 мм в минуту. При этом на 
аноде воспроизводится форма и раз- 
меры катода, с тем большей точ- 
ностью, чем меньше расстояние меж- 
ду электродами. Чтобы сохранить 
постоянным расстояние между элект- 
роламн, по мере растворения метал- 
ла с поверхности анода катод посте- 
пенно передвигают по паправлению 
к аноду. | 

В качестве электролитов обычно 
используют водные растворы неорга- 
нических солей (нанример, хлори- 
стого или азотнокислого натрия\. 

Что же происходит в межэлектрол- 
ном промежутке? Схематически эти 
нроцессы можно иредетавить сле- 
дующим образом (рис. 3). 

В качестве примера возьмем же- 
лезный анод в водном растворе хло- 
ристого натрия. 

В ходе электролигической дис- 
социации вода разлагается на катно- 
ны водорода п анионы гидроксила; 
на катоде выделяется водород: 


АН.О + 4#- —+ 4ОН- + 2Н,%. 


На аноде растворяется металл. 


Ионы железа взаимодействуют с нона- 
ми гидроксила и образуют нераство- 





римые в воде гидраты окислов же- 
леза: 
Ге++ -- 2ОН- -+ Ге {ОН),{. 

Гидраты окислов металла запол- 
няют межэлектронное пространство 
и нарушают нормальный ход элек?ро- 
лиза. Поэтому-то и необходимо ие- 
прерывно прокачивать раствор элскт- 
ролита в межэлектрониом промежут- 
ке. Поток электролита обеспечивает 
отвод тепла, подвод реагентов к элект- 
родам и отвод продуктов реакции. 

Таким образом, при электрохими- 
ческой обработке разрушение метал- 
ла происходит за счет его анодного 
растворения, а вместо стружки, уда- 
ляемой прн обработке резанием, об- 
разуются гидраты окислов металла. 
которые удаляются из рабочей зоны 
потоком электролита. 

Электрохимическая обработка мс- 
таллов имеет целый ряд преимуществ 
но сравнению с другими методами. 

Во-первых, она позволяет обра- 
батывать любые металлы н сплавы 
независимо от их химического со- 
става и механических свойств. Обыч- 
ные стали, твердые, жаропрочные и 
другие специальные сплавы обрабаты- 
ваются с одинаковой скоростью. Чем 
труднее обрабатывается деталь ре- 
занием, тем выгоднее применение 
электрохимической — обработки. 

Во-вторых, инструмент - катод 
при этом не изнашивается. С помощью 
одного инструмента можно обрабо- 
тать огромное количество деталей. 

В-третьих, обработка не влечет 
за собой изменений структуры ме- 
талла, образования заусенцев, тре- 
щин ин других дефектов, возникаю- 
щих при механической обработке. 

Кроме того, полость сложной фор- 
мы или фигурное отверстие можно 
получить при одном лишь поступа- 
тельном движении катода соответ- 
ствующей конфигурации. Это зна- 
чительно упрощает технологию обра- 
ботки. 

Электрохимическая обработка в 
настоящее время применяется в про- 
мышленных масштабах при изготов- 
лении различных деталей. 
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Головоломки 


Вот несколько представлений 
числа 1973. Обратите вни- 
мание, что в левой чаети 
встречаются все цифры этого 
числа по порядку. ПНопро- 
буйте придумать подобные 
яредставления для числа 
1974. 

17 (9% — 71 — 3%) -= 1973: 
(1 -|- о: кз 8 8 — 
и 9-Е (7+ 3)1 = 


- 09 + 74—39 — 
(1.9.7 — 3) = 1973. 
((— 12 — 9% 78 -{ 33) — 
(1 — 9.7 +3) = 1973. 
{Пао 7—3] — 
1 — (9 — 7)3] == 1973. 
( а + @-- 33] + 
-. 


т 


9-7 | 


1 

(1 7) 33] = 1973. 

04 93+ 9+ 33] —- 
83—97 +3] = 
В. 


Я. Герасимов 


——— = 


7 


м 


Предлагаем теперь ие- 
сколько головоломок с чис- 
лом 1973. 

1. Сохраняя последова- 
тельность цифр 
123456789 = 1973, 
9587654321 = 1973, 
восстановить указанные ра- 
венства, использовав все за- 
данные цифры. 

Вот одно из возможиых 
решений: 

{—1- 2)-34.56 - 78 —9= 
=9--8 — 7-т 654.32 — 
— 1 == 1973. 

А еще найдете? 

2. Представьте 1973 сум- 
мой или разностью двух чн- 
сел так, чтобы были исполь- 
зованы все цифры от 1 до 9 
по одному разу. 

Возможны, — например, 
такне решения: 

1973 = 1978/4а — 5% = 
= 1967, -+- 53/4. 

3. Представьте 1973 вы- 
ражением, содержащим толь- 
ко одну цифру. Вот пример: 


1973 = 3.3 ° — 313-43! : 3 


Б. А. Кордемский 
М. И. Нестеренко 
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ЛАБОРАТОРИЯ 
„КВАНТА- 





Раздел «Лаборатория «Кванта» принадлежит к числу систематических разделов нашего 
журиала. В нем мы стремимся дать нашим чнтателям возможность произвестн какой- 
либо поучительный эксперимеит, не требующий специальиого оборудования, так ска- 
зать, с подручными средствамн, которые имеются практически в любом доме. Этн простые 
по исполнению эксперимеиты помогают глубже проникнуть в суть различных физических 
явлений, развивают сообразительность и наблюдательность. 

Многие закоиы н явления природы в основе своей ие так-то уж и сложны, а их характер- 
ные черты можно проследить даже в сравнительно простых эксперимеитах. Такие экспе- 
римеиты — первая ступень к самостоятельиым исследованиям. 

Из писем наших читателей мы видим, что миогие из них охотно проделывают предла- 
гаемые нами эксперименты и даже стремятся творчески видоизмеиить их (варьировать 
условия — менять температуру, напряжение нли другие участвующие в опыте физи- 
ческие велнчины, подбнрать другие вещества н материалы и т. п.). 

При воспроизведении описываемых нами опытов необходимо обращать особое винмаинке 
на техинку безопасностн н строго выполнять рекомендуемые. в статьях меры предосто- 
рожности. 

Мы иадеемся, что раздел «Лаборатория «Кваита» поможет нашнм читателям лучше 


разобраться в своих способностях, развнть в себе навыки будущих серьезиых исследо- 
вателей природы. 





Игрушки 
из кристаллов 


М. П. Головей, 
Г. Ф. Добржанский’ 





Кристаллы издавна — используются 
для изготовления украшений и юве- 
лирных изделий. Они привлекают 
наше внимание причудливыми фор- 
мами, сверкающими гранями, пере- 
ливами цветов и богатством оттенков. 
На страницах «Кванта» уже расска- 
зывалось о том, как вырастить доста- 
точно крупный однородный моно- 
кристалл *). Мы хотим научить чи- 
тателей изготовлять оригинальные и 
красивые изделия из поликристаллов, 
вырастнть которые не представляет 
большого труда. Прн некотором на- 
выке и аккуратности можно стать, 
например, обладателем  удивитель- 
ной веточки некоего экзотического 
дерева, состоящей из сверкающих н 
переливающихся зеленоватым светом 
небольших кристалликов, или зеле- 
ной новогодней елочки, опущенной, 
как снегом, шапкой белых крис- 
таллов. Познакомившись с мето- 
дикой и приобретя некоторый опыт, 
вы и сами сможете придумать и изго- 
товить различные украшения и суве- 
ниры из поликристаллов. 

Метод получения таких изделий 
основан на широко используемом 
способе получения монокристаллов — 
кристаллизации из водных  рас- 
творов. При охлаждении насыщенно- 
го раствора, а также при испарении 
растворителя и в других условиях, 





*) См. статью: Варламов А. А., 
Казаковцев Д.В. Выращивание крни- 
сталлов. «Квант», 1973, № 6. 
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когда создается  пересыщение рас- 
твора, растворенное в нем вещество 
начинает выпадать в осадок. Если в 
сосуд с раствором (кристаллизатор) 
поместить маленькие кристалликн ис- 
ходного вещества (затравки) или 
какие-нибудь иосторонние нераство- 
римые частички, структура которых 
близка к структуре  кристалликов, 
то при достаточно медленном сниже- 
нии температуры мы можем добить- 
ся того, чтобы вещество осаждалось 
преимущественно на затравках. 

Получение достаточно крупных 
(размером в несколько сантиметров 
и более) однородных нскусственных 
монокристаллов требует сложной ап- 
паратуры с точным автоматическим 
управлением температурой, переме- 
шиванием растворов, регулировани- 
ем химического состава среды и так 
далее. Маленькие кристаллики и их 
сростки (поликристаллы) можно лег- 
ко получить и не прибегая к слож- 
ным конструкциям и автоматике. 

Если в кристаллизатор опустить 
какой-нибудь предмет, на котором 
находится большое число затравок, 
то, используя метод снижения тем- 
пературы или испарения раствори- 
теля, можно обрастить его кристалли- 
ками с четко выраженной огранкой. 
При этом нет никакой необходимости 
перемешивать раствор иди точно ре- 
гулировать скорость изменения тем- 
пературы. Кристаллики и без этого 
вырастают достаточно красиво огра- 
ненными. Чтобы получить большое 
число  затравок на заращиваемом 
предмете, нужно предварительно об- 
мотать сго обычными — хлопчатобу- 
мажными нитками № 10 (не обяза- 
тельно плотно, виток к витку, мож- 
но и с интервалом 1—3 мм), окунуть 
в раствор, тут же вынуть и как сле- 
дует просушить при комнатной тем- 
пературе. Так как нитки пропиты- 
ваются раствором, то при высыханин 
на них образуются мельчайшие кри- 
сталлики, которые и будут в дальней- 
шем служить затравками. 

При желанин кристаллами мож- 
но легко обрастить любой нерастве- 
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римый предмет. Попробуйте, напри- 
мер, изготовить такую веточку, как 
на рисунке. Для этого необходимо 
из медной или алюминиевой проволо- 
ки днаметром |—2 мм или из какого- 
нибудь синтетического  матернала 
изтотовить ес каркас. Провод необ- 
ходнмо обмотать нитками (если взять 
провод в хлопчатобумажной изоля- 
ции, то никакой дополнительной об- 
мотки не требуется). Для изготовле- 
ния ззаснеженной» елочки, можно 
также сделать ее каркас из проволо- 
ки, но гораздо лучше использовать 
купленную в магазине разборную, 
синтетическую. У синтетической елоч- 
ки обматывать нитками нужно толь- 
ко ствол м ветки, а иглы не надо. 
Количество раствора в кристал- 
лизаторе и его начальную температу- 
ру выбирают с учетом размеров кар- 
каса и массы вещества, которую нуж- 
но на нем осадить. На маленькую 
елочку достаточно осадить 100—200 г 
вещества. Масса осадка в данном 
растворе существенным образом за- 
висит от растворимости выбранного 
вещества. Мы рекомендуем  исполь- 
зовать алюмо-калиевые квасщы (ско- 
рее всего, они есть в стандартном 
школьном наборе химических реакти- 
вов в вашем химическом кабинете в 
школе; их можно также купить в ап- 
теке). Мх растворимость при 20С 
около 6%, при 50°С — прибдизи- 
тельно 19%. Это означает, что в 
1000 г насыщенного раствора квасцов 
прн температуре 20° С на 940 г воды 
приходится 60 г квасцов, а при 
50°С — на 810 г воды 190 г квасков. 
Следовательно, при остывании 1000 г 
насыщенного раствора от 50°С до 
20°С в осадок выпадает 130 г квас- 
цов. Мз сказанного ясно, что для 
заращивания елочки кристаллами 
квасцов влолне достаточно 1,5—2 ке 
раствора. Не следует брать раствор 
с очень высокой температурой, так 
как в этом случае изделие после суш- 
ки будет покрыто мелкой кристалли- 
ческой пылью, что существенно ухуд- 
шит его внешний вид. В качестве 
кристаллизатора можно взять любой 
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стеклянный сосуд с прозрачными стен- 
ками. 

Горячий раствор отфильтровыва- 
стся через ватку. Чтобы сиитетиче- 
ская елочка не всилывала, в се круг- 
лое оспование с помощью ипластили- 
на надо вмонтировать металлический 
грузик, например, железную гайку 
или кусочек свинца. К вершине при- 
вязывается нитка, за которую изде- 
лие вынимается из кристаллизатора. 
Уровень раствора в кристаллизато- 
ре должен быть по крайней мере на 
несколько миллиметров выше кар- 
каса. Сверху кристаллизатор  за- 
кройче крышкой из картона или по- 
лнэтиленовой пленкой. Выпадение 
осадка протекает сравиительно мед- 
ленно, поэтому каркас необходимо 
держать в растворе 10—30 часов. 

Приведем для сведения характе- 
ристики еще нескольких веществ, 
которые можно использовать Для 
изготовления сувениров из кристал- 
лов. Показанная на рисуике веточ- 


. Ка заращивалась сине-зелеными кри- 


сталламн никель-аммония сернокис- 
лого; растворимость в воде при 
20° С — 5,6%, при 50°`С — 12,6%. 


Готовая веточка была укреплена 
в подставке из куска толстой круглой 
свечки, покрытой лаком. Такая под- 
ставка может имитировать бочонок 
с землей илн цветочный горшок. Мож- 
но использовать также сернокислый 
никель (сульфат никеля); его крн- 
сталлы  темно-изумрудного цвета; 
растворимость при 20°С — 27%, 
при 45° С — 32%. 


Очень красивую елочку можно 
получить, если заращивать каркас 
кристаллами днгидрофосфата калия 
КН.РО4 (так была изготовлена елоч- 
ка, показанная на фотографии на 
4 странице обложки журнала) или 
днгидрофосфата аммония (МН.)Н.РО.. 
Кристаллики этих соединений рас- 
тут в виде прозрачных сильно удли- 
ненных призм и внешне напоминают 
ледяные сосульки.  Растворимости: 
КН.РО. при 20*С— 18%, при 
50° С — 29%; (МНУН.РО. при 
20° С — 27%, при 50`С — 40%. Го- 
товую. елочку можно обложить сни- 
зу сростками кристаллов, образо- 
вавшихся на дне сосуда, или кусоч- 
ками белого пенопласта, вырезанны- 
мн в внде белых снежных сугробов. 

Рыбу, фотография которой на об- 
ложке нашего журнала, изготовили в 


одной из лабораторий Института кри- 


сталлографии АН СССР в качестве 
подарка к восьмидесятилетию ака- 
демнка А. В. Шубникова. Сборка 
каркаса такой рыбы и заращивание 
его кристаллами потребовали извест- 
ного мастерства и знаний. Авторы 
удачно подобрали не только цвет, но 
и форму кристалликов {дигидрофос- 
фата аммония). На месте глаз у ры- 
бы — маленькие неоновые лампочки 
марки ТН-0,3, при зажиганин кото- 
рых глаза оживают, начинают мигать 
розоватым светом, а находящиеся 
внутри лампочек трубочки создают 
имитацию зрачков. Если вы будете 
заращивать кристаллами макет како- 
го-нибудь животного или насекомого, 
рекомендуем также воспользоваться 
такими лампочками. Это очень ожи- 
вит изделие. 


3 «Квант» № | 
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ВЗМШ — 


10 лет 


В этом году Всесоюзиая за 
очная математическая школа 
будет отмечать свое десяти- 
летие. — Созданная в мае 
1964 года, она очень быстро 
завоевала популяриость сре- 
ди юных любителей матемз- 
тики, получила поддержку 
учителей и ученых. За 10 лет 
в школе обучались десятки 
тысяч ребят, н сегодня можно 
< гордостью отметить, что 
многие из выпускников 
ВЗМШ работают инженера- 
ми, математиками, экономи- 
стами, педагогами, физика- 
ми в разных. краях нашей 
Родины. 

Основная цель ВЗМШ — 
помочь школьникам развить 
свои способности, научнть 
работать, удовлетворить их 
стремление расширить свон 
знания. Учебная работа в 
ВЗМШ проходит в форме пе- 
реписки учащегося с препо- 
давателями, параллельно с 
обучением в средней школе. 
Поэтому заиятия в заочной 
школе оСобеино  полезиы 
прежде всего тем ребятам, 
которые проживают в ма- 
леиьких городах, рабочих 
поселках, деревиях и се- 
лах, — ведь У иих нет воз- 
можности посещать матема- 
тические кружки при инстн- 
тутах или специализирован- 
ные физико-математические 
Школы. 

Систематическое и ква- 
лифицированное руководство 
со стороны ВЗМЁ] внекласс- 
ными занятиями математикой 
оказывает большую помощь 
и учителям математики сред- 
них школ, особенно сель- 
ских. Не случайно, что по- 
является все больше и боль- 
ше «коллективиых учени- 
ков — целых групп учащих- 
ся одной или нескольких 
школ, изучающих под руко- 
водством своего учителя иа 
факультативных занятиях 
программу ВЗМШ. 


(Продолжение ем. на с. 66) 
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Математикой можно заниматься по-разному. Можно взять толстую киигу и читать ее 
подряд: определения, теоремы, доказательства. А можно действовать более активно: 
прочитать определення и формулировки теорем, отложить кингу в сторону и придумать 
доказательства самому. Первый способ поначалу дает возможность двигаться быстрее. 
Но только второй способ позволяет прочувствовать математическую теоряю, надолго 
ве запомнить и научиться применять. 

Только решая уже известные задачи — открывая новое для себя, — можно подойти к 
новому для других. 

Именно на такую активную работу читателей рассчитаны заметки, которые публикуются 
в разделе «Математический кружок» . Обычио эти заметки построены как занятия ма- 
тематического кружка: читателю предлагается месколько тесно связанных друг с другом 
задач. Некоторые из них решены в тексте, а другие—и легкие, и более трудные —остав- 
лены для самостоятельного решения. 

Как правило, наш математический кружок доступен школьникам 8—9, а часто н 7 классов. 
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гл Гры, @ Вероятностях 
Ж. М. Раббот 
и «хороших» числах 





В «Кзаите» публикуется миого различных задач по математике, В письмах, приходящих 
в редакцию, часто задается вопрос: «Как придумывают задачи?» Наша заметка адресо- 
вана прежде всего тем читателям, которых волнует этот вопрос. 

Несмотря на кажущийся «элементарный» характер многих интересных задач, боль- 
шинство из них — переформулировки содержательных математических фактов. К со- 
жалению, многие школьиики часто, даже решив ту илн иную задачу, и не подозревают 
0б идеях, нз которых она возинкла, 

Цель этой заметки — рассказать иемиого о  теорин вероятиостей, с которой 
связаиа задача М204 «Задачннка ‚,Кванта‘‘», н дать простое решение этой задачи. 


Сначала мы напомним условие зада- 
чи М204. 

Назовем натуральное число «хо- 
рошим», если в его десятичной записи 
встречаются подряд цифры 1, 9,7, 
3, и «плохим» в противном случае. 
Докажите, что существует такое 
натуральное число п, что среди всех 
п-значных чисел больше «хороших», 
чем «плохих». 


Несколько примеров 


Мы начнем с рассмотрения несколь- 
ких примеров, которые на первый 
взгляд никак не связаны с нашей 
задачей. 

Пример 1. Предположим, что 
мы подбросили монету. Если она без 
изъянов, то мы с одинаковой уверен- 
ностью можем ожидать как то, что 
она упадет вверх «орлом», так и то, 
что сверху окажется «решка». Кро- 
ме того, интуиция нам подсказывает, 
что если мы подбросим монету два 
раза, то наша уверенность в том, что 
хотя бы один из этих двух раз выпа- 
дет «орел», будет гораздо больше, 
чем в том, что оба раза выпадет 
«решка». И уж, наверное, все со- 
гласятся с тем, что если подбросить 


3* 


монету 100 раз, то почти наверняка 
хотя бы один раз выпадет «орел», 
или, другими словами, маловероят- 
но, что все 100 раз выпадет «решка». 
Пример 2. В ящик помести- 
ли 10 красных и 2 черных шара. 
Если наугад вынуть какой-нибудь 
шар из ящика, то им почти наверняка 
окажется красный, так как красных 
шаров намного больше, чем черных. 
Но если многократно (скажем, сто 
раз) повторить этот опыт, каждый 
раз восстанавливая «исходнае поло- 
жение», то есть возвращая вынутый 
шар на место и тщательно перемеши- 
вая содержимое ящика, то можно с 
уверенностью сказать, что рано илн 
поздно мы вытащим черный шар. 
Пример 3. — Возьмем 10000 
карточек и выпишем на них все на- 
туральные числа от 0 до 9999 (на 
каждой карточке одно число). Если 
на карточке написано однозначное, 
двузначное или трехзначное Число, 
то мы припишем к нему слева соот- 
ветственно три, два или один нуль. 
Таким образом, все выписанные на 
карточках числа станут четырехзнач- 
ными. Сложим все карточки в пачку 
и тщательно перемешаем. Будем те- 
перь производить следующий опыт. 


3$ 


Вынем наугад одну карточку из пач- 
ки, посмотрим, какое на ней написано 
число, положим карточку на место и 
тщательно перемешаем пачку. Про- 
делав этот опыт достаточно 
много раз (скажем, миллион), 
мы почти. наверняка вытащим хотя 
бы один раз число 1973. 


Идея решения задачи М204 


В последней фразе предыдущего аб- 
заца заключено, по существу, ре- 
шение задачи М204. Действитель- 
но, пусть в первый раз мы вытащили 
карточку с числом 1375, во вто- 
рой —с числом 0021, в третий — 
ИЗЕ и так далее. Записав все эти 
числа подряд, мы получим число 
137500211131... Проделав серию из # 
опытов и вытащив при этом последо- 
вательно числа *) а,, а», @з, ..., ал, 


мы поставим в соответствие этой серии 
4Ё-значное натуральное число 


а:а.@з... ак. Ясно, что если в на- 
шей серии опытов встретилось хо- 
тя бы один раз число 1973, то полу- 
чившееся в результате 4А-значное чис- 
ло будет «хорошим». ‚ Поскольку поч- 
тн во всех сериях (при достаточно 
большом числе Ё опытов) встречает- 
ся карточка с числом 1973, то почти 
все 4А-значные числа — «хорошие». 
Это утверждение даже сильнее утвер- 
ждения задачи М204 (мы не учиты- 
ваем «хороших» чисел вида 01973000... 
ит. п.). 

Все сказанное выше — лишь наво- 
дящие соображения. Чтобы получить 
аккуратное решение задачи, надо, 
прежде всего придать точный смысл 
словам «достаточно много», «с уве- 
ренностью сказать», «почти навер- 
няка» и им подобным. Этим мы сей- 
час и займемся. 





Событие, вероятность события 


Прежде чем дать точное определение 
указанным в подзаголовке понятням, 





*) Запись а обозначает последователь- 
ность цифр числа а. 
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выясним, что общего в рассмотренных 
нами примерах. 

Во-первых, мы везде проводили 
некоторый опыт, причем заранее не 
был известен его результат. В первом 
примере это было бросание монеты, во 
втором — извлечение шара из ящика, 
в третьем — операции с карточками. 

Во-вторых, в каждом опыте было 
конечное число возможных его исхо- 
дов: в первом — два (выпадение «ор- 
ла» или «решки»), во втором — две- 
надцать (извлечение любого из ша- 
ров), в третьем — десять тысяч. 

В-третьих, если опыт повторялся, 
то результат последующего опыта 
никак не зависел от исхода предыду- 
щего. 

В-четвертых, наконец, ни один 
из возможных нсходов в этих опытах 
не обладал никакими  преимущест- 
вами перед другими. Мы с одинаковой 
уверенностью могли ожидать реали- 
зации любого из них, или, как гово- 
рят, все они были равноверо- 
ятны. 

Рассмотрим теперь опыт с м воз- 
можными равновероятными исхода- 
ми е,, ез, ... @,, причем мы будем 
предполагать, что в результате опы- 
та наступает один н только один из 
этих п исходов. «Один и только один» 
означает следующее: 

а) в результате опыта наступает 
один из исходов; 

6) никакие два из исходов не могут 
наступать одновременно. 

Такие исходы мы будем называть 
элементарными событиями. Все эле- 
ментарные события образуют мно- 
жество, которое так и называется: 
множество элементарных событий. 

Произвольное подмножество мно- 
жества элементарных событий назы- 
вается событием. 

В примере {1 выпадение «орла» 
или выпадение  «решки» — элемен- 
тарные события. 

В примере 2 извлечение из ящика 
какого-либо конкретного шара (ша- 
ры мы считаем пронумерованнымн) — 
элементарное событие. Извлечение 
черного шара — событне (не элемен- 


тарное), оно состоит из двух элемен- 
тарных: «извлечение черного шара 
№ 1» и «извлечение черного шара 
№ 2». 

В примере 3 извлечение какой-то 
карточки — элементарное событие. 
Всего здесь элементарных событий — 
10 000. А вот извлечение карточки, 
на которой написано «истинно», че- 
тырехзначное Число (то есть Число, 
у которого первая цифра слева — 
не нуль) — событие, состоящее из 
9000 элементарных: «извлечение кар- 
точки с числом 1000», «извлечение 
карточки с числом 1001», «извлече- 
ние карточки © числом 1002», ..., 
«извлечение карточки с числом 9999». 

Каждому из элементарных собы- 
тий е, е.,....е, мы  припишем 


| 
(поставим в соответствие) Число 5. 


которое назовем вероятностью это- 
го элементарного события. 

Отметим, что мы каждому из эле- 
ментарных событий приписали по 
определению одинаковую ве- 
роятность. Это н служит  выраже- 
нием того, что все они «равноправ- 
НЫ». 

Элементарные события, из кото- 
рых складывается данное событие А, 
называются исходами, благоприят- 
ствующими этому событию. Веро- 
ятность р (А) события А, состоя- 
щего из т элементарных событий, 
определяется так: 


Р(А) = >, 


где т — число благоприятствующих 
событию А исходов, п — общее число 
исходов. 


Упражнения 


1. При бросанни игральной кости выпа- 
дения 1, 2, 3, 4, 5, 6 очков равновероятны. 
Какова вероятиость того, что при бросанин 
игральной кости выпадает: 

а) четное число очков; 

6) нечетное число очков; 

в) 3 или 5 очков; ° 

г} простое число очков? 

2. Какова вероятность того, что число, 
иаписанное на выбраниой карточке в примере 
3, обладает следующими свойствами: 

а) четырехзначное; 

6) делится на 5; 


ВИр:ИКуапетесте.ги 


в) есть полный квадрат; 

г) не есть четырехзначное число? 

Очевидно, что при данном опреде- 
лении вероятность любого события 
заключена между 0 и 1: 0<р (4). 

Событие, вероятность которого 
равна |, назовем достоверным. 
Ему благоприятствуют все исходы без 
исключения. 

Событие, которому благоприятст- 
вует нустое множество элементар- 
ных событий (другимн словами, то, 
которое никогда не произойдет), по 
данному определению имеет вероят- 
ность 0 и называется невозможным. 


Операции над событиями 


Пусть А — событие. Обозначим че- 


рез А событие, противоположное А, 
то есть событие, которому благо- 
приятствуют все те элементарные 
исходы, которые не входят в А. 

Пусть А и В — два события. Че- 
рез А--В обозначим событие, состоя- 
щее из исходов,, благопрнятствую- 
щих хотя бы одному из исходов А 
ин В. 

Через А-В обозначим событие, со- 
стоящее из исходов,  благоприятст- 
вующих как событию А, так и собы- 
тию В. 

Наконец, через А-В обозначим 
событие, состоящее из исходов, бла- 
гоприятствующих А, но не благопри- 
ятствующих В *). 


Упражнения 
3. Докажите, что: а) р (А) = 1 —Р (4); 
6) Р(АВ = р (А) + р(В); в) р(А-А) = 


—0; ОРАА=Е др(@)=Р(А): 
е) р(АЗ.В) + (А. В)) = р (4); 
ж) р ((А\В).В) = 0. 

4. Пусть событие А — извлечение на 
карточке в прнмере 3 четырехзначного числа, 
событие В — извлечение числа, делящегося 
на 5. Сформулируйте, что означает каждое из 


*) Те, кто чнтал статью: Гинди- 
кин С. Г., Сколько существует операций 
над множествами? «Квант», 1973, №7, бе- 
зусловно, заметили, что операции над собы- 
тиями определяются точио так же, как опе- 
рацни над множествами (только вместо А [| В, 


А |) В обозначаются как АВ, А + В). 
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Рнс. 1. 


событий, стоящих в скобках ниже, и найлите: 
а) р (^); 6) р (В); в) р(А | В); г) р (А.В); 
д} р(А +- В}; е) р (4.8; ж) р (АВ): 
3) р (ВА). 

5. Докажите, что для любых двух собы- 
тий А ин В выполняется равенство 


р (А+ В) =р(А) + В) — рА-В). 
В частности, на рнсунке | множество 
элементарных событий состоит из 16 эле- 


ментов, изображенных черными точками. 
При: этом  р(А)= 5/8, р(В)= 38, 
р (А.В) = 3/16, р(А- В) = 13/5. 


Серии независимых испытаний 


В наших примерах речь шла не 
только 0б одиночных — испытаниях 
{бросанни монеты, вытаскивании ша- 
ра или карточки), но и о сериях из 
нескольких таких испытаний. Как 
вычислять вероятности в таких 
случаях? Здесь мы сталкиваемся с 
комбинаторными — задачами. Схема 
действий такова: сначала надо найти 
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множество элементарных событнй и 
определить число М№ его элементов, 
затем олределить число М исходов, 
благоприятствующих А, и по форму- 


лер(А) = |" найти ответ. 


Решим, например, такую задачу. 
Пусть мы три раза подряд бросили 
монету. Какова вероятность, что 
выпадения «орла» и «решких будут 
чередоватнься? 

Рассмотрим сначала опыт, со- 
стоящий из двух последовательных 
бросаний монеты. Исходами этого 
опыта являются следующие четыре 
пары: (О;0), (О; Р),(Р;О),(Р;Р) (здесь 
О — «орел», Р — «решка»). Поскольку 
результат второго бросания не завн- 
сит от результата первого (испытания 
независимы), то все эти четыре исхо- 
да  равновероятны. 

Аналогично, если мы будем бро- 
сать монету три раза, то исходами 
этого опыта будут всевозможные трой- 
ки из О иР. Каждому исходу мы 
прилисываем одинаковую — вероят- 
ность, равную */., а нитересующее 
нас событие «выпадения О и Р черс- 
дуются» состоит из двух элементар- 
ных событий; его вероятность равна 


(рис. 2). 


В общем случае, если однократ- 
ный опыт допускает п элементарных 
исходов, то число всевозможных эле- 
ментарных исходов двукратного опы- 
та равно; очевидно, м? (к любому из п 
исходов первого опыта можно неза- 


ао 0 в 80 
аа ва вв вв 
не ве Эа вв 
я мы в“ вв 
В /9ы вы В | 


оно 
ох ри 


Рис. 3. 


висимо добавить любой из п исходов 
второго), для трехкратного повторе- 
ния число исходов равно л3 и так 
далее. Каждый исход серии из А 
независнмых испытаний можио за- 
писать строчкой (41, а, ..., @), 
где а, — один из л исходов простого 
опыта, общее число исходов равно я^. 

Нетрудно подсчитать вероятность 
события А такого типа: «при первом 
опыте произошло событие А!, при 
втором — А., при третьем — А.,..., 
при #-м — А,>*). 

Докажем, что для такого собы- 
тия А 


р (4) = р(А,)-р (А>)-...-р (Ак). 

Например, на рисунке 3 приведе- 
но множество исходов при двукрат- 
ном бросании игрального кубика и 
выделен красный — прямоугольник, 
содержащий 3.2=6 — элементарных 
исходов, благоприятствующих та- 
кому событию А: «при первом броса- 
нии выпало не менее 4 очков, при вто- 
ром — не менее 5 очков». Ясно, что 
вероятность выпадения не менее 
4 очков (при однократном бросании) 


равна - р вероятность выпаде- 


6-2 
2 1 
ния не менее 5 очков равна =. = 3, 


а вероятность события А равна 
6 1 11 


— 


В общем случае пусть событию А; 
благоприятствует 2т;, исходов одно- 


кратного опыта: р(А) =. Со- 
бытию А благоприятствуют все воз- 


можные исходы (а,, а., ..., @л), 
где а, — исход, благоприятствую- 
щий А;. Таких строчек 

(ба, в) 


существует всего т.т. ... ть — 
к любому из т, исходов А; можно 
независимо добавить любой из т. 
исходов А., затем к полученному — 
любой из исходов А. и так далее. 
Поэтому 





*) Как н выше, мы считаем событня А, 
А„, ..., Ак независимыми. 
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А =р(А,)-р(А,).... -р(А,). 


Заметим, что в наших рассужде-. 
ниях несущественно то, что испыта- 
ния проводятся последовательно одно 
за другим. Мы можем одновременно 
бросать несколько монет или вытас- 
кивать шары из нескольких одина- 
КОВЫХ ЯЩИКОВ. Важно лишь, что 
испытания никак не зависят одно от 
другого. 

Упражнения 

6. Какова вероятность того, что при 
первом бросанин кубика выпадет 3 очка, 
а прн втором — четное число очков? 

7. Пусть мы трижды провели опыт с ша- 
рамн в прнмере 2, каждый раз возвращая шар 
на место. Какова вероятность, что 


а) все три раза мы вытащили крас- 
ный шар; 

6) цвета шаров чередовалнсь; 

в} хотя бы раз был вытащен черный шар; 

г) ровно однн раз появился черный шар? 


Решение задачн М204 


Теперь мы в состоянии дать строгое 
решение задачи №204. Рассмотрим 
серию А последовательных опытов 
из примера 3. Найдем вероятность 
того, что хотя бы один раз при этом 
мы вытащим карточку с числом 1973. 

Вероятность того, что за одну 
операцию мы вытащим эту кар- 


точку, равна Тогда, очевил- 


10000 
но, вероятность того, что мы за один 
раз не вытащим эту карточку, 


равна и (см. задачу За). Теперь 


легко найти вероятность того, что 
мы за # испытаний не вытащим 
карточку с числом 1973: эта вероят- 


к 
ность равна (особ) Но это собы- 


10000} ° 
тие как раз противоположно тому, 
вероятность которого мы ищем. По- 
этому (опять см. задачу За) вероят- 
ность того, что мы за А операций вы- 
тащим хотя бы один раз карточку с 

к 


числом 1973, равна 1 (то 
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Общий член геометрической прогрес- 
9999 \А 9999 

СИИ (тосоо) со знаменателем 10000 

меньшим, чем |, при неограниченном 

возрастании А стремится к нулю. По- 


этому найдется такое А,, начиная с 


9999 2% 1 
которого |-50щ) <>, то есть 
9 999\ 1 
р =| 0000] >>. 


При Е>Ё. среди 4А-значных чи- 
сел «хороших» будет больше, чем 
«плохих». 

Из нашего решения получается 
следующая оценка для минималь- 
ного п=Ио, начиная с которого среди 
п-значных чисел больше хороших, чем 


плохих: И, > че?ле("озв)= 30000. 


Эта оценка, конечно, довольно гру- 
бая. 

Следует отметить ряд писем 
(Н. Щербины, Днепропетровск; 
А. Курляндчика, Ленинград; А. Гри- 
горяна, Баку), в которых найдена 
более точная оценка. Наиболее ин- 
тересный путь здесь таков. Пусть 
С (п) — количество хороших п-знач- 
ных чисел: С (1) = С (2) =С (3) = 0, 
С (4) =1, С(5) = 19, С (6) = 280,... 

Докажем, что при п>>5 
С (п) = 9-10"-8 + 106 (и—1 — 


—6(и—4). (“) 
Действительно, л-значных чисел, 
оканчивающихся на 1973, сущест- 


вует 9. 1075; хороших, которые оста- 
ются хорошими после вычеркивания 
последней цифры — 100 (и—1), а чи- 
сел, принадлежащих обоим этим мно- 
жествам, очевидно, @ (п—4). 

Из рекуррентного соотношения 
(*) легко вывести, что минимальное 
по заключено между 5000 и 10 000. 
А если использовать ЭВМ (как 
поступил брат нашего читателя 
Л. Киурляндчиха), то можно быстро 
найти и точное значение по: оно рав- 
но 6933. 

Основная ошибка, которую допу- 
стило большинство’ читателей, со- 
стояла в следующем. Вместо того, 
чтобы оценивать сверху количество 
плохих чисел, как это делалось 
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в нашем решении, подсчитывалось 
количество хороших чисел: 
сначала — таких, у которых 1973 
стоит в первых четырех разрядах, 
затем — со 2-го по 5-Й разряд, за- 
тем — с 3-го по 6-й ит. д., и все ло- 
лученные числа складывались. При 
таком подсчете числа, в которые 1973 
входит дважды, трижды и т. д., счи- 
таются два, три ит. д. раз (например, 
число 1973561973 считается один 
раз среди чисел, начинающихся на 
1973, и еще раз — среди чисел, окан- 
чивающихся на 1973). Поэтому най- 
денное таким образом число намного 
превышает действительное количест- 
во хороших чисел. 

Упражнения 

8. Докажнте, что найдется такое число 
п, что среди всех я-значных чисел больше 
половины таких, в десятичной записи кото- 
рых дважды встречается чнсло 1973. 

9. Каких десятичных л-значных чисел 
больше: тех, в записи которых встречается 
цифра 4, илн тех, где эта иифра не встре- 
чается? 

10. Рассмотрим опыт, состоящий яз п 
(я > 3) бросаний монеты. Докажите, что вс- 
роятность того, что в первых трех бросаниях 
выпадет «орел», не зависит от п. 

11. Пусть при повторных опытах с кар- 
точками из примера 3 мы гытащенную кар- 
точку не возвращаем на место. Найднте вс- 
роятность того, что в результате трех испы- 
таний мы хотя бы один раз вытащим карточ- 
ку с числом 1973. 
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задачник пбанта 








Этот раздел ведется у нас из иомера в номер с момента основания журнала. Наряду с от- 
носнтельно легкими задачами здесь встречаются и такие, которые нелегко решить и 
специалистам — математикам и физикам. Самые трудные задачи помечены звездочкой. 
Если не сумеете быстро справнться с задачей, —не опускайте руки, попробуйте вернуться 
к ней еще раз — через день, через неделю. Еслн задача вас заинтересовала, то не откла- 
дывайте ее даже после того как решение найдено, — подумайте, как наиболее рациональ- 
но и убедительно записать решение, как можно обобщить задачу, уточнить или уснлить 
ее результат, какие близкие задачи она позволяет исследовать, 

Во второй частн раздела «Задачник ,,Кванта“‘» мы помещаем решення задач (примерно 
через полгода после публикацин условий) с учетом присланных читателями пнсем. По 
существу, решенне каждой задачи — это небольшая заметка, и мы советуем познако- 
миться с ними и тем, кто не получал в прошлом году «Квант» или ие решал задач. 
В нечетных номерах «Кванта» (№№ Г, 3, ...) мы приводим фамилии читателей, при- 
славших нам правильные решения задач. Школьинкн, которые в течение года регу- 
лярно присылают интересные и полные решения, получают право участвовать в област- 
ных турах Всесоюзной олимпнады по математике или физике наравне с победнтелямн 
райоиных олнмпнад. Кроме того, для победителей нашего постоянного конкурса по ре- 
шению задач редакцня устанавливает несколько слециальных премий (0 них мы сообщим 
позднее). 

Разумеется, не все нашн задачн публикуются впервые. После формулировки мы обычно 
указываем, кто предложил нам задачу. Придумать новую оригинальную задачу — сде- 
лать небольшое самостоятельное «открытнё», пожалуй, даже труднее, чем рещнть 
готовую чужую. Если вам это удастся, пришлите нам задачу вместе с решением. На- 
пишите, как возинкла у вас задача: встречали ли вы похожке задачи или иден решения, 
с какими общнмн явлениями или математическими теоремами связан ваш новый резуль- 
тат. Нанболее красивые н интересные задачн мы опубликуем в «Задачиике» или других 
разделах «Кванта». 

Наш адрес: 117071, Москва В-71, Ленииский проспект, 15, редакция журнала «Квант» 
На конверте после адреса напишите, решения каких задач вы посылаете (например: 
«задачи М242, М245» или «Ф257» или «новая задача по математике (по физике) »). 
Решения задач по каждому предмету (по математнке, и по физнке), а также новые 
задачи по каждому предмету присылайте в отдельных конвертах. Формулировки новых 
задач (как н любые другие материалы, предназначенные для публикации в журнале) 
нужно присылать в двух экземпяярах. Мы получаем очень много писем от читателей и 
стараемся отвечать всем нашнм постоянным корреспондентам. Очень просим оформлять 
решення аккуратно, чтобы облегчить работу редакцин н консультантам раздела «За- 
дачник ‚,Кваита‘‘» „В начале письма обязательно напишите свою фамилию, имя, отчество, 
домашний адрес, а также класс и школу, в которой вы учитесь (н ваш «номер», если 
вы — ученик ВЗМШ). В письмо вложите конверт с написанным на нем вашим адресом 
(для ответа после проверки решений). Письма от читателей мы сможем учитывать только 
в том случае, если они будут написаны на русском языке и присланы не позже, чем 
через полтора месяца после выхода из печати соответствующего номера. 

Крайннй срок присылкн ответов на задачн этого иомера — 1 марта 1974 года. 
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Залачи 


М241—М245; Ф253—Ф257 





М241. Докажите, что 
31974 -- 51814 
делится на 13. 
С. И. Мейзус 


№242. Пусть АН, — высота м 
АМ; — медиана, проведенные из 
вершины 2; остроугольного — тре- 
угольника А, А, А; (1 = 1, 2, 3). 
Докажите, что одно из трех произ- 
ведений 
НМ, |- Аа |, М.М. 1. Аз, |, 

НМ |- М.А, | 
равно сумме двух других *). Вернолн 
это утверждение для прямоугольного 
и тупоугольного треугольника? 
С. Сальников, ученик 10 класса 
(г. Мары) 


М243. л отрезков А.В, А.В,, 
.... АВи (рис. 1) расположены на плос- 





*) Через |КЁ| обозначается длина от- 
резка с концами А н.Ё. 





ПЕр:/Куапетссте.ги 


кости так, что каждый из них начи- 
нается на одной из двух данных пря- 
мых, оканчивается на другой пря- 
мой, и проходит через точку С (не ле- 
жащую на данных прямых) — центр 
тяжести единичных масс, помещенных 
в точках А,, А., ... „Ал. Докажн- 





те, что 
г мс Аб 
о: Робве Нов: =. 


А. М. Лопшиц 


М248. Даны два набора из п ве- 
щественных чисел: 
бы Ч леь с О Е О, бах. 
Докажите, что если выполняется 
хотя бы одно из двух условий: 

а) из а;<а, следует, что Фив; 


6)* из а<а<а,, где 
а = ча р. ‚ следует, что 
36; ‘ 
то верно неравенство 
л. (416, т ар, +... РТ еб) > 
ньаравь Ге РЯ 
(6: ое % - Ь,). 


А.. Григорян, ученик 10 класса (Баку) 


М245. Предлагается построить № 
точек на плоскости так, чтобы все 
попарные расстояния между ними 
равнялись заранее заданным числам: 
для каждых двух точек М, М; нз- 
вестно, чему должно равняться рас- 
стояние |М,М,| =п; и 7 
любые числа от | до №). 

а) Можно ли произвести построе- 
ние, если расстояния г‚; заданы 
так, что всякие 5 из М точек построить 
можно? 


6) Достаточно ли требовать, чтобы 
можно было построить всякие 4 из 
№ точек? 

в)* Что изменится, если строить 
точки не на плоскости, а в пространст- 
ве? Каково тогда наименьшее К, для 
которого возможность построення лю- 
бых К из данных М точек обеспечи- 
вает построение и всёх № точек? 


М. Л. Гервер 





Рис. 2. 


Ф253. Шар, 
твердого диэлектрика, поместили в 
однородное электрическое поле с на- 
пряженностью Е. При этом диэлект- 
рик оказался полностью поляризо- 
ванным. Воспользовавшись  прин- 
ципом суперпозиции, найти напря- 
женность электрического поля в цент- 
ре шара н в точках на расстоянии г 
от центра шара (г меньше радиуса 
шара). 

Молекулы диэлектрика можно 
представить как гантельки длины [ 
с зарядами |4 и —9 на концах. 
Число молекул в единице объема 
равно п. 


изготовленный из 


Ф254. Тонкостенная трубка ртут- 
ного барометра открытым концом 
опирается на дно чашки со ртутью. 
Закрытый конец удерживается вер- 
тикальной нитью, так что трубка 
составляет угол & с вертикалью, 
(рис. 2). Длина трубки [, масса т, 
плотность ртути р, атмосферное дав- 
ление # мм рт. ст. Найти силу натя- 
жения нити. Размером погруженной 
в ртуть части трубки пренебречь. 
Площадь сечения трубки 5$. 


Ф255. При фотографировании Лу- 
ны с Земли фотоаппаратом, объектив 
у которого имеет фокусное расстоя- 
ние Р, на фотопластинке получено 
размытое изображение Луны в виде 
диска радиуса КЮ. Затем с помощью 
того же аппарата получают резкое 
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изображение Луны. Оно имеет радиус 
Ю:. На какое расстояние сместили 
при втором фотографировании Луны 
объектив фотоаппарата относительно 
фотопластинки? 

Днаметр объектива р. (Дифрак- 
цию не учитывать.) 


Ф256. В центр квадратной сво- 
бодно подвешенной доски попадает 
пуля. Если скорость пули > ц,, 
то она пробивает доску насквозь. 
С какой скоростью будет двигаться 
доска, если скорость пулн будет рав- 
на 2 10? пи? При какой скорости 
пули скорость доски будет макси- 
мальной? 

Масса пули т, масса доски М, 
сопротивление считать независящим 
от скорости. 

Задача из статьи Л. Эйлера 
«ОС ударе пуль при стрельбе 
по доскез, 1770 г. 


К 
С. К. 
Е + 
С о ь. 
З 
Рис. 3. 


Ф257. В схеме, изображенной на 
рисунке 3, вначале все ключи разом- 
кнуты. Конденсаторы С, и С. раз- 
ряжены. Э. д.с. батареи Е. Затем 
ключи К, и К; замыкают и через 
некоторое время их размыкают. После 
этого замыкают ключ К.. Какая 
разность потенциалов установится на 
конденсаторе С, после замыкания 
ключа К»? 
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Решения задач 


М200—М204; Ф2И, Ф212 





№200. о) На рисунке 1 изображено шесть то- 
чек, которые лежат по три на четырех пря- 
мых. Докажите, что можно 24 способами 
отобразить это множество из шести точек 
на себя так, чтобы каждые три точки, ле- 
жащие на одной прямой, отображались в 
три точки, также лежащие на одной прямой. 

6) На рисунке 2 девять точек лежат па 
три на девяти прямых, причем через каждую 
точку проходит по три таких прямых. Эти 
девять точек и девять прямых образуют зна- 
менитую «конфигурацию Паскаля». Сколь 
кими способами можно множество наших де- 
вяти точек отобразить на себя так, чтобы 
каждая тройка точек, лежащая на одной из 
девяти наших прямых, отображалась на 
тройку точек, которая тоже лежит на не- 
которой прямой из нашей конфигурации? 

8) Тот же вопрос для конфигурации Де- 
зарга (из десяти точек и десяти прямых), 
изображенной на рисунке 3. 


а) Всего имеется 61 = 720 способов ото- 
бразить множество из шести точек на самого 
себя. Но не все эти отображения удовлетво- 
ряют условиям задачи. Удобнее начать с 
отображения прямых нашей конфигурацин. 
Еслн для каждой из наших четырех прямых 
будет указано, на какую прямую она отобра- 
жается, то тем самым определнтся и образ 
каждой точки (каждая точка нашей конфи- 
гурацнии является точкой пересечения опре- 
деленных двух входящих в конфигурацию 
прямых). Множество из четырех прямых 
можно отобразнть на себя 4 | == 24 способами. 

6) Отметим одну из прямых конфигу- 
рации Г. Обозначим три лежащие на ней точки 
конфигурации 4, В и С. Через эти точки тие. 
ходят еще шесть прямых конфигурации. Ос- 
тзются еще 9 —1 — 6 = 2 прямых, которые 
не проходят ни через одну из точек А, Ви С. 
Обозначим их ри 4 (рис. 4). 

Отобразнте прямую { на какую-либо из 
девяти прямых конфигурацни — на прямую 
11. Это можно сделать девятью раз- 
личными способамн. Точки А, Ви С при- 
дется отобразить на точки А;, В:, Са, ле- 
жащие на прямой 1. Это можно сделать 31 = 
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— 6 способами. Прямые рн $ должны ото- 
бразиться на две прямые р, и 9, не прохо- 
дящие через точкн А‚, Ви, С!. Это можно 
сделать двумя способами. После этого образы 
остальных точек и прямых конфигурации 
будут однозначно определены (докажите !). 

Всего, такнм образом, получится 

9-6.2= 108 

отображений. 

в) Выберем одну из десяти прямых Г. 
На ней расположены три точки А, В, С. 
Отличные от { прямые нашей кояфигурации, 
проходящие через точки А н В, пересекаются 
попарно еще в двух точках конфигурации 
Х в У {ис. 5). Отображенне конфигурации 
на себя полностью определится, если задать 
образ {, прямой {, образы А:, Ви, С, точек 
А, В, С, лежащие на прямой В и образы Х, 








и У, точек Х и У, которые должны быть 
точками попарного пересечения отличных 
от 1 прямых конфигурацни, проходящих 
через точки А. и В, (покажите!). Всего по- 


лучается 
10.6.2= 120 

интересующнх нас отображеннй. 

Примечанне. Заметим, что за сло- 
вами «докажите» скрывается еще довольно 
большая часть решения. В следующих но- 
мерах мы обсуднм другне подходы к решению 
задачи М 200. 

А. Н. Колмогоров 


М201. Прямая [; пересекает стороны а, 6 
и с треугольника или их продолжение в точ- 
ках Ал, Ву и С, соответственно; прямая 
пересекает их в точках Аз, Взи С». Докажите, 
что если точки Ау и Аз симметричны отно- 
сительно середины стороны а, а точки В: 
и В. симметричны относительно середины 
стороны $, то точки Су и С» симметричны 
относительно середины стодоны с. 


Мы решим задачу с`помощью векторов. 
Этот путь (так же как решение методом Ко- 
ординат) хорош тем, что позволяет одним рас- 
суждением охватить все случаи и не забо- 
титься о том, Как расположены прямые Ё 
и 15 относительно данного треугольника. 
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Пусть А, В, С — вершины треугольника, 
противоположные стороны а, 6, с. Мы долж- 
ны доказать, что ссли точки А,, В,, С, (ле- 
жащие на прямых а, 6, с соответственно} 
принадлежат одной прямой, то н симметрич- 
ные им относительно середины соответствую- 
щих сторон точки А., В», С» принадлежат 
одной прямой (рис. 6). 

Для частного случая, когда /[, проходит 
через одну из вершин А, В или С, это очевид- 
но, н в дальнейшем мы будем считать, что 
точки А;, Ву и С, не лежат в вершинах. 


Воспользуемся теоремой Менелая: 
точки А,, В, м С, принадлежат одной пря- 
мой тогда и только тогда, когда 


в м Ш | 
25 д АВ 


(здесь А,@(ВС), В,Е(СА), С.ЕАВ). 
Для точек А» Вь и С. аналогичное ус- 
ловие запишется так: 





АС. ВА, СВ. 
бы, (2) 
вс. СА. АВ, 


Но Тоскольку прн симметрии относительно 
середины стороны АВ точка А переходнт в 
В, ВвА, аС,—вС., то 








ВВ и бб ые ИБ 
в. % 
Поэтому ы— ГЕ .Точно так же ра- 
ВС, АС. 


вны отношения векторов для двух других 
сторон. Таким образом, (2) сразу следует из 
(1). Задача М201 решена. Остается только 
доказать теорему Менелая. 

Для этого спроектируем все отношения 
на одиу прямую АВ. Проведем прямые, пз- 
раллельные А,С;, через точки Си В, 


Пусть С’ и В,-—точки их пересечения с пря- 
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Рис. 7. 


мой АВ (рис. 7). Мы должны найти усло- 
‚ 
вне, при котором В, совпадает с С,, то есть 


—» 


ы — 
АВ; = АС, или, что то же самое, 








Вы = ее (3) 
св, СС, 
АМ 
{отношением — = сднозначно опреде- 
СМ 
ляется положение точкн М6(АВ), посколь- 
АМ Е. 
‚Ку из — И следует, что АМ — 
СА-АМ 
Е 2 
—1— 


Равенство {3) эквивалентно такцы: 





а это эквивалеитио (|). 


М202. Докажите, что из последовательно- 
сти аа - 4, а 24,....а + п4,..., являющей- 
ся бесконечной арифметической прогрессией 
(4520), тогда и только тогда можно выё- 
рать  подпоследовательность, являющуюся 
бесконечной геометрической прогрессией, ког- 
да отношение а/4 рационально. 


Пусть а/4 рационально: очевидно, мож- 
но считать, чтоан 4 одного знака. Тогда 
а $ 

в 


? 
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Рис. 8. 


где $ н г—натуральные числа. Тогда при 
при любом целом неотрицательном т число 
(1-7) ”-Т делится на (1-5 г) — 1 =, поэ- 
тому число 


аут фе — 
аи = 


а(1 -|- лт—фа (1 ит — 1 
= —_—оыо—ы—ы 


$1 г 


т = 


—\мелое и неотрицательное; следовательно, 
каждый член геометрической  прогрессин 
а(1--7)т, (т —=0,1,2,...) имеет вна 
аул)” = алка, 
то есть принадлежит арифметической про- 
грессни. 
Пример. Арнфметнческая прогрессия 


1 а 1.7 

5 + 71("=0, 1.2,...), где =Бз= 
7 

—-=. Содержит  подпослеловательность 


1 > ПО 
5 * (15-1) “= 5 (т — любое целое 
неотрицательное число). 

Обратно, пусть арифметическая прогрес- 
сия а-- ла (4 320) содержит хотя бы трн 
последовательных члена геометрической про- 
грессии. Пусть это будут ее члены 


а -| 44, а- 4 ата (Е <! <м. 
Тогда (а + 14) = (а да) (а -- та), откула 
а (21 — Е — т) = а (@т — 2). 


Здесь 2{ — & — т 32 0. Действительно, еслн 
21 — А — т = 0, то т — 2 = 0. Но тогда 
(& — т) = (Е т) — 48т = 48 —4В=0 
н, следовательно, А = т, что протнворечит 
предположению & < [< м. 
р а Ат — В 

Поэтому отношение -- == 55 ват 

рационально. 


№203. а) Докажите, что если проекции 
точки пересечения диагоналей АС и ВО впи- 
санного четырехугольника АВСО ва поямые 











Рис. 9. 


АВ, ВС, СО и РА соединить последователь- 
но четырьмя прямыми (рис. 8), то эти пря- 
мые будут касаться одной окружности. 

6) Сформулируйте и докажите обрат- 
ную теорему. 


Решая задачу а), мы докажем, что цент- 

ом окружностн, вписанной в четырехуголь- 

ник КЕММ (ОК, ОЁ, ОМ, ОМ — перпендн- 

куляры, опущенные из точки О пересечения 

диагоналей АС и ВО на стороны АВ, ВС, 
Ср, РА), является точка 0. 

Для того, чтобы это доказать, достаточ- 
но доказать, что все четыре биссектрисы уг- 
лов четырехугольинка КЁЕММ проходят че- 
рез О. Докажем это для точки К {поскольку 
все четыре вершины входят в условие совер- 
шенно симметрично, этого достаточно). 

Так как четырехугольники АКОМ и 
ВГОК вписаны в окружности (с днаметрами 
АО и ВО соответственио) и АВСР — тоже 
вписанный (по условию), то 

МКО = < МАО = < РАС = < БВС = 
Г: ь ее < ОВ. = < ОКТ. 
Итак, мы доказали, что ОК — биссектриса 
угла К. 

Аналогично доказывается утверждение 
задачи и в том случае, когда проекции по- 
падают на продолжение стороны, но окруж- 
ность тогда может касаться продолжений 
сторон четырехугольника КЕММ. 

Что касается задачи 6), то ее решение 
оказывается неоднозначным. Дело тут свя- 
зано вот с чем. 

Обратной к теореме «если Р, то @» (здесь 
Ри 0 — какие-то утверждения) мы считаем 
теорему «если О, то Р». Но большинство со- 
держательных теорем имеют более сложную 
структуру, включают целый ряд отдельных 
требований в «условии» и «заключенних; 
напрнмер, «если Р;, Рьи Рз, то Чун Ф». 
В такой снтуацни Часто не просто перевора- 
чивают теорему — скажем, «еслн О; и О., 
то Р‚, Ри Р»з», ио составляют и другие ком- 
бинации: 

«Если Р;, Р, 0, и О., то Рз», 
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«Если Р;, Рзн О, то Ро и Ох, ит. п. 
И все они могут быть названы теоремами 
«обратными» к первоначальной. 

Мы не будем заниматься детальным ло- 
гическим анализом нашей задачи, «расчле- 
нением» ее на отдельные высказывания, а 
просто прнведем формулировки различных 
обратных теорем, присланных читателями. 

1. Если точка гересечения днагоналей 
выпуклого четырехугольника АВСР одина- 
ково удалена от четырех прямых, соединяю- 
щих ее проекции на соседние стороны четы- 
рехугольника, то четырехугольник АВСР — 
вписанный. 

2. Еслн через вершины К, 2, М, М че- 
тырехугольника, описанного около окруж- 
ности с центром О, провести перпендикуляры 
к отрезкам ОК, ОЕ, ОМ, ОМ соответственно, 
то четыре полученные прямые образуют впи- 
санный четырехугольник, него днагонали про- 
ходят через точку 0. 

3. Пусть К, Ё, Ми М — проекции точки 
Р пересечения диагоналей АС и ВР выпукло- 
го четырехугольника АВСО на его стороны 
АВ, ВС, СР, РА. Еслн четызехугольник 
КЕЁЕММ описан околс окружности с центром 
0, то АВСР можио вписать в окружность, 
а центр окружности совпадает с Р. 

Некоторые читатели формулируют более 
сильную теорему — 2 или 3, а доказывают 
более слабую —1 (то есть молчаливо‘ ппед- 
полагают, что центр О и точка пересечения 
днагоналей АС и ВО должны совпадать). 
Мы докажем 2 и 3. 

2. Обозначим через А, В, С, О точки пе- 
ресечення соседних препендикуляров к бис- 
сектрисам ОК, ОЕ, ОМ, ОМ (рис. 9) и соеди- 
ним эти точки с О. Пользуясь тем, что че- 
тырехугольники АКОМ, ВЕОК, СМОЕ,, 
ОМОМ вписанные, легко доказать, что каж- 
дые четыре угла, обозначенные на рисунке 
четырьмя одинаковы’н буквами а, В, %, 
равны. После этого будет ясно, что 
а + В + у + 6 = < ВАР ч-< ВСР = 

=< АВС -- Ч АМС. 
Поэтому АВСР — вписанный. Далее, 


+ лос (3-—8)+(3-—8)+ 


л л 
5-4) -)-* 
поэтому прямая АС (и аналогично — ВО) 
проходит через центр О. 

3. Здесь почти все доказательства, при- 
слённые читателями, опираются не на равен- 
ства, а иа некоторые неравенства между угла- 
ми. Предположим противное: пусть АВСО не 
вписаи в окружность. Пусть, напрнмер, 
ХА+<С> О + < В. Докажем тог- 
да, что КЕММ — не описанный, то есть что 
биссектрисы углов К, [, М, М не пересе- 
каются в одной точке. А имеино, мы дока- 
жем, что биссектрисы углов К и М пересе- 
каются внутри АКРМ (аналогично, биссект- 
рисы углов 6 и М — внутри СМР). 
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Точка А лежит внутрн окружности ВС 
(поскольку Авар -— < С. 
Поэтому 'КР = < МАР = < БАС > 
> 9 ОВС-== < РВЕ = < РКЕ, поэтому бис- 
сектрниса угла МКР. лежит Енутри угла МКР. 
Точно так же биссектриса угла МАК лежнт 
внутрн угла РАК. Следовательно, точка пере- 
сечения этих бнсссктрис расположена внутон 
четырехугольника АКРМ№. Остальное ясно 
(то, что еслн АВСР вписанный, 10 О совиз- 
дает с точкой Р перессчення рднагоналей, 
уже доказано в прямой теореме). 

Подумайте, как изменить обратные тео- 
ремы 2 и 3, чтобы учесть случай, когда че- 
тырехутольник КЁЛММ невыпуклый. 


Решению задачи М204 посвящена от- 
дельная заметка на с. 35—40. 


Большинству чистателей, приславшнх 
нам в 1972 году решения задач «Задачника 
‚,Кванта“», мы направили ответы, в которых 
указано, какие задачи решены, где допу- 
щены ошибки. В этом номере мы приводим 
список тех, кто прислал в редакцию верные 
решения задач М200 — М205. Задача М200 
верно решалась целым рядом школьников, 
но во всех работах были приведены недо- 
статочно полные и четкие доказательства. 
Правнльные решення остальных задач при- 
слали {жирная цифра после фамилии — по- 
следняя цифра номера решенной задачи): 
П. Агареное (Баку) 2; С. Агеев (Воронеж) 2; 
С. Актершев (Магнитогорск) 4; ЛП. Бань- 
ковский (Уральск) 2; А. Бараов (с. Старый 
Урух КБАССР) 4; А. Берлин (Бобруйск) 1, 2; 
А. Блох (Харьков) 1, 2. 4; А. Валовой (Моск- 
ва} 2; А. Вальков (Ташкент) 2; А. Векслер 
(Ташкенс) 2; А. Войновский (Баку) 2; В. Гав- 
рин (Ковылкино Морд. АССР} Г; А. Григо- 
рян (Баку) 2, 4, 5; К. Данильченко (Волго- 
о 2; П. Дедик (Москва) 2; А. Еременко 
(Ларькое) 1, 2; А. Жиравлев (Москва) 2; В. За- 
рубин (п. Летннй Отдых Московской обл.) 2: 
И. Кирова (Болгария) 1; М. Кобозев (Киев) 2: 
А. Колодин (Коломыя Ивано-Франковской 
обл.) 1; С. Коршунов (Монино Московской 
обл.) 2; А, Котанов (п. ЦЩалка ГССР) 1; 
А. Кукуш (Киев) 1, 2; Р. Купиец (Польша) 2; 
А. Курляндчик (Ленинград) 2, 4; М. „Те- 
вин (Витебск) 2; Е. Мазур (Дербент) 1; А. Ма- 
каричев (Львов) 1,2; С. Малинский (Полтава) 
2: С. Мельник (Харьков) 1; А. Мехович (Вла- 
дивосток} 1; В. Мильман (Минск) 1, 2; В. На- 
падов (Харьков) 2, 3; А. Народницкий (Рн- 
га) 3; Ю. Неретин (Москва) 1, 2; А. Нико- 
лаев (Москва) 1, 2; С. Нижный (Куйбышев) 2; 
В. Паньков (Минск) 1,2; П. Парамонов (Моск- 
ва) 2, 3; Е. Пасик (Харьков} 2; А. Резни- 
ков (Киев) 1, 2; В. Рыжик (Ленинград) 2: 
А. Рязанов (Новокузнецк) 1; Г. Скляр (Харь- 
ков) 2—5; А. Слесаренко (Рубцовск Алтай- 
ского края) 2; А. Слинкин (Москва) 2; П. Си- 
хов (Саратов) 2; А. Сыровежкин (с. Гуляй- 
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Борисовка Ростовской обл.) 2; С. Табачни- 
ков (Москва) 2, 4; А. Ткач (Каменец-Подоль- 
ский) 2; Э. Туркевич (Черновцы) 2, 3, 5; 
А. Тяпин (Москва) 1; С. Фомин {Леиинград) 
2; М. Хорошин (Чернигов) 2; Н. Цукерман 
(Ленинград) 2; Н. Щербина (Пнепронет- 
ровск) 1, 2, 4; И. Юнусов (Харьков) 2, 5; 
Б. Юсин (Москва) 2. 


Ф2И|. С идеальным обноатомным газом про- 
водят замкнутый процесс (цикл), показанный 
на рисунке 1. В точке С газ имел объем Ус 
и давление ре, а в точке В — обеем Ув = 
=/2Ис и давление рв=9рс. Найдите к. п. д. 
этого цикла и сравните его с максимальным 
теоретическим к.п. 8. цикла, У которого 
температуры нагревателя и холодильника 
равны соответственно максимальной и ми- 
нимальной температурам рассматривасмо- 
го цикла. 


По определенню к. п. д. цикла равен 
А 
Ч == = 
9, , 


где А — работа, совершаемая за цикл, а 
@, — количество теплоты, полученной газом 
извне. Работа, совершасмая за Цикл, числен- 
но равна площади, ограничениой контуром 
цикла на днаграмме (р, И). В данном случае 
это пломадь треугольника АВС (рис. 1\): 


| | 
А == 5 Фв — Ре)(Ус — Ув) = -- рес. 


Теперь найдем количество теплоты, по- 
лучениой газом при нагревании. Согласно 
первому закону термодниамики 


О = АИ -НА, 
где АИ — изменение внутренней энергни 
таза, А — совершенная газом работа. Если 


Я > 0, то газ получает теплоту, еслн 
@<0— он отдает ее. Внутренняя энергия 





Рис. 11. 





Рис. Е. 


одноатомного газа пропорциональна его тем- 
пературе н равиа 


Зт 


Нанссем на (р, И)-днаграмму  про- 
цесса сетку изотерм — гипербол рИ -= соп% 
(рис. 12). Чем выше температура Г, тем дель- 
ше находится вершина гиперболы от точки О- 
Поэтому ясно, что газ получал теплоту от 
источника прн изохорическом нагревании — 
на участке АВ; количество полученной Теп- 


лоты равно изменению внутренней энмергин 
газа: 


г 3 т 3 т 
ао 
Так как согласно уравнению Менделеева — 
Клапенрона 


Вт. 


_ м 


то 


ме 


й = ри 


я 


г з 
9, — АМдв = га (ввИв- РАКА) = 


3 1 1 
2 (с. р о 
З 
— 4 РсУс- 


На участке СА изобарического сжатня 
газ отдавал теплоту: его виутренняя энергия 
умспьшалась (АИ < 0} и работа соверша- 
лась над газом (А < 0). 

Рассмотрим теперь процесс расширения 
на участке ВС. Мз условий задачи следует, 
что точки Ви С лежат на одной изотерме, то 
есть температуры Тв = Тс. Из рнсунка вид- 
ио, что в процессе расширення на участке 
ВС точка, изображающая состояние газа, 
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смачала удаляется от изотермы (температу- 
ра газа увеличивается), а затем приближа- 
ется к ней (температура газа уменышается до 
первонавальной температуры Гя). В процес- 
се расширения газ совершает работу над 
внешними телами (А > 0). Но в начале про- 
цесса В + Сгаз нагревается, его внутрен- 
няя энергия растет {АУ >> 0). В этом случае 
@> 0, то есть газ получает теплоту извне. 
В конце процесса В -+» С газ охлаждается, 
его виутренняя энергия убывает, то есть 
АИ < 0. В этом случае газ может отдавать 
некоторое количество теплоты внешней сре- 
де © 0, если (АИ А). 

Найдем ту точку К диаграммы. до ко- 
торой расширение газа сопровождается по- 
лучением теплоты извне, и теплоту, получен- 
ную при процессе В -+ К. Для этого пайдем, 
как зависит количество теплоты О, получен- 
ной газом, от объема газа. 

При расширении от объема Ур до неко- 
торого объема Ир газ совершит работу. чис- 
ленно равную иплошади трапеции А’ВОО” 
(ем. рис. 12): 


1 | \ 
А = Е Иа Ус в + 2рс). 


При этом, так как газ одноазомный ин идеаль- 
ный, сго внутренняя энергия изменится на 
величину 


3 3 
ДИ = 5 ров — 5 рвИв = 


З 
= 5 ФрИр— ре!) 


и 


3 
9 = 9 А= > (РоГь — рсУс) + 


| | 
тр (> а ие) (рр-- 2рс}. 


В последнюю формулу входят параметры 
Рон Ир. Исключим один из них. Для это- 
го найдем зависимость давления р от объе- 
ма У на участке ВС. Так как график про- 
цесса--прямая, то 
р = р там, 
где р, и “коэффициенты, которые нужно 
определить. При р=рв=?ре И =Ув= 
1 
— 5 Ус ‚а при р==Рс И = Ус. Это озна- 


чает, что 


| 
2рс = Ро +5 “Ус, рс = Ро -- 9 Ус. 


Решая два последних ураврения совместно, 
найдем 


Рс 


Ро =Зрс, @&= Е 
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Рис. 13. 


Таким образом, 





Рс 
рр = 3рс —2 Ус Ур 


НВ С ее 


ный .)- 




















9 Ур Ув, И 
== Йсй {- Е — 
С 
о и |. 
И О ЕВ 2 
[в у 
У (15 № И 
ет у? —`2 Е 8 


Введем обозначение Ё = 





Ур 
Ус Тогда 


5. и 
= — («= о ва рсус. 


График зависимости О от Е — парабола 
рис. 13), пересекающая ось Ёв точках Ё, == 
==-2_ Н &, = -8— (это корни квадратного 





= 


15. 


И 
трехчлена 4Е2 — ВЕР +)» с вершиной в 


15 
точке & = Е В этой точке величина 0 


максимальна и равна 
„ 49 
9, = 54 РсУс- 
Следовательно, прн переходе В-»С на 
участке ВК, то есть до состояния, которо- 


му и точка К с коордииатой 


Ук = ТЕ —=_ИУс, газ получает теплоту извие. 
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При дальнейшем расширении (на участке 
КС) газ отдает теплоту. 

Таким образом, количество теплоты, по- 
лученной газом за цикл, равно 


р а 3 349 
9, = @, + 9, = рес Е бд рсУс = 


97 
= 54 РсИс- 
Теперь можно найти к. п. д. цикла: 
1 
а Рес 
= ^0, 165, п == 16,5% 
1 
54 РсИс 


Максимальный же теорстический к. п. д. 
цикла равен 
т. —Т, 


тах = о Е 


где Т,—максимальная, а Т.—минимальная 
температура газа. 

Из рисунка 12 видно, что температура 
газа минимальна в точке 4, то есть 


КРАИл_ _ _ИРсУс 
тв __ 23мк 





Т. = ТА = 


Состоянию газа, в котором его темпера- 
тура максимальна, соответствует точка М 
на отрезке ВС, в которой изотерма ‘касает- 
ся отрезка ВС. Из симмстрин графкка цик- 
ла следуст, что эта точка находится на се- 


3 
редине отрезка ВС, так что Ум = 4 Ис”). 


9 
При этом ру == (ру тах — 8 Рс!с- "Темле- 


ратура газа в точке М равна 


Эй 
Та == тв РсИСс- 


Подставив иайленные выражения для Т, 


*) Это можио показать непосредственно, 
рассмотрев, при каком значении произведение 


ру - ( Зе —2 уу | для точек, ле- 


жащих на ВС, максимально. Для тех, кто 


знаком с дифференцированием, ясно, что в 
точке М производная функции Т (У) = 


| р 
= ив (Зрс —2 У. у) У равна нулю, то есть 


ати _ в ре) _ 
( ау = В ЗРс —1 у) =0. 





З 
Отсюда Им = и Ис. 


и Г. в формулу для тах, найдем 
Утах = 0,556 = 55,6%. 
Сравним т] и тах: 
тах 
ы 
го есть максимальный теоретический к, п. д. 
в 3,36 раза больше к. п. д. рассматриваемого 


цикла, 
М.Е. Маринчи.. 


= 3,36, 


Ф?212. От слолзающего в океан по крутому 
склону ледника на глубине | км откалыва- 
ется глыба льда — айсберг (его высота мень- 
ше 1 км). Какая часть айсберга может рас- 
плавиться при всплыванииы? Температуры 
льда и воды равны 07 С. 

Сначала найдем, какое количество теплоты 
выделнтся при всллывании айсберга. Оно 
равиюо изменению потенциальной энергии 
системы льдина — вода. 

При всплывании льдины потенциальная 
энергия увеличивается на величину 


Ра/лей 


(рл— плотность льда, Ул — объем льдины, 
# — высота поднятия льдины; изменением 
объема льда за счет таяния пренебрегаем) 
и уменьшается одновременно на величину 
РаУлел 
(р» — плотность воды), так как при всплы- 
ванин льдины соответствующий объем воды 
опускается < поверхности вииз. Изменение 
энергии системы равно выделившейся теп- 
лоте: 
© == Ил (рь — Рл) &^. 
Будем считать, что вся эта теплота пошла на 
таяние льда (мы пренебрегаем теплопровод- 
ностью воды и движением ее слоев, то есть 
се кинетической энергией, при подъеме льда): 
О = Ат.А. 
( — удельная тейлота плавления льда); 
отсюда 


Ата Уз(рв — ря) В 
или 
Ат _ Атл _ фв- рая _Яй 
М Ул — бл А, 
Подставляя сюда я = 0,9. 103 хкг/мз, 


в = 10% кг/м &—=10 м, В= Ими 


— 334000 дж/кг, найдем 
Ата | 
Ма ^*300- 


Н. Ш. Слободецкий 
В этом номере нашего журнала мы по- 


мещаем список Читателей, приславших пра- 
вильные решения задач Ф211 и $212. 
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Задачу Ф2ИИ правильно решили: С. Ак- 
тершев (Магнитогорск), А. Бараов (с. Ста- 
рый Урух Кабардино-Балкарской АССР), 
Ю. Визгин {Ленииграл), В. Маркин (Толо- 
чин Витебской обл.), А. Сергеев (Подольск 
Московской обл.), Ю. Смоленцев (Ессентукн), 
В. Терехов (Сокольники Тульской обл.), 
И. Уразгильдин (Москва), Е. Федоров (Ма- 
гнитогорск). 

Задачу Ф212 правильно решили: С. Але- 
хин (Липецк), А. Амиров (Оренбург), В. Ба- 
киров (Куйбышев), В. Бенхан (Калинин). 
Л. Брагинский (Фрунзе), М. Васнецов {Киев}, 
А. Волков (Челябинск). Д. Габризлян (Белая 
Калитва Ростовской обл.). В. Грязев (Кокче- 
тав Каз. ССР), А. Гуревич (Минск), Ю. До- 
кучаев (Ленинград), В. Дунцов (Душанбе), 
Р. Залоевуждинов {Канаш Чувашской АССР}, 
А. Ивлев (пос. Стройкерамики Куйбышевской 
обл.), А. Калошин (Москва), С. Карленко 
(Киев), Е. Кириллова (Альметьевск), В. Ко- 
валевский (Витебск), Ю. Кастрылин (Кз- 
менец-Подольский Хмельницкой обл.), 
А. Креницкый (Энгельс), И. Куцык (Ярос- 
лавль), А. Мамян (пос. Ноемберян Арм. ССР}, 
О. Марин (Пермь), С. Мельник (Харьков), 
Н. Миронов (Выкса), А. Молотков (Кубинка 
Московской обл.}, Ю. Миуринец (Магнито- 
горск}, С. Нужный (Куйбышев), С. Пок (Таш- 
кент), А. ТТаровинников (Обнинск), А. Пер- 
фентьев (с. Миасское Челябинской обл.), 
А. Полянский (Челябинск), А. Пономарев 
(Киев), Н. Попов (Ленинград), А. Ремеев 
(Ташкент), В. Решетняк (Киев), В. Розен- 
боум (Харьков), Р. Сирота (Харьков), 
А. Смолич (Калинии), В. Спиридонов (ст. 
Мартыновка Николасвской обл.), Ч. Та- 
ривердиев (Сназан Азерб. ССР), И. Усвят 
(Ташкент), Ю. Филимонов (Химки Москов- 
ской обл.), В. Хацимовский (Красноярск), 
В. Черкашин (Ташкент). Е. Шафирович (Но- 
гинск Московской обл.), Е. Шестаков (д. Ров- 
ковичи Гомельской обл.). 

Р. Г. Минц 





ПРАНТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 
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В текущем году редакция продолжит публикацию материалов в традицнонном разделе 
«Практикум абитуриента». Статьи по отдельным теоретическим вопросам школьных 
курсов математики н физнки, разбор конкурсных задач и анализ типичных ошибок аби- 
турнеитов, варнанты вступительных экзаменов в различные университеты н институты 
страны, разнообразная информация — все это, мы надеемся, будет иитересио и полезно 
читателям журнала, готовящимся к поступлению в вузы. 

В редакционной почте немало писем, авторы которых просят указать опубликованные в 
прошлые годы статьн, с которыми в первую очередь следовало бы познакомиться при 
подготовке к вступительным экзаменам. В этом номере мы выполняем эту просьбу. Для 
краткости мы ие приводим названия статей, а, условно разбив их по темам, указываем 
лишь год, номер журнала н страницу, с которой статья начинается. 


Математика 


ры 
1973, № 4, с. 

Ха бранческие пре 
зования: 1970, № И, 

Модуль (2650. о ах ей - 
ствительного числа: 1970, №3, 
с. 53; 1972, № 9, с. 45. 

Функции и графики: 1970, № 1, 
с. 27; 1970, №2, с.3;: 1970, №4 си; 


1972, № 6, с. 30; 


1971, № 9, с. 41; 1973, № Ъ, с. 38. 

Задачи на составление 
уравнений: 1971, №Н, с. 48; 1973, 
№ 1с 


Решение уравнений, систем 
уравнений и неравенств: 1970, 
№5. с. 48; 1970, №9, с. 19; 1970, № 10, с. 53; 


1970, № 12, с. 46; 1971, №1, с.41; 19, 
№ 5, с. 40; 1971, № 10, с. 45; 1972, № 1, 
с. 46; 1972, № 12, с. 49; 1973, № 9, с. 63. 


Логарифмы, показательные 
н логари фмическке уравнс- 
ния: 1971, №3, с. 40; 1971, №6, с. 46; 
1972, № 3, ‘с. 50. 


Тригоно метрические функ- 
цки, уравнения н неравенст- 
а: 1971, № 4, с. 43; 1972, № 5, с. 36; 1973, 
№ 2, с. 58. 

Прогрессин: 
1973, № 4, с. 57. 

Комплексные числа: 
№ Б, с. 54 
Планиметрия: 1970, №2, с. 23; 1971, 
№1; с. 28; 197, № 6, с. 52; 1971, № 12, 
с.41; 1972, № 2, с. 36; 1973, № 1, с. 52. 

Стер еометрия: 1970, № 11, с. 54, 
1972, №, с. 60; 1972, №4, с. 54; 1972, 
№ И, с. 50; 1973, № 10, с. 56. 

Применение трнгономет- 
рии при решенин геометри- 


197}. №2, с. 37; 


1973, 


52 


ческих задач: 
1973; № 12, с. 39. 
Кроме того, некоторым общим вопросам 


1972, № 7, с. 29, с. 40: 


посвящены статьи: 1970, № 12, с. 2; 1972, 
№ б, с. 44; 1972, № Ш, с. 47; 1973, №3 
с. 44; 1973, №4, с 12: 1973, №8, сп; 


1973, № 12, с. 39. 


Фнзика 

Механика: 1970, №1 с. 37; 1970, 
№ 5, с. 18; 1970, №6, с. 39; 1974 №Ь 

1; 971, №2, с. 44; 1971, №5, с. 8; 1971, 

№5, с.50; 1971, № 9, с. 47; 1971, №1, 
с. 16; 1971, № И, с. 54; 1972, № 3, с. 58; 
1972, №6, с. 20; 1972, №9. сы; 1972, 
№ 10, с. 52; 1972, № 12, с. 16; 1973, №9 
с. 68; 1973. № 1, с. 57. 

Жидкостн н газы: 1972, 
№ 12, с. 53. 

Тепловые явлеиня: 197, 
№2 с. И. 


Молекулярная физика: 1970, 
№ 10, с. 22; 1972, нЕ с. 45; 1973, №1 
с. 43; 1973, №7, с. 1. 


Основы электродинамикн: 


1970, № 6, с. 11; 1970, № ИП, с. 2, 197, 
№ 3 с. 10; 1971, № 4, с. 8; 1971, № 6, 
с. 8; 1972, №2, с. 54; 1972, №4, с. 62: 
1972, № 6, с. 55; 1972, №6, с. 59; 1972, 
№ 7, с. 48; 1972, № Тс. 5; 1972, № В, 
с. Ю; 1973, № 3, с. 50; 1973, №7, с. 35. 

Колебания н волны: 1971, 
№ 9, с. 15. 

Оптика: 1970, №3, с. 4; 197, 
№2, с. 1; 19, № Тс. 41; 1972. №4, 
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г.в. Др, Переформулировка 
задачи 





Одним из существенных недостатков 
в математической подготовке школь- 
ников, который очень часто и весьма 
ярко проявляется на вступительных 
экзаменах в высшие учебные заведе- 
ния, является чрезмерная прямоли- 
нейность в подходе к решению задач. 
Абитуриенты в большинстве случаев 
настолько привязаны к данному усло- 
вию, к данной формулировке задачи, 
что не догадываются взглянуть на 
задачу чуть-чуть иначе, с другой 
стороны, попытаться сформулировать 
ее условие в других терминах, короче 
говоря, найти метод решения, не 
лежащий на поверхности. 

Между тем именно переформули- 
ровка задачи, постановка ее по-ново- 
му часто проливает свет на ее под- 
линный смысл и является прямым 
путем к решению. Более того, сно- 
собность абитуриента рассматривать 
задачу с разных сторон, в различ- 
ных интерпретациях является одним 
из важнейших признаков его мате- 
матического (а зачастую и общего) 
развитня и одним из условий его 
дальнейшего обучения в вузе. Нельзя 
не подчеркнуть, что сказанное каса- 
ется не только математики. 

Разумеется, основными, точнее 
сказать, наиболее естественными прие- 
мами переформулировки задач школь- 
ники в должной мере владаеют, по- 
скольку эти приемы вхддят в обыч- 
ную школьную практику. Так, боль- 
шинство абитуриентов вполне справ- 
ляются с решением так незываемых 
«текстовых» задач, а ведь основа ре- 


шения такой задачи — типичная пере- 
формулировка: задача дается в виде 
некоторой совокуиности условий. за- 
писанных на обычном, «житейском» 
языке, а решающий, как правило, 
составляет некоторые уравнения, 
иногда неравенства, то есть перево- 
дит этн условия на математический 
язык, После чего задача решается 
чисто математическими приемами. 
Вспомните, для сравнения, что в 
младших классах такие задачи ре- 
шаются непосредственно, довольно 
хитрыми рассуждениями, но без вся- 
ких алгебраических соотношений, а 
такое решение придумать значитель- 
но сложнее. 

Доугой пример — решение гео- 
метрических задач. Если задача 
может быть переведена на язык урав- 
нений, если легко выписываются со- 
отношения между данными и неиз- 
вестными элементами геометрической 
конфигурации, то, как правило, за- 
дача решается без труда. Наоборот, 
если этот подход к задаче неприме- 
ним, то она представляет значительно 
большие трудности — требуется прн- 
думывать чисто геометрические иден, 
а это уже совсем другое дело — 
вместо техники вычислений здесь 
нужна хорошая геометрическая нн- 
туиция, геометрическое чутье, более 
активные геометрические зиания. 

Что значит переформулировать 
задачу? Ясно, что дать точный ответ 
на этот вопрос, строго говоря, не- 
возможно. Но суть дела состоит в 
том, что условие задачи формули- 
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руется на другом языке, в других, 
более или менее близких терминах. 
Поиемы пиереформулировки настолько 
разнообразны, что перечислить, опи- 
сать их разумным образом практи- 
чески невозможно, и овладеть имн 
можно только на практике, решая 
достаточное количество примеров. 


Один из важнейших приемов 
переформулировки задач, в примене- 
нии которого, грубо говоря, и заклю- 
чается практическая, прикладная сто- 
рона математики — это «перевод» 
реальной, жизненной ситуации на 
формальный язык, на язык точных 
математических утверждений. В 
школьной математической практике, 
в практике вступительных экзаменов 
также часто приходится «переводить» 
слова в формулы и наоборот. 


Так, для доказательства утверж- 
дения «функция у = со$ х убывает 
на отрезке 0 <х = л» его следует 
переформулировать в виле «Дано: 
О=х<х, < ля; доказать, что 
с0$ х: >> 60$ Х.». А словесное .опре- 
деление ‹логарифмом числа № по 
основанию а называется такое число 
а, что а® = М» переформулируется 


М 
в виде а №, так что ос- 
новное логарифмическое тождество 
является просто формальной записью 


определения логарифма. И если все 


это хорошо понимать, то никогда 

не представят затруднений «за- 

ковыристые» вопросы тнпа 
—\2 

«Почему (Иа)? = а», «Почему 


яп  (агсыт х) == х2 ит. п. 

С другой стороны, важное зна- 
чение имеет и «обратный перевод» — 
умение увидеть в некотором под- 
лежащем доказательству  формаль- 
ном равенстве его словесное выраже- 
ние. Например, прочтя формулу 

т 


п п 
Иа" = (из) утверждение 
п 


т 
(У2) есть корень степени п из 
а"» мы сразу, пользуясь опреде- 
лением корня, получаем путь дока- 
зательства этой формулы: 


как 
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Крат 


о -вГ-е 


Точно так же можно доказать 
и основные формулы логарифмиро- 
вания. Вообще, всевозможные свой- 
ства обратных функций — корней, 
логарифмов, обратных тригономет- 
рических функций — доказываются 
именно переводом на язык соответст- 
вующих «прямых» функций. 

Разберем несколько примеров, 
показывающих эффективность пере- 
формулировки — нногда напрашива- 
ющейся, иногда неожиданной. 

Для начала — несколько задач, 
связанных с квадратным  трехчле- 
ном. 


Задача 1. При каких а корни 
уравнения х* - ах -!- а=Обольше 1? 

Большинство абитуриентов для 
решения этой задачи добросовестно 
находят кория 





. —а-- Уа? — 4а 
Х1 == == р] ‚ 
—а— Уа?— 4а 
Хх» = 2 


и решают систему неравенств — 
иногда двух (Р —0, х, > 1), если 
догадываются, что х, — меньший ко- 
рень, и достаточно, чтобы ои был 
больше 1, а чаще трех неравенств’ 
р =0, хо хр Ь 

При наличии хорошей техники 
решезия иррациональных неравенств 
этот путь, конечно, приводит к целн. 
Однако стоит немного отойти в сто- 
рону, прнменить теорему Виета, и 
сразу станет ясно, что требуемых зна- 
чений а пе существует: произведе- 
ние а таких корней должно быть 
больше |, а их сумма (—а) тогда 
будет также положительной. 


Интересно отметить, что если 
в этой задаче спросить: при каких а 
оба корня  положительны, то уже 
многие догадаются применить теоре- 
му Виета — ведь это ее стандарт- 
ное применение! 


Задача 2. При каких а из 
неравенства | < х=2 следует не- 
равенство х? — 2ах На 0? 

Условие задачи означает,  оче- 
видно, что трехчлен }(х) = х — 
—2 ах + а отрицателен на отрезке 
1<х=<2, а это равносильно ус- 
ловию, что отрезок | “хз? ле- 
жит между корнями данного трех- 
члена (поскольку коэффициент прн 
х? положителен). Но последнее ус- 
ловие равносильно тому, что концы 
отрезка лежат между корнями, и 0с- 
тается, наконец, сообразить, что это 
условие равносильно системе не- 
равенств | (1) = 0, ] (2) < 0, или 

|1 —-а=—0, 
{4 — За<.0, 
откуда а>> 4/3. 

Задача 3. Доказать, чтс 
уравнение {(х) = (х— а (+ 
+ — а) х— д - Хх 
Х(х — <) =0 пры любых а, 6, с 
имеет действительные корни. 

Нетрудно представить, что «пря- 
мое» решение этой задачн — раскрыть 
скобки и доказать, что дискриминант 
полученного квадратного трехчлена 
положителен — связано с большими 
вычислительными трудностями, и мы 
воспользуемся тем фактом, что квад- 
ратный трехчлен (с положительным 
старшим коэффициентом) имеет дей- 
ствительные корни в том и только 
в том случае, когда хотя бы в одной 
точке он принимает отрицательное 
нли нулевое значение. Естественно 
посмотреть ео значения в точках а, 
Ь, с — тогда из трех слагаемых ос- 
тается только одно. 

Имеем 

[о =е-а с- 5; 
знак полученного произведения за- 
висит от взаимного расположения 
точек а, 6, с на числовой оси, причем 
это произведение отрипательно, если 
с лежит между аи 5. Но одно из этих 
трех чисел лежит между двумя дру- 


гими, и мы получаем решение: пусть, . 


для определенности, а < с 
тогда  [Ё(Ь) = (6 —а 6—9 =0, 
и следовательно,  трехчлен прини- 
мает в точке Ь отрицательное или ну- 
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Левое значениё, а значит, имеет дей- 
ствительные корни. 

В рассмотренных трех примерах 
условие задачи явно содержало квад- 
ратный трехчлен, и поэтому перефор- 
мулировка задачи не слишком далека 
от ее условия. Рассмотрим несколько 
иные примеры. 

Задача 4 (МГУ, ф-т психоло- 
гии, 1969). Доказать, что 
х? -- 19 2-6 г — 8 лу— 4х2 + 
+ 12 у2> 0, ебли НР 0. 

Попытка группировки наугад, без 
определенной идеи вряд ли может 
привести здесь к успеху, однако доста- 
точно увидеть в левой части квадрат- 
ный трехчлен относительно х (с «пара- 
метрами» уи 2), как становится со- 
вершенно ясным и способ группиров- 
ки — выделение полного квадрата. 
Если при этом еще заметить, что 
после этого преобразования «свобод- 
ный член» будет представлять собой 
квадратный трехчлен относительно и 
(с «параметром» 2), то задачу можно 
считать фактически решенной. 

Итак, левая часть уравнения может 
быть переписана в виде 
(х—4и— 22) + 3? +22" —4у2 = 
= (х—4,и— 22) +3 ( —32) + та, 
и следовательно, неотрицательна при 
всех значениях х, и, г. 

Может ли она равняться нулю? 
Это будет, очевидно, только тогда, 
когда все три слагаемых равны 0, 
то есть при одновременном вынолне- 


нии равенств 
2 


х—4,—2:=0, у——-2 = 0, 2=0. 
Но из этих равенств сразу следует, что 
х=у=г= 0, что — противоречит 
условию х? - у? - 22 >> 0. Тем самым 
утверждение полностью доказано. 

Задача 65 (МГУ, филологич. 
ф-т, 1972). При каком действитель- 
ном х величина 


в (1) 


принимает наименьшее значение? 
В задачах такого рода, как пра- 
вило, легче сначала найти наимень- 


$5 


шеё значение заданного выражения, 
заданной функции, и лишь потом — 
значение аргумента, при котором оно 
достигается. А найти наименьшее зна- 
чение иногда удается, решив более 
общую задачу — найти всю область 
значений функции и взять в ней нан- 
меньшее число. 

Найти наименьшее значение функ- 
ции можно, если задачу переформу- 
лировать. Тот факт, что число А при- 
надлежит области значений функции 
и = С), в терминах уравнений озна- 
чает, что уравнение } (х) == А имеет 
по крайней мере одно решение. 

В данной задаче заметим прежде 
всего, что функция #{ == #2 (х), задан- 
ная формулой (1}, принимает свое 
наименьшее значение при том же 
значении аргумента, что и функция 
$ = 15 Ё (х), и для упрощения вы- 
кладок мы будем рассматривать вмен- 
но функцию 

$5=9| + 16 — 3х. 
Уравнение 

Би --16 —3х = А 
или 

5х 16 =3х А (2) 
после возведения обеих частей в 
квадрат переходит в уравнение 

16 х2 — 6 Ах - 400 — 4? = 0. (3) 

Уравнение (2) имеет решение 
в том и только в том случае, когда 
уравнение (3) имеет корень х, удов- 
летворяющий условию Зх + А = 0. 
Но это эквивалентно тому, что дис- 
криминант уравнення (3) неотрица- 
телен и больший корень уравнения (3) 
больше или равен — А/3. Тем самым 


мы приходим к системе неравенств 
254*— 6400 > 0 


3ЗА+ 1254-6400 А 
ИИ ГИ Е 


Эту систему можно решить обыч- 
ным образом, в результате получится 
А = 16. Поэтому наименьшее зна- 
ченне А равно 16, и при этом значе- 
нии уравнение (3) имеет единствен- 
ный корень х = 3, который является 
корнем уравнения (2). Таким обра- 
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зом, выражение (1) принимает свое 
наименьшее значение при х == 3. 
Отметим дополнительно, что рс- 
шение полученной системы неравенств 
можно несколько упростить, если 
сразу сообразить, что функция 
$ = $ (х) прн любом х положительна: 
5/2 16>5 Их = 51х13 хх. 
Следовательно, можно считать, что 
А = 0, а тогда иррациональное не- 
равенство, входящее в систему, ав- 
томатически выполняется. 


Задача 6. — Найти наимень- 
шее значение функции 


УП 5 (6) 0—2). 
Перемножив первый двучлен с 


третьим, а второй с четвертым, мы 
приведем функцию к виду 
у = (5% —7х-+6) (** —7х-+ 19). 
Теперь видно, что у является квад- 
ратным трехчленом от переменного 
2 -- х — 7х, Которое само является 
трехчленом относительно х. 
В результате мы получаем 
дующую задачу: найти наименьшее 
значение — квадратного — трехчлена 
и = 2-6) (2+ 10), но не на всем 
множестве действительных чисел г, 
а лишь на области значений трех- 
члена 2 = х? — 7х. Эта область легко 


находится: она представляет собой 


49 
г => — а ? 


сле- 


бесконечный интервал 


так что мы должны найти наимень- 
шее значение трехчлена у = 2" — 


-- 16 2+ 60 на множестве чисел, 
49 


>=. 

Для нахождения этого наимень- 
шего значения заметим, что значенне 
20 = —8, в котором у, как функ- 
ция от 2, имеет абсолютный минн- 
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мум, лежит в области 22—74, 


и следовательно, наименьшее зна- 
чение у в этой области совпадает с 
абсолютным мннимумом у н достига- 
ется в точке 25 = --8. 

Таким образом, наименьшее зна- 
чение у равно —4 н достигается 


при х? —7 х = —8, то есть в двух 
точках: 
ТИ ОИ 
с и Зи СООО 


Задача 7 (МГУ, экон. ф-т, 1973). 
2-х 
График функции у-- 
кается в Овух точках с прямой, 
образующей угол @ с осью абсцисс. 
Найти среднее геометрическое между 
длинами отрезков, соединяющих 
начало координат с  проекциями 
точек пересечения на ось Ох. 

В этой задаче самое глаинсе — 
точно понять ее условные и выра- 
зить его на языке формул. 

График функции у=1-:2/х— 
гипербола (изобразите ее!). Поэтому 
прямая, о которой идет речь в усло- 
вни задачи, является наклонной 
(то есть а5л/2, ©5Ё0) ни с вертикалт- 
ной, ни с горизонтальной прямой 
даниая гипербола ие может нересе- 
каться в двух точках. Иными сло- 
вами, уравнение прямой имеет вид 

у — хва--Ь, 
45 “520. Тот факт, что гипербола и 
прямая пересекаются в двух точках, 
означает, что уравнение 


2-х 
^^ х ша, 





пересс- 





нли, что то же самое,  иравнение 


хх (В — ПИ ва — Зета — 0 (4) 


имеет два различных действительных 
корня (поскольку х -= 0 не является 
корнем уравнения (4)). В условии за- 
дачи дано, что этот факт вмеет место. 

Если корини уравнения (4} обоз- 
начнть через х; И х», то длины отрез- 
ков, соединяющих начало коорди- 
нат с проекциямин точек пересечения 
прямой н гиперболы на ось Ох, равны 
соответственно || и |[х.|. Следо- 


вательно, требуется вычислить ве- 
личину 
у [х, |1] = 1%, х, |, 


где х) них, — корни уравнения (4). 
А это легко сделать, используя тео- 
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рему Виета: 
ух, х| = 121499 

Рассмотрим теперь несколько 
примеров, не связанных с квадратным 
трехчленом. 

В ряде примеров, связанных с 
молулем действительных и  комп- 
лексных числел, значительную помощь 
оказывает геометрическая интер- 
претация модуля: |х— у| есть рас- 
стояние между точками, и ображаю- 
щими комплексные, н в частности, 
действительные числах н цу. 

Задача 8. Решить уравнение 
КБ -—З3| -5 (х — де4- 
ствительное число). 

На геометрическом языке данная 
задача может быть сформулирована 
следующим образом: найти все точки 
числовой оси, для которых сумма 
расстояний до точек — 2 и 3 равна 5. 
Этот перевод мгновенно решает за- 
дачу: в самом деле, любая точка от- 
резка — 2:5х‹53 обладает этим 
свойством, а для любой точки вне 
отрезка сумма расстояний больше 5. 

Таким образом. решеннями дан- 
ного уравнения являются все х из 
отрезка — 25х33. 

Задача 9. Решить неравенст- 
2х —3 
2х = 3] 1. 
Воспользовавшись свойством 
а 14} 
дуля | 9 гг *Перепишем дан- 
ное неравенство в виде |2 х — 3| > 
> 12 х--5|, 2 х- 556 0, и сфор- 
мулируем задачу следующим обра- 
зом:  найни точки х, для которых 
2 х находится ближе к —5, чем к 3, 
причем хэ= — 2,5. Это условие рав- 
носильно тому, что 2х<—, 
ХЕ — 25, то ель х<-25 
—2,5 < хж 0,5. Это и есть решение 
данного перавенства. 

Задача 10. Где на комплек- 
сной плоскости лежат точки, изобра- 
жающие комплексные числа 2, для 
которых 2—1 - и |= 2? 

Переформулируем задачу так: где 
на плоскости лежат точки А, для 
которых сумма квадратов расстояний 


в0 





мо- 








$7 


до данных точек А = (1, 0) и В = 
== (0, 1) равна 2? Достроив треуголь- 
ник АМВ до параллелограмма 
АМВМ, применим известное соот- 
ношение, связывающее длины сторон 
и диагоналей параллелограмма: 

АВ? | ММ? =- 2 АМ? + 2МВ? = 4. 


Отсюда `ММ№? -: 4 —- ДВ?, и поскольку 
в нашем случае АВ? -=2, то ММ = 
= У, и следовательно, искомые 
точки М лежат на окружности ра- 


днуса ММ = у с центром в 
середине отрезка АВ. 

В заключение рассмотрим нес- 
колько примеров, в решение кото- 
рых важную роль играет переформу- 
лировка. 

Задача 11 (МГУ, ф-т психоло- 
гни, 1971). Найти все такие значения 
х, что 

тт {2х —х, х— > -— >. 

Употребленное в формулировке 
задачи выражение А == ша [2х — 42, 
х—!}, как известно, понимается в 
следующем смысле: при любом фик- 
сированном х=х, А означает мень- 
шее из двух чисел 2%, — 2 и Хх |. 


«Прямое» решение этой задачи 
требует рассмотрення двух случаев: 
2х— хи х—1<9х-х В 
каждом из этих случаев надо будет 
решить квадратное неравенство и 
отобрать его решения, удовлетворя- 
ющие условию 2х—х?>> — 1/2 и 
х— | > — 1/2 соответственно. 

Между тем нетрудно сообразить, 
что минимум из двух выражений 
больше — 1/2 в том случае, когда 
оба эти выражения больше — 1/2, и 
таким образом, условие задачи рав- 
носильно системе неравенств 


2—2, 





х-1>---, 


решение которой не представляет ни- 
какого труда. В результате получит- 


ся ответ:-- << НУ | 
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Задача 12 (МГУ, ф-т психоло- 
гии, 1972). Найти все целые решения 
неравенства 


х— 1 < 109 (+3). 


В ОЛЗ неравенства входят только 
х> —З, и легко проверить непо- 
средственно, что числа —2, —1, 0 
и 1 являются его решениями. Под- 
ставляя следующие целые значения 
х, мы видим, что они не являются ре- 
шениями, и при этом нетрудно заме- 
тить, что «чем дальше — тем хуже» — 
при увеличении х разность между ле- 
вой и правой частями увеличивается. 
Поэтому остается лишь доказать это 
утверждение строго. 

Иными словами, 
следующую задачу: 
функция 

} (х) = х — 1088 (х + 3) 
— возрастающая. Задача эта, однако, 
довольно трудная, но ведь нас ин- 
тересуют только целые значения ар- 
гумента, так что нам достаточно убе- 
диться, что эта функция возрастает 
при увеличении на 1. Имеем 


Кх-- — К) = + я Ч 
Хх . 
—х + 1овв(х -- 3) = 10684 1, 


мы получили 
доказать, ито 


так что неравенство {(х +1) — 
—}{ (х) > 0 равносильно неравенству 


хз 1 | 
хт4>6, Которое, как легко 


В убедиться, при положительных х за- 


ведомо выполняется. 

Следовательно, наше неравенство 
не выполняется зи при каких целых 
х, больших 1, и полученные выше зна- 
чения и являются решениями задачи. 

Задача 13. Найти сумму 
коэффициентов — многочлена 


(+2 х— 83 (2—4 х+ 3)”, 


получающихся — после 
скобок. 

Здесь совершенно ясно, что под- 
считывать сумму коэффициектов 
«в лоб» — дело безнадежное, и имеется 
единственная возможность — сооб- 
разнть, что сумма коэффициентов мно- 
гочлена может быть получена, если 


раскрытия 


в многочлен вместо х подставить 1. 
А это можно сделать, и не раскрывая 
в данном многочлене скобок: при 
х = | мы получаем 0, так что сумма 
коэффициентов данного многочлена 
равна 0. 

Задача 14. 
венство 


Доказать  ра- 


} } 1. 1 1 
1 Ре ИС —- за + ....Н 199 2%— 
| 1 . | 
— Г т 20- 
Не слишком трудно сообразить, 
что число 200 не является настолько 
«выдающимся», чтобы для него одного 
имело место такое изящное равенство, 
и поэтому можно занодозрить, что 
это равенство имеет более универсаль- 
ный характер. Таким образом, можно 
сделать гипотезу, что при любом чет- 
ном п -: 2# справедливо равенство 
1 1 В 1 
и О БЫ 
1 1 1 
ЕТ О 
1 
т 
И действительно, это равенство спра- 
ведливо, и его нетрудно доказать 
по индукции. 
Упражнения 
1. При каких значениях а один из кор- 
ней уравнения х? — 2ах — а == 0 больше 1, 
а другой меньше 12 
2. Доказать, что если ровно одно из 
чисел с, 4 лежит между числами а, Ь, то урав- 
нение (х — а) (х— а (х-—-д (ха) = 
= Опри любом а имеет действительные корни. 
3. Пусть уравнение ах? -+ фе с= 0 
не имест действительных корней иа-- ВЕ 
с <0. Найти знак числа с. 
4. Пересекает ли прямая и = 2 гоафик 
х-+1 
фуикции у = 2-3" 
5. Найти область значений функцин 
_ 2-3 
У ака 
6. т, 
ха ах — За-- 1 
х не равно —2, тоа>> —13 (х, 
ствительные числа). 
7. При каких а параболы у == х®-+ 
+ ах —аин= 2х2 — х+а не имеют об- 
щих точек? 


что если выражение 


ии при каком значеини 


а — дей- 
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8. (МГУ, ф-т психологии, 1969). Дока: 
зать, что 2х2-Р- 5у? | 322 — бху — 2х2 
+ 5у2 > 0, если хё-- у #2 0, 

9. (УДН, 1973). Найти все действитель- 
ные значения х, у, 2, удовлетворяющие урав- 
ненню 2х2 -- у?-|- 222 — 2ху | 2х2 — 2х — 
— 22+ 1= 0. 

10 (МГУ, экон. ф-т, 1969). При каком 

2х—1 
2х — х2 —4 
принимает наименьшее значение? 

И (МГУ, филологич. ф-т, 1972). При 
каких ЕЕ х выражение 2х- 

8. 
+— 

х— } 

12 (МГУ, экон. ф-т, 1973). График фуик- 
цин у = 2х2 — х пересекается в двух точках 
< наклонной прямой, проходящей через точ- 
ку оси у с ординатой &. Найти среднее гео- 
метрическое между длинами отрезков, сое- 
АНнНнЯяющих начало координат с проекциями 
точек пересечения на ось абсцисс. 

13 (МГУ, экон. ф-т, 1973). График фун- 

1 


Кии у = 1х пересекается в двух точках 


действительном х выражение 





принимает минимальное значение? 


с наклонной прямой, проходящей через точ- 
ку оси х с абсциесой а. Вычислить абсцис- 
су середины отрезка, соединяющего проек- 
ции точек пересечения на ось х. 

14 (МГУ, мехмат, 1963). Решить урав- 
нение [|х2—4]-- | х2— 9] =5. 

15 (МГУ, ф-т вычислительной математи- 
ки и кибериетики, 1970). Решить уравненне 
14 + ювлх| = 2 2 -- юдлутх |- 

16 (МГУ, ф-т психологии, 1971). Найтн 


все значения х, для которых тш | — №, 
1 —х 1 
2 >22. 
17. (МГУ. ф-т психологии, 1972). Найти 
все целые решения неравенства 
21 < в: (х + 3). 
18. Доказать неравенство 


1.2.3. ...-1973 < 987913. 


19. По жесткому графику функции у = 
= юй, х катится шарик. Задержится` ли он 
между жесткой осью ординат н данным гра- 
и или будет падать до бесконечности? 

от же вопрос для функций у = 108 (х — 
—0,01) и у= 108» (х 3 0,01). 
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Л. Г. Асламазов Свойства паров, 
испарение 


и кипение жидкостей 





Уравнение состояния пара 


В обычных условиях плотность паров 
невелика, н взанмодействием между 
молекулами пара можно пренебречь. 
Такие пары, так же как идеальный 
газ, описываются уравнением Мен- 
делеева — Клапейрона: 


тс 
рУ =- Г ЮТ, 


где р, Ги Г — соответственно дав- 





ление, объем и температура пара, 
т — его масса, и — молекулярная 
масса, Ю — универсальная газовая 


постоянная *). 

Задача 1. Найти отношение 
плотностей насыщенного водяного па- 
ра и воды при { == 100°С. Давление 
насыщенного пара воды при этой тем- 
пературе ри = 10$ н/м?. 

Плотность пара р =: т/\У, где 
т — масса, У — объем пара. Из урав- 
нения Менделеева —Клапейрона име- 
ем 
108-18 
р=- АТ = 8.3.103. 373 = 0,57 (кг/м) 


Отношение этой плотности к плот- 
ности воды р» = 103 к2/м? очень мало: 
РА -4 
р 5:7 102%. 
Пользуясь уравнением ленде- 
леева — Клапейрона при решении за- 
дач на свойства паров, следует пом- 
нить, что масса пара 1, находящегося 








*) Говоря точнее, это уравнение спра- 
ведливо, когда температура и давление пара 
значительно меньше, чем в критической точке. 
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в закрытом сосуде, может меняться 
при изменении параметров р, Ии Т. 
Масса пара уменьшается в результате 
его конденсации и, наоборот, уве- 
личивается при испарении жидкости 
в сосуде. Например, при изотерми- 
ческом сжатии пар при некотором 
объеме У, становится насыщенным; 
при дальнейшем уменышении объема 
У масса пара т также уменьшается 





пропорционально объему, так что 
АТ т 
давление пара р=—„ у 0С- 


тается постоянным (см. рис. 1. аиб). 


Задача 2. В откачанный со- 
суд объемом У = 5:10-3 м3 нали- 
вают т, == 10-3 кг воды. Определить 
давление паров в сосуде при темпе- 
ратуре #, = 20°С. Какцм станет 
это давление, если? 

а) увеличить температуру 00 
#2. = 100°С:; 

6) соединить сосуд с другим отка- 
чанным сосудом того же объема 
и той же температуры (рис. 2}. 

Давление насыщенных водяных по- 
ров при температуре 20° С равно 
2,3-108 н/м?, а при 100° С — 10$ н/м?. 

Прежде всего найдем, какое мн- 
нимальное количество воды необхо- 
димо для насыщения объема У. Из 


уравнения  Менделеева—Клапейро- 
на имеем 
РнУИ 
ТЕСТ › 


гле р; — давление насыщенного пара. 
Соответственно для — температур 
Т, = 293° Ки ТГ. = 373° К получаем 


т: = 9.10-$ке ито. = 3.10-3 кг. 
Масса налитой воды т, = 10-3 ке 
меныие, чем т.. но больше, чем ту. 
Поэтому прин температуре &, = 20° С 
пар в сосуде будет насыщенных, и его 
давление 
р: = 2-0 На 
Давление ненасыщенного пара при 
температуре &, = 100°С находится 
по его массе из уравнения Менделее- 
ва—Клапейрона: 
тьВТо 
рг=7 ву 


10-3.8,3- 103.373 _ 
= 18-5.10-3 р 
= 3,4. 101 (н/м?). 


При подсоединении второго сосу- 
да объем, занимаемый паром, уве- 
личнтся вдвое. Следовательно, вдвое 
увеличится и мннимальная масса воды, 
необходимой для пасыщення этого 
объема. Однако она по-прежнему 
меньше массы налитой воды. Поэтому 
пар будет насыщенным, и его давле- 
ние 

рз = 2,3103 н/м?. 

Заметим, что при решении задачи 
пе учитывался объем, занимаемый 
водой в сосуде. Это можно делать, 
так как объем воды мал по сравнению 
с объемом сосуда. 


Влажность воздуха 


Наличие в воздухе водяных паров 
можно описать количественно с по- 
мощью двух характеристик — абсо- 
лютной и относительной влажности 
воздуха. 

Абсолютной влажностью  возду- 
ха, как известно, называют плотность 
водяных паров р = т/\, а относи- 
тельной влажностью — выраженное 
в процентах отношение плотности 
водяного пара к плотностн насыщен- 
ного пара при той же температуре, 


то есть }= т 100%. Относительную 


влажность воздуха можно также опре- 
делить как отношение давления водя- 
ного пара к давленню насыщенного 
пара при той же температуре. Дейст- 
вительно, при постоянной температу- 
ре плотность пара пропорчиональна 
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Рис. 1. 


давленню, поэтому 
т ВАЕ: 


Рн  Рн` 
Напрнмер, в задаче 2 абсолют- 


ная влажность воздуха в сосуде 
й п 9-10-5 

прн 9РС р--у == 

= 1,8-10-* (кг/м3), — относительная 

влажность [, -: 00%. При темпера- 

туре 100°С в том же сосуде аб- 
"п 





солютная влажность р. — ти = 
_—3 


= 50-3 =0,2 (кг/м), относительная 





Рис. 2. 
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Р» 
ри 





влажность Ь- "100% - 


3,4. 10% 
=: Е ‘100% -- 34%. 

При изменении температуры, даже 
при ‚постоянной абсолютной влажно- 
сти, относительная влажность ме- 
няется. Так, по мере охлаждения 
влажного воздуха при некоторой 
температуре Тр, его относительная 
влажность достигает 100%, а пар, 
содержащийся в воздухе, становится 
насыщенным. При дальнейшем ох- 
лажденин пар будет конденсировать- 
ся. Температура Тр называется точ- 
кой росы (при этой температуре вы- 
падает роса). 

Задача 3. ри какой мак- 
симальной относительной влажности 
воздуха р в комнате бутылка молока, 
вынутая из холодильника, не будет 
запотевать? Температура в холодиль- 
нике п = 5°С, а в комнате В = 
= 25°С. Давление насыщенных паров 
воды при 5°С р, = 866 н/м?, а при 
25°С р. = 3192 н/м?. 

Возле бутылки температура влаж- 
ного воздуха становится равной 
Ё = 5°С. Бутылка не запотевает, 
если относительная влажность воз- 
духа при этой температуре не пре- 
вышает 100%: 


РН: 
где р: = -рт. 
ного водяного пара приТ, -= 278°К, 
р — абсолютная влажность воздуха в 
комнате, не зависящая от температу- 
ры. Поэтому максимальная абсолют- 
ная влажность воздуха, при которой 
бутылка еще не запотевает, ро = р, = 
зы: 
ВТ, 
тельная влажность воздуха при тем- 
пературе Т, -: 298°К будет 


р: Го 
ь = р 100% =. 100% = 
866.298 
— 3192278 





— плотность Насыщен- 


Соответствующая относи- 





-100% 2 30%. 


Задача 4. Кондиционер пропус- 
кает через комнату ежесекундно 
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У - 3 м3 воздуха. Воздух забирается 
с улицы, где температура Ё = 40° С 
и влажность }/ = 80%, затем охлаж- 
дается в кондиционере до темпера- 
туры #, = 5°С, а в комнате нагрева- 
ется до температуры #. = 25°С. Ка- 
кая масса воды т ежесекундно кон- 
денсируется в кондиционере при та- 
ком режиме его работы? Какая вла- 
жность воздуха } установится в по- 
мещении? Давление насыщенных па- 
ров воды при 40°С р, =7,4. 103 н/м?, 
при 5 Ср, = 866 н/м?, а при 925°С 
рз- 3192 нум®. 

В объеме паружного воздуха У 
содержится 


д О ИРИ 
:^ 100% = ВТ,-100% = 
80-7,4.103.18.3 
- 8.3.10 318.100 — 0,12 (г) 
ри 
воды (р, - ют, -` плотность насы- 


щенного пара воды при температу- 

ре Т,). Эта масса больше массы 

т, насыщенного водяного пара в том 

же объеме. прн температуре Т. == 

— 278? К: 

рани 866-18.3 

- ВТ, ^ 8.3-10$.278 ^ 

220,02 (кг). 

Поэтому в’ кондиционере ежесе- 

кундно конденсируется масса воды 


то — РИ - 


т=т, —т.=0,1 ке. 


Так как предполагается, что в 
помещении в воздух ‘дополнительно 
вода не испаряется, абсолютная 
влажность воздуха в помещении ус- 
тановится такой же, какая она у 
воздуха, ноступающего из кондицио- 
нера: р=р, в . Соответствую- 
щая относительная влажность при 
комнатной температуре Т. =: 2987 К, 
будет 





м ан 0/ __ „Раз. 0 -=. 
р .100% — -Р-.100% 


866.298 





Рис. 3. 


Задача 5. В комнате обземом 
У = 50 м3 влажность воздиха } = 60%, 
при температуре #=20°С и давле- 
нии р= 10$ н/м?. Чему равна масса 
т влажного воздуха в комнате? Как 
изменится эта масса при увеличении 
влажности на А}=10% при неиз- 
менных температуре и давлении? 
Изменится ли при этом общее чис- 
ло молекул влажного воздуха в ком- 
нате? Давление насыщенного пара 
при Ё = 20°С ри = 2,3.103 н/м?. 

Масса влажного воздуха т скла- 
дывается из массы сухого воздуха 
т; и массы водяного пара 7: 


т=и т. 


Из уравнения Менделеева Кла- 
пейрона 


__ раИИа 
я рт э 





ге р, =29 кг/кмоль и = 
= 18 кг/кмоль — молекулярные мас- 
сы воздуха и водяного пара, р: и 
р. — соответствующие  парциальные 
давления. По условию задачи р, = 


= оби» а согласно закону Даль- 
г 9 


тона рр =р—р.= р-р Ри- 
Тогда окончательно получим 
ИВ у 
Е ег [7 - 


50 
т ори (и, — вы) — 8, 3.103.293 х 
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— 60.0 3.103 (29 — 18) ]- 


100 
= 58 (кг). 


Как видно из последней формулы, 
при увеличении влажности { при не- 
изменных р и Т масса влажного воз: 
духа в комнате п уменьшается 
(и, — м. >> 0). Изменение массы при 
увеличении влажности на Д} будет 
равно | 


рнИ & 
Ат=-РТ (мА — М>) 100% = 
2,3-103-50 0 
= 8 3.103-293 (29—18) 15 = 
== 0,05(кг). 


Уменьшение массы влажного воз- 
духа в комнате при увеличении влаж- 
ности можно понять с помощью зако- 
на Авогадро: в одинаковых объемах 
при одинаковых давлениях и темпе- 
ратурах содержится одинаковое чис- 
ло молекул любого Газа. При уве- 
личении влажности воздуха общее 
число молекул влажного воздуха В 
комнате не меняется, а происходит 
лишь замещение части молекул воз- 
духа на молекулы воды (см. рис. 3): 
увеличивается число молекул водя- 
ного пара и уменьшается число мо- 
лекул сухого воздуха. Так как р, < 
< ц,, масса влажного воздуха умень- 
шается. 


х [ 0°-2 


Теплота парообразования. Кипение 


Превращение жидкости в пар, как 
известно, требует подвода энергии. 
Количество теплоты, которое необ- 
ходимо подвести для того, чтобы ис- 
парить единицу массы жидкости при 
неизменной температуре (изотерми- 
чески) и внешнем давлении, равном 
давлению ве насыщенных паров, на- 
зывается удельной теплотой парооб- 
разования. Можно также сказать, 
что удельная теплота парообразо- 
вания /. — это то количество тепло- 
ты, Которое надо затратить, чтобы 
перевести в пар единицу массы жид- 
кости при ее кнпенин. Часть этой 
энергии идет на увеличение потен- 
циальной энергии молекул (на работу 
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Рис. 4. 


протнв сил молекулярного притя- 
жения). а часть — на работу по рас- 
нирению против сил внешнего дав- 
ления (так как удельный объем *) 
пара больше удельного объема жид- 
кости). 

Задача 6. Определить, какая 
часть удельной теплоты парообра- 
зования в0ды идет на увеличение 
внутренней знергии системы при 
Т = 373? К. ЕЁ = 2,3-108 джукег. 

Из закона сохранения энергин 


имеем 

1. = Аш + А, 
где Аш — изменение внутренней энер- 
гии при испарении | кг жидкости, 
А — работа по расширению. Так как 





расширение происходит — изобари- 
чески, то 

А = ры (°и — о), 
ге 9, = — удельный — объем 


Рни 
насыщенного пара, а и, — удельный 


объем воды, которым по сравнению 
с хи можно пренебречь (см. задачу 1}. 
Таким образом 








Аи .—А ют 
В р А рр 
8.3. 103.373 
= 1 — 18.2.1086 ле 0,9. 


То есть на преодоление сил взаимо- 
действия молекул при испарении во- 
ды при 373°К тратится 90% подво- 
димой теплоты. 





*) Напомиим, что удельный объем — 
этс величина, обратная плотности, то есть 
объем единичной массы вещества. 
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Рис. 5. 


Задача 7. В длинном цилинд- 
рическом сосуде с невесомым поршнем 
площадью $ = 0,01 м? находится 
ть = 0,01 кг воды при температуре 
Т.= 273? К. Поршень плотно прилега- 
ет к стенкам сосуда, мо ходит без тре- 
ния и в начальный момент находит- 
ся у поверхности воды (рис. 4, с). Воду 
нагревают, причем мощность наере- 
вателя М = | квт постоянна, а теп- 
лоотводом через стенки сосуда и пор- 
шень можно пренебречь. Нарисуйте 
график зависимости высоты поднятия 
поршчя В от времени Е. Атмосфер- 
ное давление ро = 10$ н/м?. 

Пока давление насыщенных паров 
воды не станет равным нормальному 
атмосферному давлению (это про- 
нзойдет при температуре Т, = 
= 373° К), поршень будет находиться 
у поверхности воды, поднимаясь 
только за счет ее теплового расшире- 
ния. Время работы нагревателя #1, 
необходимое для нагрева воды до тем- 
пературы Т,, легко находится: 


сеть(Г, мг Го) 2 

= № 2 
4. 102.0,01.100 
- Гб ==4 (с) 
(здесь с = 4.103 Ож/кг-град — удель- 
ная теплоемкость воды). Соответствую- 
щий участок на графике (см. рис. 5) 

изображен прямой без наклона: 


=0 при О<ЕЗФД, 


так как коэффициент теплового рас 
ширения воды пренебрежимо мал. 


При температуре 7, = 373° К дав- 
ленне насыщенного пара становится 
равным внешнему давлению, и пор- 
шень начинает подниматься над по- 
верхностью воды (см. рис. 4, 6} (под 
поршнем образуется насыщенный во- 
дяной пар). Так как моншость нагре- 
вателя постояниа, масса пара т: 

МЕ 

ИВ (где Е. = 2,3-10°джужг — 
удельная теплота парообразования 
воды) пропорциональна времени ра- 
боты нагревателя после достижения 
температуры Т,. Из уравнения Мен- 
дслеева-Кдапейрона объем пара У = 

Т.т № 
= Ре В ((—/,) тоже пропор- 
ционален этому времени (поскольку 
Т, и р» постоянны). Для высоты 








поднятия поршня # окончательно 
имеем 
у КТ ах 
| = = рига 2.) прн Е С-Ь, 
о нЁ 
где Ве. 
0,01-2,3-108 
— 4 хе = 27(с) 
—момент времени, когда вся вода 
в сосуде испарится. Ма графике 
этот участок изображен прямой с 
углом наклона ©, причем 
АР 
В Рон1.$ ^ 
8.3-101.373-10°_ _ 
= 16:-18-2-108-0.0т ^2 0208 (#/<). 
После этого темиература пара 


будет расти, и он перестанет быть 
насышенным. Изменение температуры 


пара происходит по закону: АТ = 
ое, 
ый ке-град 


удельная теплоемкость водяного па- 
ра при изобарическом нагревании. 
Соответствующее изменение объема 
находится нз уравнения Мендедеева— 
тКАТ АВа-Ы 
Про — ИерРо 
Для высоты поднятия поршия имеем 


Клапейрона: АУ = 
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мЮ 
= (и 
й=Я, 4 роб (1—2,) при Е>Ь, 
—_ _тьВТ, 0.01 .8,3-103.373 
Где И = би 


251,7 (м) — высота поднятия поршня 
в момент окончания испарения воды. 
На графике этот участок изображен 
прямой с углом наклона В, причем 


В - Мю _ 102-8.3.108 _ _ 
ы —веррь$  18.2-10%.105-0,01 9 


20,2 (м/о. 


При решении последней задачи 
встает вопрос: будет ли кипеть вода 
в сосуде при Т, = 373 К? Как из- 
вестно, для кипения необходимо, что- 
бы пузырьки газа на дне сосуда нача- 
ли расти за счет испарения жидкости 
внутрь их. Строго говоря, это про- 
исходит, когда давление насыщенного 
нара несколько превосходит внешнее 
атмосферное давление, а именно, на 
сумму величин избыточного давления 


29 
== 





где с — коэффициент 


поверхностного натяжения жидкости, 
а г— раднус пузырька, и гидроста- 
тического давления р. = рай, где 
р — плотность, а й — высота жид- 
кости в сосуде. Поэтому кипение 
жидкости при нормальном внешнем 
давлении начинается при несколько 
более высокой температуре, чем 
373” К*), ив рассматриваемой задаче 
жидкость кипеть не будет. Обычно, 
правда, заметного перегрева жнд- 
кости ие происходит, так как допол- 
нительное давление ‘малб по сравне- 
нию с внешним давлением. Для того 
чтобы перегреть жидкость, ее и стен- 
ки сосуда необходнмо тщательно очис- 
тить от газов. 

Задача 8. Определить наи- 
больший допустимый радиус пузыре- 
ков  воздиха, при котором про- 
исходит перегрев воды на 0,1. Нор- 





*) В таком случае говорят, что жидкость 
перегрста. 
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мальное атмосферное давление 
Ро = 108 н/мЗ. Коэффициент поверх- 
ностного натяжения воды при Т == 
= 373°К св-= 0,06 н/м, а изменение 
давления насыщенного пара воды вблизи 
Т == 373° К можно считать пропор- 
циональным изменению температуры 
с коэффициентом пропорциональ- 
ности Е = 3103 н/м?.грод. 

При перегреве на величину АТ == 
=, —- Т. =: 0,1? давление насыщен- 
ного пара увеличивается на Ар -= 
=ААТ =3 . 10° н/м?. Приравнивая 

2 


Ар избыточному давлению 





получаем, что радиус пузырька 


26 2.0.06 р 
г= Ар = 310 =4.10- (м). 


Оцените самостоятельно влияние 
гидростатического давления на тем- 
пературу кипения. 


Упражнения 


1. В широкие сообщающиеся сосуды 
налита вода при температуре Т == 293° К. 
Один из сосудов плотно закрывают. Опреде- 
лить разность уровней воды в сосудах, если 
давление насыщенного пара при этой темпера- 
туре р = 2.103 я/м?. Давлением паров воды 
в открытом сосуде можно пренебречь. 

2. Тяжелая кастрюля, перевернутая 
вверх дном, плавает в воде. Прн температуре 
воды ТГ, == 293°К воздух занимает всего 
1/15 часть объема кастрюли, а при нагреве 
воды до ТГ. -= 373° К заполняет 2/3 ее объема. 
Определить массу кастрюли т, считая ее 
тонкостенным цилиндром с площадью дна 
$ = 10-2 м2. Атмосферное давление ро = 
= 106 н/м?. Давлением насыщенных паров во- 
ды при иачальной температуре пренебречь. 
Температуру воздуха в кастрюле считать 
равной температуре воды. 

3. В широком сосуде находится ла == 
= 0,5 хг воды при температуре Т -= 273° К. 
Воздух из сосуда быстро откачали. При этом 
часть воды замерзла вследствие интенсивного 
испарения. Определить массу замерзшей во- 
ды, считая, что система теплоизолироваиа. 
Удельная теплота парообразования воды 
1. — 2,3.106 дж/кг, а удельная теплота плав- 
ления льда А = 3,3-108 джи/кг. 

4. Под стеклянный колпак поместили 
два сосуда с водой, Уровии воды в сосудах 
разные. Объясните, как будет меняться высо- 
та уровкей со временем. 

5. Объяскнте, почему сырая вода заки- 
пает быстрее, чем кипяченая. Закипит ли 
сырая вода в кастрюле, плавающей в кипя- 
щей кипяченой воде? 
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ВЗМШ — Ю лет 


{начало см. на с. 33} 


Программа ВЗМШ со- 
ставлена с таким расчетом, 
чтобы раскрыть глубину ин 
красоту математики на мате- 


риале обычного школьного 


курса и на вопросах, орга- 
нически к нему примыкаю- 
щих, показать взаимопро- 
никновение различных раз- 
делов «школьной» математи- 
ки, позиакомить с ее прк- 
ложениями и связями с 
«большой» математикой, дДа- 
вать простым и привычным 
(иногда, быть может, даже 
надосвшим) вопросам неожи- 
даниое освещение, новое, бо- 
лее глубокое толкование. В 
качестве примера достаточно 
привестн уже первую те- 
му — «Метод координат»: она 
начинается с вопросов, изу- 
чаемых в шестом классе (чис- 
ловая ось, абсолютиая вели- 
чина числа), а кончается зиа- 
комством с геометрией че- 
тырехмериого простраиства. 


ВЗМШ -—- это не клуб и 
не общество любителей мате- 
матики, куда можно прийти 
просто послушать  что-ни- 
будь любопытное. Это именио 
школа, и она требует от 
своих учеников изучения оп- 
ределенного матернала, само- 
стоятельных размышлений, 
выполнения контрольных ра- 
бот в установленные срокн. 
Учащийся может ошибать- 
ся — н преподаватели шко- 
лы будут поправлять его, ои 
может чего-то не ‘понять — 
н ему будут еще н еще раз 
объяснять непоиятное, но уче- 
ник ВЗМШ должеи настой- 
чиво и систематически рабо- 
тать. Так что учиться в за- 
очной математической школе 
интересис, но не просто. 


О структуре и методах 
работы ВЗМ ассказано в 
брошюре: Н.Х. Розов, 
Е. Г. Глаголева, 
Ж. М. Раббот «Заочная 
математическая школа при 
м У», изд-во «Зианне», М., 

973. 


И. Х. Розов 


Московский 
инженерно- 
физический 
институт 


Московский ордена Трудового Красного Зна- 
мени инженерно-физический институт орга- 
низоваи в 1949 г. Сначала он иазывался Мо- 
сковский механический институт (МММ), 
ав 1953 г. был перенменован в Московский 
инженерно-физический институт. 

МИФИ готовит инженеров-исследовате- 
лей широкого профиля по ряду новейших 
направлений науки. Срок обучения в МИФИ 
5 лет и 6 месяцев. 

В составе МИФИ пять факультетов, один 
филиал, факультет повышения квалифика- 
ции и ряд учебных подразделений. 

Факультет экспери мен - 
тальной и теоретической фи- 
зики и физико-энергетиче- 
ский факультет готовят инженеров-физи- 
ков для исследовательской работы в области 
теоретнческой и экспериментальной физики, 
конструирования и эксплуатации современ- 
ных физических установок, аппаратов и 
приборов. 

Факультет автоматики н 
электроинки выпускаст инжеиеров- 
физиков, специализирующихся в области 
создания и эксплуатации электронных 
устройств современных физических устано- 
вок, разработки и эксплуатации систем авто- 
матического управлення технологическими 
и физическимн процессами производства. 

Факультет кибернетики 
готовит инженеров-электриков и ннженеров- 
математиков по разработке и математическому 
обеспечению современных быстродействую- 
щих электронных вычислительных машии 
и автоматизированных систем управления. 

Специальный факультет 
физики (СФФ) организован при МИФИ 
и ордеиа Ленина Физическом институте 
им. П.Н. Лебедева АН СССР в феврале 
1972 г. Он готовит ниженеров-физиков по 
новейшим направлениям физики. На фа- 
культет зачисляются студенты из немосков- 
ских высших учебных заведений, нмеющне 
образование в объеме двух с половиной кур- 
сов физических и физико-технических фа- 
культетов н проявившие склонность к науч- 
ной работе. Обучение на СФФ производится 
по индивидуальным планам. В настоящее 
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время на СФФ занимаются студенты из пят- 
надцати университетов Советского Союза. 

Филиал МИФИ в г Обнин- 
ске готовит инженеров-электриков и инжс- 
неров-математиков по разработке н математи- 
ческому обеспечению  автоматизироваиных 
систем управлення. 

Подготовительное отделе- 
ние работает на правах факультета и 
совместно с учебным управлением и прием- 
ной комиссией института проводит комплекс 
меропрнятий по подготовке молодежи для 
поступления в МИФИ, 

В МИФИ существует несколько форм под- 
готовки абитуриентов. Основной формой под- 
готовки рабочей и сельской молодежи явля- 
ется дневное подготовительное отделение 
с отрывом от производства, организованное 
в МИФИ в 1970 г. Рабочие, колхозники н 
демобнлизованиые воины за время обучения 
приобретают знания по математике, физике, 
русскому языку и литературе и получают 
стипендию на правах студентов младших 
курсов. После успешно сданных выпускных 
экзаменов слушатели этого отделения зачис- 
ляются на первый курс МИФИ без допол- 
нительных вступительных экзаменов. 


Ниже приводятся некоторые варианты 
письменного вступительного экзамена по ма- 
тематике и билеты устного экзамена по физи- 
ке в 1973 году. 


Математика 


Вариант 1 


!. Произведение натурального двузнач- 
иного числа и числа, записанного теми же 
цифрами, но в обрафном порядке, равно 
2430. Найти это число. 

2. Найти двугранный угол между осис- 
ванием и боковой гранью правильнойтреуголь- 
ной пирамиды, если двугранный угол между 
боковыми гранями этой пирамиды равеи <. 

3. При каких значениях р уравнение 


18 (х? + 20х) — 18 (8х — бр — 3) =0 


имеет  сдииственный корень? Найти этот 
корень. 
4. Решить уравиенис: 
252 х-- 22 х —Аих—2 У2зтх + 
3 =0. 


Варнант 2 


1. Некоторые числа встречаются в обенх 
арифыетических прогрессиях 17, 21,... ни 
16, 21,... Найти сумму первых ста чисел, 
встречающихся в обенх прогрессиях. 


2. В правильной четырехугольной пнра- 
миде боковое ребро равио Г, а угол при вер- 
шине между противоположными ребрами 
равеи 2а. Через вершину А основания АВСО 
проведена плоскость, параллельная диаго- 
нали основания ВД и проходящая через центр 


$7 
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Рис. 1. 


описанного около пирамиды шара. 
площадь сечения пирамиды. 
3. Решить неравенство: 


(. — =) —х) 
р 


4. Решить систему уравнений: 


{ {8 Зх = ЗЧ 44, 
2 5тх с0$ (х — и) = зту. 


Найти 


Физика 


Билет | 

1. Сложение сил. Разложение силы на 
две составляющие. Сложечне параллельных 
сил. Условие равновесия тела на наклоиной 
плоскости. 

2. Источники тока. Электродвижущая 
сила. Закон Ома для полной цепи. 

3. Два небольших шарика А и В, каж- 
дый массой т = 0,1 ке, имеют одинаковые 
по модулю и противоположные по знаку 
заряды 4 = 10-° к. Шарик А подвешен на 
изолирующей пружинке с жесткостью Ё = 
—= 9,8 н/м над шариком В, как показано па 
рисунке 1. В начальном положении сила ку- 
лоновского взаимодействия между шариками 
равна 4 78. Верхний конец пружинки нача- 
ли медленно поднимать. На сколько санти- 
метров иадо переместить точку О, чтобы на- 
зуженуе изюма И черосзяжимой мили 
ВС обратилось в нуль? 


@Фв Е 
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Рис. 3. 


Билет 2 


т. Понятие о волновой и квантовой при- 
роде света. Фотоэффект. 

2. Первый и второй законы Ньютона. 
Единицы массы и силы. Вес тела. 

3. В однородном магнитном поле, ин- 
дукция которого за время т = 0,2 с увеличк- 
лась с постояиной скоростью от 0 до В = 
= 2 тл, находится контур площадью $ = 
== 200 см? с источииком э. д. с. Е=! в 
{рис. 2). Вектор В перпендикулярен к пло- 
скости контура. Полное сопротивление кой- 
тура В = 4 ом. Найти количество тепла, ко- 
торое выделится в контуре за это время. 


Билет 3. 


1. Явление самоиндукции. 
тивность. Единица индуктивности. 

2. Кинетическая и потенциальная энер- 
гия. Переход потенциальной энергии в кине- 
тическую и обратно. Закон сохранения энер- 
гии в механике. 

3. В трубке длиной [ = 80 см, закрытой 
с обеих сторон, находится поршень с соби- 
рающей лиизой, фокусное расстояние кото- 
рой Е = 19 см (рис. 3). Когда трубка гори- 
зонтальна н неподвижна, поршень стонт в 
середине се, и давление газа в обенх частях 
равно ро = 1,5 мм рт. ст. С каким ускорс- 
инем иадо двигать трубку в горизонтальном 
направлении, Чтобы изображение источника 
света А оказалось ка задием торце трубки? 
Масса поршня с линзой т = 30 г, площадь 
сечения трубки $ = 25 см?; трение отсутству- 
ст; поршень газа не пропускает. Температу- 
ра системы постоянна. 


Индук- 


А. И. Забоев, 
И.Н. Наколавв, 
Н. В. Шолохов 
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Заочная физико-техническая школа 
при Московском физико-техническом 
институте 





ИНФОРМАЦИЯ 





Заочная физико-техиическая школа при Московском ордена Трудового Красиого Знамени 
физнко-техническом инстнктуте объявляет набор учащихся на 1974—75 учебный год. 

Цель школы — помочь учащимся средних школ, расположенных в основном на терри- 
тории РСФСР, в самостоятельных занятиях физикой и математикой на повышенном уровне. 

Школа набнраст в 8, 9 н 10-й классы учащихся, прежде всего нз сельской и отдаленной 
местности. Учащнеся Москвы в ЗФТШ не принимаются. Для них органнзуются очные за- 
НЯТИЯ. 

Прием в школу ограничен, но на местах могут работать физико-техниические кружки по 
программе ЗФТШ. В них зачисляются школьники, которые не приняты в ЗФТШ] по иедо- 
статку мест. 

Кроме того, по «Положению» о ЗФТШ, кружкн могут органнзовываться на месте по 
инициативе двух преподавателей — физики и математикн. Руководители кружка набирают 
и зачисляют в них учащихся, выполнивших вступнтельное задание ЗФТШ. Кружок счи- 
тается оргакизованным, если директор школы сообщит в ЗФТШ фамилин его руководите- 
лей и поименный список членов кружка. 

Учащиеся, прииятые в ЗФТШ, н руководнтелн физнко-технических кружков будут 
регулярно получать задания по физике и математике в соответствии с программой ЗФТШ, 
а также рекомендуемое ЗФТШ решение заданий. Работы учащнхся школы проверяют и 
оценивают в ЗФТШ, а члеков кружка — его руководители. 

Ниже приводятся вступительные задания по физике к математике. В задании по физнке 
задачи 1—5 предназначены для учеников 7-х классов, задачи 2—8 для ученнков 8-х клас- 
сов и задачи 3—11 для учеников 9-х классов. Вэ вступительиом задании ио математике: 
1—5 для седьмых классов, 4—10 для восьмых классов, 7—13 для девятых классов. 

Вступительное задание ученик выполняет самостоятельно. Коллективные решения не 
допускаются и рассматриваться не будут. 

Работу иадо сделать на русском языке и аккуратио переписать в одиу школьгую тст- 
радь. Порядок задач должен быть тот же, что и в задании. Тетрадь перешлите простой бан- 
деролью. Вместе с решением вышлите справку из школы, в которой вы учнтесь, с указанием 
класса. Справку наклейте на внутрениюю сторону обложки тетради. Без справки решения 
ие рассматриваются. На внешнюю сторону наклейте лист бумаги, заполнеиный по следую- 
щему образцу: 


1. Область (край или АССР) Куйбышевская обл. (Алтайский край, Ма- 
рийская АССР) 
2. Фамилия, имя, отчество Воронин Анатолий Дмитриевич 
3. Класс, в котором Вы учитесь восьмой 
4. Номер и адрес школы школа №8 7, ул. Советская, 0. 5. 
5. Национальность русский 
6. Профессия родителей и занимаемая 
должность 
Отец слесарь, бригадир 
Мать швея-мотористка 
7. Подробиый домашний адрес 327840, г. Чапаевск, ул. Калинино, д. 88, ка. 6. 


Срок отправлекия решения не позднее 10 марта 1974 года (по почтовому штемпелю места 
отправления). 

Решения, отправленные позже этого срока, рассматриваться не будут. Вступительные 
работы обратно не высылаются. 

Зачисление в школу производится приемной комиссией Московского физико-техни- 
ческого ниститута и приказом директора ЗФ. Свое решение приемная комиссия сообщит 
не позднее 1 августа 1974 года. 
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Тетради с выполиенными заданиями присылайте по адресу: 141700, г. Долгопрудный 
Московской области, Московский физико-технический институт, для ЗФТШ. 

Учащиеся Архангельской, Вологодской, Калининской, Кировской, Ленинградской, 
Мурманской, Новгородской, Псковской областей, Карельской и Коми АССР, Латвийской, 
Литовской, Эстойской и Белорусской ССР присылают работы по адресу: 197228, Ленинград, 
ул. Савушкина, 61. Специнтериат 45, филиал ЗФТШ при МФТИ. 

Учащиеся Амурской, Камчатской, Иркутской, Сахалинской, Читииской областей, 
Красноярского, Приморского, Хабаровского краев, Бурятской, Тувинской, Якутской АССР 
и Чукотки присылают работы по адресу: 660607, г. Красноярск, ул. Перенсона, 7. Педии- 


ститут, филиал ЗФТШ при МФТИ. 


Вступительное 
ло физикс 


1. Предлагается измерить среднюю плот- 
ность вещества, из которого состоят песчинки 
обычного речного неска. Подробно опишите 
способ и результаты своих измерений. 

2. Конькобежец, бежавший дистаицию 
500 м, первые 100 м пробежал со скоростью 
10 м/с, следующие 300 м со скоростью 11 м/с 
ин последние 100 м ‹о скоростью 13 м/с. 
С какой средней скоростью конькобежеи про- 
бежал всю дистанцию? 

3. В сосуд И-образиой формы в некото- 
ром количестве налиты вода, оливковое масло 
и керосин так, что свободные поверхности 
в обоих коленах сосуда находятся на одниа- 
ковом уровне, как это показано на рисунке 1. 
Правильно ли выполнен рисунок? Унесть, 
что плотности воды, масла и керосина рав- 
ны соответственно 1,0 2/мЗ, 0,90 г/смз 
и 0,80 г/см3. Ответ обосновать. 

4. На горелках, дающих в равные про- 
межутки времени одинаковое количество 
теплоты, нагревались одинаковые массы воды 
и скипидара. Результаты измерений для каж- 
дого из этих веществ в виде графика измене- 
ния температуры АГ в °С от времени #Ё 
в минутах представлены ка рисунке 2. На 
основании этих даиных определить удельную 
теплоемкость скипидара, прнияв во внимание 
значение удельной теплоемкости воды, рав- 
ное 4,2. 103 дж/кг-град. 

5. В качестве примера твердого тела мож- 
но назвать олово или лед, жидкостью можио 
назвать ртуть или воду, а газообразным те- 


задание 
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лом — кислород или пары воды. Правильиы 
ли эти утверждения? Ответ обосновать. 

6. Гимнаст в цирке прыгает с подкидзно- 
го трамплина и через время # == 1,2 с при- 
земляется на расстоянии [ = 6 м от трампли- 
на. Определить его скорость в момент прыжка. 


7. Имеются три электронагревателя, рас- 
считанные на работу при папряжении 110 а 
и имеющие мощности 500, 500 и 1000 вт. 
Как следует включить эти приборы в сеть 
с напряжением 220 в, чтобы каждый нз иих 
потреблял указанную мощность? 

8. Небольшой массивный грузик, под- 
вешениый на длииной нитн и совершающий 
малые колебания около положения равнове- 
сия, называют математическим маятником. 
Колебания являются малыми, если наиболь- 
шее отклонеиие нити маятника от вертикали 
не иревышает 10—15°. Время одного колеба- 
икя, то есть время, за которое маятник воз- 
вращается в исходное отклоненное положсе- 
ние, называют периодом Т. 

Предлагается исследовать на опыте за- 
висимость периода математического маятника 
Т от длины его нити [и массы т. В отчете 
детально опишите используемую установку 
с объяснением назначения каждого ее эле- 
мента, способа измерения периода коле- 
баний Т, длины нити [и массы грузика т. 
Рекомендуем результаты измерений предста- 
вить в виде таблиц и графиков зависимости 
периода Т и его квадрата Т? от длины нити 
маятника [ и его массы тт. Объясните получен- 
ные зависимости и обсуднте источники 
ошибок. 


Снипидар 


9. Цилиндрический сосуд объемом 45 л 
разделен тоикой перегородкой, которая мо- 
жет перемещаться без трения, на две части. 
В левую часть поместили по 1/2 моля кисло- 
рода и водорода, а в правую часть 1 моль азо- 
та при температуре 0° С. Каков будет объем 
каждой части, если нзвестио, что водород 
с течением времени диффуидирует через ма- 
тернал подвижной перегородкн? 

10. Фен, то есть вентилятор для сушкя 
волос, укрепили на нижнем конце троса так, 
что струя вытекающего воздуха плотности 
р составляет с ним прямой угол. С какой ско- 
ростью и вытекает струя воздуха из отверстия 
сечением $, если угол отклонения троса 
составляет ф = 30°, а массы троса и фена 
равны соответственио М и т? 

11. Известно, что теплый воздух под- 
инмается вверх. Однако в тропосфере, то 
есть в слоях атмосферы, иепосредственно 
прилегающих к поверхности Земли, темпера- 
тура воздуха с ростом высоты падает. Почему? 


Вступительное задание 
по математи ке 
1. Вычислить 


1 
(— 3) .0з 


а 1 
[(830—2.65)-4]:-5- 
3 | 

(.3—30)-1 = о 


3 1 
(1.884255) 


-{ 17,81:0,0137. 


2. В урне 68 шаров (25 красных, 20 зе- 
леных, 15 желтых, 8 черных). Какое наимень- 
шее число шаров иадо вытащить, чтобы из 
них 10 были обязательно одного цвета. 

3. Построить прямоугольный треуголь- 
инк по гипотенузе а кн высоте Я, опущенной 


ВИр:ИКуапетесте.ги 


на Гипотенузу (с помощью циркуля к лн- 
нейки). 

4. Чтобы проиумеровать страницы кни- 
ги, понадобнлось 1974 цифры. Сколько в 
этой книге страниц? 

5. Какие две цифры нужно поставить 
на место звездочек, чтобы получениое число 
665**® делилось и иа 7, н на 8, и на 9? 

6. Что больше: 100 или 90001? 

7. В трапеции, основания которой а 
н В, через точку пересечения диагоналей про- 
ведена прямая, параллельная основаниям 
Найти ее длину. 

8. Пассажир метро спускается вниз по 
эскалатору за 24 с. Если пассажир идет с 
той же скоростью, но по неподвижному 
эскалатору, то он спускается за 42 с. За сколь- 
ко секунд он спустится, стоя на ступеньке 
движущегося эскалатора? 


9. Найтн площадь треугольника, впи- 
санного в окружность радиуса А, если пер- 
пендикуляры из двух его вершин на каса- 
тельную к окружности в третьей вершине 
треугольника равны р и 49. 

10. Имеется 80 монет. Среди них есть 
одна фальшивая, более легкая, чем все осталь- 
ные, имеющие одинаковый вес. Как с по- 
мощью только четырех взвешиваний монет 
на чашечных весах без разновесов выделить 
фальшивую монету? 

11 Построить окружность, касающуюся 
даиной окружности и данной прямой в дан- 
ной точке. 

12. Решить систему уравнений: 

[а == 19, 

жу — ху? = 6. 

13. Доказать, что многочлен 
х* — 3х3 + 12х2 — 24х | 15 

ни при каких действительных значениях х 
не принимает значеняе нуль. 
: В. К. Асланян, 
А. П. Кирьянов, 
Т. А. Чугунова 


Каждому свое 


— Взгляни на этого ма- 
тематика, — сказал логик. — 
Он замечает, что первые 
девяносто девять чисел 
меньше сотни, и отсюда с по- 


взятых, 


сел, например, 10, 20 н 30, 
как он говорит, 
наугад. Так как 60 делится 
на них, то он считает экспе- 
риментальные данные доста- 


иесомненио, простые. Затем 
идет 9 — досадный случай; 
по-видимому, 9 ие является 
простым числом, но Ши 13, 
конечно, простые. Возвра- 


мощью того, что он называет точными. тимся к 9, — говорит он, — 

нидукцией, заключает, что — Да, ино взгляни на я заключаю, что 9 должно 

любые числа меныше сотнн. инженера, — возразнл фи- быть ошибкой эксперимента. 
— Физик верит, —  зик. — Инженер подозре- 

сказал математик, — что вает, что вое нечетные числа 


60 делится на все числа. 
Он замечает, что 60 делится 
на 1, 2, 3, 4, Би б. Он про- 
веряет несколько других чн- 


простые. Во всяком случае, 
1 можно рассматривать как 
простое число, доказывает 
он. Затем ндут 3, би 7, все, 


Из книги Д. Пойа. «Ма- 


тематика и правдоподобные 
рассуждения». ИЛ, 1957. 
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Вниманию семиклассников! 


Всесоюзная заочная математическая школа 
объявляет прием учащихся 


Во Всесоюзную заочную математическую школу (ВЗМШ) принимаются ученики седьмых 
классов. Школьники, проживающие в Москве, Ленинграде и их пригородах, в ВЗМШ не 
принимаются. 

Занятия начнутся с 1-го сентября. Обучение в школе бесплатное. 

Учащиеся, принятые в школу, будут регулярно (примерно раз в месяц) получать за- 
дания, которые содержат объяснення теоретических вопросов и задачи для решения. 

Во Всесоюзной заочной математической школе три курса обучения. 

Желающие поступить в ВЗМШ должны выслать решения задач не позднее 20 марта 
1974 года. После проверки работы (примерно в июле 1974 года} будет сообщеио, приняты 
ли вы в ВЗМШ. Преимуществом при поступленни пользуются школьиики, проживающие 
в сельской местности и рабочих поселках. 

Хотя иекоторые из вступительных задач по внешнему виду отличаются от обычных 
школьных, для их решения не требуется никаких дополнительных знаний по математике. 

Для того, чтобы быть принятым в школу, не обязательно решить все задачи без исклю- 
чения. При оценке работы будет учитываться не только количество решенных задач, но и 
качество решения. Решение каждой задачи должно быть обосновано. Ответ без всяких 
объяснений может быть не засчитан. Если в задаче возможны несколько разных ответов, 
то надо указать их все. 

Работа должна быть выполнена на русском языке в ученической тетради в клетку. 
Вступнтельные работы обратно не высылаются. 

В коиверт вместе с тетрадью иужно вложить листок бумаги размером 14 х бём с 
вашим почтовым адресом (мы накленм его иа конверт, когда будем посылать вам ответ). 

На обложку тетради наклейте лист клетчатой бумаги, разграфив н заполиив его по сле- 
дующему образцу (иначе ваша работа проверяться не будет): 





Область ........-...+. аа Вологодская 
Фамилия, нмя..... И Иванов Петр 
Год рождения ...-..-.-..+.+.. 1960 г. 
Клабел я а 7-й класс 
Школа (полное названне}. Школа № 22г. Тотьмы 
Фамилия, имя, отчество Никаноров Владимир 
чителя математики ........ Алексеевич 
есто работы и должность Отец — шофер автобазы № 3 
роднтелей ...... я Мать — домашняя хозяйка 
Полный почтовый адрес.... г. Тотьма, ул. „Ленина, 9. 3, кв. 23. 


Результаты проверки 
{заполияется проверяющим) 






1 2 3 4 5 6 Та 76 8 


За 96 10 УТа 116 


Школьники, проживающие в Архангельской, Калинннградской, Ленинградской, 
Мурманской, Новгородской и Псковской областях, Коми и Карельской АССР, Белорус- 
ской, Латвийской, Литовской и Эстоиской ССР, должны присылать работы по адресу: 
Ленинград, П-228, ул. Савушкина, 61. Специнтернат при ЛГУ. Заочная математи- 
ческая школа. На конкурс. 

Учащиеся, проживающие в Воронежской, Белгородской, Тамбовской, Курской и 
Липецкой областях, должны высылать работы по адресу: г. Воронеж, Университет, ФЗМШ. 
На конкурс. 

Школьники, проживающне в остальных областях РСФСР и другнх союзных республи- 
ках, должны присылать работы по адресу: 117234, Москва, В-234, МГУ, мех-мат., ВЗМШ. 
На конкурс. 
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Задачи вступительной 
контрольной работы 


в ВЗМШ в 1974 году 





1. Три друга сыграли несколько партий 
в шахматы, причем каждые двое сыграли друг 
с другом одинаковое количество партий. 
Потом стали решать, кто победитель. Первый 
сказал: «У меня больше, чем у каждого из 
вас, вынгрышей». Второй сказал: «У меня 
меньше, чем у каждого из вас, проигры- 
шей». Но когда подсчитали очки, то оказа- 
лось, что больше всех очков набрал третий 
{Выигрыш — | очко; ничья — 1/2 очка, проиг- 
рыш — 0.) Могло ли так быть? Если нет — 
докажите, если да — приведите пример. 


2. Существуют ли три положительных 
целых числа а, 8, с таких, что а меньше 
1974, 6 на 1575 меньше си а?" + 6? = с? 


3. На дороге, соединяющей аулы А 
и В, нст ровных участков. Автобус в гору 
идет всегда со скоростью 15 км/час, под го- 
ру — 30 кл/час. Найдите расстояние между А 
и В, если из А в В и обратно автобус идет 
4 часа (без остановок). 


4. Основания трапеции равны 15 см 
и 11 сы, боковые стороны — б см и 9 см. 
Постройте такую трапецию и докажите, что 
<е можно разрезать на три конгрузэнтные 
трапеции. 


$. Дама сдаст в багаж рюкзак, чемодан, 
саквояж и корзэнну. Чемодан весит больше, 
чем рюкзак. Саквояж н рюкзак вместе вссят 
больше, чем две остальные нещи: корзина и 
чемодан, а корзина н саквояж вместе весят 
столько же, сколько чемодан и рюкзак. Ка- 
кая из всщей самая тяжелая и какая — са- 
мая легкая? 


6. Точка О лежит на биссектрисе угла 
АСВ. На луче АС выбрали точки А; и Д,, 


а на луче СВ — точки В; и В). так, что четь- 
ре точки А,, С, В‚, В лежат на одной окруж- 
ности и четыре точки До, С, В», Б тоже лежат 
на одной окружности. Докажите, что А,А. == 
= ВВ». 


7. Подряд в строчку выписаны 1974 циф- 
ры. Каждое двузначное число. записываемое 
двумя соседними цифрамн (в том порядке, 
в каком они написаны), делится на 17 
или на 23. 

а) Последняя цифра 1. Какова первая? 

6) Первая цифра 9. Какова последняя? 


8. Периметр выпуклого четырехуголь- 
ннка АВСО равен 10, его стороны АВ н 
СР параллельны. Найдите длины всех сто- 
рон, если известно, что биссектрисы углов 
А и В четырехугольника делят сторону СБ 
ва три равные части, а биссектрисы углов С 
и р делят сторону АВ на три равные части. 


9. а) Перечислите все возможные пря- 
моугольники, у которых длнны сторон боль- 
ше 10 и которые можно разрезать на 28 пря- 
моугольинков размером 3х 5. 

6) Можно ли 28 брусками размером 3 Х 
ЖЬхХ 10 заполнить какую-нибудь прямо- 
угольную коробку а Х ЬХ с, геа >В > 
ег 10? 


10. Существует ли девятизначное число, 
записывасмос цифрами 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 
9, у которого нельзя вычеркнуть пять цифр 
так, чтобы оставшиеся четыре шли в порядке 
возрастания или в порядке убывания? 


11. Можно ли указать внутри треугольни. 
ка со сторовами 3, 4, 5 точку, расстояния от 
которой до каждой из сторон треугольника 

а) меныше 2; 

6) меньше 12 


73 








РЕЦЕНЗИИ, 
БИБЛИОГРАФИЯ 


Старые ошибки... 
вторым изданием 





Потребиость абитурнентов в 
специальной литературе для 
повторения школьного курса 
математнки очень велика .Раз- 
личия в степени подготов- 
ленностн читателей н разный 
уровень требований при 
поступлении в разные вузы. 
обусловливают появлеиие по- 
собин по математнке, отли- 
чающихся как методическими 
установками, так и глубниой 
изложения материала. 
Однако при всех этих отли- 
чиях каждое пособие должно 
обладать оригинальностью в 
трактовке преподносимого 
материала и, конечно, быть 
безупречным с точки зреиня 
математической грамотности. 
Ведь каждая ощибка автора 
— это тысячи ошибок вве- 
дениых в заблуждение по- 
ступающих. 

Наш журнал уже неодинократ- 
но писал о иедопустнмо инз- 
ком уровне ряда пособий по 
математике для абитуриентов 
(см, «Кваит», № 11, 1970 г.; 
№ 10, 1971 г.; №6, 1972 г.; 
№ 2, 1973 г.). К сожалению, 
к этому вопросу приходится 
возвращаться вновь. 


Уже довольно богатая кол- 
лекция литературы для аби- 
туриентов пополвилась но. 
вым (вторым) изданием кни- 
ги по математике *). 


*) Метельский Н. В., 
Математика. Курс средней 
школы для  ноступающих 
в вузы и техникумы. Изданне 


2-е, стереотиииое. — Изд- 
во «Вышэйшая школа», 
Минск, 1973, 688  стр.. 
тираж 200 000 экз., 


цена Гр. 15 коп. 
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В нем достаточно полно по 
объему представлен теорети- 
ческий материал курса эле- 
ментарной математики. 

Автор поставил своей 
задачей написать книгу по 
образцу программированкого 
учебника и в определенной 
степени справился с этой 
сложной задачей. 

Следует приветствовать 
попытку автора применять 
в рамках нынешней про- 
граммы некоторые современ- 
ные научно-методические 
иден. у 

Уже с самого иачала 
книги используются поня- 
тия множества, элемента мно- 
жества н другие; что позво- 
ляет изложить с единой точки 
зрения ряд принципиальных 
вопросов курса; разграничи- 
ваются понятия системы и 
совокупности уравнений и 
неравенств; в геометрни пу- 
скаются в обиход знаки 
включения и прикадлежно- 
сти. В пособнн развивается 
функциональный подход к 
теорин уравнений и нера- 
венств, широко используются 
графические методы исслс- 
дования и решення задач. 
Подробно разъясняются спо- 
собы выполнения чертежей 
пространственных конфнгу- 
раций. Отдельные приводи- 
мыс доказательства удач- 
нее и проще, чем предлагае- 
мые в школьных учебкиках. 

Таким образом, книга 
содержит ряд интересных на- 
ходок автора. Однако посо- 
бне го математике может 
достичь своей цели только 
при условии, что удачный 
отбор материала сочетается 
с необходимой строгостью 
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его изложения, четкостью 
н правильностью методиче- 
ских рекомендаций, давае- 
мых читателю. К. сожалению, 
в рассматриваемой книге 
имеется весьма значитель- 
ное число иедочетов и даже 
ошибок. 

Пособие перегружено 
определениями и формули- 
ровками, в которых далеко 
не всегда есть достаточная 
ясность. Кроме того, от- 
дельные определения в даль- 
нейшем изложении «не ра- 
ботают» или неявно подме- 
няются другими. 

Так, ве ясными оста- 
ются определения «Числа со 
знаком — (минус) назы- 
ваются отрицательными» 
(с. 12), «Равенство двух 
функций от одних и тех же 
аргументов называется урав- 
неннем» (с. 103); определе- 
ние «Действие, заключаю- 
щееся в нахождении суммы 
двух данных чисел, назы- 
вается сложением» (с. 13), 
очевидно, является псевдо- 
определением, ит. д. 

Автор приводит (с. 276) 
фактически два определения 
показательного уравнения, 
но онй не эквивалентны меж- 
ду собой (то же замечание 
относнтся и к определениям 
логарифмического  уравче- 
ния, с. 282). В решении 
примера на с. 257 для знаме- 
нателя гсометрической про- 
грессин значение 9=0 
исключается, тогда как в 
определения геометрической 
прогрессии такое ограниче- 
ние опущено (с. 9249, 253). 
В определении логарифма 
{с. 264—265) необходимо ого- 
варивать, что основание не 
только положительно, но и 
отлично от единицы. В книге 
не определяется радикал с 
пдробным показателем, одиа- 
ко в примере на с. 296 такое 
выражение употребляется. 

Серьезные нарекания 
вызывает трактовка авто- 
ром ряда тсоретических во- 
просов, где допускаются не- 
последовательность и неточ- 
ности. 

В разделе о корне (ра- 
дикале) приводятся (с. 25) 


равенства У9 = +3 и 


У 9 =3, а перед  кор- 
нями Из чнсел, не имеющих 


рационального значения, ста- 
вятся оба знака: ЗИ? , 
=]160,3 (©. 456). Тем самым 
точный смысл символа 
остается неясным. Нас. 588 
выписано неверное соотноше- 
ние ДИ — 4) = +(х— 4). 
Не разъясняется — смысл 
двойного знака + перед 
корнем, встречающегося в 
тригонометрических форму- 
лах (с. 174, 205, 535—536). 
Это также приводит к пря- 
мым ошибкам (см. решение 
упражнения 188 а)). 


Один из центральных 
пуиктов программы вступи- 
тельных экзаменов по мате- 
матике — теория уравнений 
н неравенств. Однако в по- 
собии этот вопрос изложен 
не лучшим образом. Напри- 
мер, указание при решении 
линейного уравнения чсде- 
лать все коэффициенты . .. 
целыми, умножив все члены 
обеих сго частей на наимень- 
шее общее кратное всех зна- 
менателей» (с. 108) не вы- 
полнимо, если коэффициен- 
ты — иррациональные чнела. 
Нельзя согласиться с утверж- 
дением автора о том, что если 
в приведенном квадратном 
уравненин «свободный член 
положительный, то оба кор- 
ия положительные илн оба 
отрицательные» (с. 494). 
Неудачен используемый в 
книге способ решения би- 
квадратных уравнений — 
как известно, при отыскании 
корней таких уравнений всег- 
да можно избежать нзвлече- 
ння корией из мнимых чисел. 


Рекомендации — автора, 
касающиеся. решения  урав- 
нений и неравеиств {потеря 
и приобретение корней, ис- 
пользование ОДЗ, смысл 
проверки и Так далее), раз- 
бросаны по всей книге, отры- 
вочны, сформулнрованы пу- 
тано. На с. 290 читаем: 
чесли корень...  прииад- 
лежнт уточненной ОДЗ, ои 
не посторонний», но четко- 
го определения «уТочиенной 
ОДЗ» в книге нет. Неточное 
выписывание ОДЗ и иеобхо- 
димых ограничений на пара- 
метры уравнения приводит 
к тому, что автор в одних 
случаях включает в ответ 
посторонние решения (уп- 


ражнения 108 г; 229 г), а 
в других, наоборот, корни 
теряет (упражнения 88 и, 
108 в). 

В отличие от обычно 
принимаемой трактовки ав- 
тор при выяснении  равно- 
сильности уравненнй учиты- 
вает корни с их кратиостями 
(то есть считает, что, скажем, 
уравнения х* =0 и 2х-=0 
неравносильны, с. 494—495). 
Такой подход весьма неуло- 
бен, поскольку, если следо- 
вать ему пунктуально, пере- 
ход от уравиения п? х = 0 
к уравнению зтх = 0 (или 
с0$ 2х == 1) есть переход 
к неэквивалентному уравие- 
нию. Между тем автор до- 
пускает подобные переходы 
без всяких оговорок. 

Важным элементом под- 
готовки поступающего явля- 
ется его логическая культу- 
ра- Однако и в этом отно- 
шении к рассматриваемой 
книге можно предъявить су- 
щественные претензин. 

Так, используемый ме- 
тод доказательства тригоно- 
метрических тождеств недо- 
статочно логически обосно- 
ван: он применим лишь в 
случае, когда в процессе 
преобразований область до- 
пустимых значений  аргу- 
ментов не сужается. Но ав- 
тор необходимой проверки 
нигде ие делает, а при рас- 
смотрении конкретных фор- 
мул и тождеств не указывает 
области допустимых значс- 
ний аргументов. 

Неверно утверждение, 
что сделать обе части уравне- 


`ння 15Х = 234 степенями од- 


ного и того же числа невоз- 
можно (с. 280), так как, на- 


пример, 15 = о При 
доказательстве теорем о бо- 
ковой поверхности и объеме 
призмы (с. 403, 418) рассуж- 
дения автора неявно — ис- 
пользуют предположение о 
том, что для любой призмы 
существует перпендикуляр- 
ное сечение,  пересекающее 
все боковые ребра; в общем 
случае это неверно. Обосно- 
вание утверждения «нрра- 
циональных чисел значи- 
тельно больше, чем рацио- 
нальных» (с. 460) содержит 
логическую ошибку, состоя- 
щую в неправомерном лере- 
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несении некоторых понятий 
и свойств консчных множеств 
на множества бесконечные. 
Исследование разрешимости 
геометрических задач оши- 
бочно сводится к простому 
анализу области определе- 
ния получающейся в ответе 
формулы (с. 41, 429). Оста- 
ется лишь сожалеть, что ме- 
тоду математической индук- 
ции должного внимания нс 
уделено и он вынесен в ун- 
ражнения. 

Общим недостатком кни- 
ги следует признать отсут- 
ствие должных разъяснений 
логического характера при 
рассмотрении многих прин- 
ципиальных моментов. На- 
прнмер, при преобразова- 
нин выражепия $1 (агссо$ х) 
автор приводит лишь Ффор- 
мальные выкладки (с. 
224—225), ие делая ника- 
ких пояснений. Однако, еслн 
даже подобные весьма прин- 
цнпиальные комментарии чн- 
тателю представляется да- 
вать самому, то многочислен- 
ные длииные и вполне эле- 
ментарные вычисления под- 
робно воспроизводятся (что, 
кстати, привело к необосно- 
ванно раздутому объему по- 
собия). 


Отметим также, что в 
пособии иместся ряд кедо- 
статков и ошибок в решенин 
упражнений (194, л — ука- 
заны лишние решения;219, 
в — неверно опнсана область 
определения функции; 302 — 
приведено неполное решение; 
376 — ответ неверен ит. п.). 


Сказанное выше свиде- 
тельствует о том, что рас- 
сматриваемая книга, несмот- 
ря на отдельные достоинст- 
ва, не удовлетворяет требо- 
ваниям, которые должны 
иредъявляться к пособням по 
математике для поступаю- 
щих. Казалось бы, что во 
второй изданнн автор обя- 
зан был исправить много- 
численные дефекты, тщатель- 
но доработать книгу. К со- 
жалению, этого не случилось, 
а издательство, не проявив 
понимания своей ответствен- 
ности перед юными читате- 
лями, выпустило пособне но- 
вым изданием со старымн 
ошибками. 

А. Ф, Хрусталев 
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«Квант» для младших школьников 








Задачн 


1. У ювелира во время шлифовки 
раскололся бриллиант в результате 
стоимость его снизилась на 32%. 

Какая часть бриллианта отко-. 
лолась, если стоимость бриллианта 
пропорциональна квадрату сего веса? 


2. Почему набегающие на берег 
волны «скручиваются»? 


3. Найдите. сколько вулканов на- 
считывается на планете, если в ис- 
комом числе десятков на 3 больше, 
чем сотен, а единиц на 4 меныне десят- 
ков, причем полусумма всех цифр 
числа равна цифре десятков. 


4. В стакан с сахаром и в стакан 
без сахара налили чай из одного чай- 
ника. В каком стакане чай холоднее? 


5. В равенстве 
(р то м + а) = рома. 
определить число рома. 


6. Металлический стержень урав- 
новешен в горизонтальном положенин 
на узкой опоре. Опора находится на 
середине стержня. Сохранится ли 
равновесие, если одну половину со- 
гнуть пополам? 





Художник 9. Назаров 
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Решето Эратосфена 





Эта красивая форма решета Эрато- 
сфена *} заимствована из Книги 
М. Гарднера «Математические 
досуги» (изд-во «Мир», 1972). Все не 
перечеркнутые (красным нли синим) 
числа — простые, кроме числа 121. 
Объясните, почему! 

Задача 1. Чтобы получить 
список простых чисел, менымих 1000, 
надо «отсеять» числа, которые де- 
лятся на 2, 3, 5,7, 1... На каком 
простом числе можно при этом оста- 
новиться? 

Как изменится ответ для случая 
составления таблицы простых чисел, 
меныших 10000? 

Восклицательным знаком отме- 
чены в таблице пары простых чисел 
«близнецов» **). В нашей таблице их 
девять. 

Известно, что простых чисел бес- 
конечно много. Но никто не знает, 
конечно или бесконечно множество 
пар близнецов. 

` Задача 2. Первые две пары 
близнецов (3, 5} и (5,7) имеют общий 
элемент (5). «Расстояние» между 
второй и третьей парой близнецов 
(11, 13) равно 

П—7=4. 
Расстояние между третьей и четвер- 
той (17, 19) 

17—13 =4, 
между четвертой и пятой (29, 31) 

29 — 19 = 10. 
Докажите, что далее расстояние 
между соседними парами близнецов 
никогда не будет меныше четырех. 

А. Н. Колмогоров 


*) См. «Квант», 1973, № 4, с. 71. 
**) См. «Квант», 1973, № 5, с. 56. 
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ОТВЕТЫ. УКАЗАНИЯ, 
РЕШЕНИЯ 





К статье «Сюрпризы» 


3. Указание. Воспользуйтесь дву- 
мя обстоятельствами: 

1) случай |] «неустойчив»: сколь угодно 
мало изменив раднусы а, Ви с, можно пере- 
вести его и в случай [, и в случай ПП (пусть, 
каиример, &, В н + расположены так, как 
показано на рисунке |, тогда чуть увеличив 
раднус а, получаем случай Г, а чуть умень- 
шив а — случай И); 

2) условне л›5 0, напротив, зустойчиво»: 
при очень малом изыенении чисел #, ит 
знак поз не меняется. 


К статье «Электролиз и закон сохранения 
энергии» 


АЕ = 0,1 град 
К статье «Переформулнровка задачи» 


1. а> Ч. Указаняе. Вопрос задачи 
равносилен следующему: при ^аких а число 
1 лежит между корняши трехчлена {(х) = 
= х* — 2ах — а. Это будет в том и только 
в Том случае, когла } (1) = 1—За< 0. 

3. с < 0. Указание. Пусть (<= 
= ах ох -|- с; тогда с =} (0). 

4. Нет. 





Рис. 1. 
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5. — (294-52 <у0 29—52. 
79—25 чакве-ИХ . 


Указание. Условие задачи означает, 
что уравнение х?-- ах — а = 25 —х--а 
Или х — (а 1 х-- 2а=0 не имеет дей- 
ствительных кореей. 


9. х= 1, и, 2-0 

10. х=(1-- У! )/2. 

1. х == Ча. 

12. У1ЬИ?. 

13. (а- 1/2. 

14. 3х —2, 2<х=3. 


15. 0 < х- 49. 
16. — |2 р<х<0. 
& Хр — 2, ха = — | ЖЖ 0, х. = 
19. Если диаметр шарика 4, то, поско- 
льку функция у = юрьх определьна, в част- 
ности, при х = 4, через точку с абсциссой & 
н ординатой 102.@ шарик пройти не может. 
Функция у == 10р5(х — 0,01) определена лить 
для х>0, 01, так что шарик днаметра #(<0,01 
букет падать до бесконечностн. Что насзет- 
ся функции и == 106.(х Г 0,01), то шарик 
задержится, если его поставнть на часть ее 
графика, соответствующую х>0; в против- 
ном случае, разумеется, он задержаться ие 











может. 
К статье «Свойства паров, испаренне н 
кипение жидкостей» 
р 2.103 

1. &й = ра ` = 10 0 = 0,2 (4). 

2. т = вот, —Т» 2214 (кг). 

3. тл== ы 7 ==0,4 (кг). 

Г 7. 


4. Давления пара у поверхностей воды 
в сосудах разные. Они отличаются на величи- 
ну Ар == рЕАЙ, где АЙ — разность уровней 
воды в сосудах, р — плотность водяного па- 
ра. Поэтому когда у поверхности 5 более циз- 
ким уровнем пар станет насыщенным, у 
позерхности с более высоким уровнем пар 
не будет насыщенным. Вода, испаряясь © 
этой поверхности, конденснруется на поверх - 
ности с более низким уровнем. Так будет 
продолжаться до тех пор, пока уровни воды 
в сосудах ис сравняются, и пар не станст 
насыщенным у обеих поверхностей. 

5. В кнпяченой воде содержится меныше 
растворенных газов, поэтому ес 7емпература 
кипения более высокая. 

Сырая вода закипнт, так как тепло, не- 
обходнмое для кипения, будет подводиться 
от кипящей кипяченой воды, нмеющей не- 
сколько более высокую температуру. 


К статье «Московский инженерно-физический 
институт» 


Математика 


Варнант 1 


1. Пусть х — число еднниц, ау — число 
десятков искомого числа, тогда из условий 
задачи имеем: (10, -- х)(10х -- и) = 2430. От- 
сюда х = 5, а и может принимать следующие 
целочисленные значения: 2, 4,`6, 8. 

Ответ: 45 или 54. 


2. ф= агссо5 ЕЕ 


3. ОДЗ уравнения определяется снсте- 
мой неравенств 


{ х2-- 2рх >0, 
| 8х — бр—3>0. 


В ОДЗ исходное уравнение равноснльно 
следующему: 
яр — 4 х-т бр +3=0, откуда 

ху == — рт 4-+ УР — 14р-| 13, 

к —р+4— УР 14р- 13. 
Решения существуют при р = 1 и при р>> 13. 
Осталось учесть ОДЗ: 8х — бр —3> 0, 
то есть 

—14р + 29 +8 Уре — ар 13> 0. 

Легко проверяется, что плрн р-> 13 ре. 
шений нет вообще, при р == 1 есть одно реше. 
ние, а при р < 1 значение х, — всегда р 


ние, а значение х› — решение при р < — -; 


и при р> 9. 


Итак, одно решение будет при р=1 
1 — 
и при 5 <Р= 55. 
4. Преобразуем исходное уравнение к 


виду (У2зтх— 1+2 (шх— 1 = 0. 
В ОДЗ (с05 х 32 0) уравнение равносильно 
системе уравнений 


о х—1=0, 


чех—1=0, 


которая в свою очередь эквивалентна системе: 


х=(—1" 4+ ия, п=0, 1, 2... - 
д 
х= 4 АМ, &=0, 1, 2, 


Последняя система, а следовательно, 
н исходное уравиение, имеет следующие ре- 
шения: 


л 
х=— 2т4, т =0, 1, 2, 
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Вариант 2 


Т. Сумма первых ста чисел, встречаю- 
щихся в обеих прогрессиях, равна 101 100. 


о 


ЕВ 


} 
3. О5х<-5_, 2<х<3. 


4. х= пл, и=тл, п-=0,1,-2,..., 
т==0,-1,-2,... 


Физика 


Билет 1 


На нижний шарик действуют три сн- 
лы (рис. 2,4): сила тяжести та, кулоновс- 
Е: 


9. 
кая сила Ён = 4леие И сила натяжения 


5 
> 


нити Р. В начальный момент — о = 4тЕ 


2 
4 ео г| 





з 


пло условию, а в конечный 2 = ма 
4 песо 
(так как натяжение нити ВС обратилось в 
нуль). Отсюда можно найти, наскольк, на- 
до поднять точку А иад точкой В: 


9 
== РГР — = 0, Г. . 
ПЕН 4 Илертя мы 


Теперь рассмотрим верхний шарик. На 
него действуют три силы (рис. 2, 6): сила 
тяжести тд, кулоновская сила Р» и сила 
натяжения пружины Ри. И в начальный, и в 
конечный моменты эти силы уравновешены 
(считаем, что перемещение верхнего шарика 
происходит равномерно): 


Ри, = Ек мои Ёы, = Рк.-- мВ, 
Яли 


Вх: = 4тв - тени Ах, = те + тв 





Е 


7 


пя 





Рис. 2. 
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(ха и х, — удлинения пружины в начальный 
н конечный моменты), откуда уменышенне 
длины пружины 





Зтр 3-0.1.9,8 
ПО др 9.8 == 0,3 (м. 


Следовательно, точку О надо переместить 
вверх на 


й = Аг — Ах = 0,2 {м) == 20 сд. 


Билет 2 
Ток, протекающий по контуру, равен 
Е а | Еинл | 
заб. т: 


АВ В5 


где Виид= — = о. 





В течение времени т в контуре выделяется 
тепло 





В 
т ув 


Билет 3 


Начиная с некоторого момента, поршень 
будет двигаться с таким же ускорением, как 
и трубка. Это ускорение поршню сообщает 
результирующая сила давления со стороны 
газа: 

та = (р: —р.)5, 


где ра, р. — давление газа по разные стороны 
поршня. Если изображенне получается при 
этом на заднем торце трубки, то значит 
(рис. 3) 


| 1 1 
Па 
Учитывая, что К} ={[ и а>р, имеем 


ПАаеииьмыеЕ 32 о ее ишнаыми 3 Бобшшинные нии 
Корректор Н. Б. Румянцевз 
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Рис. 3. 


2 - ВИ и. 1 УР 
7) Ра В Ст 
Согласно закону Бойля—Марнотта 


ИР : 
ро 5 = 2:45 = р, 


--И 





а = 


откуда 
Ро _ Рой 
р: = Я ра =. 


Таким образом, 





РА: Зе ИВА. Ск 
ВА т 2т а — 
= УИ 51. м 
2тЕ я ы 
К задачам 
(сч. с. 12) 
1. 45. 
2. 198. 
3. 132, 264, 396. 


РН ионы 


Чеховский полиграфический комбинат 
Союзполиграфирома 

при Государственном комитете Совста Мннистров 
СССР по делам излательств, полиграфин 

н книжной торговли, 

г. Чехов Московской области 


Я 
Рукописи не вовврещаются 


На марках — 
ЕТ 


Наш журнал назван 
«Квант», и на первой стра- 
ннце обложки прнведен сим- 
вол постоянной. явеленной 
в физику создателем кванто- 
вой теорин выдающимся 
неменким физнком-теорети- 
ком Максом Планком 
11455 —1947). Эту постоян- 
ную называют «посзояннон 
Планкая. 

Наиболее вижные рабо- 
ты Планка относятся к тео- 
рии теплового излучения. 
В 1901 году в работе «К теп- 
рии закона распрелеления 
энергин в нормальном спект- 
2» нм была установлена 
формула распрелеления 
энергни в спектре излучения 
абсолютно черного тели, Эта 
ЗУ АЕ была найдена 
Планком полуэмпирическим 
путем. В дальнейшем,  вы- 
гаясь теоретически обосно- 
вать эту формулу. Планк 
нпервые в физике ввел пред- 
ставленне о днскретном ха- 
пактере обмена энергией в 
пронессе излучения м уста- 
новил основы теорин кван- 


Уголок коллекционера 
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тов. Он показал, что вели- 
чнна кванта энергии пропор- 
ниональна частоте испускае- 
мой электромагнитной  вол- 
ны. Коэффициент  пропор- 
цгональности был назван 
Лланком «квантом  ленст- 
вия». Теперь эту постоянную 
называют постоянной План- 
ха, а квантом действия ча- 
це нсего называют неличину 
| 

Теория Планка противо- 
речнла Законам класенче- 
ской физнки и вызвала 
очень МНОГО возражении, 
однако она хорошо нод- 
тверждалась эксперимен- 
тально. В наши дни кванто- 
вая механика, выросшая из 
открытия Планка. стала 
саннм из важнейших разде- 
лов физики. За открытие 
законов излучения света 
Планку была присуждена 
в 1918 году  Нобеленская 
премия. 

Максу Планку посвяще- 
но несколько почтовых марок 
{они приведены на фото). 
Первая из них с портретом 
Планка выпущена в 1950 го- 
ду в Германской Демокра- 
тнческой республике в се- 
рин, посвяшенной 250-летию 
Берлинской Академин наук. 
Затем марку. посвященную 
Планку, выпустило [3 
+953 году почтовое — ведом- 
ство Западного Берлина. 

Отмечая 100-легне со 
дня рождения выдающегося 
физика, Германская Демо- 
кратическая республика вы- 
пустила 23 апреля 1958 года 
две почтовые маркн. На ол- 
ной из них портрет Макса 
Планка. а на пругой символ 
«ностоянной Планка» йЙн 
факсимиле ученого 


1 В. огыких 
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На первой страинце обложки вы видите  стэрниный мопской хом 
пзс Этет комнас с позолоченной коронкой слелан, ьак иредполага- 
ется, в 1790 году и. возмажно. паходилеи в капитанской каюте ко 
рабля Бритаиского королевского флота. Компас подвешивали но це- 
ин авумн перекрощениыми хольшами прюкрейляли к потолку каю- 
ты. Эта обссаечивало горизонтальное положение магнитной стоел 
кн ппи любой качке. Смотреть на компас нужно было снизу. Сей 
чае этот компас хранится в Национальном морском музсе а Грин 
ниче (Великобригзяиярь 
О том. почему маувиывя стрелка 
юр, вссгла ли она усцананливасася в этом направлении. когда н 
почему стрелка  отклончется, ви можете прочитать в статье 
Л Б. Шварибурга «Магиитное поле Земли», помещенной в этом 
тнкмере ил`вего журчала 


показывает изправление север 





< -Каант», 1974 год 


А.А.БЕЛЬСКИИ, 


ЛЕ. САДОВСКИЙ 
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С понятием кольца сталкиваются еще в средней школе: впервые — овладевая действиямн 
сложения ни умножения чисел, затем — обучаясь действиям с многочлеками (полкно- 
мамн). И в том н в другом случае общими оказываются определенные правила (аксномы), 
которым подчкняются эти операции. Ради кзученкя именно эткх общнх свойств опера- 
ций сложения и умножения (чисел, полниомов нли, как мы увидим далее, объектов якой 
природы) как таковых, в их внутренней связн между собой, безоткоснтельно к природе 
эдемеитов, над которымн они производятся, н было введено в алгебре понятне кольца. 


Что же такое кольцо? Точное опре- 
деление этого объекта связано с по- 
нятнем операции. С него мы и начнем. 

Рассмотрим произвольное множе- 
ство М. Будем говорить, что на нем 
определена операция, если установ- 
лено правило, по которому любым 
двум элементам а н В из М ставится 
в соответствие третий элемент с того 
же множества. Так, например, ес- 
ли М — множество всех целых чисел 
(для него принято стандартное обо- 
значение 7), то сложение с =а+Ь 
и умножение с -= аб являются двумя 
различными операциями на этом мно- 
жестве. Если, скажем, М — это 
множество из двух различных эле- 
ментов а и $ (общепринятое обозна- 
чение М, =- {а, №}), то все возмож- 
ные операции на нем можно пол- 
ностью описать. Для этого сначала 
нужно перечислить всевозможные па- 
ры элементов из М,. Вот они; (а, а), 
(а, 6), (6, а), (6, 5) *); затем следует 
решить, какой элемент из М, отне- 
сти той или иной паре. 

Удобнее всего конкретную опе- 
рацию на множестве, состоящем из 





*) Таким образом, мы различаем пары 
{а, В) и (5, а), то есть рассматриваем так назы- 
ваемые «упорядоченные пары». 
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конечного числа элементов, описы- 
вать таблицей (такой способ пред- 
ложил английский математик А. Кэ- 
ли (1821—1895), по имени которого 
такие таблицы теперь и называются 
таблицами Кэлн). 

В левом столбце н в верхней стро- 
ке записываются элементы множества 
М так, как это указано в таблице 1; 
на пересечении строки, которая на- 
чинается с элемента а, и столбца, 
который начинается с элемента 5, 
указывается тот элемент, который 


сопоставляется рассматриваемой опе- 
рацией паре (а, 5). Например, ‘если 
паре (а, 5) сопоставляется элемент а, 
то это обстоятельство записывается 
так, как в таблице 1’. Далее, если 
паре (65, а) ставится в соответствие 
элемент №, то получается табл ица 1". 





Заполненная таблица полностью 
определяет операцию. В таблицах 
2—5 приведены примеры разных опе- 
раций на множестве из двух элемен- 
тов. Читателю будет полезно описать 
таблицами все остальные операции 
на этом множестве (всего их 16; со- 
ветуем их найти). 

В таблице 6 приведен пример опе- 
рации на множестве М. == (а, Ь, с} 
из трех элементов. Подсчитайте, 
сколько операций существует на М.. 

В известных нам из арифметики 
случаях операциям присвоены наз- 
вания: скажем, сложение, вычитание, 
умножекие. В общем случае, о кото- 
ром только что шла речь, операции 
специальных названий не имеют. 
Лишь для удобства ту или иную 


операцию нногда называют умноже- 
ннем, еще реже — сложением, хотя 





Талб. 2 
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вполне можно было бы воспользовать- 
ся любым другим, специально вы- 
думанным, названием. То же самое 
относится и к символам, которыми 
обозначаются результаты применення 
операций. Например, елниаи В — 
числа, то, складывая их, мы получа- 
ем число а-- В (используется сим- 
вол &«--»), вычитая — получаем чи- 
сло а — В (символ «—з) ит. д. В об- 
щем случае таких «связывающих» 
символов у нас нет, но их можно при- 
думать. Например, будем обозначать 
через а * В результат применения 
той или иной определенной операции 
к паре (а, 6). Если аи В — числа, 
а рассматриваемая операция — сло- 
жение, то символ &«»» становится 
символом «+». Например, онперацню, 
описанную таблицей 3, можно опи- 
сать и так: 


* 


‚ 


> > И) 
44% 
срсо 
ПЕН 
р -. 


* 


Если при данной операции парам 
(а, 6) н (6, а) сопоставаяется один 
и тот же элемент, то есть а * В = 
= * а, то говорят, что элементы 
а и $ коммутируют относительно 
данной операцни или являются пе- 
рестановочными (относительно дан- 
ной операции). Так, например, от- 
носительно операции, описанной в 
таблице 2, элементы а и 6 коммути- 
руют, а относительно операции, опи- 
санной в таблице 3, эти же элементы 
не коммутируют. Если операция та- 
кова, что относительно нее коммутиру- 
ют все пары, то говорят, что она ком- 
мутативна. Конечно, сложение и 
умножение целых чисел — коммута- 
тивные операции, таблицы 2 н 6 
тоже задают коммутатнвные операции. 


Докажите, что таблица Кэли коммута- 
тивной операцин симметрична относительио 
главной диагонали (так называют линию, 
идущую из левого верхнего угла таблицы в 
правый нижиий угол). 


Сформулируем теперь в общем ви- 
де еще одно свойство, которым может 
обладать (или не обладать) операция. 
Пусть а, 6 ис — три (не обязательно 
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различных) элемента множества М. 
Если а * (6 * с) = (а * 6) * сдля 
этих элементов, то их называют ассо- 
циирующими. 

Подчеркнем, что в обеих частях 
последнего равенства элементы а, 6, с, 
независнмо от расстановки скобок, 
выписываются в одном и том же по- 
рядке. В этом смысле тройка эле- 
ментов а, 0, сявляется упорядоченной. 

Так, например, элементы Б, а, В 
из М, относительно операции, опи- 
санной в таблице 3, — ассоциирую- 
щие, а относительно операцин из 
таблицы 5 не являются ассоциирую- 
щими (проверьте это!). Операция, 
относительно которой все тройки эле- 
ментов множества М являются ас- 
социирующими, называется ассоциа- 
тивной. Сложение и умножение це- 
лых чисел — операции не только 
коммутативные, но и ассоциативные. 
Читателю будет полезно придумать 
пример такой операции, которая бы- 
ла бы коммутативной, но не ассоциа- 
ТИВНОЙ. 

Теперь мы готовы дать определе- 
ние кольца. Кольцо — это мно- 
жество М с двумя специфическими 
операциямн. Одну из них принято 
называть сложением и обозначать эле- 
мент, сопоставляемый ею паре (а, 5), 
через а г В, а другую прннято на- 
зывать умножением и обозначать эле- 
мент, сопоставляемый паре (а, В), 
через аё. Специфика этих операций 
заключена в следующих пяти треб- 
званиях, которые к ним предъявля- 
ются: 

сложение должно быть коммута- 
тивным и ассоциативным, то есть 
для всех пар (а, 6) и для всех троек 
(а, Ь, © элементов из М должны 
иметь место равенства: 

Пао -= ба 

2) ав) е=а-+ (6 +д; 

3) в множестве М должен сище- 
ствовать такой элемент 0, что а — 
-- 0 = а при всех а из М; этот эле- 
мент 0 принято называть нулем; 

4) для каждого а из М должен 
существовать такой элемент с из М, 
что ат с == 0; элемент с называют 
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противоположным элементу а и часто 
обозначают через —а (так что в дан- 
ном случае с = —яй); 

5) от умножения требуется лишь 
одно: оно должно быть дистрибутив- 
но связано со сложением, то есть для 
любых а, 6, сиз М должны иметь 
место равенства 

а + о = ав + а; 
(6 - дфа= ба са 


(различать этн два равенства надо 
потому, что умножение не предпо- 
лагается коммутативным). Часто ука- 
занное свойство называют «распре- 
делительностью умножения относн- 
тельно сложення». 

Вот что такое кольцо. Очень важ- 
но иметь в виду, что из требований 
1) —4) следует «единственность» ну- 
ля и чедииственность противеполож- 
ного элемента». Означает это следую- 
щее: а) если 0, н 0, — два элемента 
кольца М, удовлетворяющие тре- 
бованию 3), то 0, =0,; 6) если 
атс =а-+ с. =0, тт с =6.. 
Иными словами: в кольще только 
один нуль, ин каждый элемент коль- 
ца имеет лишь один противоположный 
элемент. В самом деле, ведь в силу 
из: 

0; =0, -+-0, =0, -- 0, = 0.. 


Этим доказано а). Далее, если к 
обеим частям равенства 

а -- с: = ас. 
прибавить, скажем, с,, то получится 

+ @ + с) = о + @- 2»), 
или, в силу 2), 

с таа= ета те, 
или, ввиду того что ас, = с, + 
а = 0, получаем 

0 — С: = 0 -- с, 


или с, = с,, чем и доказывается 6}. 

Примерами колец могут служить 
известные нам уже множество всех 
целых чисел, множество всех рацно- 
нальных чисел, множество всех по- 
линомов с вещественными коэффи- 
циентами относительно обычных опе- 
раций сложения и умножения. Если 
внимательно присмотреться, то ста- 
нет ясно следующее обстоятельство: 


в названных примерах колец умно- 
жение подчинено нескольким  тре- 
бованиям, помимо требования 5). Пе- 
речислим их, продолжая нумерацию: 

6) умножение коммутативно, то 
есть аб = фа при всех а и В; 

Т) умножение ассоциативно, то 
есть (а5) с = а (56) при всех а, Бис; 

8) в кольце существует такой 
элемент е, что аёе = а для всех а. 

Если кольцо М удовлетворяет ус- 
ловию 6), то его называют хоммута- 
тивным; если оно удовлетворяет ус- 
ловию 7), то его называют ассоциатив- 
ным; наконец, если М удовлетворя- 
ет условию 8), то говорят, что М 
обладает единицей и обозначают эле- 
мент е символом 1. 

Следовательно, примеры колец, о 
которых говорилось выше, — это при- 
меры колец коммутативных, ассоциа- 
тивных и обладающих единицей. Имен- 
но о таких кольцах мы будем говорить 
ниже. Но сразу отметим, что в тес- 
рии колец значительное место зани- 
мают разделы о кольцах, не подчн- 
ненных тем или иным требованиям 
из числа 6) — 8) (например, о неком- 
мутатнвных илн о неассоциативных 
кольцах). 

Сейчас мы построим еще один при- 
мер кольца. 

Напомним, что для любых двух 
целых чисел ан 6, где Ь = 0, суще- 
ствуют такие целые числа 4 и г, что 


а = бутг (1) 
и одновременно 


О=рг< 16|. (2) 


Число 9 называют частным, а число 
г — остатком от деления а на 65. 
Советуем читателю, повторяя эту те- 
му школьной арифметики, доказать, 
что числа 9 и г, упомянутые выше, 
единственны, то есть если 
а = 649: + г: = 64» т Г», 
где О=м, г. < ФВ то г, = гь и 
91 — 92. 

Рассмотрим множество  всевоз- 
можных остатков от деления целых 
чнсеел на фиксированное чнсло пл. 
Легко сообразить, что это множество 
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состоит из чисел 0, |, 2,...,п— 1. 
Обозначим его через 2,. Введем на 
2„ две операции: сложение и умно- 
жение. Конечно, обычное сложение 
или обычное умножение целых чи- 
сел не являются операциями на 
2„: ведь числовая сумма или число- 
вое произведение остатков от деления 
на п может быть больше, чем п, н не 
принадлежать 2. Поэтому, определяя 
операции на 7,„, нужно элементы 
этого множества рассматривать не 
как числа, а как-то иначе. Условимся 
под символом А, где А — число из 
2, понимать остаток от деления на 
п числа К. В частности, если0 = А< 
< п, то символ В означает то же са- 
мое Число А, но рассматриваемое как 
остаток из Ди. 


Назовем суммой двух остатков а 
и физ 2, остаток а - 6: 


а =ат 6. (3) 
Конечно, такое определение было бы 
совершенно безукоризненным, если 
бы было сказано, что а и в — остат- 
ки отделения на п: тогда а о — 
остаток от деления на п вполне оп- 
ределенного целого числа — числа 
а+6. Но по причинам, которые 
будут ясны ниже, мы не требуем 
неравенств 0 =а, В < п — числа а 
н $ предполагаются любыми. В этом 
случае естественно высказать сле- 
дующее сомнение: допустим, а, 4», 
Ь,, 6. — разные целые числа, но 
а =а инф, = 6.5; тогда, соглас- 
но сказанному, сумма остатков а; и 
Ъ, —это, с одной стороны, остаток 
а Ех & © другой — остаток 
а, + 6,. Действие можно считать 
определенным только в том случае, 
если ат =а +В, а это ра- 
венство нужно доказывать. 

Вот его доказательство. Пусть, в 
соответствии с (1), а, = 19, = г, 
(= 2 и в, пд, -г,}] 
= 1, 2, где г’иг”” — остатки. Тогда 
ав, =п (9 +9) гг и 
а + =г- Г’. С другой сторо- 
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Табл. 7. Сложениев 2 


Табл. 8. Сложение в. 


ны, а: - 6. = п (42 9) гг, 
и снова 

НЕ ит 
Следовательно, а, + В, =а,- Ь.. 
что и требовалось доказать. 

Итак, одна операция на й, оп- 
ределена. Она называется сложением, 
а результат ее применения к двум 
остаткам из 2„, как уже говорилось, 
называется суммой. 

Предложение |1. Сло- 
жение на Г, удовлетворяет требо- 
ваниям 1) — 4), перечисленным в оп- 
ределении кольца. 

Доказательство. Благо- 
даря равенству (3), которое подроб- 
но обсуждалось, выше, коммутатив- 
ность и ассоциативность введенного 
сложения непосредственно следуют из 
коммутативности и ассоциативности 
сложения целых чисел. Аксиома 3) 
о существовании нуля выполняется 


благодаря существованию остатка 0 
(его дают числа, кратные п): а +0 
= а 0 =а. Наконец,  противо- 
положным остатку а служит, очевид- 
но, остаток —а, так что —а- —@, 
н аксиома 4) также выполняется. 

Вот несколько таблиц сложения в 
7 (см. табл. 1—8). 

Введем теперь в С, умножение. 
Положим для а, В из 7, 

аб = аб (4) 


и назовем аб произведением а и В, 
а само действие — умножением. 
Конечно, и в этом случае нужно до- 
казать, что определение корректно, 


то есть нужно убедиться в следую- 
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Табл. 9. Умножение в 27 


щем: 
если 


Пусть, в самом деле, а; == 9,п + 
Е раю 1,2, мВ дп г’, 
м 
п (94 ГАГИ) + ГГ = 


1! 








ГГ 
н 
а26. ее 
= (19:92 + 76. + дат! '’ = 
са. 
Предложение 2. Умно- 


жение на #„ удовлетворяет аксио- 
мам 5) — 8), перечисленным в оп- 
ределении кольца. 


Доказательство. Дистри 
бутивная связь со сложением, а так- 
же коммутативность и ассоциатив- 
ность умножения следуют, благодаря 
(4), из аналогичных свойств умно- 
жения целых чисел. Роль единицы 


для умножения играет остаток 1. 


Итак, 7, — кольцо коммутатив- 
ное, ассоциативное и обладающее 
единицей. 


Умножение в каком бы то ни бы- 
ло кольце Ю существенно характери- 
зуется тем, в каких случаях оказы- 
вается выполненным равенство 


аб = 0. (5) 
Так, например, в кольце С целых 





Табл. 10. Умноженниев 24 


чисел равенство (5) выполняется лишь 
тогда, когда либо а = 0, либо 6 = 0. 
Аналогичное утверждение справедлн- 
во и для 7. (см. табл. 9). Но в кольце 
7в, например, равенство (5) справел- 
ливо при а = 2 и ф =: 3, то есть про- 
изведение ненулевых сомножителей 
оказывается здесь равным нулю. При- 
нято говорить, что элемент а кольца К 
является делителем нуля, если а 52 0 
и если существует такой элемент 
5-0 в ВЮ, что аб = 0. Таким обра- 
зом, остаток 2 в Йз является дели- 
телем нуля; с другой стороны, в рас- 
смотренных выше кольцах 2 и 2. 
делителей нуля нет совсем. 

Наряду с равенством (5) умноже- 
ние в кольце характеризуется и тем, 





Табл. 11. Умножение в 2 
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какие его элементы удовлетворяют 
равенству 


ху = 1. (6) 


Такие элементы называют обратимы- 
ми. В кольце 7 множество обратимых 
элементов состонт всего лишь из 1 
н —1; в кольше 2, обратимы все 
элементы, кроме 0, а в кольше 2 


обратимы только остатки | нэ, по- 
тому что 5.5 = 1. (Советуем чита- 
телю проверить, что в 2 все осталь- 


ные элементы х не являются обратн- 
МЫМИ.) 

Мы познакомились, таким обра- 
зом, с понятием кольца, рассмотрели 
простейшие примеры и первые струк- 
турные характеристики этого нового 
объекта: делители нуля и обратимые 
элементы. Теперь можно приступить 
к изучению таких важных вопросов, 
как, например, вопрос о простых 
элементах кольца и разложении на 
простые множители. Этой цели мы 
сейчас перед собой не ставим: ей ес- 


тественно посвятить отдельный раз- 
говор. 


В заключение — несколько задач для са- 
мостоятельного решения. 

1. Докажите, что множество полиномов 
© действительными коэффициентами с обыч- 
нымн сложением и умножением является 
кольцом без делителей нуля. Каково мио- 
жество обратимых элементов этого кольца? 

2. Составьте таблицы сложения н умно- 
жения в Дн 2) н докажите, что в этих коль- 
цах не только нет делителей нуля, но и что 
каждый ненулевой элемент в ннх обратим. 

3. Докажите, что свойствами, о которых 
говорится в предыдущей задаче, обладает 
любое кольцо 2» при простом числе р. 

4. Докажите, что в кольце С, каждый 
ненулевой элемент либо обратим, либо яв- 
ляется делителем нуля. 

5. Докажите утверждение 4 для любого 
кольца, обладающего единнцей, состоящего 


из конечного числа элементов и ассоциатив- 
ного, 


= МПИ 


ПОЛЕ” 
ЗЕМЛИ 


Магнитная стрелка, помещенная в 
сосуд с водой, служила путешествен- 
никам для ориентации в море еще в 
средние века. Долгое время считалось, 
что стрелка указывает на север, точ- 
нее — на Полярную звезду. Однако 
наблюдения при дальних морских 
путешествиях н на суше показа- 
ли, что это неверно. Поэтому море- 
плавателям особенно важно было 
знать: 


Куда указывает стрелка компаса? 


Христофор Колумб по пути в Новый 
Свет обратил внимание на важное 
свойство магнитной стрелки.. Вскоре 
после отплытия (в сентябре 1492 го- 
да), продвигаясь на запад от берегов 
Пиренейского полуострова, он за- 
метил, что магнитная стрелка все 
больше отклоняется от направления 
север — юг. Наблюдения по Солнцу 
показали, что за четыре дня конец 
стрелки сместился на целое деление 
{шкала компаса состояла из 32 деле- 
ний, так что каждое соответствовало 
углу в 111/.°). Многие моряки вос- 
прнняли это неожиданное и непонят- 
ное явление как плохое предзнаме- 
нование. Рассказывают даже, что ка- 
питану, во избежание волнений на 
борту, пришлось заявить команде, что 
сместилась Полярная звезда, вызвав 
этим смещение стрелки. Однако по 
мере приближения к Америке сме- 
щение стало уменьшаться, и посте- 
пенно стрелка приблизилась к прн- 
вычному положению. 
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Таким образом было установле- 
но два важных факта: 1) магнитная 
стрелка может отклоняться от на- 
правления север — юг; 2) величина 
отклонения изменяется в зависимо- 
сти от места наблюдения. 

Величину угла между географи- 
ческим мернднаном н направленнем 
стрелки (в горизонтальной плоско- 
сти) называют склонением. 

Представлению о том, что магнит- 
ная стрелка направлена строго на 
север, был нанесен еще один удар: 
ученые обнаружили, что стрелка не 
устанавливается горизонтально; точ- 
нее, было замечено, что в северном 
полушарни ее северный конец от- 
клоняется вниз. Наименьший угол 
между направлением стрелки и го- 
ризонтальной плоскостью назвали 
наклонением. Наклонение в разных 
местах также оказалось различным, 
причем распределение величин скло- 
нения и наклонения по поверхности 
Земли выглядело чрезвычайно слож- 
но. После этого возникло естествен- 
ное предположение, что причина от- 
клонения стрелки как-то связана с 
Землей. Такое предположение по- 
лучило развитне в знаменитой книге 
английского естествоиспытателя Гиль- 
берта «О магните, магнитных телах 
н великом магните Земли», которая 
увидела свет еще в 1600 году. Чтобы 
объясиить поведение магнитной стрел- 
ки, автор уподобляет земной шар 
стержнеобразному магниту, уже зна- 
комому ученым в то время. Подобная 
модель во многом сохранила свое 
значение и сегодня. С помощью та- 


кой модели можно приближенно опи- 
сать магнитное поле Земли, однако 
это довольно грубое описание. На 
поверхностн Земли магнитное поле 
обнаружнвает отступления от этой 
моделн, а далеко от Земли, в космосе, 
такая модель хорошо онисывает маг- 
нитное поле Земли. 


Магиитиый диполь 


Электрическое поле двух зарядов, раз- 
двинутых на расстояние {, носит наз- 
вание поля электрического диполя. 
Хотя в природе нет магнитных за- 
рядов, существуют магнитные 
ноля, картина силовых линий ко- 
торых подобна картнне силовых ли- 
ний электрического поля диполя. Та- 
ково, например, поле намагниченного 
стержня на достаточно больших рас- 
стоянкях от него. По аналогии с элект- 
рическим такое поле называют полем 
магнитного диполя. При описании 
такого ноля можно считать (хотя 
на самом деле это не так), что оно 
создается двумя «магнитными мас- 
сами», помещенными на концах на- 
магниченного стержня (см. рнсунок). 
В течение многих лет ученые так и 
рассуждали,  уподобляя магнитные 


массы электрическим зарядам. 
Найдем сначала индукцию в «ла- 
лексй» точке А на оси диполя такой, 
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что расстояние ОД =: 1. Ъ»РС. В 
этой точке вектор магнитной индук- 
ции В направлен по прямой ШОС, 
то есть по оси диполя. Численное зна- 
чение В можно найтн по аналогни с 
законом Кулона, поскольку мы поль- 
зуемся аналогией с электрическими 
зарядами. Значение ННДУКЦИН поля 
«магнитной массы» — М в точке А 
составляет 


Ем 
а 
Для поля электрического заряда бы- 


О 
ло бы Е= га. Здесь й и /' — 


коэффициенты, зависящие от выбора 


системы единиц. В этой же точке 
индукния поля «магнитной массы» 
М равна 
М 
В. = ——_. 
ь (2 —а): 


Используя принцип суперпозицин, 
найдем результнрующее значение ин- 
дукции в точке Л: 

А МаЕ, 


В, ВВ а. 


Так как 1, » а. можно синтать, что 





вам 
В! 4 [3 
Величина 22Ма носит снециальное 


название — магнитный момент —ди- 

поля; обозначим эту важную ведичину 

через р. тогда : 
2р 

В=1#. (1) 

Найдем тенерь нндукцию в пло- 

скости, периендикулярной оси дн- 

поля. Индукция поля, созданного 

«магнитной массой» М в точке ЕР 

(ем. рисунок), направлена по прямой 

РС и составляет 

М 


В. к ЕС . 


Индукция В. в этой же точке, соз- 
данная нолюсом —М, численно рав- 
на В., а направлена но прямой ОЕ. 
Проектируя векторы индукции В. 
и В. на оси ОЕ и СР, увидим, что 
сумма проекций на ось РО равна 0. 
Результирующая проекция на ось СБ 
составит 

: вам 

В. — 283519 = 2 торс. 


Используя определение момента ди- 
поля р - 2ЁМа и замечая, что при 
больших расстояниях ЕС (РС » 2а) 
можно приближенно положить ЁС = 
Г, запишем формулу для вели- 
ЧИПЫ магнитной ИНДУКИНИ в плоско- 
сти, перпендикулярной оси диполя: 
р 

Е (2) 

Сравнение формул (№ и (2) по- 
казывает, что поле дниоля сложнее 
поля точечного заряда: величина ин- 
дукции зависит не только от расстоя- 
ния до источника поля, но и от угла 
радиуса-вектора точки, в которой из- 
меряется индукция с осью диполя. 


При изменении этого угла от 0 до 
д 


э индукция поля (на том же рас- 


стоянни 41.} уменышается вдвое. 

Тенерь применим модель магнит- 
ного диполя к описанию магнитного 
поля Земли. Представим себе, что 
внутри земного шара находятся две 
«магнитные массы», образующие ди- 
поль. Ось диполя продолжена так, 
что пересекает поверхность Земли. 
Точки пересечения называются маг- 
нитными полюсами. Величина ин- 
дукции магнитного поля вблизи по- 
люсов вдвое больше, чем на магнит- 
ном экваторе. Непосредственные из- 
мерсния показывают, что вблизи маг- 
нитных полюсов В = 0,7.10-—* мл, 
а вблизи экватора В — 0,4.10-* тл. 
Если не интересоваться специально 
областями вблизи полюса или эк- 
ватора, то для оценки принимают 
среднее значение В — 0,5.10-* тл. 

С помощью формул (1) или (2) 
можно узнать дипольный момент, со- 
ответствующий определенным  зна- 
чениям индукции. Считая, что раднус 
Земли равен КЮ. = 6400 км, получим, 
что величина магнитного момента 
Земли составляет 


р = 8-10'5 тл- м3. 


Варнацин и аномалин 
магнитного поля 


Одним из гервых пунктов, где сн- 
стематически начали измерять ве- 
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личину магнитного склонения, был 
Лондон. Вот значення склонения по 
годам: в 1540 году — 7,2°; в 1560 — 
9,6; в 1580 — 10,9?. Оказывается, 
склонение меняется со временем, при- 
чем скорость этого изменения не 
постоянна. После 1580 года начина- 
ется уменьшение склонения. Около 
1660 года значение этой величины 
перешло через нуль и стало отрица- 
тельным, то есть стрелка стала от- 
клоняться не к востоку, а к западу. 
Угол отклонения возрастал ив 1820 го- 
ду составил около 24”. Потом запад- 
ное склонение стало уменьшаться и 
сейчас составляет около 16°. 

Сейчас значения склонения из- 
меряются на Земле в нескольких 
десятках тысяч пунктов. Результаты 
измерений наносят на так называе 
мые магнитные карты. На этих кар- 
тах проведены линии, соединяющие 
пункты с одинаковым значением скло 
нения (так же как на географических 
картах — точки, лежащие на одинз- 
ковой высоте над уровнем моря). 

Таким образом, из-за изменения 
склонения с течением времени — 
так называемых вариаций — магнит - 
ные карты теряют ценность, и через 
несколько лет их нужно составлять 
заново. Склонение магнитной стрел- 
ки нельзя объяснить с помощью пред- 
ставлений о постоянном магнитном 
диполе, расположенном в центре Зем- 
ли. Такие представления описывают 
лишь усредненное поведение магнит- 
ного поля. На Земле существует не- 
мало магнитных аномалий, характе- 
ризующихся значительным отступле- 
нием величины и направления маг- 
нитного поля от дипольной модели. 
Так, в южной оконечности Южной 
Америки индукция магнитного поля 
падает до 2,5. 0-° тл — меньше, чем 
на магнитном экваторе. Некоторые 
аномалии связаны с залеганием маг- 
нитных матерналов. Такова, напри- 
мер, знаменитая Курская магнитная 
аномалия, где индукция магнитного 
ноля превышает величину 2-10-* тл. 
Это больше значения индукции вбли- 
зи магнитных полюсов Земли. 


Магнитосфера Земли 
и солнечный ветер 


До сих пор речь шла о магнитном 
поле на поверхности Земли. Однако 
магнитное поле Земли играет важ- 
ную роль в физических процессах, 
протекающих на больших высотах, 
там, где «дует» солнечный ветер. Сол- 
нечным ветром называют поток газа, 
радиально удаляющийся по всем на- 
правленням от Солнца. Газ солнечно- 
го ветра полностью ионизирован и 
состоит из протонов и электронов. 
В таком состоянии он хорошю про- 
водит электрический ток. 

Солнечный ветер не достигает Зем- 
ли, этому препятствует создаваемое 
Землей магнитное поле. Поток нлу- 
щих от Солнца частиц отклоняется н 
обтекает Землю в области, пазывас- 
мой магнитосферой.Магиитосфера рас- 
положена на большом расстоянии от 
земной поверхностн, намного боль- 
шем, чем раднус Земли. Поэтому 
магнитное поле здесь значнтельно 
слабее, чем на поверхности Земли. 
Тем не менее магиитосфера все же 
нграет роль своеобразного «щита», 
прикрывающего Землю от проникно- 
вения частиц из космоса. Расчет по- 
казывает, что поток частин, распро- 
страняющихея в плоскостн магнит- 
ного экватора, затормозится  дале- 
ко от поверхности Землн, на рассто- 
янин примерно в 8—9 земных ра- 
ДИУСОв. 

С другой стороны, поток солнеч- 
ного ветра, движущийся вдоль маг- 
нитной оси Земли в направлении 
вблизи магнитного полюса, встречает 
на своем пути лишь очень слабую, 
стремящуюся к 0, горизонтальную 
составляющую магнитного поля Зем- 
ли. Поэтому такие иотоки частиц 
подходят гораздо ближе к иоверхно- 
сти Земли и вызывают сильные воз- 
мущения в понкосфере Землн. 


Геомагнитное динамо 


В последнее время благодаря успе- 
хам космонавтики появилась возмож- 
ность непосредственно измерить маг- 
нитное поле на поверхности ближай- 
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ших к нам планет Солнечной системы. 
Оказалось, что на Луне или совсем 
нет собственного магнитного поля, 
или его индукция, во всяком случае, 
меньше одной десятитысячной  ин- 
дукцин магнитного поля Земли *). 
После этого вопрос о причинах су- 
ществования магнитного поля Зем- 
ли но сего измененнях приобрел осо- 
бую остроту. Магинтное поле Земли 
можно приближенно описать, если 
предположить, что оно индуцируется 
некоторым электрическим током, те- 
кущим глубоко в недрах Земли. Дей- 
ствительно, картина силовых линий 
электрического поля кольца с током 
подобна картине магнитных  сило- 
вых линий поля  намагииченного 
стержня, которым мы заменяли маг- 
нитное поле Земли. Физические приче- 
ны, приводящие к существованию та- 
кого тока, пока еще не установлены 
окончательно. Существует несколько 
теорий, пытающихся объяснить про- 
исхождение этого тока. В последнее 
время средн геофизнков пользуется 
популярностью так называемая «тео- 
рия геомагнитного динамо» или, ко- 
роче, «динамо-теория». Расскажем 
вкратце, в чем состоят физические 
основы этой теорни. 

Результаты теологических иссле- 
дований позволяют считать, что в 
центре Земли находится жидкое элект- 
ропроводящее ядро. Радиус ядра со- 
ставляет около 3900 км. Согласно 
«динамо-теорни», токи в ядре обра- 
зуются за счет электромагнитной ин- 
дукцин прн вращательном движенин 
проводящего ядра в магнитном ноле. 
Магнитное поле создается этими же 
токами. Таким образом, магнитное 
поле само себя поддерживает, по- 
добно тому, как это происходит в ди- 
намо-машине (отсюда и пошло наз- 
вание теории). Однако еще до на- 
чала рабэгы такой машины должно 
существовать некоторое «затравочное» 
поле. 


*) Подробнее о магнитном поле Луны см. 
статью: Гинцбург М.А. — Измерение 
магнитных полей на Луне. «Квант», 1973, 
№ И. 
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«Затравонное» поле, необходимое 
для «запуска динамо» могло быть 
создало различными физическими ме- 
ханизмами. Одно из наиболее про- 
стых объяснений связано с тем, что 
небольшое намагничивание присуще 
любому вращающемуся телу. Пред- 
положение о существовании ` такого 
намагничивания высказывал еще 
П. Н. Лебедев. В его опытах дела- 
лась попытка обнаружить намагни- 
чиванне, создаваемое вращающимся 
диском. Хотя техника эксперимента 
того времени и не позволила надежно 
зафиксировать возникновение намаг- 
ничивания, впоследствии опыты бы- 
ли повторены другими учеными на 
более совершенных установках. В ча- 
стности, было экспериментально из- 
мерено намагничивание стержня, воз- 
никающее при вращении этого стерж- 
ня вокруг продольной оси. Оценки 
показывают, что индукция поля, воз- 
ннкающая при вращении Земли, со- 
ставляет ничтожно малую величину, 
порядка 10-М индукции поля Зем- 
ли. Однако столь малое поле, воз- 
никнув, могло усиливаться за счет 
действия «геомагнитного динамо», как 
описано выше. Источником энергии, 
необходимой для создания поля, мог- 
ло служить вращение Земли. 

Эту теорню нельзя считать окон- 
чательной, и вопрос происхождения 
магнитного поля Земли во многом ос- 
тается открытым. Поскольку эта проб- 
лема связана с особенностями состоя- 
ния вещества вблизи центра Земли, 
объяснение магнетизма Земли бы- 
ло бы важным результатом и для гео- 
логин, н для астрономии. Решение 
этой проблемы, вероятно, помогло 
бы связать факт отсутствия диполь- 
ного магнитного поля на Луне с 
внутренним строеннем этой планеты. 
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Задача-пасьянс 


Тщательно перемешаем ко- 
стн домино и разложим их 
лицевой стороной  внмз в 
внде треугольника 


Мы хотим разместить их 
в таком виде- 


ВЗВЫЕВ 
ВЫНВЕВ 
НВНЕ 
ЗЕЕ 

НЁ 

Н 


Для этого откроем 
нижнюю кость и поместим 
ее на предназначенное сй 
место. Кость, которая зани- 
мала это место, открываем 
н помещаем на соответст- 
вующее ей место, и так далее. 

Пасьянс считается удав- 
шимся, если такими  дейст- 
виями нам удастся перевер- 
нуть все кости (тоесть если 
место нижней кости будет за- 
нято лишь на последнем 
ходу) 

Какова вероятность та- 
кого нсхода? (Или в ка- 
кой части случаев пасьяис 
удастся?) 





Е иЭ Парилис 
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„мяглом ФАЙЛАТЬ 


НА 


КАФТАНЕЕ 






`< « 





В №1 журнала «Квант» за этот год 
была опубликована следующая за- 
дача Е. Б. Дынкина: 


№185 *. На кафтане площадью 1 
помещается 5 заплат, площадь каж- 
дой из которых не меныше \/,. Дока- 
жите, что найдутся две заплаты, 
площадь общей части которых не 
меньше */.. 

Мы разберем решение этой задачи 
и обсудим некоторые ее обобщения 
н варнанты *). Наше изложение бу- 
дет сопровождаться задачами, в ко- 
торые, в частности, будут отнесены 
отдельные детали проводимых до- 
казательств; номера наиболее труд- 
ных задач помечены звездочкой. 


Мы будем обозначать как сам каф- 
тан, так и его площадь (по условию 
равную 1!) буквой М; заплаты на 
кафтане (и площади этих заплат) 
мы обозначим через М,, М., М., 
М; и М, а, скажем, общую часть 
заплат М, и М. (н площадь этой 
общей части) — через М,.; аналогич- 
но этому общую часть заплат М,, 
Мон М. (иее площадь) мы обозначим 
через Муз ит. д. То обстоятельство, 
что, например, через М, мы обозна- 
чаем как заплату (геометрическую 
фигуру!), так и площадь этой заплаты 
(число!), не должно нас смущать — 
из текста каждый раз будет понятно, 
в каком смысле мы употребляем за- 
пись М). 





*) Краткое решение этой задачи приве- 
дено в «Кванте» № 10, 1973. 


‚не перекрывались, 


Начинаем решать задачу 
Из того, что общая площадь всех 
заплат 


М, + М. М. + М+М, 


сл 


2 


больше площади М == 1 кафтана, вы- 
текает, что наши заплаты перекры- 
ваются — и задача состоит в том, 


чтобы оценить площади их общих 
частей (точнее — оценить  наиболь- 
шее из чисел Муо, Ма... Мау. 


Мы утверждаем, что 
М — (М, + М, -- Мэт М.ЕМ) + 


+ (Мы М +М, +... 
... + М0. (1 
В самом деле, если бы заплаты 


то была бы не- 
отрицательная разность М — (М, = 
М, М. +М.+М), равная 
площади части кафтана, вовсе не по- 
крытой заплатами. Но на самом деле 


‚наши заплаты пересекаются — и сум- 


ма М, {+ М. + Мз —- М, = М, ока- 
зывается гораздо больше общей пло- 
щади 5 покрытой заплатами части 
кафтана (где, разумеется, $ = М = 
= |): часть М, кафтана учитывается 
в сумме М+М. М+М. + 
-- М. дважды, поскольку она входит 
и в слагавмое М, н в слагаемое М», 
часть М,:.з — трижды и т.д. По- 


пробуйте теперь доказать, что 
% 
$5> Ум, - УМ, *. 4) 





*) В этой формуле ХМ; = М, + М, -- 

— ММ «+ М. Ми = 112 — Маз --. ев 
..Е Маз — это суммы плошадей соответ- 
ствующих. частей кафтана. Такие же обо- 
значения применены и в других формулах 
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Если вам не удастся этого сделать, 
прочтите следующий раздел статьн, 
а нотом вернитесь к этому неравен- 
ству. 

Из (1’), поскольку М 
текает неравенство (1). 

Неравенство (1!) уже позволяет 
оценить — попарные пересечения 
М,., Маз, ... заплат. В самом 
деле, из него следует, что 
(М+М, + . +М) > 


> (М, РАМ, ЕМ. М) -М >= 


$, вы- 


А так как общее число попарных пе- 

ресечений заплат М;; равно С? = 10, 

то нанбольшее из чисел Му», Муз, . - - 
‚ М.ь не меньше чем 


3. 3 
Е 
Полученная нами оценка, однако, 
| 1 
хуже требуемой оценки -=- { = 56 


Упражненис 


1. На кафтане площади | кмеется 9 зап- 
лат площади М. Докажите, что найдутся 
такне две заплаты, площадь общей части 
которых не меньше Уць- 


Формула включений и исключений 


Наша оценка (1’) для площади $ 
всей покрытой заплатами части каф- 
тана не точна. Постараемся точнее 
определить эту площадь. В правую 
часть формулы (1”) не войдет площадь 
никакой части кафтана, покрытой 
сразу тремя заплатами: напри- 
мер, М:.з войдет в имеющие знак 
«плюс» члены №М,, М», М. и в имею- 
щие знак «минус» члены М,., М,., 
М.з — то есть полностью выпадет 
низ формулы (1’). Поэтому лучшей 
оценкой для $ может служить выра- 
жение 


Ум, — Ум + УМ. 


Однако и эта величина еще не 
равна $, поскольку каждая часть 
кафтана М, покрытая сразу четырьмя 
заплатами, учитывается в ней дваж- 


#4 


Бир:УКуаптсесте.ги 


ды: в самом деле, скажем, величина 
М,2за Учитывается в 8 членах М, 
М. М, Му Маз М,оь, 134» 
Мь»з4 последнего выражения, входя- 
щих в него со знаком «плюс», и лишь 
в 6 членах М,., М:., М.а, М», 
Мози М. а, входящих в это выраже- 
ние со знаком «минус». Поэтому сле- 
дующим приближением к истинной 
величине $ явится выражение 


ь\ % 

р ИЕ № Му ыы Ми а 

\ 
= о Мин, 
которое уже «почти равно» $ — в нем 
точно учитываются все участки каф- 
тана М, покрытые заплатами не более 
чем четырехкратно. Однако участок 
М.2з45 кафтана, покрытый всеми 
пятью заплатами, из последнего 
выражения выпадает: в самом деле, 
он входит во все члены этого выраже- 
ния, то есть как в 15 членов М,, М., 
М, М, Мы М,» 12%... 
.Мза5, имеющих перед собой знак 
«плюс», так ив 15 членов Миа, Маз, ... 
= Мзь; Млоз» Мазь» Млоаз, Мазази 
М. имеющих перед собой знак 
«минус». Поэтому для того, чтобы 
получить точное выражение для 5, 
мы должны член М,.з., К последней 
сумме прибавить. Вот точное равен- 


СТВО: 
= Ум - Ум, + УМ 


= Ум о М1 2335 (2) 


{здесь [, |, А, 1 =1,2,3,4 или 5). 
Но площадь © части кафтана, не по- 
крытой ни одной заплатой, равна 
М — $; так как а>0, то имеем 
бы И 
Мг — Муз 5 >> 0. 
(3) 
Формула (3) получается последо- 
вательным исключением покрытых за- 
платами участков кафтана М и 
включением тех из них, которые ока- 
зываются исключенными двукратно; 
ее иногда называют формулой вклю- 
чений и исключений. Эта формула 


нспользуется во многих комбинатор- 
ных рассмотрениях. 


-х Мл и ь 


Формула включений и исключе- 
ний справедлива и для отличного от 
пяти числа заплат. В общем случае п 
заплат формула включений и нсклю- 
чений принимает внешне несколько 
пугающей своей сложностью, но по су- 
ществу — вполне прозрачный вил: 


М —Ум, + УМ, а 


О = 


— ху 


2 Мин + > М, вн 


+ 1Ь- УМ, вы ми 
+ С 1^М:., „20 (4) 

(здесь все индексы 1;, #5, .- 4) 
могут принимать любые из значений 
1,2, 3, ..., п, причем для пересе- 
чения М, и --- аа Заплат М, М, ... 
... Му все значения (1, #». . 
обязательно различны). 

Упражнения 


2. Докажите формулу (4} при п= 

3*. Докажите формулу (4). 

4. Дом пнонеров регулярно посещают 
226 лякольников. При доме пионеров имеется 
шесть спортивных секций: легкоатлетиче- 
ская (л), волейбольная (в), баскетбольная 
(6). футбольная ($}, секция самбо (с) и шах- 
матная секция (ш). Число участников этих 
секций таково: (л) — 30 человек, (в) — 
26 человек, (6) — 32 человека, (ф) — З1.че- 
ловек, (с) — 28 человек и (ш) — 36 человек. 
Несколько секций посещают 53 школьника; из 
них 24 шкопьника посещают три или больше 
секций, 9 школьников — не меньше четырех 
секций н 3 школьника — даже пять секций 
{в последнюю тройку школьников входит и 
одии чудак, Который посещает все шесть 
спортивных секций). Сколько из посещающих 
дом пионеров школьников не участвуют ни 
в одной спортивиой секции? 


р 


Решение задачи М185 


Мы видели, что «сокращенная» 
формула включений и нсключений 


м- Ум. + Ум, =0 4) 
не дает точной оценки интересующей 
нас величины тах М;; (наибольшей 
из величин /И/;;); поэтому нам при- 
дется привлечь «полную» формулу 


м- Ум, + Ум, — УМ + 
+ У Миь — Мень 0. 6’) 


Применим теперь формулу вклю- 
чений и нсключений {4)(где мы счи- 
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таем теперь, что п = 4) к части М, 
кафтана М, покрытой своими запла- 
тами М:., М.., Миа и М... Мы по- 


лучаем 
Е 
0; = М, — У Ми %, М; — 
ьч 


= ры Ми + Муозаз > 0, 


где о, — часть заплаты Му, не покры- 
тая другими заплатами, и номера 
(или индексы) г, }, К пробегают все- 
возможные значения 2, 3, 4 или 5. 
Аналогичные неравенства можно вы- 
писать и для участков М,, М; М 
н М, кафтана: 


д. = М, — я М. + Ум. + 
ыы 
ре 2238 


3 


Мааза5 — 0, 


о — м, — \ Мы г о Мы; — 


5 У Мы» + М, 2315 = 0. 


Сложив полученные таким путем 5 не- 
равенств, отвечающих участкам М, 
М. ..., М; кафтана, получаем 
(проверьте это): 


Ум, —2 У М, + 3Х М — 


4% Мицы + ЭМ, 31520. (5) 


Найдем теперь такую комбинацию 
неравенств (3’) и (5), в которой 


% 
вовсе отсутствует сумма > Миь 
«тройных перекрытий заплат». Оче- 
видно, для этого достаточно приба- ° 
вить к (3’) умноженное на 1/; неравен- 
ство (5). Мы получим такое нера- 
венство 


1“ 
м-= Ум, + Уми- 


— 3-Х Мим : 


2 
+2 Ман 0. (6) 
Из него следует также, что 


м--—-Ум,+--У М,=0. (1) 


Действительно, часть М,.з5 кафтана 
входит в каждую из его частей М; же, 
в силу чего У „> Мик: >> БМ лозав» И ПО- 
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Рис. 1. 


этому 


| 2 
= УМ ++ 3 Миозаь <= 0. 


Тенерь уже легко получить тре- 
буемый ответ. Из (7) следует, что 


Ум,=2»У М, —3М = 
=2(5-5)-3=2. 


Но так как общее число «попарных 
пересечений заплат» М;; равно 10, 
то хоть одно из них не меньше чем 


2-10 =, 
о 


что и требовалось доказать! 

Нетрудно видеть, что равенство 
здесь будет иметь место лишь тогда, 
когда 5 = М, то есть когда кафтан 
весь нокрыт заплатами, когда все 
М; =, все М;; одинаковы (и рав- 
ны '/5) и когда все ЛМ; }„, = 0. На рн- 
сунке | приведена схема `покрытия 
кафтана заплатами, где прямоуголь- 
ник М — это кафтан и цифры на от- 
дельных квадратиках указывают, ка- 
кими заплатами покрыты соответ- 
ствующие участки кафтана. Эта схема 
локазывает, что 1/; — точная оценка. 
То, что на ней заплаты состоят из 
отдельных кусков, не должно вас 
смущать — в задаче М185 важна 
толькс площадь заплаты, а не ее 
форма. 

Теперь мы можем сформулировать 
общую задачу, частным случаем ко- 
торой является задача М185 : 
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Формулировка общей задачи; 
случай двух заплат 


На кафтане М площади 1 имеется 
п заплат Му, М., ..., Ми, площадь 
каждой из которых не меньше изве- 
стного нам числа я“; требуется оце- 
нить площадь наибольшего из пере- 
сечений М;; заплат. 

Другими словами, для каждой 
конфигурации из п заплат на каф- 
тане мы находим максималь- 
ное по площади пересечение Му, 
а потом отыскиваем минимум этого 
максимума М;; по всем возможным 
конфигурациям заплат *). Такого рода 
«минимаксные» (то есть связанные 
с нахождением минимума некоторых 
максимумов) задачи играют в со- 
временной математике очень большую 
роль. 

Искомое число пи тах М,; за- 
висит, разумеется, от заданного чис- 
ла а, то есть является функцией от а, 
так как оно зависит также и от чис- 
ла п заплат, то мы обозначим эту 
функцию через {, (<) (где, очевидно, 
О=а=!, а п 2). Решение за- 
дачи М185 сводится к доказатель- 
ству равенства 


ра 1. 
|8 (>) ==; 
общая задача требует указать фор- 
мулу, выражающую {, (&) через а 
нп. 

Для того чтобы понять, какого 
ответа можно ожидать в этой общей 
задаче, мы начнем с (совсем просто- 
го!) случая п = 2. Итак, мы считаем, 
что на кафтане М площади 1 имеются 
две заплаты М, и Мо, площадь 
каждой из которых не меньше с; 
нам надо указать наименышую во3з- 
можную площадь р[» (©) пересечения 
М2 этих двух заплат. 

Ясно, что если © = 1/., то заплаты 
могут вовсе не пересечься (рис. 2, а); 
если же а > \,, то наименьшая воз- 
можная площадь |» (@) пересечения 





*) Мы предполагаем, что такой минимум 
существует, хотя это далеко не очевидно. 





Рис. 2. 


М1» заплат равна 2% — 1 (рис. 2, 6). 
Таким образом, 


О при 0 =& = \1,, 
Г, @) = И при 1/; <= а = 1, 
(8) 
— то есть график функции у = р, (а) 
представляет собой ломаную 
линию (рис. 3). Это обстоятельство 
наводит иа мысль, что и в общем 
случае график искомой функции {, (©) 
окажется ломаной линией. 


Упражнеине 


5. Опишите функцию у = [3(@<). 

казание: рассмотрите три сектора 

М1, М; и М, круга М, оси симметрии 11, 
и 4 которых попарно образуют углы в 
0, а центральные углы (измеряемые в 
долях полного угла!) равны ©; начните с 
небольших значений @ (рис. 4) и выясните, 
что произойдет при росте © вплоть до а = |. 


Случай пяти заплат 


Обратимся теперь к исходному слу- 
чаю 5 заплат 


г" 


Е # 


Мь, М», Мь, М 


| 





Рис. 3. 


2 «Квант» №2 
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н М, на кафтане М, про которые мы 
теперь будем считать, что пло- 
щадь каждой заплаты не 
менее а. Наша задача состоит 
в том, чтобы определить функцию 
5 @). 

Прежде всего ясно, что [ь (@) = 
>= 0 — график функции у = }ь @) 
лежит не ниже оси у=0 (рис. 5). 
Для того чтобы наш график совпал 
с осью, то есть чтобы было возможно 
обращение всех Ми в 0, очевидно, 
необходимо (и достаточно), чтобы об- 
щая площадь всех заплат (по условию 
задачи не меньшая 5о) не превосхо- 
днла площади | кафтана: 


р @) = О при 0 = а = Ч,. 


Далее воспользуемся неравенст- 
вом (1) (с. 13). Из него следует, что 


Ум, Ум, М5 1. 


Поэтому, так как общее число «пар- 
ных пересечений» заплат равно 10, 


5 © >15 64-П=уа-щ. ® 


Неравенство (9) выполняется при 
всех ©; таким образом, график функ- 
ции у = (@) лежит не ниже пря- 


мой и = >-е— 6 (рис. 6). Однако для 
того, чтобы (9) обращалось в равен- 


ство, необходимо, чтобы @ — 


1 
чо 10 
было больше 0; кроме того, для этого 
неравенство (1) должно обращаться в 
равенство—н, значит, все М; „ должиы 





Рис. 4. 
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быть равны 0, и все М,;; должны 


— “и — 


иметь одну и ту же величину 


—-5. Но если все Му» = 0, то каж- 


дую заплату площади © (например, 
заплату М,;) «заплаты на заплате» 


1 
ыы Мзз, М:4 и М: ь площади >-@— 


— 76 должны покрывать уже без пе- 


И что возможно только, если 
4 (1х — 3) = и, значит, & < 21, 
(ср. с разбором выше случая обраще- 
ния функции ру (©) в 0). 

Таким образом, нам удалось про- 
должить и функции у = р @): 


Ь (@) > 


Далее нам придется обратиться 
к неравенству (7) (с. 15), явивше- 
муся основным инструментом реще- 
ния задачи М185. Из этого неравен- 
ства вытекает, что 


Ум, =2УмМ, — зм = 
а) — 8—3, 
откуда 


<) > 


ее (10) выполняется при 
всех < (т.е. график функции и= р; (а) 


<а=2 


при варке, 


‚това 3) = =. (10) 


3 
целиком лежит над прямой у=@— тс; 


рис. 7); однако в равенство оно об- 
рацается лишь при */, <“ = */, 
(см. упражнение б,а). 

Далее нам придется применить 
формулу включеиий ин исключений 
уже не только к областям М; каф- 
тана, мо и к областям М; и М;д. 
Так, применяя эту формулу к каф- 
тану М,., покрытому тремя запла- 
тами . Му.4 н М,.в Получаем 


— РМ + в „2 Му щи 


Муза >= 
Выписывая 10 певбны неравенств, 
отвечающих 10 пересечениям М, 
заплат, и затем складывая их все, 
получаем (проверьте это!), что 


91 = 
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Рис. 7. 
Ум, — зум» +6 УМиы — 
—ЮМуззав >= 0. (П) 
Аналогично, применив формулу 


включений н исключений к кафта- 
му М,.з, покрытому двумя заплатами 
1234 И М,2з» Мы получим, что 


Музз — Мая -- М,ьзаз > 0. 


Складывая 10 таких неравенств, от- 
вечающих десяти «тройным пересе- 
чениям заплат? Му, получаем, на- 
конец, такое неравенство: 


=: 
УМиь — 4 Ми + 10М, „5 = 
>> 0. (12) 
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Рис. 8. 

Теперь мы имеем четыре неравен- 
ства (3’), (5), (11) и (12), связывающие 
одни и те же величины М, Ум, 


Ум,, У Ми», У Миы и М, 2заь- 


Сложив неравенства (3’); (5), умно- 
женное на 1/.; (11), умноженное на 
.. мы придем к неравенству 


- УмМ,+- т = УМ, 


— = Миа = 0, 


(13) 


из которого выпали как член У Ми». 


так и член У Мин. Из (13), очевидно, 
следует, что тем более 


м Ум, +-Уми=0 


и, значит, 


Ум, =зУМ, — 6М = 359) — 6, 

откуда 

Ь (© > 5 (15а — 6) =За-2. 
(14) 


Таким образом, график функции у = 
= [к @) лежит не ниже прямой у = 
— [22 =—=—> 


= в (рис. 8). 


Аналогично, складывая иеравен- 
ства (3’}; (5), умиоженное на 3/у; 


Рис. 9. 


(11), умноженное на 3/,.; (12), ум- 
ноженное на 1/,,, мы получим нера- 
венство 


—— УМ. +5 Мио, (15) 


из которого выпали все члены, кро- 


ме М, Ум, и УМи. Из (15), оче- 
видно, следует, что 


Уми => Ум, — 10М >= 4 (б®) — 
— 10 90% — М 
и, значит, 
= (20& — 10) = 2а — 1. 


Таким образом, график функции у = 
—=рь @) лежит не ниже прямой у = 
=2х — 1, то есть не ниже изображен- 
ной на рисунке 9 ломаной; нетрудно 
убедиться, что он совпадает с этой 
ломаной. 


Упражнения 


6. Докажите, что 


а) (а) =< — 1 при 2%5<4&=3/5; 
6) }5(@) = 3 а—-5- при 3/5 а 4/5; 
в) (а) = 2 — | при 45а 1. 


7. и функцию © 
а) }а (©); 6) В ©. 
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Случай п заплат 


Этот случай рассматривается анало- 
гично случаю л =5; изложим ко- 
ротко соответствующие рассуждения. 

Прежде всего ясно, что для того, 
чтобы л заплат М:, М., ..., М,, 
площадь каждой из которых не мень- 
ше ©, не перекрывались, надо, что- 


бы их общая площадь М; > па 


не превосходила площади М = 1 каф- 
тана; поэтому 


Ь (6) =0 при Ожаж-. 
Далее рассмотрим основное неравен- 
ство (4) (формулу включений и исклю- 
чений, с. 15). Из этого неравен- 
ства следует, что 

м-— Ум. + Уми>о0 
(почему?); и, значит, 
У ми = УМ, — М = па —1. 


А так как общее число «попарных пе- 
ресечеиий заплат» М,; в общем слу- 


(16) 


чае равно числу С? = лев. со- 
четаний из п по 2, то 
| 
р @) >в (И-П = 
2 2 
Нот 00 


При этом неравенство (17) может об- 
ращаться в равенство, только если 
обращается в равенство (16), то есть 
если в формуле включений и исклю- 
чений (4) обращаются в 0 все следу- 


ющие за Ум, } члены (и если, кроме 
того, все заплаты М; имеют площадь 
© и полностью покрывают кафтан М). 
Но в этом случае п — 1 «попарных 
пересечений заплат» М... Ма», ... 
... Ми покрывают заплату М, без 
перекрытий (ибо все Мик =0). А 
так как в этом случае все 
2 2 
Ми = п“ пи’ 
то 


2 2 
[тии <“, 
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и, значит, 
@ >> 1„). 


Далее нам придется применять 
формулу включений и исключений 
уже к заплатам М; (вместо всего каф- 
тана М), к их пересечениям Му, 
Мик и т.д. Применим, например, 
эту формулу к заплате М,, покрытой 
«заплатами второго порядка» М;., 

акк Ми: 


9% = 1/, (и, разумеется, 


а. »> Ми и, и 
+ М, ..„20 
(где, йа =, 3... м). 


Складывая п таких неравенств, от- 
вечающих заплатам М,, М,, .. 
получаем неравенство 


Ум, 2 Ум. +3У Ми, —...-+ 
а 
+ (— 1)" 1-я Муз .. 220 (18) 


(ср. с неравенством (5) на с. 15). Из 
неравеиства (4) н (18) нетрудно ис- 


ключить член УМ! и, — для этого 


*? пл» 


достаточно сложить (4) с умножен- 
ным на 1/3 неравенством (18): 


2 | 
МмМ-— — УМ», + УМи.- 
—3 
— УМииыи, ++ (- Их 
Хх Миаз... 20. (19) 
Из (19) следует, что 


1 
М- ЗУМ, + 3 УМы,>0 (19а) 


и, значит, 


Ум,..>2 М, —3ЗМ>2 (па)—3= 
=2ла— 3. 
Таким образом, 
1 
В (> .—р "а—3) = 
2 


ое а 
м. ы п(п— |)’ 


п] 
причем в равенство (20) обращается 
лишь при Ва (см. упр. 8). 


(20) 


Продолжая поступать так же, 
как выше, окончательно найдем 


97—11 г(г— 1) 
р (6) =2,—1е— п(п— 1) 


(21) 
при а гы, 9... п. 
п п 
Упражнения 


8. Докажите, что (20) ооеретоя вра- 
2 


венство лишь при < “= ---. 


6 
93°. Докажите, что {и (@) = та — 
| 3 ыы 
—®—1) ПРН м =“. 


10*. Докажите равенство (21). 


Дополнительные замечания 


1. Конечно, даже «общие» форму- 
лы (21) далеко не исчерпывают тема- 
тику этой заметки, ее можно продол- 
жать довольно далеко. 

2°. Метод «выравнивания 
заплатх. Задача М185 получила 
в письмах читателей «Кванта» до- 
вольно много решений; некоторые чи- 
татели формулировали и общую за- 
дачу о п заплатах площади, не мень- 
шей « на кафтане площади 1. Однако 
лишь В. Хонину из г. Первоураль- 
ска в его очень интересном письме 
удалось решить до конца эту «общую» 
задачу и найти формулы, по существу, 
равносильные формулам (21). При 
этом путь, которым шел В. Хонин, 
в корие отличен от развитого в на- 
стоящей заметке. Хонин исходит, по 
существу, из рисунка |, изображаю- 
щего «оптимальное» покрытие каф- 
тана пятью заплатами: из этого ри- 
сунка видно, что в самой выгодиой 
ситуации все части кафтана покрыты 
либо двумя, либо тремя заплатами, 
причем. все пересечення М;; заплат 
(леги=1,2,..., 5) и все пере- 
сечения М; равны между собой. 
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Исходя из этого, Хонин разрабаты- 
вает своеобразную процедуру «пе- 
рекройки» заплат с целью выравни- 
вания их площадей и площадей их 
пересечений, при которой искомая 
величина тах М,/ все время не уве- 
личивается; таким путем он доказы- 
вает, что и в общем случае «оптималь- 
ное» их расположение (к которому 
мы приходим в процессе постепен- 
ного «выравнивания» заплат) будет 
близко к рисунку 1, что позволяет 
ему найти формулы (21). При этом 
предложенный В. Хониным метод ре- 
шения задачи является весьма пер- 
спективным и в случае более сложных 
задач. 


Во время подготовки статьи к публи- 
кации в редакцию пришла заметка ученика 
Э класса из г. Львова А. Макаревнча, в кс- 
торой развнт подход к решенню задачи 
№185 ни ее обобщений, аналогнчный предло- 
женному В. Хониным. К сожаленню, из-за 
недостатка места мы не можем опубликовать 
эту нитересную заметку. 


3°. О методах «линейно- 
го програм ми рования». 
Рисунок 9 показывает, что решение 
«общей» задачи сводится к решению 
системы линейных неравенств, свя- 
зывающих величину и ( =р ()) с 
числом а. Вопросы,  сводящиеся 
к решению систем линейных нера- 
венств, играют болышую роль в совре- 
менных применениях математических 
методов к экономическим задачам; для 
их решения выработаны специальные 
методы — так называемые «методы 
линейного программирования» *). 
В 1968 году методы линейного про- 
граммирования применил для реше- 
ния «общей» задачи студент Москов- 
ского университета Сергей Пирогов, 
при этом ему удалось не только до- 
казать формулу (21), но и решить 
более общие задачи. 


иапример, популярную книгу: 
С. Гассе, Путешествие в страну линейного 
программирования, М., ир», 1973; см. 
также гл. 13 превосходной кннгн: А. Коф- 
ман, Р. Фор, Займемся ясследованием 
операцнй, М., «Мнр», 1966. 


*) Сы., 
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Почему-то все думают, что гравита- 
цию ослабить нельзя. Оказывается, 
сделать это очень просто. Представьте 
себе, что два одинаковых массивных 
шара насажены на легкий длинный 
жесткий стержень. Когда шары све- 
дены вместе и находятся на расстоя- 
нии К от центра Земли, они притяги- 
ваются к Земле с силой ЕР. Раздвинем 
шары, сохраняя расстояине от них 
до центра Земли прежним; на каж- 
ДыЙ шар теперь действует сила, рав- 


ная © (рис. 1). Но направлены эти 


силы к центру Земли, то есть под не- 
которым углом © друг к другу! 
А значит, результирующая сила Р»= 


[22 
= 0$ 2. Гантель притягивается 


слабее, чем материальная точка той 
же массы. 

Конечно, никакого ослабления 
гравитационных сил не происходит. 
Дело же в том, что равнодействую- 
щая гравитационных сил, приложен- 
ных к составляющим тело частицам, 
не равна арифметической сумме этих 
сил. Тело массы т в поле тяготения 
можно считать материальной точкой 
той же массы только в том случае, 
если оно однородно и имеет форму 
шара. Тогда сила, действующая 
на материальную `точку, помещен- 
ную в центре такого шара, равна 
силе, действующей на тело. Тем не 
менее, изучая движение тела в гра- 
витационном поле, обычно рассмат- 
ривают силы, действующие на мате- 
риальную точку. Это можно делать, 
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когда размеры тела малы по сравне- 
нию с расстоянием до Земли. В на- 
шем примере это условие не выпол- 
няется, но для заметного ослабления 
притяжения длина стержня должна 
быть достаточно велика. При этом 
силы притяжения шаров Землей прн- 
водят к внутренним упругим напря- 
жениям в стержне. 

Нельзя ли воспользоваться таким 
«ослаблением гравитации» для ка- 
ких-нибудь практических целей, ска- 
жем, для космических путешествий? 
Да, этот эффект можно приспособить 
для ухода с орбиты. Это показали 
советские ученые В. В. Белецкий и 


М. Е. Гиверц. 
Конструкция — «гравилета» — ко- 
рабля, работающего на принципе 


«ослабления гравитации», отличается 
от обычной. Главное отличие в том, что 
он состоит из двух массивных частей, 
оасстояние между которыми можпо 
менять. Корабль похож на очень 
длинную раздвижную гантель. 


| 


Е 
2 





Пусть при движении по орбите 
вокруг Земли частн корабля раздви- 
гаются и сдвигаются так, что угол & 
удерживается постоянным (рис. 2). 
(Чтобы удерживать заданный угол 
а, надо специально управлять ориен- 
тацией корабля, а не только сдвн- 
жением и раздвижением его частей.) 
Тогда сила, действующая ва гантель 
по всей орбите, отличается от силы, 
действующей на матернальную точку 
той же массы, постоянным множн- 


телем с0$ 


Иными ‹ словами, 


= 
р) * 
для гантели сила притяжения к Земле 


Г. Л 
равна не 17, те, 


© 
у’ == С0$ —-. Здесь у —гравитацион- 


где 


ная постоянная, 1 — масса гантелн, 
М — масса Земли, Ю — расстояние 
до центра Земли. 

Размеры корабля все-таки неве- 
лики по сравнению с расстоянием Ю, 
поэтому угол < довольно мал, то 


& 
есть величииа С0$—о близка к еди- 


нице. Все физические законы, спра- 
ведливые для материальной точки 
в поле тяжести Земли, справедливы 
и для нашего корабля, нужно только 
гравитационную постоянную у всю- 
ду заменять на у’. Так, потенциаль- 
ная энергия гантели в поле тяжести 


‚мм 
Земли будет равна 1’” : 


К 
Выполняются в нашем случае и 
все законы Кеплера. В частности, 
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орбита корабля должна быть эллип- 
сом, в одном из фокусов которого 
находится Земля. 

Пусть наш корабль движется по 
орбите с прижатыми друг к другу 
шарами. Что произвойдет, если бы- 
стро раздвинуть шары на угол & 
в перигее *)?  Гравитационная по- 


[22 
стояиная изменится в с0$— 


2 
уменьшится н потенциальная энер- 
гия корабля. Значит, его кинетиче- 
ская энергия увеличится. Корабль 
пойдет по новой орбите, тоже по 
эллипсу, но немного большему. Так 
как \}’ все же крайне мало отлича- 
ется от 7, то в апогее он удалится от 
Земли тоже крайне незначительно, 
а в пернгее вернется в ту же точку. 

Чтобы выбрать правильную так- 
тнку ухода с орбиты, разберемся, 
как меняется скорость при движении 
по орбите. На первой половине эл- 
лниса, от перигея до апогея (рис. 3), 
сила притяжения направлена под 
тупым углом к скорости, поэтому 
скорость уменьшается по величине. 
От апогея до перигея скорость все 
время увеличнвается, потому что сила 
притяжения направлена под острым 
углом к скорости. На одной половине 
эллипса сила тяготения тормозит ко- 
рабль, на другой — его разгоняет, 
причем работы по разгону и тормо- 
женню равны по величине. 


раз, 








*) Перигей — точка орбиты, блнжайшая 
к Земле. Апогей — самая удаленная от Земли 
точка орбиты. 


` Рис. 3. 
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Рнс. 4. 


Теперь становится ясно: нужно 
ослабить силу притяжения в то время, 
когда она тормозит корабль, и вер- 
нуть ей прежнее значение, когда она 
корабль разгоняет! Для этого в 
перигее нужно быстро развести шары 
на угол © и удерживать этот угол до 
апогея, а в апогее свести шары вме- 
сте, в перигее снова их раздвинуть 
и так далее. Работы по разгону и 
торможенню перестанут компенси- 
роваться, раз за разом энергия ган- 
тели будет увеличиваться, и корабль 
сможет уйти от Земли. 

Прежде чем приступать к деталь- 
ному расчету, опишем траекторию 
нашего «пульсирующего» корабля. 
Ока состоит из половинок эллипсов, 
у которых расстояния в апогее уве- 
личиваются, а в перигее уменьша- 
ются. (Как именно, будет ясно из 
дальнейшего.) По мере уменьшения 
перигейного расстояния скорость в 
геригее растет, ибо момент импуль- 
са гантели все время остается постоян- 
ным. При увеличении скорости сил 
притяжения может уже не хватить, 
чтобы завернуть траекторию, и ко- 
рабль уйлет от Земли по параболиче- 
ской или гиперболической траекто- 
рии. 

Если частица с массой т движется 
в поле тяжести Земли (точка О на 
рисунке 4} со скоростью ч, то ее им- 
пульс р равен то и направлен по 
касательной к траектории. Опустим 
из центра Земли перпендикуляр на 
прямую, определяемую импульсом. 


24 


НЕр:ЛКуап.тссте.ги 


Длину этого перпендикуляра р на- 
зывают прицельным параметром. Мо- 
ментом импульса Г. называется. про- 
изведение т. Так как момент силы 
тяжести относительно центра Земли 
равен нулю, момент импульса ча- 
стицы не изменяется при движеннн. 
Величина у == р называется момен- 
том скоростн. В двух точках орби- 
ты —в апогее и в перигее — при- 
цельный параметр совпадает с рас- 
стоянием до центра Земли *). 
Начнем последовательно вычис- 
лять скорости и расстояния в пери- 
геях и апогеях. Момент импульса оста- 
ется неизменным, а изменение кине- 
тической энергии на каждой поло- 
вине эллипса равно работе в поле 
тяжести Земли. Только при движении 
от перигея к апогею нужно в формуле 
для работы использовать *\’, а прн 
движении от апогея к перигею — 
\). Обозначим последовательно пе- 
иген и апогеи буквами П., А., 
, А, ит. п. Скорости и расстояния 
до центра Земли в перигее обозначим 
0, Го; 9, Га, а в апогее — У, Юз; 
У, Ю, итд. 
Запишем закон сохранения мо- 
мента импульса: 
Е — ТооГо = туУоЮо — тит — 
=ту,А,. 
Г 
Введем момент скорости У\=-м 
и выразнм расстояния через скорости: 


И | У 1 1 

















пе В Ш НА 
Согласно закону сохранения 
энергии 
2 ‚ 
ти тУо Ч утМ утм 
2 м 7 5 Го ыг Ю у 


Сокращая на массу т и выра- 
жая расстояния через скорости, по- 
лучим 
2м 


2 2 
96 Ув = $ 





(9% — У). 








*) Закон сохранения момента импульса 
эквивалентен закону площадей Кеплера. 
(Смородннский Я. А. Движенне 
планет. «Квант», 1971, № 1) 





Рис. 5. 


Отсюда ы 
$ 2’ 
о -- Уо == Ё ; 





м 
Обозначим 2 через ш”, тогда 


9 -+- Иов и. (1) 


Совершенно аналогично при перехо- 
де от апогея А’ к перигею ГП, получим 


Ув о, =, (2) 
где ши. Из равенств (1) и 
(2) следует, что 
9, —ш=ш—ы. 
Это означает, что за один 


оборот вокруг Земли скорость воз- 
растает На постоянную величину 
ши’. 

Теперь нетрудно построить гра- 
фики зависимости скоростей и рас- 
стояний в перигее и апогее от чис- 
ла оборотов п (рис. 5, а, 6). 

После п оборотов 
и = щ п (м — и}, 
У = У, — пм — ши), 


НЕр:ИКуапетссте.ги 


% 
пы в, 
У 
Ву ив 
Из анализа этих зависимостей 
видно, что в тот момент, когда ско- 
рость в перигее превзойдет ш’, наш 
корабль уже не вернется к Земле. 
Что это за скорость о = ш”? В 


М 
перигее &’ =2у’ —;. Подставим у = 


—= ги. Получим 9—2’, отку- 
ги 
да = М. Значит, и = и’ — 
{ Га 


это вторая космическая скорость иа 
расстоянии г от центра Земли. Те- 
перь стал ясен смысл м и и’— это 
вторые космические скорости для у и 
у’ при заданном моменте импульса 
рые ПА, 

А теперь давайте обсудим, на- 
сколько реален такой космический 
корабль. Если он имеет длину [на 


У 
орбите радиуса А, то “7. 
& 
Тогда, так как для малого @& ©с0$-5-я> 


1 га \? 
1—5 (=) ‚ получим относительное 


у 
ТУ _ 80: - 
Для корабля длиной около 20 м на 
орбите радиуса примерно 10 000 км 
относительное ослабление гравита- 
ции всего 0,5. 10—12. Но для корабля 
длиной около 200 км эффект уже 
значителен — 0,5.10-3. Такому ко- 
раблю для того, чтобы уйти от Земли, 
нужно немного больше года. 

Интересно, что чем меньше ра- 
диус начальной орбиты, тем быстрее 
корабль покинет Землю. Ведь за 
то же время он успеет совершить 
большее число оборотов, причем на- 
чиная с большей скорости. Чем силь- 
нее корабль притягивают, тем быстрее 
он уходит. По расчетам В. В. Бе- 
лецкого, с расстояния двадцать тысяч 
километров от центра сверхплотной 
звезды Сириус В космический ко- 
рабль длиной 200 км смог бы уйти 
всего за полтора часа. 


‚маны в 
отличие сил притяжения 
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МАТЕМАТИЧЕСНИЙ 
НРУЖОН 


Игра в 15 


О. Г. Долгов 





— Так это же известная задача! 

— А как она решается? 

— Да нет! Условие известное, 

. а решения я не знаю... 
Милг. Дналогн 


1. Слово Сэму Лойду 

В «Кванте» уже рассказывалось о 
книге Мартина Гарднера «Матема- 
тические досуги» («Квант», 1973, 
№ 6). 33-я глава «Досугов» называ- 
ется «Игра в 15 и другие головолом- 
КИ». 

В плоской квадратной коробочке 
лежат 15 шашек с номерамн. «Нор- 
мальное» расположение шашек пока- 
зано на рисунке 1. На рисунке 2 по- 
казано другое расположение: шашки 
с номерами 14 ин 15 переставлены. 
Нужно, передвигая по очереди по 
одной шашке, перевестн это располо- 
жение в «нормальное». Шашки пе- 


редвигают на свободное соседнее ме- 
сто, вынимать их из коробочки не 
разрешается. 

гру в 15 изобрел в семидесятых 
годах прошлого века Сэм Лойд. По- 
вальное увлечение ею быстро охва- 


тило Англию, а потом перекинулось 
ин через Ла-Манш. Свой рассказ об 
этом Гарднер иллюстрирует цитатой 
из самого Лойда: 

«Люди буквально помешались на 
этой головоломке. Из уст в уста пере- 
давались рассказы о лавочнике, за- 
бывшем открыть свою лавку, о свя- 
щеннике, простоявшем под уличным 
фонарем долгую зимнюю ночь в на- 
дежде припомнить, как ему удалось 
решить задачу... 

Один известный редактор из Бал- 
тимора рассказывает, что как-то раз 
он ушел в полдень на ленч и лишь 
поздней ночью был обнаружен вко- 
нец отчаявшимися сотрудниками га- 
зеты сидящим за столом и гоняющим 
взад — вперед по тарелке маленькие 
кусочки пирога!» 

В 1879 году была опубликована 
математическая теорня игры в 15, 
после чего игра быстро вышла из 
моды. 

Математическую теорию, подор- 
вавшую интерес к головоломке Лой- 
да, Гарднер в своей книге не изла- 





гает. Между тем теория эта проста 
и поучительна. 


2. Четные и нечетные перестановки 


Расположим числа 1, 15 в про- 
извольном порядке. Например, так: 


1, 2, 3, 4, 8, 7, 6, 5, 9, 10, И, 
12, 15, 14, 13, (1) 
или так: 


1.238087. 6,5, 9.10; И, 
12, 14, 15, 13. (2) 


Каждое из подобных расположений 
называется перестановкой. 

Будем говорить, что в данной пере- 
становке числа фи } образуют беспо- 
рядок, если [>], но Е стоит в этой 
перестановке левее }. 

Пример. Числа 8 и 6 в пере- 
становке (1). 

Назовем перестановку четной (не- 
четной), если в ней четное (нечетное) 
число беспорядков. 

Примеры. В перестановке 
(1) — девять, а в перестановке (2) — 
восемь беспорядков, так что (1) — 
нечетная, а (2) — четная переста- 
новка. 


3. Перестановки и игра в 15 


Начертим на коробочке для игры 
в 15 такую ломаную, как на рисунке 


3. Пройлем по этой ломаной из левого 
верхнего угла коробочки и выпишем 
номера шашек, которые мы будем 
последовательно проходить. 

Если шашки рас- 
как на рисунке 1, 


Примеры. 
положены так, 
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то мы получим перестановку (1); 
для расположения на рисунке 2 по- 
лучится перестановка (2). 

Проходя через пустую клетку, 
мы не пишем никакого номера. ГПо- 
этому одна и та же перестановка 
соответствует шестнадцати различ- 
ным расположениям шашек в коро- 
бочке. Например, перестановка 

}, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 

12, 13, 14, 15 
соответствует любому из расположе- 
ний на рисунке 4. 

При игре в 15 шашки можно пере- 
двигать по горизонталям и вертика- 
лям, занимая соседнюю пустую клет- 
ку. Если шашка передвигается по 
горизонтали, то и старому, и новому 
расположенню соответствует, оче- 
видно, одна и та же нерестановка 
(рис. 4, а, 6). Если шашку передви- 
гают по вертикали, то может случить- 
ся, что перестановка не меняется 
(рис. 4, 6, в), но обычно старому 
и новому расположению соответст- 
вуют разные перестановки (рис. 5). 

Однако этн перестановки всегда 
имеют, оказывается, одичаковую чет- 
ность (либо обе четные, либо обе 
нечетные). 

Проверим это сначала в случае, 
изображенном на рисунке 5. Распо- 
ложению на рисунке 5, а соответст- 
вует перестановка 


Е ОА но (а) 
расположению на рисунке 5, 6 — 
перестановка 

‚ 5; БОТЫ Э-:- (6) 


(многоточия заменяют совпадающие в 
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(а) и (6) числа). При переходе от (а} 


к (6) один беспорядок (11, 10) исче- 
зает и три новых (10, 6), (10,5) 
и (10, 9) возникают. Общее число 
беспорядков возрастает на 2, так что 
(а) и (6) имеют действительно одина- 
ковую четность. 

В общем случае, когда шашку 
с номером п передвигают с клетки А 
на пустую клетку В (рис. 6), дока- 
зательство проводится совершенно 
аналогично. На участке ломаной меж- 
ду А и В располагается всегда четное 
число шашек. Пусть у т из них но- 
мера меньше п, у А — больше п; 
тогда т беспорядков при передвиже- 
нии шашки исчезает и А беспорядков 
возникает. Общее число беспорядков 
изменяется на А — т. Это — четное 
число, так как по условию число 
& --- т четно. Таким образом, пере- 
становки, соответствующие старому 
и новому расположению, обязательно 
имеют одинаковую четность. 


4. Неразрешимость головоломки 
Лойда 


Перестановки (1) и (2), соответствую- 
щие расположениям шашек на ри- 
сунках 1 и 2, имеют разную четность. 
Значит, эти расположения нельзя 
получить друг из друга: головоломка 
Лойда неразрешима. 


5. Выйдет — не выйдет? 


Ну, а если произвольно расположить 
шашки в коробочке? В каких случаях 
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головоломка выйдет (расположение 
удастся перевести в «нормальное»), 
а в каких — не выйдет? 

Мы уже знаем: если перестановка, 
соответствующая расположению, чет- 
ная, то головоломка заведомо не 
выйдет. А если нечетная? Тогда, 
оказывается, обязательно выйдет. 

Доказывать это утверждение мож- 
но по-разному. Ниже мы сделаем это 
примерно таким же способом, как 
С. Бобров в своей книге «Волшебный 
двурог» *). 


6. Как перепрыгнуть через две шашки 


Начертим на коробочке замкнутый 
путь в виде буквы П (рис. 7): Вдоль 
этого пути шашки можно передви- 
гать одну за другой, «гуськом». Та- 
ким образом, можно, например, рас- 
положение, изображенное на рисун- 
ке 8, а, постепенно перевести в «нор- 
мальное» (рис. 8, б, в, г, 9). Это уда- 
ется сделать потому, что относитель- 
ный порядок шашек вдоль пути П 
(начиная с шашки 1, по часовой стрел- 
ке) одинаков: 

То, 5 в: 1. ТЕ, 7.6 

10, 14, 13, 9, 5}. 

Пусть теперь для некоторого рас- 
положения шашек этот порядок иной, 
и пусть мы хотим это расположение 
перевести.в «нормальное». Для этого 
нам хорошо бы научиться целена- 
правленно изменять порядок шашек 
вдоль пути П. 


*) Бобров С. Волшебный двурог. 
Детгиз, 1946, с. 29—41, 89—117. 








Ниже мы укажем прием, с по- 
мощью которого это можно делать. 

Пусть шашки с номерами 2, | нА 
стоят друг за другом вдоль пути П 
(рис. 9, а). Передвигая все шашки 
«гуськом» вдоль П, легко добиться, 
чтобы шашки $, }, Ё и пустая клетка 
В расположились так, как на ри- 
сунке 9, 6. Передвигая теперь шаш- 
ку { на пустую клетку В, мы из 
порядка {..., Кр А, ...} полу- 
чим порядок {.., ЛА... 
шашка с номером { «перепрыгнула» 
по часовой стрелке через две сосед- 
ние: | ик 
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Так же просто заставить любую 
шашку «прыгнуть» через две сосед- 
ние против часовой стрелки. На- 
пример, чтобы на рисунке 9, а шашка 
Е «перепрыгнула» через фи }, нужно 
сначала передвинуть шашки «гусь- 
ком» вдоль пути П в положение, 
изображенное на рисунке 9, в, а за- 
тем передвинуть шашку А на пустое 
место В. 

Итак, мы указали прием, с по- 
мощью которого можно заставить 
любую шашку «прыгнуть» через две 
шашки, стоящие на пути П рядом 
с ней. 
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7. Все, 
С. помощью этого приема легко пере- 


кроме двух, — по местам! 


вестн любое расположение шашек 
в одно из двух расположений, приве- 
денных на рисунках 10, а, 6. 

Прежде всего поведем вдоль пути 
шашку 2 к шашке 1. Перепрыги- 
вая против часовой стрелки через 
две шашки столько раз, сколько 
понадобится, доведем ее либо до 
«своего» места (рядом с «единнцей»), 
либо до соседнего (между ней и шац- 
кой 1 останется некоторая шашка й,— 
в обоих случаях остановимся в тот 
момент, когда следующий прыжок 
был бы через шашку 1. Если между 
«двойкой» и «единицей» останется 
шашка #, заставим ее прыгнуть через 
две шашки (в том числе через «двой- 
ку?) по часовой — стрелке, — тогда 
«двойка» очутится рядом с «единицей» 
(причем с нужной стороны). 

Затем таким же способом подве- 
дем «тройку» к «единице» и «двойке». 
Потом «четверку» — к «единице», 
«двойке» и «тройке». И так далее — 
вплоть до шашки 13. 

Передвигая после этого все шашки 
«гуськом» вдоль П, придем к одному 
нз двух расположений, изображен- 
ных на рисунке 10. 


8. Хорошие и плохие расположения 


Все расположения шашек разбились, 
таким образом, на два класса. Рас- 
положения 1-го класса можно пере- 
вести в такое, как на рисунке 10, а, 
расположения 2-го — в такой, как 
на рисунке 10, 6. 
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Подумаем, почему отсюда следует 
утверждение, сделанное в п. 5, и что 
еще отсюда следует. 

Если некоторое расположение Р 
можно перевести в расположение О, 
то и обратно, @ можно перевести в 
Р. Поэтому все расположения 1-го 
класса можно перевести друг в друга. 
Согласно п. 4 соответствующие им 
перестановки — одинаковой четности, 
причем нечетные, так как располо- 
жению на рисунке 10, а соответствует 
нечетная перестановка 

2, 5, 10 ДЛ, 15, №2; 9, 

6, 7, 8, 13, 14 
‹тринадцать беспорядков). 

Точно так же переводятся друг 
в друга и все расположения 2-го 
класса, причем им соответствуют чет- 
ные перестановки. 

Тем самым, «нормальное» распо- 
ложение относится к 1-му классу, 
а расположение на рисунке 2 — ко 


2-му. Назовем расположения 1-го 
класса хорошими, а 2-го класса — 
плохими. 


Подведем итог доказанному. 

Хорошие расположения — это те 
н только те, которым соответствуют 
нечетные перестановки, все их можно 
перевести в расположение, изобра- 
женное на рисунке 1. 

Все остальные расположения пло- 
хне, им соответствуют четные пере- 
становки, их нельзя перевести в рас- 
положенне, изображенное на рисунке 
1, и можно перевести в расположение, 
изображенное на рисунке 2. 


Замечание. Соображения, приве- 
деиные в п. бивп. 7, фактически позволяют 


БЕр:/Куап.тссте.ги 


ее 


|] 
| 
ь 


| 





перевести любое хорошее расположеине в 
«нормальное», однако вовсе не указывают, 
как добиться цели скорейшим путем. По- 
следний вопрос мы оставляем в стороне и за- 
ннматься им не будем. 

Вместо этого подумаем, каких располо- 
жений больше: хороших или плохих? 


9. Перед зеркалом 


Поставим коробочку с «нормальным» 
расположением шашек перед зерка- 
лом (рис. 1). Нарисуем на коробоч- 
ке такую ломаную, чтобы ее зеркаль- 
ное отражение выглядело так же, 
как на рисунке 3. Расположению К, 
которое мы увидим в зеркале, соот- 
ветствует четная перестановка 
4, 3,2, 1,5, 6, 7, 8, 12, 11, 10, 
9, 13, 14, 15 


(двенадцать беспорядков). 
расположение К плохое. 

Пусть Х — любое хорошее рас- 
положение. Докажем, что располо- 
жение У, являющееся его зеркаль- 
ным отражением, плохое. Последова- 
тельно перемещая шашки, переведем 
расположение Х в «нормальное» перед 
зеркалом. Тогда в зеркале располо- 
жение У перейдет в Ю. Расположение 
Ю плохое, значит, и У плохое. 

Так как, кроме того, каждое хо- 
рошее расположение отражается в 
зеркале по-свсему, то тем самым до- 
казано, что хороших расположений 
столько же, сколько плохих. 

Одновременно доказано, что чет- 
ных перестановок столько же, сколь- 
ко нечетных. 


Упражнения 
1. В учебниках по высшей алгебре ра- 


Значит, 


венство числа четных перестановок числу не- 
четных устанавливается обычно при помо. 
щи понятия «транспозиция». Ниже мы рас- 
сматриваем перестановки не из 15, а из п чн- 
сел: 1,..., и. Четность и нечетность таких 
перестановок определяется так же, как в п. 2. 

Определенне. Если в некоторой 
перестановке поменять местами какие-ни- 
будь два числа (не обязательно стоящие ря- 
дом), то получится новая перестановка. Это 
преобразование перестановки называется 
транспозицией. 

а) От любой перестановки из чисел 
',.... Л можно перейти к любой другой пе- 
рестановке из тех же чисел при помощи неско- 
льких транспозиций. Проверьте это. 

6) Докажите, что всякая транспознция 
меняет четность перестановки (четную пере- 
становку переводит в нечетную, а нечет- 
ную —в четную). 

в) Выведите отсюда, что при п 2 
четных перестановок из чисел 1,..., Я столь- 
ко же, сколько нечетных. 

2. Докажите, что число всех перестано- 
вок из чисел 1,..., п равно произведению 
1.2..... п (это произведенне обознача- 
ется п!; читается: «эн-факториал»). 

С ростом п число п! возрастает 
необычайно быстро, например, 15 = 
-= 1 307 674 368 000. 

3. С помощью понятня «транспозиция» 
можно по-новому доказать неразрешимость 
головоломки Лойда. 

Обозначим пустое место в коробочке чнс- 
лом 16. Тогда любому расположенню шашек 
соответствует некоторая перестановка из чис- 
сел 1, ..., 16. Четность такой перестановки 
лри каждом передвижении шашки на свобод- 
ное место меняется (согласно упр. 1, 6). 
Перестановки, соответствующие расположе- 
ниям, изобреженным на рисунках 1 и 2, 
по-прежнему имеют разную четность (снова 
согласно 1, 6)). Значит, если бы от одного нз 
этих расположений можно было бы перейти 
к другому, то при этом пришлось бы сделать 
нечетное число передвижений шашек. Это, 
однако, заведомо невозможно! Почему? 

4. Докажите следующее утвержденне, 


‘являющееся уснлением упражнения 1, а): от 


Рис. [2. 


Рис. 15. 


любой перестановкн из чнсел |,..., п можно 
перейтн к любой другой перестановке из тех 
же чисел, меняя местами только соседние 
числа. | 

5. Двухэтажная игра в 31. 
В коробочку с размерами 2 Х 4Х 4 поло- 
жим 31 кубик «в 2 этажа»: 16 кубиков вни- 
зу, 15 — наверху. Одно место в коробочке 
оставим пустым. 

На кубиках напишем номера: 1, ..., 31, 
причем на каждом кубике напишем его номер 
дважды: на верхней и нижней грани. 

Дно и крышку в коробочке сделаем про- 
зрачными и напротив каждого кубика про- 
делаем отверстия (такие, чтобы кубики через 
них не пролезали, но их легко было передви- 
гать, не вынимая нз коробочки). Теперь 
коробочку можно как угодио переворачн- 
вать: у нее больше. нет «постоянного верха» и 
«постоянного инза». Кубики можно переме- 
щать по каждому этажу и передвигать с 
этажа на этаж. 

Получилась «двухэтажная игра в 31». 
Разработайте теоркю этой игры. 

6. Игра в 15 на цилиндре. 
Полый цилиидр (рис. 12) разрежем на 16 оди- 
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наковых изогнутых шашек, проведя 4 верти- 
кальных и 3 горизонтальных разреза. Одну 
шашку выбросим. Остальные перенумеруем 
числами 1,..., 15 и поместим в специальную 
коробочку в форме полостн между двумя цн- 
линдрами. Во внешнем прозрачном пилиндре 
проделаем 16 отверстий — «нгра в 15 на ци- 
линдре» готова (рис. 13). 
ак и в обычной игре в 15, шашки раз- 

решается передвигать по одной ка свободное 
соседнее место; кроме того, разрешается од- 
новременно поворачивать 4 шашки (рис. 14), 
как обойму шарикоподшипника. 

Можно ли любое расположение шашек 
перевести“в любое другое? 

Замечание. Не обязательно делать 
коробочку и шашки цилиндрическими. Мож- 
но использовать обычную нгру в 15, разре- 
шив дополнительно «циклические сдвиги 
строк» (рис. 15): например, «циклический 
сдвиг 1-Й строки» переводит расположение, 
изображенное на рисунке 15, а, в расположе- 
ние, изображенное на рисунке 15, б- 

Последнее замечание поможет вам спра- 
виться с упражнением 6 н облегчит нам фор- 
мулировку следующей задачи. 


Рис. 16. 
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Рис! 13. а) 





7. Игра в 1бна торе. Чтобы сде- 
лать из прямоугольника цилиндр, нужно скле- 
ить противоположные вертикальные края. 
Если после этого склеить и противоположные 
горизонтальные края (рис. 16), получится 
тор (поверхность бублнка). 

Чтобы изготовить «игру в 16 на торе», 
не обязательно вырезать шашки из бублика. 
Достаточио в обычной игре в 15 заполнить 
пустую клетку шашкой с номером 16 и разре- 
шить «циклические сдвнги и строк и столбиов» 
(рис. 17). 

2) Можно ли такими сдвигами перевести 
расположение, изображенное на рисунке 18, а, 
Ь Г ОАОЛОЖЕН, изображенное на рисунке 

‚ 6? 

6) Можно ли любое расположение пере- 
вести в любое другое? 

в} Решите общую задачу об игре в п? 


на торе. 
№ * 


# 
Эта статья была уже подготовлена к пуб- 


ликации, когда редакция «Кванта» получила 
письмо об игре в 15 от школьника — деся- 


тнклассника А. Григоряна. Имя Саши Гри- 
горяна, ученика бакинской средней школы 
№ 211, знакомо нам давно: он регулярно 
присылает решения задач в «Задачник «Кван- 
та» н является одним из победителей прошло- 
годнего конкурса «Кванта». В письме про 
игру в 15 Саша четко и правильно излагает 
самостоятельно разработанную им теорию 
этой игры (близкую к теория, описанной в 
статье). Редакция благодарит А. Григоряна 
за интересное письмо и желает ему новых 
успехов. 
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задачник фанта 





Решения задач из этого номера можно посылать не позднее 1-го апреля 1974 г. по адресу: 
117071, Москва В-71, Ленинский проспект, 15, издательство «Наука», журнал «Квант». 
После адреса на конверте напишите, решения каких задач вы посылаете, например: 
«Задачник «Кванта», М246, М247» илн «... Ф258». Решения задач по каждому из 
предметов (математике и физике), а также новые задачи просьба присылать в отдельных 
конвертах. Задачи из разных иомеров журнала присылайте в разных конвертах. В письмо 
вложите конверт с иаписаниым на нем адресом (в этом конверте вы получите результаты 
проверки ваших решений). Условия оригинальных задач, предлагаемых для публикации, 
присылайте в двух экземплярах вместе с вашими решениями этих задач (на коиверте по- 
метьте; «Задачник «Кванта», новая задача по физике» ИЛИ «... новая задача по ма- 


тематике»). 


После формулировки задачи мы обычио указываем, кто предложнл нам эту задачу. Ра- 
зумеется, не все эти задачн публикуются впервые. Нанболее трудные задачи отмечены 


звездочкой. 


Задачи 
№246 —М250; Ф258—Ф262 


М246. На плоскости даны две 
прямые 11 и п и точка О. Постройте 
треугольник, две высоты которого 
лежат на данных прямых т и п, 
а центр описанной окружности нахо- 
дится в точке О. 

Ю. А. Грязнов 


М247. Квадрат 6х 6 нужно запол- 
нить 12 плитками, из которых № 
имеют форму уголка, а остальные 
12 — Е — прямоугольника (см. рис. 1). 
Прн каких К это возможно? 

Э. Туркевич 


М248. В выпуклый п-угольник 
А.А,...А, вписан мп-уголь- 


ЕЕ 


Рис. 1. 
348 


ник В,В,...В,, площадь кото- 
рого равна Р (вершина В; лежит на 
стороне А.А, дляЁ=1,2,... 

., п], авершина В, — на А А,). 


Около того же п-угольника 
А.А,...А, описан п-уголь- 
ник С.С, ...С,„, площадь кото- 


рого равна @, так, что 
С.С. | В.В», С.С: | 1В›Вз, А 


--- С.С, ПВаВа 








Рис. 3. 


(вершина А; лежит на стороне С_,С; 
для [ =2,..., тп, а вершина А, — 
на стороне С„С,, см. рис. 2). Найдите 


площадь — п-угольника Аве... 
Е И. А. Киинир 
М249*. На ребрах А'Р’ ин С'О’ 
куба АВСРА’В'С’Р’ выбирают две 


точки К и М так, что плоскость 
КОМ касается шара, вписанного в 
куб (рис. 3). Докажите, что величина 
$ двугранного угла при ребре В’) 
тетраэдра В’ОКМ не зависит от 
выбора точек К и М. Найдите эту 
величину Ф. 

И. Ф. Шарыгин 


М250. а) * При дворе короля Ар- 
тура *) собрались л рыцарей. Неко- 
торые из них враждуют друг с дру- 
гом, но у каждого рыцаря не менее 


п > 
> друзей среди собравшихся. Дока- 


жите, что Мерлин — советник короля 
Артура — может усадить рыцарей за 
круглым столом так, чтобы рядом 
с каждым сндели его друзья. 

6) Докажите, что если у каждого 
рыцаря четное (и, конечно, положи- 
тельное) количество друзей, то Мер- 





*) См. Марк Твен. Янки при дворе 
короля Артура. 
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лин можег рассадить рыцарей за 
несколько круглых столов так, что- 
бы никто не сидел рядом со своим 


врагом {у Артура есть столики на 
двоих, на троих н т. д.). 


Ф258. Кольцо из тонкой прово- 
локи разрывается, если его зарядить 
зарядом @. Диаметр кольца и диа- 
метр проволоки увеличили в 3 раза. 
При каком заряде будет разрываться 
это новое кольцо? 


Ф259. Тонкостенный — цилиндр 
катится по горизонтальной плоскости. 
с ускорением а. Брусок А, размеры 
которого малы ло сравнению с ра- 
диусом цилиндра, скользит по внут- 
ренней поверхности цилиндра так, 
что угол между радиусом-вектором 
точки А ин вертикалью остается по- 
стоянным. Найти этот угол, если ко- 
эффициент трения бруска о поверх- 
ность цилиндра равен А. 


Ф260. На вход схемы (см. рис. 4) 
подаются прямоугольные импульсы 
напряжения величиной (о и длитель- 
ностью т. Период повторения им- 
пульсов 7 (рис. 5). Найти установив- 
шееся через очень много периолов 


Увх В 


Рис. 4. 





Рис. 5. 
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напряжение на конденсаторе, если 
в течение перчода напряжение на 
конденсаторе изменяется очень мало. 


$261. На границе раздела двух 
жидкостей с разными плотностями пла- 
вает, погрузившись в нижнюю жид- 
кость на глубину Й. толстостенный 
стакан с тонким дном. Стакан запол- 
нен доверху верхней жидкостью. 
Внешний радиус стакана Ю, внут- 
ренний — г. В дне стакана появилась 
дыра. Насколько изменится глубина 
погружения стакана после того. как 
жидкость перестанет втекать в него? 


$262. Тонкостенный — цилиилрн- 


ческий стакан, имеющий тонкое дно, 
закрыт невесомым тонким поршнем. 
Между поршнем и дном в стакане 
вставлена пружина. Внутри стакана 
находится воздух при атмосферном 
давлении ро. Стакан плавает в воде, 
как показано на рисунке 6, расстоя- 





ние от поверхности воды до поршня 
равно [;, глубина погружения ста- 
кана равна [5.. Площадь поршня $, 
жесткость пружины А, плотность во- 
ды о. На какую максимальную глу- 
бину можно погрузить стакан под 
воду, чтобы он еще мог всплыть? 
Объемом пружины пренебречь. 
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Решения задач 


М205—М207, Ф213—$?217 


М205. 24 студента решали 25 задач. 
У преподавателя есть таблица 24 955, 
в которой записано, кто какие задачи решил. 
Оказалось, что каждую задачу решил хотя 
бы один студент. Докажите, что 

а) можно отметить некоторые задачи 
«галочкой», так что каждый из студентов 
решил четное число (в частности, быть мо- 
жет, нуль) из отмеченных задач; 

6) можно отметить некоторые из за- 
дич знаком «--» а некоторые из осталь- 
ных знаком «—», и приписать каждой зада- 
че некоторое целое число баллов, так, что каж- 
дый студент набрал поровну баллов за за- 
Эачи, отмеченные знаками «-Н» и «—». 


Обе задачи а) и-б) легко решить с по- 
мощью теоремы о системах линейных урав- 
нений. Сначала сформулируем подходящим 
образом задачу 6). 

Пусть число студентов — 71, задач — л. 
Зададим числа ар (1: т, 15 уп) 
следующим образом: а;; равно 1, если :-й 
студент решил ]/-ю задачу, и 0, если нет. Мы 
должны доказать, что существуют такие це- 
лые числа х; (1 < } = л) — положительные, 
стрицательные и нули, что 


а1ах: + а12х2 --.-. т @ихи = 0, 
ах, | @зах. +... а2пхи = 0, 
анх: | ах. +... ашхи = 0, (1) 
атахи + @т2Хз +... - атихя = 0 


или, короче, для каждого фот 1 до т 


п 
р ах; = 0. 
= 
Действительно, если мы припишем /-й 
задаче знак числа х; и количество баллов, 
равное |хЛ (а задачи, для которых х) = 0, 
пропустим), то Е-е уравнение в (1) как раз 
будет означать, что Е-й студент решил  «по- 
ложительные» задачи и «отрицательные» за- 
дачи с одной и той же суммой баллов. 
Конечно, система уравнений имеет оче- 
видной решение х, = х,=...= х=0 
(его называют тривиальным), но нас оно не 
интересует: хотя бы одна задача должна быть 
отмечена знаком «--» или «—». 
Теорема. Если т < п, то система 
уравнений (1!) всегда имеет нетривиальное 


решение (хо = ху причем х; выражается 


через числа в;) и число | с помощью четырех 
арифметических действий. 
Доказательство проведем нн- 
дукцией по т. Для т = 1 мы имеем одно 
уравнение (с п 2 неизвестными): 


ах, + вх. Е... Тая, = 0. 
Если а:: = 0, можно взять 

0 — о > 40. о 

Хх = 1, хо = хз =... == = 0, (2) 
Если а: 54 0, то можно взять 

х0=1, Е Е = 0 =0, 
а 
хо = _—. 


Пусть для (т — 1!) уравнений утвержде- 
ние доказано. Выведем отсюда теорему для 
т уравненнй. 

Если а; = 0, то по-прежнему можно 
взять решение (2). Если а,, 52 0, то вычтем 
из гто уравиения первое, умноженное на 


0 


с’ чтобы коэффициент при х, стал — 


аи. Получим систему, эквивалентную ис- 
ходной: 
алаха -- 21эхз |... Е алихи = 0, 
ах; + ...-Р @аодхи = 0, 
ах Г. -- + @илхи = 0. 


Ее последние (7 — }} уравненнй, по пред- 
положению индукции (поскольку т— 1 < 
«п — 1), имеют нетривиальное общее ре- 





шение: (х0, х0, ..., 0). Подставив его в 
гервое уравнение (2), найдем 
0 -0 
нь. ака -- ах |... РР @апхя 
а бВЬ . 
“1 


, 
Ясно, что все ау выражаются через @() с 


помощью четырех арифметических действий; 
по предположению индукции, то же верно 
для х? (=2,.... п), а следовательно, и для 
кб. 

Поскольку в нашей задаче а;) равно 0 
или 1, то найденные в теореме ху; будут ра - 
циональными числами; если мы ум- 
ножим все эти числа на общее кратное зна- 
менателей, то получим решение в целых 


числах: если (хо, ..., хо) — решение систе- 


мы (1), то (Кх? ре Кхо) тоже удовлетво- 
ряют этой системе. Е 

Перейдем к задаче а). Во-первых, ее 
можно также вывести непосредственно из 
теоремы; нужно только «числа» и «арифмети- 
ческие операции» определить нначе. А имен- 
но, пусть множество «чисел» состоит из двух 
элементов: 0 и 1, сложение и умножение оп- 
ределяются по формулам: 


оо 1-1 = 5 о+1=и-о=и; 3) 
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Рис. 1. 


0.0=0.1= 1.0 =0; 11=\. 

Можно проверить, что эти действия удовлет- 
воряют всем обычным свойствам, включая 
возможность вычитания и деления на числа, 
отличные от нуля; как говорят, множество 
{0,1} с операциями (3) образует поле. Найдем 
нетривиальное решение системы уравнений 


(1) в этом поле. Решением будет набор (хо. С 
Е хо) нулей и единиц. Если отметить га- 
лочками те задачи, для которых х) =}, 
то’ все студенты решат четное число отме- 
ченных задач: ведь сумма четного числа еди- 
ниц по правилам (3) равна 0, а нечетного — 1. 

Второе решение задачи а) мож- 
но вывести из 6). Пусть уже найден кабор 
целых чисел 0, удовлетворяющих систе- 


ме (1). Заменим все четные числа х} на 9, а 


нечетные — на 1, и стметим задачи, которым 
состветствует единниа *). Ясно, «то каждая 
сумма Ха 27 осталась четной (каждое сла- 
гаемое изменено на четнсе число). Поэтому 
каждый студент решнл четное число отме- 
ченных задач. 

Наконец, приведем совсем злементариое 
третье решение задачи а). Сообра- 
жение, которым мы будем пользоваться — 
«если в М клетках сидят более М кроликов, 
то хотя бы в одной клетке сидит не менее двух 
кроликов» — называется обычно «принци- 
пом Дирихле» **). 

Подсечитаем, сколькими способами может 
преподаватель расставить галочки у п за- 
дач. Другими словами, сколько имеется раз- 





*) Можно считать, что не все х} четные. 
Действительно, если все х? четные, то рас- 
9 
9 — 2 
смотрим набор х; = >, тоже являющийся 
решением. 


**) Статью под таким назваинем см. в 
«Кванте № 7», 1971. 
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ных подмножеств у множества из п элемен- 
тов, включая «пустое» подмножество И «Пол- 
ное» подмножество нз всех п элементов. У 
каждой задачи, назависимо от остальных, 
мы можем поставить галочку или не поста- 
вить. Таким образом, искомое число равно 
2". Для каждого из 27 подмножеств А 
сопоставите. — цифру 1 тем студентам, 
которые решили нечетное число  за- 
дач, из подмножества, А и 0 — тем, кто ре- 
шил четное число задач. Такнм образом, 
каждому подмножеству А мы поставим в 
соответствие столбец из нулей и единиц. 
Таких стоябцов, очевидно, 27 < 27. Следо- 
вательно, найдутся два разные подмножест- 
ва А и В такие, что им соответствует один 
н тот же столбец из нулей и единиц. Мы ут- 
верждаем, что условие задачи будет выпол- 
нено, если отметить теперь те задачи, кото- 
рые входят ровно в одно из множеств А и В; 
другими словами, нужно поставнть  «та- 
лочки» у задач из множества, закрашен- 
ного на рисунке 1: 


(А/В) — АПВ =АА 8%). 


Поскольку у каждого студента число ре- 
шенных задач из А и В имеют одинаковую 
четность, то в А А В количество решенных 
им задач четно; это совершенно ясно из ри- 
сунка 10: ведь число элементов в ААВ 
равно сумме числа элементов в А ив В минус 
удвоениое число элементов А [\ В. 


Н. Б. Васильев 


№206. Дана бесконечная последовательнссть 
цифр. Докажите, что для любсго натиураль- 
него числа п, взаимно простого с числом 10, 
в последовательногти можно указать такую 
группу стсящих подряд цифр, что записы- 
ваемое этими цифрами число делится на п 


Будем считать, что нам задана бесконечная 
последовательность цифр а1, ао, ..., а:, ...: 
... записанная слева направо. Рассмотрим 


такие числа: ат, @т-—1@т, @т—з@т—1@ть- : +, 





а, а>. - т 


(черта, как обычно, обозначает десятичную 
запись числа). Еслн т достаточно велико — 


больше п, —то найдутся два числа 
Пи бе И Зо ыи. аль" ТА 


“|, дающие при делений на п одинаковый 
остаток. Действительно, при делении иа п 
возможно л различных остатков: 0, 1, 2, ... 
п—1. Поэтому, если т > п, то среди т остат- 
ков, получающихся при делении выписанных 
выше чисел на л, обязательно иайдутся два 
одинаковых остатка: ведь если бы все остатки 
были различны, то их было бы. не больше п, 
ат< п. Рассуждения такого рода уже неодно- 





*) См. статью Гиндликин С.Г., 
Сколько существует операция над множества- 
ми, «Квант», 1973, № 7. 
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кратно встречались на страницах «Кванта». 
В «Кванте» № 7 за 1971 год помещена статья 
Орлова «Принцип Дирихле», в которой при- 
водится много задач, решающихся с помощью 
подобных рассуждений. 


Итак, @т-—:. - @т И @т_}...@в _ дают 
одинаковый остаток при делении иа п. Поэто- 
му их разность 


ат @т-)+:-  ‹ @т-1—10.  .0== 
= Он -= 
= 1014 — ат +4 ат—1- 
делится на п. 

В условии задачи сказано, что числа пи 10 
взаимно просты, поэтому ни одни простой 
делитель числа л ие может входить в число 

{4+1 
10'+', следователено, ат }ат— +. . тр 
делится на м. 


„7. Г. „Гиманов 


М207. Даны два треугольника А.А, А; и 
В,В,Вз. Опишите вокруг треугольника 
А.А. Аз м М. М.>Мз наибольшей 
площади, подобный треугольнику В,В.Вз 
(при этом вершина М, должна лежать на 
прямой А,Аз, вершина М. — на прямой 
АзАа, вершина М; — на прямой А. А.). 


Будем придерживаться следующих обо- 
значений: большая жириая буква (например, 
Х) обозначает треугольннк, большие и ма- 
ленькие буквы с индексами 1, 2, 3 (Х:, Х 
Хз ха, Хх» Хз) — вершины и противополож- 
ные им стороны этого треугольника (причем 





Рис. 4. 


маленькне буквы обозначают тахже к прямые, 
на которых лежат стороны: Х»Хз — прямая 
хи, АзА, — прямая х., ХА. — прямая хз. 
Пусть треугольник В как угодно распо- 
ложен в плоскостн треугольннка А. ров, 
дем через вершнны А,. Аз, и Аз прямые х,, 
хз, Хз, соответственно параллельные прямым 
е, 6. к 63. Ясно, что треугольннки Хи В 
подобны, поскольку стороны их соотретел- 
венно параллельны (рис. 2, 3). Таким об- 
разом, мы построилн треугольннк Х, по- 
добный треугольнику В, стороны которого 
илн их продолжения проходят через вершнны 
А,, Аз, Аз треугольника А. (Многие читатели 
считали, что треугольник, подобный В, дол- 
жен быть описан вокруг А в естественном, 
«узком» смысле слова, то есть точкам А|, 
», Аз не разрешается лежать на продолже- 
ниях сторон х,, хз, хз» а только на самнх 
сторонах, как на рнсунке 2, но не иа 3. 
В конце мы скажем о тех измененнях, кото- 
рые придется внести в решенне при таком, 
более «узком» поннманин). 
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Если врашать одновременно с одной 
н той же угловой скоростью прямую х, 
вокруг ее точки Ах, хз — вокруг Аз н хз — 
вокруг Аз, то мы получим целое семейство 
треугольников Х. Все это семейство мы обо- 
значим буквой 5. Ясно, что каждый треуголь- 
ник Х семейства 5 подобен В. На рнсунке 4 
Видно, как меняется треугольник Х при по- 
вороте прямых х;, х:, хз; не очень ясно 
только, что пронсходит в «критнческий» мо- 
мент, когда треугольник Х становится совсем 
маленьким; мы увидим скоро, что в некоторый 
момент прямые ху, хз, Хз проходят через одну 
тачку, так что треугольинк Х вырождается 
в эту точку; затем прямые хи, хз, Хз прибли- 
жаются к своим первоначальным положе- 
ниям (это происходнт, когда каждая нз них 
повернется на угол 180°). 
ыясннм более точно, как устроено се- 
мейство 5. Заметим, что, когда две прямые 
равномерно вращаются вокруг двух своих 
точек А; н А. (рнс. 5), точка их пересече- 
ния Р описывает окружность с центром О, 


л 
для которого 2.0 А, А, = 30: А, = 7 —Ф, 


где Ф — постоянный угол между прямымн, 
к 
О=е=а` 

При этом для точек Р по одну сторону от пря- 
мой А: Аз угол А. РА) равен Ф, а по другую— 
(2—$). Отсюда следует, что каждая нз точек 
Х:, Х., АХ; — вершин треугольннков Х— 
описывает окружности. Центры этих окруж- 
ностей обозначим через О\, О,, О» (окруж- 
ность с Центром 0; проходнт через А». 
н А; ит. д.). 

Найдем теперь треугольннк н ан боль - 
шей площадн. Воспользуемся тем, что все 
треугольннки Х подобны, то есть н площадь, 
и длнна каждой стороны макснмальна у од- 
ного и того же из них. Рассмотрим, например, 
как меняется длнна стороны Х.Х.3 (рис. 6). 
Поскольку окружностн, по которым пробе- 
гают Х, и Х», сбе проходят через точку Аг, 
то основания К» и К, перпенднкуляров 
О.К. и ОзК,. опущенных на прямую х:, — 
середины отрезков А.Х, и А, Хз. Поэтому 
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[ХзХ.|= 2|К.Кз|. Но длива |КзКз| ` про- 
екции отрезка О,Оз на прямую и, макси- 
мальна, очевидно, тогда, когда х, '! ОзОз. Итак, 
мы доказалч, что сторона х, макснмального 
треугольника М нз семейств $ параллельна 

0. Разумеется, точно так же получим, 
что у этого треугольника х„|!О:Оз Оз О. 
Отсюда ясно, как построить этот треуголь- 
ник М. 

Мннимальный треугольинк се- 
мейства $ получается, когда прямые х/, Хь хз 
перпенднкулярны лнниям центров соответст- 
вующих пар окружностей: О,Оз, ОзО\, 010; 
при этом все стороны треугольннка Хх равны 
нулю. Таким образом, все трн вершины 
треугольника Х совпадают — он вырождает- 
ся в точку; обозначим ее С. Через эту тэч- 
ку С проходят все трн окружности. Рисо- 
вать семейства треугольннков вида $ про- 
ще всего, начиная нменно с окружностей: 
убеднтесь*) в том, что еслн взать произвольно 
трн окружностн, проходящие через одну точ- 
ку С, обозначить отличные от С точки их по- 
парного пересечення через А,, А», Аз, то можно 
принять любую точку на окружностн за одну 
из трех вершин треугольннка Х, стороны 
которого проходят через точкн А\, А., Аз, 
а вершнны лежат на наших окружностях. 
Заметнм еще, что при Гомотетнн с центром 
в точке С н коэффициентом 2 центры окруж- 
ностей О:, О., Оз переходят в вершины 21,. 
М2. Мз максимального треугольника сс- 
мейства 5 (рис. т, а). Таким образом, тре- 
угольннк © всегда подобен В**). 

Мы указалн выше, какой именно тре- 
угольник семейства $ наибольший. Но это 
еще не полностью решает задачу М207. Дело 
в том, что множество треугольннков, подоб- 
ных Ви описанных вокруг А, не нсчерпыва- 
ется одним семейством 5. Например, треуголь- 
ник Х на рисунке 3 не входнт в семейство 
$, порожденнос треугольником В рисунка 2. 
Вообще, еслн отразить треугольник В от- 
носительно какой-либо прямой (безразлично 
какой) и, исходя нз полученного треугольнн- 
ка В’,построить семейство $` треугольников, 
— так же, как вначале мы стронли семейство 
$, исходя нз В, — то семейства $ н $’ не 
будут содержать общнх тэеугольннков ***). 








*) «Убедитесь» можно понимать здесь 
двояко: и как «проверьте на пркмерах, воору- 
жившись циркулем, линейкой и бумагой», 
и как «точно сформулируйте и докажнте в 
общем виде». 

**) Заметнм, что возможен случай, когда 
треугольник О вырождается в точку (н все 
три окружностн совпадают). Подумайте, ког- 
да это происходнт н во что превращается в 
этом случае семейство 

***) Окружностн, связанные с семейством 
$’, получаются из окружностей, связанных 
с $, снмметрней относительно прямых а, 
(см. рис. 7, 6). 
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Рис. 7. 


Таким образом, нужно найти нанбольшнй 
треугольннк в каждом из них и из этнх 
двух треугольников выбрать больший. 
Оказывается, однако, что можно сразу 
сказать, в каком из двух семейств $ и 5" 
наибольший треугольник больше. Чтобы сде- 
лать это, а также чтобы разобраться, все лн 
нужные треугольнихн «охвачены» двумя се- 
мействами 5 и 5’, введем понятие «орнента- 
цин» треугольннка. Заметим, что все рассмат- 
риваемые намн треугольннкн имеют опре- 
деленную нумерацию вершин: мы говорим 
«треугольник», подразумевая «треугольник, 
вершнны которого занумерованы цифрами 1, 
2. 3». Орнентация такого треугольника — 
это направленне обхода («по» или «против» 
часовой стрелкн), определяемое указанным 
порядком вершии: от | к 2, затем к 3, затем 
обратно к 1. На рисунке 8 черные треуголь- 
ннки ориентированы по часовой стрелке, 
красные — против. Ясно, что два гомотетич- 
ных треугольннка (стороны которых соответ- 
ственно параллельны) ориентнровавы оди- 
наково, треугольники, получающиеся друг 
из друга поворотом, — тоже, а треугольники, 
сныметричные относительно прямой, сриенти- 
рованы протнвоположно друг другу. Та- 
ким образом, все треугольникн семейства $ 


нмеют одну ориентацию (такую же, как В), 
все треугольинки 5’ — протнвоположную. 
Так вот, можно доказать, что наибольший 
треугольник принадлежит семейству, ориен- 
тация которого совпадает с ориентацией А. 
{Докажите это самостоятельно.) 

Теперь обсудим вопрос о том, все ли 
треугольники, описанные вокруг А и подоб- 
ные В, мы изучнли. Пока что мы рассмотрели 
все треугольники такого вида, получающиеся 
нз В поворотом, гомотетией и, быть может, 
еще симметрией относительно прямой. Это 
всевозможные треугольинки Х, которые по- 
добны В «с сохранением нумерацни вершин», 
то есть так, что 2 Х, = 2В,, &Х. = -3Ва, 
3Хь == = Въ. Итак, еслн требовать в условни 
нменно такого подобия (то есть подразуме- 
вать, что 2 М, = 381, 2 М. = Во, ЗМ. = 
= =В.), то решение можно считать закон- 
ченным: все миожество допустимых треуголь- 
инков Х исчерпывается двумя семействами 
$ и 5’, которые мы изучали. 

Еслн же допускать подобия с «перену»:е- 
рацней вершин» (то есть такне, что *Х, = 
= 48, 2Х.= 2В, 2Х.-= 2аВь, где 
(:, Г, #) — любая перестановка нз цифр 1. 
2, 3), то получится не два, а 12 семейств 


$, и Зе Вершины треугольников из 


этих семейств заполнят 18 окружностей*). 
На рисунке 9, а нли 9, б можно выбрать 
любую тройку прямых, попарно не парал- 
дельных и проходящих (по одной) через точки 
А,, А,. Аз — обозначить их соответственно 
х1, Ха, Хз — и получится один из представи- 


телей семейства $: или Зь (при этом 


хе. Ха] Бу. 3|6к). Оказывается, что и из 
этих 12 семейств можно указать то, в котором 
нанбольшнй треугольник больше, чем во вссх 
другнх. Чтобы сформулировать результат, 
условимся обозначать вершины треугольни- 
ков Аи В так, что 34А.=24А, <2А, 
ни 38В,> 3В 2 Ву (теперь мы можем это 
себе позволить), и расположим треугольник 
В так, чтобы ориентацни А н В совпадалн. 
Тогда самый большой треугольник принадле- 
жнт семейству 5:13. Это утверждение дока- 
зали участники математического кружка из 
г. Кировска под руководством Н. Д. На- 
гаева, приславшего задачу М207 в «Квант». 
Они рассматривали, правда, только те шесть 
семейств треугольников: 


513, Заза, Заз, 5 за» 5’, 5’з, (1) 


ориентация треугольников в которых совла- 
дает с ориентацией треугольннка А, но в ос- 
тальных семействах, как мы уже товорилн, 
максимальные треугольники заведомо меньше. 

Наконец, косиемся решения задачи про 
треугольники, описанные В «узком» смысле 
‘слова — так, что вершины А; лежат на сто- 
роиах хь, & ие иа их продолжениях. Ясно, 
что нз всех семейств такие треугольники могут 





*) Если В равносторониий, то семейств 
2; если В равиобедренный, то 6. 
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Рис. 8. 


встретиться только в тех, которые дают орн- 
ентацню, совпадающую с орментацней А. 
Прн заданном соответствии номеров вершин 
остается, такнм образом, одно семейство. 
Если и А. и В — треугольники остроуголь- 
ные, то, как можно доказать”), максималь- 
ный треугольних М принадлежит допустимо- 
му множеству (описан в «узком» смысле), 
В общем случае это может быть не зах, 








*) См., запример, задачу 54 из книгн: 
Морозова Е. А.н Петраков И. С. 
Международные математические олимпиады. 

„ «Просвещение», 1971. 
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ин тогда в допустимом множестве (если оно 
вообще не пусто!) придется выбрать тот тре- 
угольннк, который получается из М поворо- 
том сторон хи, хз, Хз Иа наименьшнй возмож- 
ный угол. Это будет, конечно, треугольник, 
одна из сторон которого содержит одну из 
сторон треугольника А. 

Н. ВБ. Васильев 








$213. Максимально допустимая скорость дви- 
жения автомобиля по скользкой дороге при 
прохождении поворота радиуса В равна Утах. 
На повороте дорога наклонена под углом а 
к горизонту. Какова минимальная скорость, 
с которой должен двигаться автомобиль, что- 
бы проехать поворот? 


Рассмотрим снлы, действующие на ав- 
томобиль в первом случае -(рис. 10, а). Это 
снла тяжести тре, сила нормальной реакции 
со стороны дороги А и сила трения Ётр == 
= ЁЕМ (Е — коэффициент трения колес о до- 
рогу). Поскольку автомобиль движется с мак- 
снмально допустимой скоростью, снла тре- 
ння препятствует «заносу» автомобнля (дви- 
жению вверх по дороге) н направлена вниз 
по наклонной плоскости дороги. | 

Во втором случае сила трения Р‚, —АМ№” 
(№’— сила реакции дороги в этом случае) 
препятствует скольженню автсмобиля под 
действием силы тяжести вннз по плоскости 
дорогн и потому направлена вверх (рис. 10,6). 

Запишем уравнения движения автомоби- 
ля для первого и второго случаев. Для этого 
спроектируем все силы на вертикальную и го- 
рнзонтальную оси. 

Так как автомобиль в вертнкальном на- 
правлении не перемещается, то 


м 

] 

] Гр 

| 

| пб 

| 
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при движении с 5= пах 
М с08 < — те — Етр та =0, 
или 
М (с05 я — Е зпта) — мя = 0, {1 
а при гэнжении с в == опт 
№05 а — тв -- Рут а = 0, 
нли 
№ (с05 < {+ Е та) — та == 0. {2) 


В горизонтальной плоскостн автомо- 
биль движется по окружности радиуса А с 
центростремительным ускорением, равным 
03 
—. Согласно второму закону Ньютона 


при движении с 9 = ищах 


2 
: у 
№ т © -- тр с0$ @ == — ПХ, 
Ю 
НН 
ту 
. мах 
№ (Мпа -- Ё с05 9) = —р`, \3) 


а при двнженин с о = “пщу 


2 
ТО ти 


№ та — о с0$ а = —Б— 


ИЛИ 


2 
"О пип 


№ ($та — # с0$ а) == р * (4) 


Из уравнения (2) найдем №, подставим 
в уравненне (4) и получнм 


2 . 
тТиги - па — #с05“ 
ИЕ соя вала *° 


Отсюда 


{Ч а—А 
оо = У Ее - 09 


Для того чтобы найти А, воспользуемся 
уравненнями (1) и (3). Из уравнения (1) 
выразим М, подставим в уравнение (3) н 
получим 





япа-- #с05% _ 42 ах 
с03 < — Е зта = Ив 
и 
2 
_ Этах — АЯ а 
2 ква -- ВЕ ° 
Тогда 


2 ах (820 — 1) +- 2851 
со И ве ава 
Ка (1 — а) + 20а 


$214. В схеме, изображенной на рисунке 11, 
Ю, = 10 ком, А, = Юз = 5 ком, ак клеммам 
1—2 приложено переменное напряжение 
И = 127 в. Диоды можно считать идеаль- 
нымц — при одном направлении тока их со- 
противление бесконечно мало, при другом — 
бесконечно велико. Найти, какая мощность 
выделяется на сопротивлении В}. 


Так как диоды идеальные, можио считать, 
что половину периода изменения напряже- 
ния на клеммах участки цепи АВ и СО 
иакоротко замкнуты, а другую половину 
периода—разомкнуты. Это означает, что в 
первом случае данная схема эквивалентна 
схеме, приведениой на рисунке 12, а, а во 
втором—схеме, приведенной на рисунке 
12, 6. 

Количество теплоты, выделяемой на 
сопротивлеини К, в течение первой поло- 
вины периода, равно 


ит 
ВоВ 


{Г- период изменения напряжения в цепи, 
И = 127в—действующее значение напряже- 
ния). 

В ‘течение второй половины перкода 
через сопротивление А, ндет ток 


ЕВЕ 
— Ю-В. - № 


И на нем выделяется количество теплоты 
Т (и? Т 
РГО {РАЮ 8. 


За период Т на сопротивленнн А; выделя- 
ется количество теплоты 


О = Ч - @, = 


о ЕЕ. НЕЙ 
3 [р На т РУ 


Это означает, что в среднем (по периоду) на 


сопротивлении ЕЮ, выделяется мощность 
Е 
Ве Е ИВ 
о [5; ЕЕЕЕЕИХ| Ре 


$215. Два мыльных пузыря радиусов Ю, и 
Юз сливаются в один пузырь радиуса Юз. 
Найти атмосферное давление, если коэффи- 
циент поверхностного натяжения мыльной 
пленки равен 0. 


При решении этой задачи будем исхо- 
АНТЬ Из того, ЧТО после слияния двух 
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Рис. И. 


мыльных пузырей в одии суммарная масса 


воздуха в них не изменяется: 
т=т, Ёт.. (1) 
Согласно уравнению Менделеева—Кла- 


пейрона, масса воздуха в пузыре равна 
РУц 
т= рт, (2) 


4 
где У == 3 лКЗ—объем пузыря, д—мэлеку- 


лярная масса воздуха, Т-—температура 
(она равна температуре окружающего воз- 
духа и одинакова для всех пузырей} и 
Ю— уннверсальная газовая постоянная. 
Запишем условие равновесия пузыря: 


25 
р = Ра-[ Рдоб == Ра Г рр, (3) 


25 
где рдоб — р, — добавочное давление под 


сферической поверхностью мыльной пленки 
раднуса Юп*), а ра — атмосферное давление. 





*) Заметим, что в данном 
коэффициент поверхностного 


случае в — 
натяжения 


мыльной пленки (заданный в условин), 
чнсленио равный удвоениому значенню Коэф- 
фацнента поверхностного натяжения мыльно- 
го раствора, приводимого в таблицах. 





Из соотношеинй (2) и (3) 
20 \ 4 нц 
п: = ра +в.) = рт, 
20\4 ы 
тз =( ра + р, 3-8 т, 


20. 4 
тз = Ра = в.в Е 


Найденные выражения для т:, Ть, и Ту 
подставим в равенство (1). В результате 
получим: 


25 2а 
(ры -е-ке а (рав, = 


2в З 
== | Ра + кк Юз И 
откуда ь 
_ 20 (3—1 -— В?) 
РЕ Ев т А, 
$216. Вставая и приседая в определенные 
моменты времени, мальчик на качелях легко 


увеличивает амплитуду своих качаний. Объяс- 
ните, почему это удается. 


Качели с мальчиком — это маятннк. Сво- 
бодные колебания маятннка затухают нз-за 
наличия снл' сопротивления: энергия колеба- 
ний маятника переходит в тепло. Для того 
чтобы сделать колебания незатухающими, 
нужно каким-лнбо способом ‘компенсировать 
этн потери. 

Можио маятнику с помощью спецналь- 
ного механизма периодически поставлять 
энергню извне. Еслн энергия, сообщенная 
маятнику, например, за пернод, будет боль- 
ще потерянной энергии за это же время, то 
амплитуда колебаний будет нарастать. При 
этом, однако, будут увеличнваться и потери 
энергии. Поэтому, когда поступающая извне 
энергия сравняется с теряемой энергией, 
амплитуда колебаний перестанет изменяться. 
Такие колебания называют автоколебания- 
ми. Примером механической автоколебатель- 
ной снстемы является маятник в часах. 

Другой способ увеличения амплитуды 
колебаний — изменение параметров самой си- 
стемы. Именио о таком способе говорится 
в данной задаче. 

Рассмотрим сначала колебания простей- 
шей колебательной системы — математическо- 
го маятника. Если маятник в силу каких-то 
случайных причин начал колебаться, то рас- 
качать его, то есть увеличить амплитуду Ко- 
лебаний, можно следующим образом: вся- 
кнй раз, когда маятник проходит положенне 
равновесия, будем поднимать его, а когда 
маятник макснмально отклонен, будем его 
опускать. Таким образом мы периодически 
(с частотой, в два раза большей частоты 
колебаинй маятника) меняем длнну нчти 


4 
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маятиика — параметр самой системы. По- 
этому такой способ возбуждення колебаний 
называют параметрическим возбуждением. 

Когда мы поднимаем маятник, мы со- 
вершаем над иим работу, увеличиваем его 
потенциальную энергию. Опуская маятннк, 
мы предоставляем возможность силе тяжести 
совершить работу, что уменьшает энергию 
маятника. Но все дело в том, что извне посту- 
пает энергии больше, чем расходуется. Дей- 
ствительно, поднимая за нить маятник на вы- 
соту Н, тем самым укорачнвая на В длину 
нити, мы совершаем работу 


03 
А =Ри, В = (мечет =)» 


поскольку сила натяжения нити Ри, в поло- 
жении равновесия не только уравновешивает 
силу тяжестн, но н сообщает маятннку цент- 
ростремительное ускорение. Когда же в точ- 
ке максимального отклонения от положения 
равновесия мы даем возможность маятнику 
опуститься, то есть увеличиваем до первона- 
чального значения В длниу ннти, сила тя- 
жести совершает работу 
А; = трой соза, 

так как перемещение маятника по вертнкалн 
равио А 0$“. 

Таким образом, в снстему за 
полупернод поступает энергия 

= А,—А,>0. 

В результате этого амплитуда колеба- 
ний будет увеличиваться (конечно, если 
эта поступающая энергня больше выделяе: 
мого тепла из-за действия сил сопротив- 
ления). 

Теперь вернемся к задаче с качелямн. 
Из вышесказанного ясно, что для того что- 
бы раскачать качели, мальчик должен присе- 
дать всякий раз, когда качели максимально 
отклонены, и вставать прн прохожденни по- 
ложения равновесия. И в этом случае как бы 
меняется длинна ннти маятника (если длнной 
нити считать расстояние от точки подвеса 
до положения центра тяжести мальчика), 
а роль силы натяжения нити выполняет си- 
ла реакцнн со стороны ног — №. В положе- 

г 
№ = тр-рт Г: н 


один 


нии равновесия 


то? 
Ав - В А, 
где й — высота подъема центра тяжести маль- 
чика. Когда качели максимально отклонены 
н мальчик приседает, сила тяжести совер- 
шает работу 

А, = та ©0506. 

Таким образом, за период система получает 
энергию 


Е=2 (А, — А.) == ь 
= [т те а — 05]. 





Эта величина положительна, поэтому энер- 
гия и, следовательно, амплитуда колебаний 
будут увеличнваться. 


| * 


Рис. 13. 


Ф217. Электронно-лучевая трубка с уско- 
ряющим напряжением И помещена в однород- 
ное магнитное поле с индукцией В, направлен- 
ной вдоль оси трубки. На экране при этом 
наблюдается небольшое расплывчатое пятно. 
Если менять величину индукции. то можно 
заметить, что при некоторых значениях 
Во, 2Вь, ЗВе, ... электронное пятно фоку- 
сируется — собирается в точку. Объясните 
это явление. Как с помощью такого экспери- 
мента определить отношение заряда злект- 
рона к его массе? 


Электроны вылетают из электронной пуш- 
ки трубки с небольшим угловым разбросом 
скоростей и попадают в магиитиое поле. 
При этом в направленин оск электроны имеют 
одинаковые составляющие скоростей, кото- 
рые согласно закону сохранения энергии 
равны 

21) 
и: = те , 
и различные составляющие, перпенднкуляр- 
ные оск, намного меньшие, чем и. 

На составляющие скоростей, параллель- 
ные оси трубки, магнитное поле ннкак не 
влияет, поэтому движение вдоль оси является 
равномерным и прямолинейным. Налнчие же 
перпендикулярных оси составляющих при- 
водит к нскривленню траектории двнжения 
электронов. О ВителЬНо, на электрон, вле- 
тающий в магнитное поле перпендикулярно 
его силовым линням, действует снла Лоренца 

Е = ев, 
где е — заряд электрона, х — его скорость, 
в данном случае равная перпендикулярной 
составляющей скорости электрона. Эта сила 
сообщает электрону центростремительное ус- 
корение 
и? 
ац = т 
где В — радиус окружности, по которой бу- 
дет двигаться электрон. Согласно второму 
закону Ньютона 
12 
в = ев, 
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Рис. 14. 
то 
Кв, 
и пернод вращения электрона по окружностн 
г 25ю 2Элт 
А БР 


Мы получили очень важный результат: ка- 
кнми бы ни были составляющие скоростей 
электронов, перпендикулярные оси трубки, 
все электроны совершают один оборот за од- 
яо и то же время. Если бы составляющие ско- 
ростей электронов, параллельные оск трубки, 
были все равны нулю, то траекториями элект- 
ронов быля бы окружностн разных раднусов, 
проходящие через одну точку — точку выле- 
та электронов из пушки (рис. 13). Причем 
в эту точку все электроны приходили бы од- 
новремеино. 

Так как электроны участвуют еще в рав- 
номерном прямолинейном движении вдоль 
оси трубкн, то результнрующими траектория- 
мн их движеннй будут винтовые линии. При- 
чем эти линии будут пересскаться на каждом 
щаге винта (рис. 14), так как составляющие 
скоростей, параллельные оси, одинаковы для 
всех электронов. В точках пересечения траек- 
торий и фокусируется электроиный пучок. 

Итак, электронное пятно на экране бу- 
дет собираться в точку, если расстояние 
[. от злехтроиной пушки до экрана будет 
кратно шагу винтовой линни Я = о,Т, то есть 

т 


п 2ти 
р -пит = ая У =. 


Причем, прн В = Веп=1, при В = 2Вь 
п=2 ит.д. 

С помощью такого зксперимента можно 
определнть отношение заряда электрона к его 
массе. Действительно, из последней формулы 








е 822 
то 12а" 
Измерив М, Ё и Въ, найдем  отноше- 
е 
нке —_. 


И. Ш. Слободецкий 
&5 
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ПРАНТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 


Метод 
вспомогательного 


элемента 
И. А. Кушнир 





Решение большой группы задач по 
геометрии облегчается введением до- 
полнительных элементов, непосредст- 
венно не заданных в условии задачи. 
Эти элементы могут быть длинами, 
площадями, объемами, углами. С их 
помощью составляется уравнение, где 
неизвестным будет искомый элемент 
нли элемент, с помощью которого лег- 
ко найдется искомый. Иногда с по- 
мощью этого элемента составляется не 
уравнение, а соотношение, требуемое 
условием задачи. 


Вспомогательный линейный элемент 


В планиметрических задачах линей- 
ный элемент или отношение линей- 
ных элементов удобно ввести, если 
рассматриваемые фигуры подобны. 
Тогда с помощью пропорций или 
вспомогательных геометрических по- 
строений составляется уравнение, в 
котором введенный элемент как член 
уравнения сокращается, а найти нс- 
комый не представляет большого тру- 
да. 
Рассмотрим решение задачи, пред- 
ложенной в Новосибирском государ- 
ственном университете. 

Задача 1 (НГУ, 1969). Через 
некоторую точку, взятую внутри тре- 
угольника, проведены три прямые, 
соответственно параллельные сторо- 
нам треугольника. Эти прямые раз- 
деляют треугольник на шесть частей, 
из которых три — треугольники с 
площадями $1, 3», 53. Найти пло- 
щадь данного треугольника. 
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Приступая к решению, замечаем 
подобие треугольников с площадями 
$:, 52, 53 (рис. 1) и треугольника 
АВС с площадью $. Кроме того, 
сумма длин сторон РО, ОЕ и ЕК 
маленьких треугольников равна дли- 
не стороны ВС треугольника АВС. 
Используем эти стороны как вспомо- 
гательные элементы, получаем урав- 





нения 
$, _ 50 5: _0Е УЗ: К 
уз 5 уе 86' Ух 86 
Сложим их: 
$: + У5:-- У5 _ 
У$ ль 
_ Ре чЕ-ЕК _ | 
ас = 
Итак, $ =(У 5; +и5. +53}. 
Вспомогательный отрезок реко- 


мендуется вводить, если в условии 
задачи не даны линейные элементы 
н требуется найти зависимость между 
углами. 





Е 


Задача 2` (МГУ, физфак, 1967). 
Найти косинус угла при основании 
равнобедренного треугольника, зная, 
что точка пересечения его — высот 
лежит на вписанной в треугольник 
окружности. 

По условию ортоцентр Н тре- 
угольника АВС (АВ -= АС) должен 
находиться внутри треугольника, по- 
этому 3А < 90° (рис. 2). Введем 
вспомогательный элемент а — длину 
отрезка ВР, обозначим +АВС че- 
рез х, центр вписанной окружности— 
через О. Тогда 


2НСО = =-—х, Нр-ащ[5-х)= 


=асвх=200, Об=а4в >, 
откуда 
1 
сих, =, 


наш 2 


Особенно большое значение имеет 
введение вспомогательного элемента 
для нахождения отношений различ- 
ных геометрических величин. 

Задача З3 (МАИ, 1968). Боль- 
шее основание правильной исеченной 
четырехугольной пирамиды образует 
с боковой гранью угол а, а с плоско- 
стью, проходящей через противоле- 
жащие стороны верхнего и нижчего 
оснований, — угол В. Найти отноше- 
ние площадей оснований. 

Введем вспомогательный элемент 
а — длину стороны большего основа- 
ния пирамиды (рнс. 3). Площадь это- 
го основания будет а?. Длину стороны 
верхнего основания можяо выразить 
через а, < и В. Рассмотрим равнобед- 
ренную трапецию ЕЁ. РЁ, получаю- 
щшуюся в сечении пирамиды плос- 
костью, перпендикуляриой основа- 
ниям и проходящей через середины 
сторон АВ и СР. Введем еще вспомо- 
гательные отрезки Е.Н == #, ЕЁ, = 
= х. Тогда 


НЕ=-- (а +»), 
ЕН= 1-х), = НЕРВ = 
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Рис. 3. 





= {а щВ-ЕН\ва- 


= -- (а—х) а. 
Получаем уравнение 
(а — х) Зо, откуда 


__ в (% — В) 
— зт@а- в), 


(ШВ = 


х 51° (9 — В} 


5 
$5 Та зи (ар) * 


Вспомогательный элемент — 
площадь или объем 


Введение площади и объема в каче- 
ствё вспомогательного элемента анз- 
логично введению линейного элемен- 
та. Сравнивая площади и объемы от- 
дельных частей фигуры, можно полу- 
чить или уравнение относительно не- 
известных задачи, или необходимое 
соотношение. Лучше находить те пло- 
щади и объемы, сумма (разность) 


которых дает площадь запанной фи- 
гуры, а также отношение площадей 





м 
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Рис. 4. 


тех фигур, у которых линейные эле- 
менты — либо искомые, либо являют- 
ся компонентами необходимого соот- 
ношения. 

Задача 4 (МГУ, мехмат, 1960). 
Через центр правильного треугольни- 
ка проведена прямоя, параллельная ос- 
нованию. На этой прямой внутри 
треугольника взята произвольная точ- 
ка М. Доказать, что расстояние от 
точки М 96 основания треугольника 
есть среднее арифметическое расстоя- 
най от точки М до боковых сторон 
треугольника. 

Пусть А,, В», В. — расстояния 
от точки /М до сторон треугольника 
ВС, АВ, АС соответственно (рис. 4). 
Ясно, что Злдмв + Засмв-+$ллАмс== 
—= ЗлаВС, или ай, --. ай. + айз 
—= ай, ‘где а — сторона треуголь- 
ника АВС, № — его высота. Итак, 
= + В. А. но Йй, = =, 
поэтому А, + й, =й— И, = в =2й,, 


в, = ЗЕ. 


Задача 5. Дан четырехуголь- 
ник АВСШ, описанный около круга. 
Доказать, что квадраты расстояний 
от центра окружности до противо- 
положных вершин относятся, как про- 
изведения сторон, сходящихся в этих 
вершинах. 

Обозначения приведены на ри- 
сунке 5. Требуется доказать, что 
х? а4 
ть. 


Рис. 5. 
Высоты треугольников АОР и ВОС 
равны, поэтому 
Ул АОр Ка а. (1) 
$ вос @8` 
С другой стороны, 
а хо 51 
Е, 0 А. 
5: вос У2 $т Фе 


Докажем, что пФ. = т фе. Для 
этого заметим, что ф, Рф. + фз + 
— ф. = л (то половина суммы всех 
углов четырехугольника), ф, + 
Рф. + 4 =л, ф: | 43 7 4в =1. 
Отсюда следует, что — 4 - Фв = д, 
т $ = пФ, и из формулы (2) 
получаем 


$. дор хо 





5$л вос у? (2) 


Из соотношений (1) и (2’) имеем 
хо а х2 а 
92 =>, аналогично то = 
Перемножив последние два равен- 
ства, получим 


Е: 
Ро — бе * 
а разделив первое из них на второе, 
получим 





Разберем задачу, где вспомога- 
тельным элементом булет объем. 





*) Дополнительный материал о методе 
площадей можно прочитать в журнале 
«Квант», 1971, № 12. 
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Рис. 6. 


Задача 6. (НГУ, 1971. В тре- 
угольной пирамиде боковые ребра 
взаимно перпендикулярны и равны 
а, 6, с. Высота пирамиды, опущен- 
ная из вершины на основание, рав- 
на НЙ. Доказать, что 


1 1 1 Зы 
ар Е. 


Вычислим объем пирамиды дву- 
мя способами: считая ее основанием 
в первом случае треугольник АВС 
(рис. 6), а во втором —трань АМС. 


Пусть МА=а, МВ=Ь, МС--с, 
МО=А, АПТВС. Тогда АС= 
= У, `вс=Уб с, АВ= 


= Иа? 4-5? Далее, МРЕВС (поче- 
му?), из ЛВМС имеем ВО. ВС = ВМ?, 
откуда 


2 о 
— АВ? — ВО? — а?6? -|. а?с8 + $3 


о 2? , 
балвс = з- ВС- АБ = Исх 


х у а? -- азс? асе _ 


—— до 


Ва -[ сё 


= - Иа? -- азс" Баст, 


Умлвс == > Е У а? + ас Бе. (3) 


Есяи 


основание — треугольник 
АМС, то 


| 
Умлвс = -5- @6с- {4) 


Рис. 7. 


Сравнивая (3) и (4), получаем: 
! а р! 
—= А И а26? + ас? -- 62с2 - Е абс, от- 
куда (2262 -| а?е? - 625?) 2 == о?Ь2с?. 
Разделив обе части последнего ра- 
веяства на а”6?с?й?, получаем требу- 
емо равенство. 

Задача 7. Доказать, что объ- 
ем пирамиды, описанной около шара, 


Е 1 
вычисляется по формуле У = 5 РИ 


где г— радиус шара, вписанного в 
пирамиду, $ — полная поверхность 
пирамиды. 


Разобьем исходную нирамиду на 
части, каждая из которых является 
пирамидой с вершиной в точке О 
(в Центре шара), основаниями этих 
пирамид будут гранн исходной пи- 
рамады (рис. 7). Объем исходной 
пирамиды У равен сумме объемов 
этих пирамид У, И.,..., И. Но 


= 3-5, так как высотой пира- 


миды И; является раднус г шара, 

проведенный в точку касания шара 

и грани. Отсюда У=Уу, + У.-+... + 
1 Е ! 

В у, 8 ($ $ег-..Е5ь)г= 35. 


Заметим, что утверждение задачи 
верно и для произвольного много- 
гранчика, в который можно вписать 
шар. 


Вспомогательный элемент — угол 


Если искомые или заданные элемен- 
ты удобно выразить с помошью три- 
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Рис. 8. 
гонометрических функций, то вво- 
дится вспомогательный угол. Затем 


с помощью теоремы синусов или ко- 
синусов решением треугольника ва- 
ходятся компоненты для записи нНе- 
которого условия в виде уравнения. 

Задача 8 (МГУ, мехмат, 1962). 
Через центр правильного треуголь- 
ника в плоскости этого треугольни- 
ка проведена произвольная прямая. 
Доказать, что сумма квадратов рас- 
стояний от вершин треугольника 
до этой прямой не зависит от вы- 
бора прямой. 

Пусть точка О— центр треуголь- 
ника АВС (рис. 8). Точки Ор, Е Е— 
соответственно проекции вершин А, 
В, С на прямую 2, ЮВ-— радиус ок- 
ружностн, описанной около треуголь- 
ника АВС. Введем вспомогательный 
угол ф, обозначив им >ВОЕ. Тогда 


2 АОР = 3 АОВ— 2ВОР = 4— 





я * 
3 
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2п 


зСОЕ =—-—Ф, ВЕ = Юзтф, 


АБ - Кэт (Ф— в 
СЕ= вып 9) - 


-- Вт (++ го 
АР "ВЕ? 4. СЕ? = 
а Вий ф-|+ 511? ( ы: = 


ЕЕ 
+ $102 (+ ть 3) т > В? 


(проверьте самостоятельно, что сум- 


ма в квадратных скобках равна 2}. 

Задача 9 (МФТИ, 1967). В ос- 
новании прямоугольного параллеле- 
липеда АВСРА,В.С О), лежит квад- 
рат со стороной а. Через диагональ 
АС нижнего основания АВСП про- 
ведена плоскость, пересскающая верх- 
нее основание А,В,С.О,. В трехгран- 
ные углы В и ОР, вписаны шары, 
касающиеся этой плоскости и име- 


К =-. Най- 


ти высоту параллелепипеда. 
Диагональное сечение ДОВВ,О, 

параллелепипеда (рис. 9) пройдет 

через центры шаров О и 0,. Пусть 


а 
ющие радиусы г = —= 


Е н Ё, —точки касания щаров и ос- 
нований параллелепипеда, ^ и\, — 
точки касания шаров с данной плос- 
костью (мы пока не знаем, располо- 
параллелепипеда 


жены ли они вне 





или внутри него, но нам это н не 
понадобится), ОЁ и О,Е, — биссек- 
трисы углов МОГ и №,0,Г, (очка 
Е — середина ВО), ЕЁ, — высота па- 
раллелепипеда, ОГ. = ОМ =г, О, Ё., = 
= О,М№, = Ю. Положим 2ВЕЕ, = 2а, 
18: =х, ЕВ =и ЕВЕ=е. Тогда 


ых 
В = 212, 2=РВ ВЕТ" фу, 


у=ау 8 —-х- р =а|? — х— 
— ЮУ? и а=х+куа У = 

















рый а , 
Из пбдобия треугольников О, 2, Е, 
н ОГЕ следует, что РЁ 
ует, =, 
ЕЁ = ЕВ- ЕВ = 22 у? 
ем И, Х= Зау2, 2= ви 3 
Из треугольника ОЁЕ находим 


Задача 10 (МГУ, мехмат, 1963). 
Боковое ребро правильной треуголь- 
ной пирамиды равно 6, угол между 
боковыми гранями равен ф. Найти 
сторону основания. 


Опустим из точек В иС перпен- 
дикуляры на боковое ребро А$ 
(рис. 10). Легко убедиться, что ос- 
нованием обонх этих периендикуля- 
ров является одна точка О (дока- 
жите!), а потому 3$ВОС = $. 

Введем вспомогательный угол 
$ВА$ =а и проведем апофему 5К 


|. пиши, тоичивнщьыиь > 





ВИр:ИКуапетесте.ги 


пирамиды. Ясно, что АВ=ЗАК = 
= 26 соз а. Следовательно, для ре- 
шения задачи достаточно вычислить 
соз@&. Так как “< 90”, то из треу- 


.. ВО 
гольника ВАД имеем а -= агсзт Е: 


В свою очередь длина отрезка ВО 








определяется из треугольника ВЁЬО 
(РЕ — высота треугольника ВРС): 
ВО = Е п ееАВ, Такнм образом, 

т ва" 25т о 
© = агс п ‚ откуда 

2ят 5 
АВ-=6 и 4- =. 
} $112 > 


Упражнения 

т (МФТИ, 1969). В треугольник АВС 
вписана окружность, касающаяся стороны 
АВ. в точке В и стороны ВС в точке ЕЁ. Найти 
углы треугольника, если 

Вр 1 ВЕ _1 
АБ СЕ 3’ 

2 (МФТИ, 1969). В правильном тетра- 
эдре АВСР отрезок ММ соедиияет середину 
ребра АС с центром граии ВОС, а точка ЕЁ ле- 
жит на середнне ребра АВ. Найти угол между 
отрезками ММ и ОЕ. 

3 (МИФИ, 1971. В трапеции, основания 
которой равны а и $, через точку пересече- 
ния диагоналей проведена прямая, парал- 
лельная основаниям. Найти длину отрезка 
этой прямой, отсекаемого боковыми сторона- 
ми трапеции. 

4 (МИЭТ, 1970). Дан треугольник АВС, 
на стороне АС взята точка так, что 
АЕ: ЕС = а, на стороне АВ взята точка О 
так, что АР :БВ = 65. Проведены отрезки 
СР и ВЕ. Найти отношение площади полу- 
чившегося  четырехугольника к площади 
даиного треугольника. 

5 (мгу. физфак, 1969). В шар вписана 
пирамида, боковые ребра которой равиы с- 
Основание ее — прямоутольник, стороны ко- 
торого стягнвают дуги @ и В радиан в сече- 
инях шара плоскостями боковых граней. 
Определнть радиус опнсаниого шара. 

8 (МГУ, мехмат, 1961). На окружности 
радиуса Ю даны две точки А и В, расстояние 
между которыми равно Г. Какое наибольшее 
значение может принимать сумма АС 
-+ 80? если точка С также лежит на этой 
окружности? 

1 (НГУ, мехмат, 1969). Двуграниый угол 
прч боковом ребре правильной четырех- 
угольной пирамиды равен ©, раднус вписан- 
ного шара равен К. Найти полную поверх- 
ность пнрамиды. 


я 
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Новосибирский 


государственный 
университет 





В Новосибирском государственном уииверснтете имеются слерующие факультеты: 
математический с отделениями математикн, прикладной математнки и механикн; 
физический; естественный с отделеннямн химин и биологин; геолого-геофизический; 
гуманитарный с отделениямн русского языка и истории; экономический со специали- 
зацией по экономической кнбериетнке. 

Университет расположен в Академгородке в 20 километрах от Новоснбирска. Обуче- 
нне студентов проводнтся на базе научных инстнтутов Сибирского отделения 
АН СССР: гидродинамнкн, математики, вычислительного центра, ядерной физнкн, 
теоретической и прикладной механики, теплофизнкн, физики полупроводннков, авто- 


матнки и электрометрии, геологин и геофизикн, иеорганнческой химии, органической 


хнмии, химической 
цитологии н генетикн. 


кннетнки и горения, катализа, истории, филологни н фнлософни, 


В этом номере мы помещаем образцы вариантов письменных экзаменов по матема- 


тике н физнке в НГУ в 1973 году. 


Математнка 


Механнко-математическнй факультет, 
фнзический факультет, экономнческий 
факультет 
Варнаит 1 
1. Решить уравнение 


1ю6з (1 — 5*)* = 


} (У) 
-5+И м Е уз (1—9)--7 8 5 5. 

2. В треугольиике АВС биссектриса уг- 
ла ВАС равна а. Окружность, построенная 
на этой биссектрисе как на диаметре, делит 
стороны АВ и АС в отношении 2:1 н 1:1, счи- 


тая от точки А. Найти площадь треугольника 
АВС. 


3. Решить уравнение 


| ‚— | п | 
зтх -- У Зсо$ х == 25-1 05 (5—) 3 


4. Дана четырехугольная пирамида 
$АВСР ($А = $5В = 5С= $50 = 5), ос 
нованием которой является прямоугольннк 
АВСР со сторонами АВ -= Ср = 4, АР = 
— ВС == 3. Через диагональ ВО под углом 
30° к плоскости основания проведена плос- 
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кость, пересскающая ребро $С в точке 5'. 
Найти объем пирамиды $’ВСО. 


Вариант 2 
1. Решить уравнение 


65 (3х2 — ПЕ 2 = 


/ 6 
| + ЮЕс т Юж 22‘ 

2. Одна из боковых сторон трапеции 
перпенликулярна осиованиям и равна 2а, 
На этой стороне как на диаметре построена 
окружность, которая делит другую боковую 
сторону на три отрезка. Отношение длин 
этих отрезков равно 1:2:2 (считая от верх- 
него основания). Найтн площадь трапеции. 

3. Решить уравнение 


У со5? х — с03? Зх =. зт 2х. 


4. В правильном тетраэдре ЗАВС через 
вершину А параллельно ребру ВС проведена 
плоскость, перпендикулярная боковой гра“ 
ни 58В8С ($ — вершина тетраэдра, АВС — 
основание). Найти радиус шара, касающего- 
ся ребер $А, 58, $С и проведенной плос* 
кости. Ребра тетраэдра равны а. 


Варнант 3 
1. Решить уравнение 


1овх (ха 1) = И“; [2 (1-Е х2)] +4. 


2. В трапеции АВСО нижнее основание 
АР в 2 раза больше верхнего, равного а, 
угол А прн основании равен 45°, а окруж- 
ности, построенные на боковых сторонах как 
на днаметрах, касаются друг друга. Найти 
площадь трапеции. 

3. Решить уравнение 


у 14-1 
КЕ = $шх-|Е с05х. 


8. В куб с ребром а вписан шар. Через 
середины двух смежных ребер куба пооведена 
плоскость, касающаяся шара. Найти площадь 
сечения куба этой плоскостью. 





Факультет естествениых наук, теолото-геофи- 
знческий факультет 


Вариант 4 
1. Решить уравнение 


4106, Их -- 2108. х? = Зювьх 3. 
5 

2. В прямоугольном треугольнике АВС 
катеты АВи ВС относятся, как 1:2, На ги- 
потенузе АС выбраны точки М‘и М так, 
что отрезки ВМ и ВМ делят угол В на три 
равные частн. Найти отношение отрезков 
ВМ и ВМ 

3. Решить уравнение 


РУ 3 1 1 
м хр тх  с0$х 





= 5х. 


4. В правильную треугольную усеченную 
пирамиду вписан шар раднуса г, касающийся 
оснований и боковых ребер. Найти объем 
пирамнды, если стороны оснований относят- 
ся, как 1:2. 


Вариант 5 
1. Решить уравнение 


ох х—2 
(х2— 64-6) —- = 

2. В трапецию вписана окружность ра- 
диуса г. Точки касания с боковыми сторонами 
делят их соответственно в отношении 1:2 
и |: 3, считая от верхнего основания. Найти 
площадь тралецин. 

3. Решить уравнение 

$т х — с0$ х = 4 ЯП Х С037 х. 

4. Три шара, касаясь друг друга, ка- 
саются некоторой плоскости. Точки касания 
маров © плоскостью образуют треугольник 
со сторонами, равными 4, 2 и 3. Найти ра- 
диусы шаров. 


Физика 


Физический факультет 
На пнсьменном экзамене по физике каж- 
дому абитуриенту предлагалось 6 задач. 
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В первой задаче требуется объяснить 
физическое явление, демоистрируемое эк- 
заменатором иа демонстрационном столе. 

Вторая и третья — легкие задачи, кото- 
рые может решить почти каждый абитуриент. 

Четвертая и пятая — задачи, требующие 
достаточно уверенных знаний основных. физи- 
ческих законов и некоторой сообразитель- 
ности. 

Шестая задача — повышенной  труд- 
ности. Для ее решения надо уметь разби- 
раться в непривычной или усложненной фи- 
зической ситуации. 

На решение задач отводилось 4,5 аст- 
рономических часа. В методических указанн- 





Рис. 2. 





$3 
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ях, раздаваемых абитуриентам вместе с ва- 
риаитами задач, рекомендовалось вначале ре- 
шать лервые три задачи, а также подчерки- 
валось, что для получення высокой оценки 
не обязательно решение всех задач. 

В приводимых ниже вариантах письмен- 
ного экзамена по физнке после условия каж- 
дой задачи в скобках указана ее оценка 
в баллах и процент решнвших эту задачу. 


Вариант 1 


1. На столе имеются: два источника све- 
та — лампочка накаливания и лазер, даю- 
щий Параллельный пучок лучей; фотоэле- 
мент; гальванометр для регистрации фототока 
и плоскопараллельная стеклянная пластин- 
ка. Включается источник света, и регистри- 
руется фототок. Затем на пути света ставится 
пластинка, и олять региструется ток. Однн 
раз источинком служит лампочка, второй 
раз — лазер. Оказалось, что фототок после 
внесения пластинки в первом случае возрос, 
а во втором — уменьшился. Объяснить — по- 
чему. (56., 48%.) 

2. Найти заряд на конденсаторе емкости 
С, если в цели, изображенной на рисунке 1, 
течет постоянный ток. Напряжение на клем- 
мах (/, сопротнвления в цепи К, н К.. (3 6., 
82%.) 

3. Бесконечный конус с углом раствора 
90” движется к центру покоящегося шара 
со скоростью о (рис. 2). Направление ско- 
рости совпадает с осью конуса. В некоторый 
момент шар разбивается на очень большое 
число осколков, которые равномерно летят 
во все стороны с той же скоростью и. Какая 
часть осколков попадает на конус? Влиянием 
веса*) пренебречь. (56., 52%.) 

4. В цилиндр раднуса К, частично за- 
полненкый водой, падает цилиндрическая 
пробка радиуса г и высоты Й (рне. 3). Началь- 
ная высота нижнего торца пробки над уров- 
нем воды Й; начальная скорость равиа нулю. 
Сколько эпергии выделится в виде тепла после 
того, как движение пробки н воды прекра- 
тится? Плотность пробкн р, плотность воды 
бо, ускорение свободного падения д. (66., 36%.) 

5. Плоский коцденсатор находится во 
внешием одноподном электрическом поле Е, 
перпендикулярном пластинам (рис. 4). Пло- 
щадь пластин конденсатора 5. Какие заряды 
окажутся на каждой из пластин, еслн кои- 
денсатор замкнуть проводником накоротко? 
(76.. 34%). 

6. Изогнутая под углом 2% узкая трубка 
АКВ пеподвижно закреплена на тележке так, 
что каждое колено ее составляет угол & 
с вертикалью (рис. 5). Половина трубки АК 
заполнена водой, удерживаемой заслонкой 
З. Тележка может двигаться по горизонталь- 
ной плоскости. Заслонку 3 открывают. Нан- 
ти скорость тележки в тот момент, когда се- 
редина столбика воды проходит самое ниж- 














Рис. 7. *) Точиее, снлы тяжести. (Прим. ред.) 
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нес положение. Начальные скоростн равны 
нулю. Трение и калиллярность не учитывать. 
Масса тележки с трубкой М, масса воды т, 
АК = ВК = {. Ускорение силы тяжести в. 
(86., 10%.) 


Вариант 2 


Е. На столе собрана схема, изображен- 
ная на рисунке 6. Когда замыкают ключ 
А, лампочка Л загорается тускло. Когда 
замыкают ключ В, свет становится очень 
ярким. Почему в первом случае лампочка 
горит слабзе, чем во втором? (56.; 62%.) 

2. Два шарика с массами ту и т. од- 
3 мовременно начинают соскальзывать без тре- 
Рис. 8. ния и вращения с двух горок одинаковой 
формы и высоты Н (рис. 7). При столкновении 
шарики слипаются. На какую высоту под- 
нимутся слипшиеся шарики? (36.. 80%.) 

3. Определить ускорение — цилиндра, 
скользящего ло желобу, имеющему вид 
двугранного угла с раствором < (рис. 8). 
Ребро двугранного угла наклонено под уг- 
лом В к горизонту. Плоскости двугранного 
угла образуют одннаковые угяы с горизон- 
том. Коэффициент трения между цилиндром 
н поверхностью желоба А. (56., 40%.) 

4. В центре незакрепленной сферы радиу- 
са К и массы М разрывается снаряд массы 
т на мелкие осколки, разлетающиеся во все 
стороны равномерно с одинаковой скоростью 
о. В сфере имеются два круговых отверстия 
< цеитрамн, лежащими на одном диаметре 
{рис. 9). Углы ©; н а, близки, но не одина- 
ковы. Осколки, не вылетевшие через отвер- 
стия, прилипают к поверхностя сферы. Най- 
тн конечную скорость сферы. Сопротнвлением 
воздуха и силой тяжести пренебречь. (6 6., 
59% .) 

5. Плоский конденсатор находится во 
внешием однородном электрическом поле Е, 
перпендикулярном пластинам Конденсатора 
(рис. 10}. Площадь каждой из пластин $, 
по пластинам равномерно распределены за- 
ряды 9 и —9, расстояние между пласти- 
нами 4. Какую работу нужио совершить, 
чтобы персвернуть конденсатор на 180° вок- 
руг оси, перпендикулярной полю? (6 6., 36%.) 

6. В (-образной трубке с сопрнкасаю- 
щимися внутреннимн стенкамн в равновесии 
находятся жидкостн с плотностями р: ин 0 
©, <ре) так, что граница раздела проходит 
точно через низ трубки (рис. 11). На высоте а 
от нижней точки трубки появилбсь неболь- 
шое отверстие, и началось перетекание жид- 
кости. Насколько изменится уровень в колене 
с жидкостью ра, когда перетекание жидкости 
прекратится? 

Трубку считать достаточно тонкой для 
того, чтобы не происходило перемешивания 
жидкостей (возможен только разрыв столба 
жидкости в месте появления отверстия). 
{8 6., 34%.) 
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РЕЦЕНЗИИ. 
БИБЛИОГРАФИЯ 





Беседы 
старого 
учителя 


«Беседы но физике». Трудно 
было бы придумать лучшее 
название для этой книги *). 
Михаил Иванович Блудов, 
опытный педагог и методист, 
решил поделиться © юными 
читателями <своими знання- 
ми, побеседовать с ними о 
физнке. О чем конкретно? 
Ведь современная физика 
слишком обширна и мио- 
гогранна, чтобы можно было 
рассказать о ней в столь нс- 
большой по объему книге. 
Правда, лежащая перед на- 
ми первая часть «Бесед» ох- 
ватывает только два разде- 
ла — мсханику и теплоту, 
но ведь н это очень много. 
Если же попытаться пере- 
чнслить вопросы, которые 
здесь освещены, то ‘станет 
совсем непонятно, как кнн- 
га не разрослась до тол- 
стого фолнанта. 

А все дело в мастерстве 
автора. Он не излагает того, 
что читатель знает  (нли 
должен зиать) из школьного 
курса, а есди м говорит, к 
примеру, о законе сохранения 
энергии, то подходит к нему 
с совершенно новых для 
ученика позиций. Книга не 
дублирует, а дополняет, ил- 
люстрирует школьный курс 


") Блудов М. И. Бе- 
седы по физике. Часть |, 
нзд. 2-е, перераб. М., «Про- 
свещение», 1972, 176с., 68к. 





фнзики. Причем все эти до- 
волнительные сведення пре- 
подносятся, как правнло, в 
форме живой, непринужден- 
ной беседы. Автор часто не- 
посредственно обращается к 
читателю или прибегает к 
форме дналога. Так, в главе 
«Что такое работа» лриво- 
рится разговор межлу Иго- 
рем и его отцом-инженером, 
и в результате сухое опре- 
деление приобретает иное 
звучание, как бы обрастаст 
живыми фактами из окружа- 
ющей действительностн. 


Кинематика считается, 
пожалуй, наиболее скучинм 
разделом фнзики. Однако 
М. И. Блудов сумел интерес 
но рассказать не только об 
основных понятиях кинематн- 
ки(скорость, ускорение ит.д.), 
но и О ее математическом 
аппарате — векторах и опс- 
рацнях с ними. Вслед за 
этим идет глава (нли пра- 
вильнее будет сказать — 
беседа} о сигналах безопас- 
ности на транспорте, об из- 
меренин скорости автомоби- 
ля, локомотнва, судна, са- 
молета, ветра, пулн. 

Примеры для нллюстра- 
цин осиовных положений ме- 
ханики заимствованы или из 
понседневиой жизни, или из 
самых новейших научных и 
технических проблем, наи- 
более близких — интересам 
школьника. Автор очень 
часто обращается к астроно- 
мин, космонавтике н другим 
смежным с физнкой наукам. 

Увлекательность — пове- 
ствованию придают историче- 
ские отступления, а нодчас 
н целые разделы, носящие 
нсторико-познавательный ха- 
рактер. Таковы, например, 
беседа «Четыре затруднитель- 
ных положения» о знамени- 
тых апорнях *} Зенона или 
«Бессда в венецианском ар- 
сенале», знакомящая с ме- 
ханикой Галилея. 


В главе  «Неосуществн- 
мая мечта» читателю пред- 
лагается доказать невозмож 





*) Апория (гр. аропа} 
в переводе означаег «без- 
выходное положение, ТУпНК, 
непреодолимая трудность». 
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ность реализации различных 
проектов вечных двигателей. 
Эта глава -— прекрасная 
проверка знаний н сообрази- 
тельности учащихся, она 
поможет выработать у ннх 
способность к логическим 
рабсужденням. 

В главах, посвященных 
молекулярной физике и теп- 
ловым явлениям, также нз- 
ложен обширный материал — 
от броуновского движения до 
элементов метеорологии. Го- 
воря об агрегатных состоя- 
ннях вещества, автор упо- 
минает и о плазме, много 
места отводит кристаллофизи- 
ке, поверхностным явлениям 
в жидкости и т. д. 

Книга М. И. Блудова 
вышла вторым изданием. Пре- 
дыдущее, появившееся в 1964 
году. быстро завоевало попу- 
лярность у читателей — 
школьников н педагогов.Кнн- 
га была отмечена дипломом на 
Всесоюзном конкурсе науч- 
ко-популярных книг, вро- 
водимом ежегодно обществом 
«Знание». Теперь содержание 
ее претерпело некоторые из- 
менения, в частности, до- 
бавлен ряд новых разделов, 
отражены последние достн- 
жения в освоенин космоса. 

Мы уверены, что первая 
часть кинги «Беседы по фи- 
зике? прниссет несомненную 
пользу всем читателям. 


И. Зорич 


«Квант» для младших школьников 








Задачи 
1. Группа школьников покупала 
различные альбомы. Каждый 


ученик покупал альбомы одного 
типа, причем столько, сколько стоил 
один альбом этого типа. Все ребята 
расплачивались монетами по 10 копе- 
ек, каждый получил сдачу, и эта сда- 
ча не совпала ни у каких двух школь- 
НИКОВ. 

Какую сдачу могли получать 
школьники и какое наибольшее число 
школьников могло быть в этой груп- 
пе? 

2. По реке плывет весельная лодка 
и рядом с ней щетка. 

Что легче для гребца: обогнать 
щепку на несколько метров или на 
столько же отстать от нее? 

3. В следующем примере цифры 
заменены буквами: 


деталь 


деталь 





изделие 


Восстановите запись. 

4. На разных берегах ручья стоят 
взрослый человек и ребенок. У каж- 
дого в руках по доске, чуть более 
короткой, чем расстояние между бе- 
регами. Как они могут гоменяться 
местами? 

5. Найти число, сумма цифр кото- 
рого равна разности между 328 и 
самим числом. 

6. Вагон освещается шестью лам- 
почками, соединенными последова- 
тельно. На каждой из них написано: 
110 в, 25 вт. Одна из лампочек пере- 
горела, и ее заменили другой, на 
которой написано: 110 в, 40 вт. Бу- 
дет ли эта лампочка гореть ярче 
остальных? 
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Топологические опыты 
своими руками 
Б. А. Кордемский 





В этой статье мы предлагаем вам 
познакомиться с топологией — нау- 
кой, исследующей те свойства фигур, 
которые остаются неизменными при 
растяжениях без разрывов или сжа- 
тиях без склеивания. Для этого вам 
предстоит выполнить некоторые опы- 
ты: раскрасить карту, освободиться 
из веревочного «плен.-, разрезать 
бумажные полоски на нерасцепляю- 
щиеся кольца. 

В сущности, ведь и сама тополо- 
гия началась с поисков раскрытия 
секретов некоторых занимательных 
геометрических головоломок, заин- 
тересовавших в свое время Леонарда 
Эйлера и других математиков. 


Четыре краски: меньше нельзя, 
больше не требуется 


— Вадим, взгляни, какую я получила 
карту для раскрашивания (рис. 1). 
Раскрасить надо так, чтобы. соседние 
районы не оказались одноцветными 
(районы, имеющие лишь одну общую 
точку, соседними 


не считаются; та- 
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кую раскраску называют правиль- 
ной). Кажется, мне хватит пятн кра- 
сок. 

— Верно, Оля, пяти красок доста- 
точно, чтобы получить правильную 
раскраску любой карты на плоско- 
сти, — подтвердил Вадим, — но на 
твоем месте я попытался бы ограни- 
читься четырьмя красками. Помнишь, 
мы слушали лекцию «О проблеме 
четырех красок», в которой ... 

— Действительно, —  перебила 
Оля Вадима, — ведь никем не при- 
думана карта, для раскраски которой 
оказалась бы необходимой пятая крас- 
ка. Это же одна из тех знаменитых 
старинных задач, которые до сих пор 
не поддаются усилиям математиков. 
«Проблема четырех красок», кажется, 
уже давно перешагнула столетний 
рубеж, а «воз и ныне там»? 

— Ну, если считать от -лекции, 
прочитанной в 1840 году, на которой 
немецкий астроном и геометр Август 
Мебиус высказал первоначальный ва- 
рнант этой проблемы без ее примене- 
ния к раскрашиванию карт *), то 
прошло уже свыше 130 лет, — ответил 
Вадим, — если же считать от 1878 го- 
да, то столетний рубеж еше не до- 
стнгнут. 

— Почему ты упоминаешь еще 
какую-то вторую дату? — полюбопыт- 
ствовала Оля. 

— В 1878 году на одном из засе- 
даний Британского географического 
общества выдающийся английский ма- 
тематик Артур Кэли четко сформули- 
ровал задачу: доказать, что каждую 
географическую карту на плоскости 
(или на глобусе) можно правильно 
закрасить четырьмя красками, — при- 
дав тем самым этой проблеме приклад- 
ное значение. Именно с этого момен- 
та задача получила особую попу- 
лярность и привлекла к себе внима- 
ние многих математиков и любителей 
математических головоломок. Вско- 
ре появился первый результат: дока- 





*) «... на плоскости нельзя начертить 


пять областей так, чтобы каждые две из них 


имели общую границу» — из лекции Мёбиуса. 


зательство достаточности пяти кра- 
сок (тоже в Англии, через год после 
доклада Кэли), а полного доказа- 
тельства достаточности четырех кра- 
сок никто не придумал до сих пор. 

— Погоди, Вадим, — опять вме- 
шалась Оля. Ты говоришь, что нет 
полного доказательства, а разве есть 
какой-нибудь частный результат? Я 
ничего не знаю об этом. 

— Да, Оля, некоторые результаты 
есть. В последнее время произошел 
значительный сдвиг в решенни «проб- 
лемы четырех красок» *). В 1968 го- 
ду математики Рингель и Янгс дали 
исчерпывающий ответ на вопрос о 
наименьшем числе красок, достаточ- 
ных для правильной раскраски кар- 
ты, нанссенной на любую поверх- 
ность, кроме ... поверхности обыкно- 
венного глобуса, а следовательно, 


и плоскости. 
— Я знаю, — заметнла Оля, — 
почему ты сказал: «следовательно, 


н плоскости». Если бы была доказана 
достаточность или, наоборот, недо- 
статочность четырех красок для рас- 
краски карты, нанесенной на сферу, 
то тем самым «проблема четырех кра- 
сок» была бы решена ин для плоской 
карты, так как любую карту на сфере 
можно превратить в эквивалентную 
карту на плоскости, и наоборот. 

— Правильно, Оля, но есть ре- 
зультаты и для плоских карт. В 
1969 году математики Оре и Стемил 
доказали, что любую карту на ило- 
скости, состоящую не более чем из 
39 областей, можно раскрасить че- 
тырьмя красками, а в 1971 голу со- 
ветский математик Г. А. Донец до- 
казал это утверждение для карт, 
состоящнх из 41 областн. 

— Спасибо, Вадим. Пойду рас- 
крашивать карту. 

Через несколько дней Вадим по- 
интересовался, удалась ли Оле рас- 
краска карты четырьмя краскамн. 

— Конечно, — ответнла Оля, — 
на моей карте оказалось всего 32 об- 





прочитал об этом в 
еория графов. М., 


*) Ве _ к 
книге: ар 
«Мир», 1973, е 58, 162. 
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Рис. 2. 


ласти. Я лопробовала усложнить за- 
дачу и закрасить каждой краской 
ровно ло восемь областей. Представь 
себе — получнлось! 


— Замечательно! Молодец, Оля! 
Попробую и я это сделать. 
Задача 1. Попробуйте и вы 


раскрасить каждой из четырех красок 
ровно по восемь областей на Олиной 
карте. 

Задача 2. Докажите, что най- 
дется карта, которую нельзя закра- 
сить меньше чем четырьмя красками. 


Районирование области 


Область, изображенная на рисунке. 
2, разбита на четыре района так, что 
каждый район граничит с тремя дру- 
ГИМИ. 

Задача 3. Перечертите внеш- 
ний контур этой области в свою тет- 
радь и придумайте другое разбиенне, 
а именно: разбейте область на шесть 
частей и раскрасьте пятью красками 
так, чтобы каждая из пяти красок 
сопрникасалась со всеми остальными 
краскамн. Раскраска должна быть 
«правильной», то есть соприкоснове- 
ние различных красок должно про- 
исходить не в одной или. нескольких 
изолированных точках, а непременно 
по некоторой линии. 


«Плеи» из шнуров 


В поле зрения топологии находятся 
и свойства переплетенных линий, 
в том числе узлы. Топология умеет 
объяснить секреты «крепкого» н «лож- 
ного» узлов, известных ткачам ин мо- 





Рис. 3. 





Рис. 4. 


рякам, альпинистам и фокусникам 
на эстраде. 

Так, например, топологический 
анализ ситуаций, создавшейся для 
двух озорников (рис. 3), показывает, 
что расцепиться они могут, не разре- 
зая шнуров и не развязывая узлов 
на запястьях рук. 

Но как это осуществить практн- 
чески? Снять шнур через кисти рук 
невозможно. 

Задача 4. Предположим, что 
озорники расцепнлись. Швуры оста- 
лись привязанными к рукам каждого 
из них. Пусть теперь они завяжут 
по обыкновенному узлу на своих 
шнурах, не отвязывая их от рук. Это 
возможно. 
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Софизм 


Ученнк 7-го класса объясняет 
своим одноклассникам дока- 
зательство «теоремы»: «Квад- 
ратный корень из любого 
натурального числа есть чис- 
ло иррациональное». Он 
рассуждает так. «Пусть 
дано натуральное число №, и 
УХ = -^, где 

ь 4 ‚ дерини 9— 
натуральные числа. Пусть 
дробь - несократимая 


(ведь любую дробь можно 
сокращать, пока у чнелнтеля 





н знаменателя не сократятся 
все общие делители). Тогда 
р? 


= /\. В левой части стоит 


несократимая дробь (ведь р 
н дне имеют общих делнте- 
лей), а в правой части урав- 
иения — заведомо целое чис- 
ло. Чо дробное число ине 
может быть равно целому. 
Значит, для любого нату- 
рального № число ИМ не 
является рациональным, от- 
куда следует, что оно ирра- 
циональное, что и требова- 
лось доказать». 

Где была допущена 
ошибка? 
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Уравнение примет вид и =5-+ ]/14и —19. 
Перенося 5 в левую часть, возводя в квад- 
рат и решая полученное квадратное урав- 
ненне, находим и == 22, 2 [оз (1 — и?) -= 29, 
откуда | — у? =ЗИ, у? -=1— ЗИ. Решений 
иет. 

2. Легко видеть, что Л АКО = ДАЕБ= 


= ^СЁО (рис. 1). Отсюда СО 
ОТВЕТЫ. УНАЗАНИЯ, 


АВ. 3 3 
РЕШЕНИЯ = ча = 4 и ВО = да. По теореме Пи- 


фагора, низ АВА и АСЕР находим КО? 
= 21.2 Ея КВ? = СР? — 4КВ?, откуда 





=а, ср = 











К статье «Метод вспомогательного ЗКВ! -- рая, КВ=- и. Далее, КО = 
элемента » р 7 р у = 
я я = =. — — о 
ое АОИ НИ ьо УЖ УВ? ВК = Уз, $. двс = 
заине. ВР — вспаиогательный отрезок. И 5 КВ (АВ АС) 
2. ф— асс 2 3. указание. Реб- ета о 5 
ро тетраэдра -- вспомогательный отрезок. 2 . 488 ° 
р 3. Преобразуем уравнение к виду 
3. : д 
ао к 1 
х | осо (— ) = а соз( = —). 


д -2 а {а-- +2) 


И ОЙ: д 
$.  @об-Ое-Ь+и Пусть с0$ 


Е = ;) = и. Решая уравиение 


—- 





| $ 
Указание. Опустить перпеидикуляры о _ у м И НакЛин и 
Мы 2 т ‚ я те 


из точек А, Ен В на СД, затем найти, в 2 
каком отношении делятся ВЕ и СО. Вспо- кол 
могательный элемент — площадь. Ответ: х=-о + 28, = 0, +1 
с 4. Пусть О — точка пересечения АС и 
5. = тн ИТТ Ука- ВР (рис. 2). $01 пл. ВСО (почему?) и 
У р. со + мы перпендикуляр 5’Р на плоскость ВСО по- 
2 падает на ОС. Но 0С=2,5, поэтому 


зание. Вспомогательный элемент — пло- = а 6 
щад ь- = Построим РЕ ОВ, СТ [ 08. Имеем 


6. 463-28 у4А: — п . Указа- ЕР == УЗ х=3ЗРС (из АЗУР, < Е = 30°). 
ние. Вспомогательный элемент—угол САВ. Из ЛОСВ (ВС =3, ОС =0В=2,5} нахо- 


: — сока 5° 
7 И ЕЙ Указа.  ДИМ ЕВ, СТ= = СТ = РЕ-- 


(1-| с05) /— сова. я 


Ст 
ние. Вспомогательный элемент — либо сто- Г РС <СОВ = ЗРС-+- РС ‘осо. Отсюда 
рона основапия пирамиды, либо угол при 
вершине пирамиды в ее сечении, проходя- 
щем через точки касания шара и двух про- | 
тивоположных боковых граией пирамиды. | 





—_— 


К статье «Новосибирский государственный 
университет» 


Математика 
Вариант ! 
1. ОД у < Бу 1. 14106 „;- (1— | 


Е -+- 5)? | 
РТ ги — 5 = 14106 (1 — р 


— $2): — 19. Положим 1003 (1 — #2) = и. Рис. 1. 
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4 
Вариант 5 
| 
1. хе=1 а =65, хз =2, ха = 4. 
БЕ 
2. г? ЗЕ НИЕ, 
д ве. 
3. &= —Шщ №, х = агся (У? — 


— И -- Ал, х = агсав (—1—`У2) + №, 
(# — целое). 


4. 3, 4/3, 3/4. 
Физика 


Варнант 1 


1. Величина фототока  пропорциональ- 
на световому потоку, падающему на фото- 
элемент. Когда источником света является 
лазер и на путин параллельного пучка света 





Вариант 2 ставится стеклянная пластинка, фототок 
ЕТОЙ уменьшается потому, что часть светового 

ПИ — Е потока отражается от поверхностн пластин- 
” 3 ь ки и ие попадает на фотоэлемент. Конечно, 
а # такой же эффект «потери» светового потока 

у 4 2 имеет место и для лампочки. Однако сущест- 

И вует н другой эффект, связанный с прелом- 
Лением лучей, падающих на пластинку под 

а? (2 -- 31/6) некоторым углом, и приводящий к увеличе- 

о ая ание иню светового потока, а значит, и величины 
ы фототока. Пластинка играет роль как бы фо- 

7:2 л Кусирующего устройства, посылающего на фо- 

3. х= но» -Е Ьл (Е — целое).  Тоэлемент дополнительный световой поток, 
прежде не попадавший на него. В данном 


случае, очевидно, этот эффект превышает 


а 
4. ———. 
3 21/2 эффект потерь. ив, 
Виа © 2.4 = СИс, но Ис = Их, =, А, , 


и поэтому 
р. РИ сбив _ 
ыы Ч, + Вь 


3. Рассмотрим осколкн, летящие вверх 





ба? 

2. = ` и вниз относительно земли. В системе отсче- 
ЗИ — 1 та, связанной с конусом, они движутся впра- 
м во под углом = 45° к горизонту соответствен- 
3. х= ЕР вл, х= ел (В — це- но, то есть вдоль образующих конуса, 
н на него не попадут. Все осколкн, находя- 
лос). щиеся справа от рассмотренных, а их прак- 

4 За? 

8 . 


Вариант 4 


1 
1. м1, х, = 4, 2% =-5. 


2. (313 —4):1. 


л 
3. х=-4_ + #я (# — целое). 





Рис. 3 
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тически половина, рано Или поздно попадут 
на конус. 

4. За счет уменьшения потенднальной 
энергии пробки будет совершена работа по 
подъему вытесненной воды н выделится 


тепло: 
ВЕи = А = ©. (1) 
Будем все высоты отсчитывать от нижнего 





торца плавающей пробки (рис. З; ан 6). 
Тогда 
АЕя = тов (Н- *,) (2) 
Н 
.—Й 
А ть — 9 — (3) 


Массу вытесненной воды (она показана 
на рисунке 3, аи б синим) можно записать 
так: 

тв = РолА?В, — рол (К — г), (4) 


а условие плавания пробки — так: 
рлиЗЙ = руд В.. (5) 
Тогда из равенств (1) — (5) получим 
р ГА: 
[4 = рати | Н + (1-#=)] : 


5. се = г Ей = в, 5Е. 


$. Запишем закон сохранения энергии: 
АЕп = Вт 3 Ро 
Здесь АЁЕл = тЕ 4 соз а уменьшение потен- 


Ао? 
циальной энергии воды, Ект=— 5 








—инетн- 


т 
ческая энергия тележки, Ехв=-5-( у? -+ у: )— 


кинетическая энергия воды, движущейся 
как по горизонтали (со скоростью У,), так 
и по вертикали (со скоростью Ив). 
Обозначим скорость воды относительно 
трубки через и, тогда относнтельно земли 


У: = изза в У, == исоз а. 
Согласно закону сохранения импульса 


: и м 
ти эта — и = Мои та (1+ т). 


Тосда окончательно: 


{ Мо- 
тЕ-4 0$ а = 5+ 


` 


М? мМ\2 
= -- [яя <? с. т) }ь 


т. 21 с05 & 
> [1 + нм) сфе? « 


Вариант 2 


1. Мощиость, выделяемая в лампочке, 
пропорциональна квадрату тока в целн. Со- 


ВЕр//Куап.тссте.ги 





——- 


Рис. 4. 
гласно закону Ома для перемениого тока 


с а зы ПОВ. ый 
ИУ) › 
С 
где А — активное сопротивление, «Г, — ин- 
дуктивиое и == — емкостное — сопротивле- 


НИЯ. 
В первом случае, когда замыкают ключ 
А, в цепи есть только активное и иидук- 
тивное сопротивления, во втором случае до- 
бавляется еще и емкостное сопротивление. 


1 
Если Со близко ®Ё, то <, и лампоч- 


ка во втором случае горит более ярко. 


т —т.\?2 
2. = Н 
3. Запишем уравнение движения ци- 


лнндра вдоль желоба (рис. 4, а): 
та = твяпВ — тр» 
где Рур = ЗЕМ (№ — сила реакции опоры). 
Из рисунка 4, 6 
д тё со5 ® 
п" = 25т (а; 2) * 


Поэтому 





р Е с0$ В 
де в (5 т {0/2 ) ь 


4. Запншем закон сохранения импульса 
для осн, проходящей через центры отверстий: 
т 0505: — 305084; = 

= [М м — (т, + т.) |ц. 
Здесь т, И М. — массы осиолков, вылетаю- 
щих через соответствующие отверстия, 
и — скорость сферы. 

Так как осколки разлетаются равномер- 
но по всем направлениям, то массы оскол- 
ков 71, н М, пропорциональны площадям 
поверхкостей соответствующих сферических 
сегментов, ТО есть 


т _ $1 тТз 5 
т 5 
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где 5 = 411, 5$, = ЭлВв, = 248? (| — 

— с056:), 5. = 2лЮЖ{| — с0$а.). Отсюда 
т т 

т: = 5 (1 — с0525) и т. = —5_ (1—с0$ 92). 

Поскольку углы ©, и @, близки, можио 


считать, что ©0$ @: дз с0$ 2 25 0$ &. 
Поэтому окончательно получим 


з. ть С05 9; — 715 60$ @2 
2 МЕт— ему 


— 


т с0$ © (с0$ а: — с0$ 2) 
2(М-- т соза) ! 


5. Перевернуть конденсатор ина 180° 
вокруг горизонтальной оси — это значит 
поменять местами положительно к отрнца- 
тельно заряженные пластины. 

Поскольку работа по перенесению за- 
ряда в электростатическом поле не зависит 
от формы пути, то для определенности будем 
считать, что нижняя пластина закреплена, 
а верхнюю пластину «пронесли» сквозь 
нижнюю и расположили опять на расстоя- 
нни 4 от неподвижной. 

Подсчитаем отдельно работу в поле, 
созданном неподвижной пластиной, н во 
внешнем поле Е. Если на первом этапе поле 
нижней пластины само совершило работу 
по сближению пластин, то на втором этапе 
пришлось нзвне совершить такую же работу 
по разведению пластин. Следовательно, сум- 
марная работа в первом поле равна вулю, 
и остастся только работа против внешнего 
поля, которая равна 


А = 2$ = 29Е4. 
Можно было подсчитать работу как из- 
менение энергии конденсатора: 


А=\,— №, = 
си? Си? са 
р В ба Ь о 


— (Е — Ен): = 2С4*ЕЕ‚ = 294. 


6. Так как на уровне отверстия давление 
в левом колене больше, чем в правом, 
первая жндкость, разорвав столб второй на 
две части, будет втекать в правое колено. 
Прк этом часть второй жидкости, которая 
была над отверстием, поднимается, а кото- 
рая была под отверстнем, начнет пепетекать 
в Левое Колено через низ трубки. Движение 
прекратится, когда давления слева и спра- 
ва на уровне отверстия сравняются. Пусть 


Корректор Н. Б. Румянцева 
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Рис. 5. 


уровень жидкости в правом колене поднялся 
на х, тогда в левом колене уровень должен 
опуститься также на х. Так как давления на 
уровне дна трубкн тоже одннаковы, жидкости 
в трубке расположатся так, как показано 
на рисунке 5. 

Запишем условие равенства давлений на 
уровне отверстия: 


(, — а — хр: = (А; — а) р. + хр, (1) 
где №, и И, — начальные высоты первой н 
второй жидкостей соответственно. 

Из условия равенства начальных давле- 
ннй внизу трубки имеем 
Корь = Вай. {2} 


Из (Ю и (2) следует, что 


К задачам «Квант» для младших 
Школьников в 


{см. «Квант», 1974, № 

1.1. 

2. Вблнзи берега (на мелких местах) 
из-за трения воды о дно скорость частии во- 
ды тем больше, чем выше они над дном. По- 
этому верхние слои воды «обгоняют» нижние. 


3. 473. 

4. Чай холоднее в стакакс © сахаром. 
5. 2401. 

6. Изменится. 





Чеховский полиграфический 
Союзполиграфпрома 

прн Государственном комитете Совета Ми иистров 
СССР по делам издательств, полнграфин 

н кинжкой торговли, г. Чехов Московской области 


комбинат 





укописи не возеращаются 


жди д — 


Первый полет 
к Венере 


О СЗ СЯ 
шей к Земле планетой Сол- 
нечной смстемы. Еще сов- 
сем иедавно изшм представ- 
ления о строенмм м свойст- 
вах Венеры были весьма 
скромнымм м приблыэмтель- 
А А 
С В 
деть какме- детали ее 
поверхмостм, м ученые спо- 
о С С 3 
зерхность Венеры пустыней 
мм она покрыта окезном. 
Не было точных данных 
© пермоде собственного 
вращения Венеры, © хими- 
ческом составе ве атмосфе- 
ры, температуре м давяенымм 
газов из различных высотах 
мт. в. 

Использование затомати- 
ческих межпланетных стан- 
ций позволяет детально мс- 
следовать планеты Солнеч- 
ной системы, получить ог- 
ромное количество точных 
сведения об мх характерм- 
стиках. Однако создание та- 
ких станций савзано с огром- 
мыми техническими  труд- 
ностяки, 

Тринадцать лет тому нз- 
зад. 12 фезраля 1961 года, 
в Советском Союзе впервые 
был успешно осуществлен 
запуск управияемой автома- 
тической станции с борта 
мскусственного спутинка на 
межпланетную трассу. Стан- 
ция «Венерв-1», преодолев 
Е 
а В 


Уголок коллекционера 
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Общыя вес станцим был ра- 
вен 643,5 кг. На станцим ма- 
С Е м 
ра, предназначенная для мс- 
следованмя косммческмх лу- 
чей, мзмеренмя магнитных 
молей, регметрацим микро- 
метеоров м заряженных ча- 
стиц. заполняющих космм- 
ческое пространство. 

Запуск «Венеры-1» от- 
крыл новую тлаву в мселе- 
довании космоса. В поспе- 
дующие годы СССР м США 
не раз отправляли автома- 
тические станции к ближейя- 
шим планетам. 

В Советском Союзе м 
в ряде других стран были 
выпущены почтовые мархм, 


посвященные Запуску «Ве- 
неры-1». Мы приводим здесь 
марки СССР, Венгрим мКу- 
бы, прмуроченные к этому 
событию. На советской мар- 
А СС 
воспроиззеден общий выд 
станцим м схема ее сбляже- 
нмя с Венерой. На двух вен- 
герских марках показан мо- 
мент отделения автоматнче- 
ском станцмм от корпуса ра- 
кеты-носмтеля. 

В. А. Лешковцее 
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Чайнворд 


1. Французский математик, который участ- 
вовал в паполеоновском походе в 1812 году 
и был пленеи русскими. 2. Древнегреческий 
математик, автор первого дошедшего до 
нашнх дней теоретического трактата по 
математике. 3. Французский математик. 
основоположник просктной и начертатель- 
ной геометрни, участник сражения при Ла- 
Рошелн в 1628 г. 4. Гениальный француз. 
ский математнк Х|Х века. убитый на дуэлн 
5. Древнегреческий математик, первый от- 
крывший формулу Геропа. 6. Мера длины, 
равная примерно четверти — лециметра. 
7. Известный французский геометр и обще- 
ственный деятель (в 1792—94 г.г. был мор- 
скнм министром Франции). 8. Голландский 
математик ХУП в., впервые высказавший 
основную теорему алгебры, доказаиную 
строго в 1799 г. Гауссом. 9. Единица угло- 
вой меры, равная !/» окружности. 10. Ма 
тематик ХХ века, который не существовал ни 


не существует. 11. Важнейшее понятие выс- 
шей математики, нстоки которого нмеются 
у Евдокса и Архимеда. 12. Математик. в 
честь которого названо число дл, вычислен- 
ное с 34 десятнчными знаками. 13. Один из 
семин мудрецов» древности, открывший ряд 
теорем элементарной  геометрни (равенст- 
во углов при основаньн равнобедренного 
треугольника н др.). 14. Преднамеренно 
неверный вывод. 15. Математик, друг Де- 
карта, в его честь названы простые числа 
вида 2Р —| (где р — простое). 16. Повесть 
С. В. Ковалевской, первой русской женщи- 
ны — математика. 17. Счетный прибор. ко- 
торым пользовались древние греки. 18. 
Среднеазнатскнй математик, открывший 
формулу бинома Ньютона. 19. Средисазиат. 
ский ученый (философ. математик, врач н 
поэт), чье 1000-летие со лня рождения бу- 
дет отмечаться в 1980 году. 20. Известный 
советский астрофизик, академик. 
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На первой странице обложки помещена 
композиция на темы статей А. П. Савина 
«Проективная плоскость» и Е. Я. Гина «Про- 
ективные шахматы» (с. 9—19). у 

На. фоне перспективного изображения 
шахматной доски нарисована модель про- 
ективной плоскости — круг, диаметрально 
противоположные точки которого считают- 
ся склееснными. Шесть разиоцветных обла- 
стей иа этом круге попарио граничат друг 
< другом. поэтому для правильной рас- 
краскн полученной карты нужно шесть 
красок. Рисунок в средней области ‘отно- 
<сится к теореме Дезарга — одной нз краси- 
вейших теорем проективной геометрии (см. 
также с. 36). 
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На второй странице обложки вы внди- 
те бумажное кольцо, разрезанное по длине. 
Это кольцо склеено из перекрученной бу- 
мажной полоски. Если полоску до склеива- 


ния закрутить на пол-оборота, 
склеивания получится 
приведенном рисунке 
на полтора оборота. 
Вндно, что после разрезания по длине 
кольцо не распадается на два куска. Ока- 
зывается, можио изготовить такое кольцо, 
что, разрезав его по длине, мы получим 
цень из двух или даже трех колец. Об 
этом рассказано в статье Б. А. Кордемского 


«Топологические опыты своими руками» 
(с. 73—75). 


то после 
лист Мебиуса; па 
полоска перекручена 
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Плазма — весьма распространенное а природе состоянме вещества, Ее мзучение 
началось сравнительно недавно. С физмкой плазмы челошечество связывает очень 
большне надежды, прежде всего, в обпасти энергетики. Мменно физнка плазмы 
должна решить проблему осуществления управляемых термоядерных реакций м 
создания термоядерных электростанций. К ней же относятся работы по новым 
методам попучения эпектрической знергмм за счет обычного топлива без помощи 
паровых котлов м турбин, а также электрических генераторов. 

Помещаемая ниже статья принадлежит недавно скончавшемуся члену редакцмон- 
ной коплегимы нашего журнала академику Льву Андреевичу Арцимовмчу. Он был 
руководителем советских мсследований в областы управляемых термоядерных 
реакций. Именно ему н его сотрудникам удалось влервые осуществить такие реак- 
цим в лабораторных условмях. 

Текст статьм заимствован из введения к навучно-популярной книге Л. А. Арцимовича 
«Элементарная физика плазмык, выпущенной в свет мздательством «Атомиздат» 
третьмм изданмем в 1969 году. Публикацию подготовил В. А. Лешиовцев. 


Пусть в замкнутом сосуде, сде- 
ланном из очень туголлавкого мате- 
риала, находится небольшое количе- 
ство какого-либо вещества. Начнем 


Средняя скорость хаотического теп- 
лового движення атомов растет про- 
порционально квадратному корню из 
абсолютной температуры газа. Она 


подогревать сосуд, постепенно повы- 
шая его температуру. Если первона- 
чально вещество, содержащееся в со- 
суде, было в твердом состоянии, то 
при возрастании температуры оно 
в некоторый момент начнет плавить- 
ся, а при еще более высокой темпера- 
туре испарится, и образовавшийся 
газ равномерно заполнит весь объем. 
Когда температура достигнет доста- 
точно высокого уровня, все молекулы 
газа (если это молекулярный газ, как, 
например, водород, азот или кисло- 
род) днссоциируют, то есть распа- 
дутся на отдельные атомы. В резуль- 
тате внутри сосуда будет содержаться 
газообразная смесь элементов, из ко- 
торых состоит вещество. Атомы этих 
элементов будут быстро и совершенно 
беспорядочно двигаться, иснытывая 
время от времени случайные столкно- 
вения между собой. 
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тем больше, чем легче газ, то есть 
чем меньше атомный вес вещества. 
Величину средней скорости › можно 
найтн с помощью следующей форму- 


лы: 
5- 1.3.10 ИТ. 
т (0 
`Здесь Т — абсолютная  температу- 
ра и А — атомный вес вещества. 


Из формулы (1) следует, например, 
что при Т = 1000 "К средняя 
скорость атомов водорода соста- 
вит около 4.103 м/с, а средняя ско- 
рость атомов ртути — всего лишь 
3.102 м/с. 

Изменяя температуру от наиболее 
низкого уровия, соответствующего 
технике глубокого охлаждения (не- 
сколько градусов от абсолютного ну- 
ля), до нескольких тысяч градусов, 
мы можем заставить практически лю- 


бое вещество пройти через все три 
состояния — твердое, жидкое и га- 
зообразное. Естественно возникает 
вопрос: как будут изменяться свой- 
ства вещества, если нагревание про- 
должится дальше и температура вый- 
дет за пределы нескольких тысяч 
градусов? Конечно, при очень высо- 
кой температуре изображаемую нами 
картину нагревания вещества в туго- 
плавком сосуде можно представить 
только теоретически, так как предел 
термической стойкости даже самых 
тугоплавких материалов сравнитель- 
но невелик — не более 3000—4000 °К. 
Однако это практическое возражение 
не снимает вопроса о том, как будет 
вести себя вещество при непрерывном 
повышении его температуры. Поэто- 
му мы не будем пока отказываться от 
принятой простой схемы. Допустим, 
что стенки сосуда обладают волшеб- 
ной способностью противостоять 
сколь угодно высокой температуре, 
не разрушаясь и не испытывая ника- 
ких изменений. Итак, нагревание 
продолжается. В таком случае уже 
при 3000—5000 °К мы сможем заме- 
тить первые признаки появления но- 
вых процессов, которые будут свя- 
заны с изменением свойств самих ато- 
мов вещества. 

Как известно, каждый атом состо- 
ит из положительно заряженного яд- 
ра, в котором сосредоточена почти 
вся масса атома, и электронов, вра- 
щающихся вокруг ядра и образующих 
в совокупностн так называемую элект- 
ронную оболочку атома. Эта оболоч- 
ка и в особенности ее внешний слой, 
содержащий электроны, сравннтель- 
но слабо связаниые с атомным ядром, 
обладают довольно хрупкой структу- 
рой. При столкновении атома с ка- 
кой-либо быстро двигающейся части- 
цей один из внешних электронов мо- 
жет быть оторван от атома, который 
превратится в положительно заряжен- 
ный ион. Именно этот процесс нони- 
зацин и будет наиболее характерным 
для рассматриваемой стадни нагре- 
вания вещества. При достаточно высо- 
кой температуре газ перестает быть 
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нейтральным: в нем появляются поло- 
жительные ионы и свободные электро- 
ны, оторванные от атомов. 

С увеличением температуры отно- 
сительная доля ионов и электронов 
в этой смеси очень быстро возрастает. 
В условиях, когда нагретое вещество 
находится в тепловом равновесии с 
окружающей средой (в нашем случае 
со стенками воображаемого идеально- 
го сосуда) при температуре в несколь- 
ко десятков тысяч градусов, подав- 
ляющая часть атомов в любом газе 
ионизирована и нейтральные атомы 
практически отсутствуют. 

Кривая на рисунке показывает, 
как должна расти с температурой 
относительная доля ионизированных 
атомов в водороде. По оси абсцисс 
отложена абсолютная температура, по 
оси ординат — величина © — отноше- 
ние числа положительных ионов к 
числу нейтральных атомов, первона- 
чально имевшихся в газе, в процен- 
тах. Степень ионизации & зависит не 
только от температуры, но и от плот- 
ности газа (хотя и не так сильно). 
Поэтому для определенности отметим, 
что рисунок относится к тому случаю, 
когда в 1 см? газа полное число поло- 
жительных ионов и нейтральных ато- 
мов равно 7.10. При комнатной 
температуре газ с такой плотностью 
будет иметь давление, близкое к 
1 мм рт. ст. При Т = 10000 °К 
число нонизированных атомов мень- 
ше 10% общего числа атомов водоро- 
да, тогда как при Т = 30 000 °К 
на 2-10‘ положительных ионов (про- 
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тонов) приходится всего лишь один 
нейтральный атом. 

Электронная оболочка атома во- 
дорода содержит только один элект- 
рон, и поэтому с потерей электрона 
нонизация заканчивается. В атомах 
других элементов электронная обо- 
лочка имеет более сложную струк- 
туру. В ее состав входят электроны, 
обладающие разной степенью связн 
с атомом в целом. Электроны, принад- 
лежащие к внешним слоям оболочки, 
отрываются сравнительно легко. Как 
уже говорилось выше, при температу- 
ре порядка 30 000 °К почти не дол- 
жно оставаться примеси нейтральных 
атомов. Это означает, что можно 
говорить о полной ионизации газа. 
Однако отсюда не следует, что процесс 
нонизации закончился, так как 
положительные ионы в упомянутой 
области температур сохраняют значи- 
тельную часть своего «электронного 
одеяния». 

Чем больше порядковый номер 
элемента в периодической системе 
Менделеева, тем больше число элект- 
ронов в атоме и тем прочнее связаны 
электроны внутренних слоев оболоч- 
ки с атомным ядром. Поэтому окон- 
чательная ионизация атомов таких 
тяжелых элементов происходит толь- 
ко при очень высоких температурах 
(мнллионы или даже десятки миллио- 
нов градусов). Отметим, что в тяже: 
лом газе при окончательной иониза- 
ции на каждый положительный нон 
будет приходиться столько же свобод- 
ных электронов, сколько их первона- 
чально находилось в связанном со- 
стоянии в атоме. При этом газ в це- 
лом остается нейтральным, так как 
процессы ионизации сами по себе не 
создают избытка в зарядах того или 
другого знака. 

В ионизации газа при высокой тем- 
нературе принимают участие различ- 
ные процессы взаимодействия меж- 
ду отдельными атомами, с одной сто- 
роны, и электронами, ионами и све- 
товым излучением — с другой. 

Газ, в котором значительная часть 
атомов илн молекул ионизирована, 
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называется плазмой. Это название 
было предложено в 1923 году амери- 
канскими физикамн Ленгмюром н 
Тонксом. Плазма — нормальная фор- 
ма существования вещества при тем- 
пературе порядка 10 000 °К и выше. 
Вместе с тем это и наиболее распро- 
страненное состояние вещества в при- 
родных условиях. Солнце н все звез- 
ды представляют собой не что иное, 
как гигантские сгустки высокотем- 
пературной плазмы. Верхний слой 
атмосферной оболочки Земли также 
образован из плазмы — это так на- 
зываемая ноносфера. 

Для того чтобы подойти к понятию 
плазмы, мы воспользовались весьма 
простой ндеей о нагревании вещества 
в некотором идеальном сосуде. Одна- 
ко практически это совсем не наилуч- 
ший и уж, во всяком случае, не на- 
иболее легко осуществимый метод 
получения плазмы. Как в лаборатор- 
ных опытах, так и в технике нормаль- 
нымн условиями для получения плаз- 
мы считаются различные виды элект- 
рических разрядов в газах. При 
электрическом разряде через газ про- 
ходит ток. Носителями этого тока 
являются электроны и ионы, которые 
образуются в результате ионизации 
газа. Самый процесс нонизации нераз- 
рывно связан с прохождением тока. 
Только благодаря наличию тока в 
газе все время возникают новые ио- 
ны и электроны, и поэтому степень 
ионизации поддерживается на опре- 
деленном уровне. Будь то молния, 
электрическая дуга, нарядно  окра- 
шенный разряд в рекламной трубке 
или разряд в люминесцентной лампе 
дневного света — во всех случаях 
мы имеем дело с явлениями, разыгры- 
вающимися в сильно ионизированной 
плазме. 

Вместе с тем между плазмой, сб- 
разовавшейся при нагревании веще- 
ства заодно с сосудом, в котором оно 
находится, и плазмой газового раз- 
ряда ‘имеется одно.существенное раз- 
личие. Плазма газового разряда не 
является в термическом (тепловом) 
отношенин равновесной. Она нагре- 


вается изнутри за счет энергии, вы- 
деляющейся при прохождении тока, 
и охлаждается с поверхности вслед- 
ствне контакта с холодными стенками 
газоразрядного прибора или же с ок- 
ружающими слоями обычного газа. 
Плазма, образующаяся при интен- 
сивных газовых разрядах, может 
иметь во много раз более высокую 
температуру, чем металл, стекло или 
нейтральный газ, которые ее окру- 
жают. Кроме того, такая плазма 
термически неравновесна еще в од- 
ном отношении. Она состоит из смеси 
нескольких компонент, неодинаково 
нагретых. Одной из этих компонент 
являются электроны, другой — поло- 
жительные ноны и третьей — нейт- 
ральные атомы. Они так же равномер- 
но перемешаны между собой, как 
кислород и азот в атмосфере. 

В нротивоположность обычной газо- 
вой смеси, все частицы которой неза- 
внсимо от их принадлежности к той 
или другой составляющей имеют оди- 
наковую среднюю кинетическую энер- 
гию беспорядочного теплового дви- 
жения, у электронов, ионов и нейт- 
ральных атомов плазмы газового раз- 
ряда средняя кинетическая энергия 
различна. Электроны, как правило, 
обладают гораздо более высокими 
энергиями, чем ионы, а кинетиче- 
ская энергия ионов может превышать 
энергию нейтральных атомов и моле- 
кул. Поэтому можно сказать, что 
плазма представляет собой смесь ком- 
понент с различными температурамн. 
Как известно, средняя величина ки- 


нетической энергии Е частиц газа, 
участвующих в беспорядочном тепло- 
вом движении, связана с темпера- 
турой Т следующей простой форму- 
лой: 


Е= АТ, (2) 


где А — постоянная Больцмана. 
Из-за различия в величине сред- 
ней кинетической энергии электро- 
нов, ионов и нейтральных частиц 
в плазме вместо одной общей темпе- 
ратуры следует различать три разные 
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температуры — электронную Т,, ион- 
ную Т, и атомную Т.. Обычно 
Т., Г,» >ТГ.. Очень большое разли- 
чне между Т, и Т,, характерное 
для большинства форм газового раз- 
ряда, обусловлено громадной разни- 
цей в величине массы электронов 
и нонов. Внешние источники электри- 
ческой энергии, с помощью которых 
создается и поддерживается газовый 
разряд, передают энергию непосред- 
ственно электронам плазмы, так как 
именно легкие электроны являются 
носителями тока. Моны приобретают 
свою энергию благодаря столкновени- 
ям с быстро движущимися электрона- 
ми. Однако при каждом отдельном 
столкновении из-за большого различия 
в массе легкий электрон передает 
нону лишь небольшую часть своей 
кинетической энергии, отскакивая от 
него, как шарик для  пинг-понга, 
ударившийся о массивный стальной 
шар. 

Простой анализ, основанный на 
применении закона сохранения энер- 
гии и закона сохранення количества 
движения, показывает, что если тело 
малой массы т, сталкивается упруго 
с телом во много раз большей массы 
т», то относительная доля кинетиче- 
ской энергии, которую легкое тело 
в состоянии передать тяжелому, не 





(попробуйте 
доказать это сами}. Отношение массы 
электрона к массе иона равно 
|: 1340 А, где А — атомный вес ве- 
щества, которому принадлежат ноны. 
Следовательно, наибольшая относн- 
тельная величина передаваемой в 


одном соударении энергии состав- 


| 
ляет всего лишь около 9. 10-3 нь 


4т. 
может превысить — т, 


Поэтому электрон должен испытать 
очень много столкновений с ионами 
для того, чтобы полностью отдать 
имеющийся у него излишек энергии. 

Поскольку параллельно процес- 
сам, при которых происходит обмен 
энергиями между электронамн н иона- 
ми, идет процесс приобретения энер- 
гии электронами от источников элект- 
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рнческого тока, питающего разряд, 
в плазме ири газовом разряде обычно 
все время поддерживается большой 
перепад температур между электро- 
нами и ионами. Так, например, в упо- 
минавшихся выше газоразрядных 
приборах (рекламные трубки, лампы 
дневного света, ртутные выпрямните- 
ли ит. д.) величина Г, обычно ле- 
жит в пределах нескольких десятков 
тысяч градусов, в то время как вели- 
чины Туи Т., как правило, не пре- 
вышают одной—двух тысяч градусов. 
При дуговом разряде, который ис- 
пользуется для электросваркн, элект- 
ронная и ионная температуры ближе 
друг к другу вследствие того, что в 
этом случае разряд происходит в газе 
с большей плотностью и частые столк- 
новения между электронами н ионами 
быстро выравнивают разность темпе- 
ратур. Однако и в дуговом разряде 
Ть все же больше Т„ (Т, порядка 
нескольких десятков тысяч градусов, 
а Т;и Т. порядка 6000 К). 

При некоторых специальных усло- 
виях в сильио ионизированной плаз- 
ме ионная температура может значи- 
тельно превысить электронную. Та- 
кие условия возникают, например, 
при кратковременных электрических 
разрядах очень большой мощности 
в  экспериментальных установках, 
предназначенных для исследования 
способов генерации так называемых 
управляемых термоядерных реакций. 

Теперь несколько уточним общие 
представления о плазме и ее основ- 
ных характеристиках. Плазма, то 
есть ионизированный газ, может об- 
ладать довольно сложным составом. 
Даже в том случае, если плазма обра- 
зуется в результате ионизации хими- 
чески простого газа, напрнмер азота, 
кислорода или паров ртутн, ее ионная 
компонента будет содержать ионы 
различных сортов — с одним, двумя, 
тремя или более элементарными за- 
рядами. Следует отметить, что кроме 
атомарных ионов могут присутство- 
вать молекулярные ионы, а также 
нейтральные атомы и молекулы. Каж- 
дая из этих компонент будет харак- 
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теризоваться своей концентрацией пл 
и температурой Т. 

В простейшем случае, когда все 
ноны — однозарядные атомарные 
ноны, а нейтральная компонента пол- 
ностью диссоциирована и состоит 
только из атомов, в плазме будут 
присутствовать всего три компонен- 
ты: электроны, ионы и нейтральные 
атомы. Такие условия создаются толь- 
ко при интенсивных разрядах в во- 
дороде, дейтерин или тритни. В при- 
веденном примере — концентрация 
нонов й„ приблизительно равна кон- 
центрации электронов п.. В более 
общем случае, когда в плазме присут- 
ствуют однозарядные ноны с концент- 
рацией л,, двухзарядные — с кон- 
центрацией л,,  трехзарядные — с 
концентрацией п; и т. д., можно за- 
писать следующее приблизительное 
равенство: 

п. = п, 3- 21. Зп. 

Такое соотношение между концентра- 
цией отрицательных и положительных 
зарядов в плазме говорит о том, что 
плазма в целом квазннейтральна, то 
есть в ней нет заметного избытка за- 
рядов одного знака над зарядами 
другого знака. 

На этом свойстве плазмы нужно 
остановиться несколько подробнее, 
так как оно имеет существенное зна- 
чение и, в конечном счете, в нем со- 
держится самое определение понятия 
«плазма». 

Возникает естественный вопрос: с 
какой степенью точности в ионизи- 
рованном газе должно соблюдаться 
условие квазинейтральности? Каким 
бы путем ни создавалась ионизация, 
заранее совсем не очевидно, что поло- 
жительных и отрицательных зарядов 
должно быть поровну. Из-за разли- 
чия в скоростях движения электро- 
нов и нонов первые могут с большей 
легкостью покидать объем, в котором 
они возникли. Поэтому если благода- 
ря процессам ионизации атомов пер- 
воначально образуется одинаковое 
число зарядов противоположных зна- 
ков, то из-за быстрого исчезновения 
электронов, погибающих на стенках 


аппаратуры, внутри которой нахо- 
дится ионизированный газ, ионы, ка- 
залось бы, должны оставаться в зна- 
чнтельно большем числе, то есть ни 
о какой квазинейтральности не долж- 
но быть и речи. 

С другой стороны, нужно учесть, 
что при преимущественной утечке 
зарядов одного знака (электронов) 
в ионизированном газе немедленно 
образуется избыточный заряд друго- 
го знака, который способствует вырав- 
ниванию потока электронов и ионов 
и препятствует увеличению разницы 
между концентрациями частиц обоих 
знаков. Условия, при которых этот 
эффект будет достаточен для того, 
чтобы поддерживать квазинейтраль- 
ность, можно разъяснить с помощью 
следующих соображений. 

Допустим для простоты, что в 
ионизированном газе присутствуют 
кроме электронов только однозаряд- 
ные ионы. Квазинейтральность озна- 
чает, что л, очень мало отличается 
от й„. Как отразится на поведении 
отдельных частиц заметное отклоне- 
ние л, от ли? Очевидно, что все бу- 
дет зависеть от того, насколько силь- 
ным окажется обратное влияние 
электрического поля, возникающего 
прн таком отклоненин, на движение 
заряженных частиц. Здесь сразу же 
выделяются два крайних случая. Ес- 
ли число заряженных частиц в объе- 
ме невелико, то создаваемые имн 
электрические поля слишком слабы 
для того, чтобы повлиять на их движе- 
ние, даже если все поля складывают- 
ся. В этом случае отдельные электро- 
ны и ионы в своем поведении никак 
не связаны друг с другом и каждая 
из частиц двигается так, как будто 
бы все другие отсутствуют. Следова- 
тельно, условие квазинейтральности 
здесь не обязано выполняться. Про- 
тивоположный случай соответствует 
нонизироваиному газу © высокой кон- 
центрацией заряженных частиц, за- 
нимающему — достаточно большой 
объем. В этом случае избыточные 
заряды, возникающие при сильном 
нарушенни равенства между п, и п,, 
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создают электрические поля, доста- 
точные для выравнивания потоков 
н восстановления квазинейтраль- 
ности. 

В конечном счете все зависит от 
соотношения между потенциальной 
энергней отдельного иона или элект- 
рона в электрическом поле, возни- 
кающем при нарушении квазинейт- 
ральности, и величиной средней кние- 
тической энергни частиц, связанной 
с их тепловым движением. Если по- 
тенциальная энергия \,, соответ- 
ствующая заметному отклонению п. 
от л„, будет значительно превышать 
величину ЁТ.. которая является ме- 
рой энергин теплового движення элек- 
тронов, то условие квазинейтраль- 
ности будет соблюдаться с достаточно 
хорошей точностью. Анализируя со- 
отношение между №, и АТ, более 
детально, можно прийти к простому 
количественному критерию, харак- 
теризующему условия, при которых 
квазинейтральность сохраняется: 





‚У 5У Т. (3) 
ПЗ 
В этом соотношении п» — КОН- 


центрация заряженных частиц (чис- 
ло электронов в единице объема) н 
г — линейный размер области, заня- 
той ионизированным газом, напри- 
мер, радиус сферической колбы, в ко- 
торой этот газ находится. Появление 
величины г в данном выражении не- 
трудно разъяснить. Прин заданной 
концентрации заряженных частиц со- 
здаваемый ими потенциал, а следова- 
тельно, и потенциальная энергия от- 
дельной частицы зависят от размеров 
областн, в которой находятся эти 
частицы. Поэтому величина, харак- 
теризующая данный размер, должна 
обязательно входить в формулу, вы- 
ражающую условие квазинейтраль- 





= гд носит 


название дебаевского радиуса по име- 
ни немецкого физика Дебая. 
Согласно условию (3), если раз- 
меры области, занимаемой нонизн- 
рованным газом с заданной концен- 
трацией п, ин электронной темпера- 


Т 
ности. Величина 5 у = 
э 
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турой Т.. значительно превосходят 
гд, то внутри этой области п. = Пи. 
В этом случае при сильном откло- 
ненин и, от п, образующееся элект- 
рическое поле будет выталкивать ча- 
стнцы одного знака (присутствующие 
в избытке) и задерживать уход частиц 
другого знака. Такой механизм, ав- 
томатически поддерживающий ра- 
венство п, И н„, перестает действо- 
вать в случае, когда г гд. В объе- 
мах с линейными размерами, значи- 
тельно менышими, чем гд, электри- 
ческие поля, возникающие при от- 
клонении п, от п, будут слишком 
малы, чтобы оказать заметное влия- 
ние на движение отдельных частиц. 

Теперь можно вложить более оп- 
ределенный смысл в понятие «плаз- 
ма». До той поры, пока мы имеем де- 
ло с относительно небольним числом 
заряженных частиц, которые не в со- 
стоянии создать достаточно сильное 
поле для того, чтобы оно могло суще- 
ственно сказаться на поведении каж- 
дой из частин, не нмеет смысла гово- 
рить о наличии какого-то нового 
состояния вещества. Новая форма 
вещества — плазма — соответствует 
такому состоянию, когда число элект- 
ронов и ионов настолько велико, что 
даже небольшое смещение электрон- 
ной компоненты по отношеняю к нон- 
ной оказывается невозможным из-за 
сильных электрических лолей, возни- 
кающих при нарушении равенства 
между п, и пи. Таким образом, нони- 
зированный газ имеет право назы- 
ваться плазмой только в том случае, 
если условие (3) выполнено с доста- 
точным запасом. 

Нужно подчеркнуть, что квази- 
нейтральность плазмы соблюдается 
только в пределах достаточно боль- 
ших объемов. Если выделить внутри 
плазмы куб со стороной х, значн- 
тельно меньшей, чем гд, то в преде- 
лах этого куба число нонов может 
значительно отличаться от числа 
электронов. Чем меныне `отношение 
х/гд, тем больше может быть разли- 
чие между величиной отношения л./Пи 
и единицей. 
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Как появился 
знак корня 


Извлечение корня обознача- 
ется знаком ]/ ``. Не все 
знают, что это — видоизме- 
нение латинской буквы г, 
первой в латинском слове 
«га 1х», означающем «корень». 
В ХУТ веке знаком корня 
служила не строчная, а про- 
писная буква А, а рядом 
< нею ставилась первая буз- 
га латинских слов «дцад- 
тайиз» -— «квадратный» (3) 
или «С01си$» — «кубиче- 
ский» (с). чтобы указать, 
какой именно корень тре- 
буется извлечь. Например, 
писали №.9-4352 вместо ны- 


нешнего ]/4352. 





Найти число 


1. Найтк трехзначное 
число, которое, будучи про- 
чятано справа налево, сох- 
раняет свое значение, если 
считать, что в этом случае 
оно изображено в девяти- 
ричной системе счисления. 

2. 3, 5, Т — при после- 
довательных нечетных про- 
стых числа. Имеются ли в 
натуральном ряде чисел еще 
три последовательных не- 
четных простых числа? 

3. Найти  четырехзнач- 
ное чнело, равное квадрату 
числа, образованного двумя 
последними цифрами этого 
числа. 

4. Найти двухзначное чи- 
сло, квадрат которого равен 
кубу ты его цифр. 

5. Найтн  четырехзнач- 
ное число, равное 4-Й сте- 
пени суммы его цифр. 

6. Найтк число, являю- 
\щееся точным квадратом, ес- 
ли известно, что в пятирич- 
ной системе оно оказывается 
числом четырехзначным, а ес- 
ли его записать в семирич- 
ной системе, то оно изобра- 
жается одинаковыми инф- 
рами. 





полн ПРОЕКТИВНАЯ 
ПЛОСКОСТЬ 
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Рисунки и планы 


Недавно, перелистывая учебник при- 
родоведения для 3-го класса, я обра- 
тнл внимание на две картинки: класс, 
нарисованный художником (рис. \)}, 
и план того же класса (рис. 2). Взгля- 
ните на пих. Класс иа рисунке 1 
изображен таким, каким вы его ви- 
дите, стоя у доски. А план? Таким 
вы свой класс наверняка не видели, 
даже забравшись на стул, постав- 
ленный на парты. 

Однако сделать хороший рисунок 
класса, комнаты, двора — задача го- 
раздо более трудная, чем нарисовать 
соответствующий план. Действитель- 
но, чтобы нарнсовать план, достаточ- 
но набраться терпения и измерить 
размеры предметов и расстояния-меж- 
ду ними, а затем в соответствующем 
масштабе перенести на лнст бумаги. 
Задача, вполне посильная любому 
третьекласснику. 





А рисунок? «Для этого мужен 
талант», — скажете вы. Что ж, не- 
сомненно, Галя Мисевич из Киева - 
талантливая девочка, рисунок, сде- 
ланный ею в семилетнем возрасте 
(рис. 3), украшал обложку журнала 
«Мурзилка». Однако что-то в нем ие 
так. В нем... отсутствует перспектнва! 
Та самая перспектива, которая ири- 
дает объемность плоскому изображе- 
НИЮ. 


Впервые правильным изображе- 
нием перслективы серьезно заинтерс- 
совались художники эпохи Возрож- 
дения, в особенности Альбрехт Дю- 
рер (1471—1528) ин Леонардо да Вин- 
чи (1452—1519). Затем к решению 
этой задачи приступили математики 
и создали красивую науку — проек- 
тивную геомстрню, ее основы былн 
заложены Жераром Дезаргом (1593— 
1661) и Блезом Паскалем (1623— 
1662). 





Рис |. 


Рис. 2. 


пр ка ОТБГИ в уу бал ателье Рима оазльньйИ офи о пгыеча дер вечные" 


Рис. 3. 


Взгляните в окно. Вы увидите 
пейзаж. А теперь представьте себе, 
что это не окно, а картина. «Автору» 
этой картины, очевидно, невозможно 
поставить в упрек илохую перспек- 
тиву. Попробуем повторить эту кар- 
тнну, например, мелом прямо на 
оконном стекле. Встанем и нойдем 
к окну. И тут же «картина» начнет 
изменяться — на ней появятся новые 
предметы, а те, которые были преж- 
де, станут перемещаться и менять 
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свою форму. Однако дойдем до окна 
н полытаемся изобразить то, что мы 
видим. Нас ждет неудача: малейиее 


движение головой, и картина 
меняется, изображения передвнга- 
ются на другие места. Что же 
делать? 


Взгляните на гравюру А. Дюрера 
(рис. 4). С помощью остроумного 
приспособления художник рисует ва- 
зу так, как она видна из точки, в ко- 
торой веревка прикреплена к стене. 
Пользуясь этим инструментом и вы 
сможете правильно нзобразить пер- 
снективу пейзажа в вашем окне. 
Однако не думайте, что вы уже стали 
художником. Еще точнее эту картину 
воспроизведет фотоаппарат, а для 
того, чтобы картнна стала действи- 
тельно художественным ` произведе- 
нием, нужен талант. 

Но оставим на время живопись 
и перейдем к геометрии. Рассмотрим 
схему метода Дюрера (рис. -5). Зада- 
дим в пространстве плоскость Ри 
точку О. Даля того чтобы построить 
изображение точки № на плоскости 
Р. проведем прямую через точки № 
н О. Точка №, в которой эта прямая 
пересечет плоскость Р, и будет изоб- 
ражением точки А на плоскости Р. 
Такой метод построения изображения 
называется центральной проекцией на 
плоскость Р из точки О. 

Рассмотрим центральную проек- 
цию из некоторой точки О фигур, ле- 
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Рис. 5. 


жащих в горизонтальной плоскости 
@, на вертикальную плоскость Р 
(рис. 6}. Заметим, что ири этом пря- 
мые будут переходить в прямые. 
Действительно, проведем плоскость 
через прямую на плоскости @ и точку 
О. Линня ее пересечения с плоско- 
стью Р и будет изображением вы- 
бранной прямой. Ясио, что если две 
прямые пересекаются (не на прямой 
4», см. далее рис. 8), то их изображе- 
ння тоже пересекаются. Могут пере- 
секаться даже изображения парал- 
лельных прямых (рис. 7), причем 
точка №, пересечения этих прямых 
лежит на прямой [, проходящей 
через точку О и параллельной 
плоскостн О (так  «нересекаются» 
на горизонте рельсы железной 
дорогн). 





Рис. 6. 


Рис. 7. 


А какой прямой на плоскости @ 
соответствует «горизонтальная» пря- 
мая [| на плоскостн Р — «линия 
горизонта»? Такой прямой нет. В то 
же время для любой другой прямой 
плоскости Р найдется прямая на 
плоскости ©, которая ей соответству- 
ст (проверьте). С другой стороны, для 
прямой {, пересечения плоскости @ 
с плоскостью Ю (Е параллельна пло- 
скости Р и проходит через точку 
О, см. рис. 8) и только для этой пря- 
мой не найдется изображения на 
плоскости Р ни для одной из ее то- 
чек, да и образы прямых, параллель- 
ных /, и лежащих в О, на Р не пере- 
секаются. Стремление устранить та- 
кую «дискриминацию» привело к со- 
зданию понятия проективной пло- 
скостн, 





Проективная плоскость 


Мысленно дополним обычную пло- 
скость точками еще одиой «прямой», 
которую будем называть бесконечно 
удаленной (се точки также будем на- 
зывать бесконечно удаленными). Свя- 


жем элементы плоскости с вновь 
введенными элементамн. 
Во-первых, будем считать, что 


любая прямая плоскости пересекает- 
ся с бесконечно удаленной прямой 
и притом в единственной точке (эта 
точка, естественно, будет бесконечно 


удаленной, поскольку она принадле- . 


жит бесконечно удаленной прямой). 

Во-вторых, будем считать, что 
любая прямая, параллельная данной, 
пересекается с бесконечно удаленной 
прямой в той же точке, что и данная. 
Тогда эта точка является точкой 
пересечения всех прямых, параллель- 
ных данной (в смысле параллельности 
на обычной плоскостн). 

Теперь прн центральном проекти- 
ровании прямую [{, можно считать 
образом «бесконечно удаленной пря- 
мой» плоскости ©, а образом прямой 
{, — «бесконечно удаленную прямую» 
плоскости Р, при этом лишь для 
точки пересечения «бесконечно уда- 
ленной прямой» плоскости @ с пря- 
мой [,. Не найдется места на прямой 
{, то есть эта точка останется «беско- 
нечно удаленной» (н аналогично для 
«бесконечно удаленной прямой» пло- 
скости Р и прямой [)). 

Каковы же свойства полученной 
проективной плоскости? А это зави- 
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сит от того, с какой точки зрения их 
рассматривать. Наиболее естественно 
рассматривать те свойства проектив- 
ной плоскости, которые не меняются 
прн центральном — проектировании. 
Действительно, при этом стирается 
разннца между прямыми на первона- 
чальной плоскости н бесконечно уда- 
ленной прямой, поскольку свойства 
бесконечно удаленной прямой пло- 
скости @ будут в таком случае пол- 


ностью соответствовать свойствам 
прямой {, плоскости Р. 

Перечислим основные из этих 
СВОЙСТВ: 


1) Для любых двух точек сущест- 
вует одна и только одна прямая, кото- 
рой они одновременно принадлежат. 

2) Любые две прямые пересекаются 
в одной и только в одной точке. 

При этом придется забыть и об 
углах между ирямыми, поскольку 
их величины не сохраняются ипрн 
центральном проектированин, но рас- 
стояннях между точкамн. Кажется, 
что это обстоятельство обедняет гео- 
метрию проектнвной плоскости. Тем 
не менее получается большая н со- 
держательная теорня, которая носит 
названне проективной геометрии и от- 
личается чрезвычайным изяществом 
свонх теорем. Вот одна из них. 


Теорема Дезарга. Пусть 
даны три прямые, пересекающиеся 


в точке О. Пусть на одной прямой 
лежат точки А и А,, на другой — 
В иВ,, на третьей С и С.. Тогда 
точки пересечения прямых АВиА.Вь, 








АС и А.С,, ВС и В.С, лежат на 
одной прямой (рис. 9). 

На обычной плоскостн в этой тео- 
реме приходится отдельно оговари- 
вать ряд случаев, когда какие-либо 
прямые параллельны. А вот еще одна 
теорема. 

Теорема Нанпа. Пусть на 
одной прямой даны точки А, В и С, 
а на другой — почки А’, В, и С,, 
тогда точки пересечения прямых АВ, 
и А.В, АС. и А.С, ВС, и В.С лежат 
на одной прямой (рис. 10). 

И эта теорема на обычной пло- 
скости нуждается в уточнениях в слу- 


чае параллельностя тех или иных 
прямых. 
Однинм из самых замечательных 


свойств проективной геометрин яв- 
ляется зчприйции двойст - 
венност н»: на проективной пло- 
скости каждая теорема остается 
справедливой, если в ней всюду слово 
«точка» заменить на слово «прямая», 
слово «прямая» на 1080 «точка» и по- 
менять местами выражения: «лежит 
на...» и «проходит через...». Приме- 
ром такой двойственности могут слу- 
жить указанные выше свойства про- 
ективной плоскости. 

Упражнение 

Сформулируйте теоремы, двойствениые 
теоремам Дезарга и Паппа. 

Тем, кого заинтересовала проек- 
тивная геометрия, рекомендуем про- 
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Рис. 12. 


чнтать книги, указанные в конце 
статьи. А сейчас вернемся к самой 
проективной плоскости, как к геомет- 
рическому объекту. 


Модели проективной плоскости 


Мы получили проективную плоскость, 
введя «бесконечно удаленные точки» 
и «бесконечно удаленную прямую». 
Можно лн посмотреть, что 
же из этого получилось? «Бесконечно 
удаленную прямую» (без одной точкн} 
мы увидели, когда спроектировали 
проективную плоскость @ на пло- 
скость Р. Но прн этом «ушли на беско- 
нечность» другие ее точки — прямая 
[.. Хотелось бы получить такую 
модель проективной плоскостн, в 
которой были бы чвндны» все ве 
ТОЧКИ. 

Одна такая модель уже почти 
построена. А имеино, зафиксируем 
точку О в пространстве н назовем 
«точками» прямые, проходящие через 
точку О, а «прямыми» — плоскости, 
проходящие через точку О. Посмот- 
рите еще раз на рисунки 6—8. Каж- 
дой точке проектнвной плоскости дей- 
ствительно соответствует едннствез- 
ная «точка» модели — прямая, про- 
ходящая через эту точку и точку 0, 
а каждой прямой — «прямая» — плос- 
кость, проходящая через эту прямую 
н точку О. При этом бесконечно уда- 
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Рис. 13. 
ленной нрямой будет соответствовать 


горнзонтальная. плоскость — «пря- 
мая», а бесконечно удалениым точ- 
кам — лежащие в горизонтальной 
плоскости прямые (например, ОМ, 
на рисунке 7) — «точки». В этой мо- 
делн наиболее ярко видно равнопра- 
вне всех точек и прямых проектив- 
ной плоскости, 

Полученная модель очень хороша 
для исследования свойств проектив- 
ной плоскости, однако хотелось бы 
нметь такую модель, в которой точкн 
были бы точками, а прямые — линия- 
ми. Оказывается, такую модель не- 
трудно получить из предыдущей. До- 
бавим еще полусферу с центром в точ- 
ке О, касающуюся плоскости О (ос- 
нование полусферы параллельно ипло- 
скости (). Тогла каждой прямой, 
соединяющей точку О с точкой на 
плоскости Ц), будет соответствовать 
точка на полусфере — та самая, в ко- 
торой эта прямая пересекается с по- 
лусферой. Прямым обычной плоско- 
сти при этом будут соответствовать 
полуокружности на полусфере, про- 
ходящие через диаметрально проти- 
зоположмые точки граинцы полусфе- 
ры. Семейству параллельных пря- 
мых на плоскости @ будут соответст- 
вовать две диаметрально противопо- 
ложные точки на границе полусферы 
{рис. 11), а бесконечно удаленной 
прямой — граница полусферы. 
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К сожалению, каждой «бесконеч- 
но удаленной Точке» (точке «бесконеч- 
но удаленной прямой») соответствуют 
две днаметрально противоположные 
точки границы полусферы. Чтобы 
избавиться от этого недостатка мо- 
дели, надо лишь скленть между собой 
две полуокружности границы полу- 
сферы, но так, чтобы при этом склен- 
валнсь диаметрально противополож- 
ные точки. Это сделать, оказывает- 
ся, совсем ве просто. Мала того, 
что полусферу придется изгибать, 
придется еще н разрешить ей пересе- 
кать саму себя. То, что получится 
в результате, можно увидеть на рн- 
сунке 12 — поверхиость сама себя 
пересскает по лннии АВ. 

В этой модели, естественно, уже 
трудно хорошо нзобразить прямые. 
Поэтому чаще всего пользуются дру- 
той моделью: круг, диаметрально 
противоположные точки которого мы- 
сленно считаются склееннымн. Такая 
модель получается из модели на полу- 
сфере (рнс. 11}, если эту полусферу 
спроектировать на илоскость 0. 

На проективной плоскости можно 
нарисовать шесть стран, каждые две 
нз которых граничат друг с другом 
(рис. 13). Заметим, что на обычной 
плоскости таких стран может быть не 
больше четырех. Было доказано, что 
шести красок достаточно для правнль- 
ной раскраски любой карты на проек- 
тнвной плоскости (раскраска назы- 
вается правильной, если любые две 
страны, имеющие общую гранику, 
раскрашены в разные цвета), а для 
обычной плоскости до сих пор не 
найдено карты, для правильной рас- 
краски которой не хватило бы четы- 
рех красок, но и не доказано, что 
любую карту можно правильно рас- 
красить четырьмя краскамн. 
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На страницах «Кванта» уже расска- 
зывалось о том, как нграть в шахматы 
на различных досках, получающнхся 
прн помощи геометрических преобра- 
зований из обычной шахматной дос- 
кн. Именно таким способом возни- 
кают, например, цилиндрические и 
тороидальные шахматы *). Сейчас мы 
познакомимся с шахматной игрой 
еще на одной необычной доске. В ос- 
нове этой игры лежат элементы проек- 
тнвной геометрии, поэтому шахматы 
называются проективными. 


Проективная плоскость 


О ней рассказано в этом номере жур- 
пала в статье А. П. Савииа (см. с. 9). 
Коротко повторим: к обычной пло- 
скости добавляется некоторое мпо- 
жество дополнительных точек. Каж- 
дая из этнх точек соответствует се- 
мейству параллельных прямых пло- 
скости и называется бесконечно уда- 
ленной точкой проективной плоско- 
сти. Параллельные прямые пересе- 
каются в бесконечно удаленной точ- 
кс. Различным множествам парал- 
лельных прямых соответствуют раз- 
личные бесконечно удаленные точки— 
в каждом направлении нмеется своя 
точка. Совокупность всех бесконечно 
удаленных точек объявляется «пря- 
мой», она называется бесконечно 
удаленной прямой ироективной пло- 
скости. Точки и прямые исходной 
плоскости пазываются конечными. 


*) См. «Квант», 1970, №5 к 1917, № 8. 


Итак, на просктивной плоскостн 
всякие две прямые обязательно перс- 
секаются, причем в единственной точ- 
ке: конечной, если на обычной пло- 
скостн они не параллельны, н в бес- 
конечно удаленной, если  парад- 
лельны. Если же одна из прямых бес- 
конечно удаленная, то она пересе- 
кается со второй прямой в бескоцеч- 
но удаленной точке. 


Яроективная шахматная доска 


Расмниряя раскраску обычной шах- 
матной доски на всю бесконечную 
нлоскость, мы получаем клетчатую 
черно-белую нлоскость, которую бу- 
дем называть бесконечной шахматной 
доской Ш. Естественным образом 
введем на ней декартову систему 





Рис. 1. 
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координат хОу (см. рис. 1}. При этом 
каждое поле доски Ш обозначается 
парой чисел (х, у) — абсциссой и @р- 
динатой центра этого поля. Напри- 
мер, конь на рисунке | стоит на поле 
(10,7). Конечно, если события «про- 
текают» в пределах обычной шахмат- 
ной доски (на рисунке 1 она выделе- 
на), то можно пользоваться и шахмат- 
иой нотадией. Так, поле (1,6), на ко- 
тором находится пешка, есть просто 
аб. 

Теперь добавим к доске Ш четыре 
бесконечно удаленных поля: поле 0,, 
в котором пересекаются все горизон- 
тали, поле О, — в котором пересе- 
каются все вертикали, и два поля М, 
н ь, в которых пересекаются соот- 
ветственно два множества диагона- 
лей (рис. 1). 

Доску Ш, дополненную бесконеч- 
но удаленными полямн 0О,, О,, 
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Ми Мь, назовем проективной шах- 
матной доской П. Аналогия между 
рассмотренной выше ироективной ило- 
скостью и полученной доской Г] оче- 
видна. Вместо точек проективной ило- 
скости (конечных и бесконечно уда- 
ленных) здесь мы нмеем дело с по- 
лями доски П (соответственно конеч- 
ными или бесконечно удаленными}. 
Поскольку «шахматными» направле- 
ннями являются только горизонталн, 
вертикали н диагонали, то мы огра- 
ничиваемся лишь четырьмя направ- 
лениями в плоскостн, а значит и че- 
тырьмя бесконечно удаленнымн по- 
лями. Можно считать, что этн поля 
лежат на бесконечно удаленной пря- 
мой доски Щ. 

Заметим, что если фигура ненре- 
рывно движется вдоль произвольной 
лннин в заданном направлении, то 
она пройдет при этом бесконечно 


удаленное поле, а затем вернется 
в исходное положение, то есть вся- 
кая линия на доске П как бы замкну- 
та. Это связано с тем, что в проектив- 
ной плоскости каждому множеству 
параллельных ирямых, независимо 
от их ориентации, соответствует ров- 
но одна бесконечно удаленная точка. 
Это также изображено на рисунке {[. 

На рисунке 2 доска П изображена до- 
вольно оригинальным способом. Здесь б5с- 
конечно удаленная прямая как бы спросктиро- 
ваиа на доску Ш. Правда, для этого все 
поля Ш пришлось «поджать». Представьте ссбе 
вутинка, стоящего на июссе, взгляд которого 
устремлен далеко вперед. Ему кажется, что 
края зорогн где-то обязательно пересекаются. 
Рисунок 2 можно рассматривать как графи- 
ческую иллюстрапию этой ниллюзни. Мы пвн- 
дим поля Ох, Оу, М, М», а также проходя- 
щие через них горизонтали, вертикали и 
диагонали (двух изправлений). 

С каждого конечного ноля ладья 
нлн ферзь могут попасть на поля 
О, или О,, двигаясь в любом из 
двух противоположных нанравлений. 
Например, ладья с ноля (3,4) (см. 
рис. 1) попадает на поле О,, проходя 
через ноля (2,4) или (4,4). 

С каждого конечного поля слон 
или ферзь могут попасть на поля 
М, или М, также двигаясь но любо- 
му из двух противоположных направ- 
дений. Так, ферзь с иоля (4,1) (см. 
рис. 1) понадает на ноле А... проходя 
через поля (3,2) или (5,0). 

Остальные шахматные фигуры (ко- 
роль, ковь н пешка), которые не 
могут линейно перемещаться на лю- 
бое число полей, никогла не иопа- 
дают на поля О, О., М‚, М. Эти 
фигуры всегда остаются на доске 
Ш. 


Правила игры 


Итак, доска П для игры в проектив- 
ные шахматы у нас уже есть. Оста- 
лось определить нравила движения 
фигур на ней. 

1. Основные правила обычных шах- 
мат (способ выполнения ходов, шах, 
мат, пот и т. 9.) сохраняются 
и на доске П. 
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2. На доске Ш фигуры ходят как 
и в обычных шахматах. 

3. Доальнобойная фигура может за 
один ход переместиться на бесконеч-” 
но удаленное поле по любому из двух 
противоположных направлений. Одна- 
ко вернуться обратно она может 
лишь следующим ходом. При этом 
слон, отправляясь в «бесконечность», 
не забывает своего цвета, хотя сами, 
бесконечно удаленные поля мы считаем 
бесцветмыми. 

4. С бесконечно. удаленного поля 
дальнобойная фигура может! вернуть- 
гя на конечное поле но любому из двух 
противоположных направлений {с уче- 
том ее способа передвижения). 

Например, белопольный слон с 
ноля М, может понасть на белое 
поле (2,1) только яо белым двагона- 
лям через поля (3,0) илн (1,2). 

Ферзь может пойти с нолей М, 
или М, на любое конечное белое или 
черное поле, двигаясь но диагоналям, 
проходящим через него. Так, с М, 
он понадает по белой днагонали на 
ноле (4.1) через поля (3,0) нли (5,2). 

5. Фигура, находящаяся на беско- 
нечно удаленмом поле, по полям своего 
действия (в двух направлениях) угро- 
жает фигуре противники, стоящей 
на конечном поле. Наоборот, если 
с конечного поля фигура по полям 
своего действия может пойти на бес- 
конечно удаленное поле, то она угро- 
жает стоящей там фигуре против- 
ника. 

Например, ладья с поля О, угро- 
жает пешке (2, —6) по вертикали, 
проходящей через поле (2, —5}, а так- 
же в противоположном направлении— 
через поле (2, —7). Чернопольный 
слон с поля {3,3) нападает на неприя- 
тельскую фигуру, стоящую на поле 
М, но черной диагонали в двух на- 
правлениях: через поля (2,2) и (4,4). 

6. Фигура, стоящая на бесконечно 
удаленном поле, может взять фигуру 
противника, стоящую на конечном 
поле, если она угрожает ей по полям 
своего действия (хотя бы по одному из 
направлений). Аналогично, с конечного 
поля фигура может взять неприя- 
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тельскую, стоящию на бесконечно уда- 
ленном поле. 

7. На каждом бесконечно удален- 
ном поле не могут находиться одно- 
временно 0ве фигуры. 

8. С одного бесконечно удаленного 
поля на другое ходить нельзя (пере- 
мещение по бесконечно удаленной пря- 
мой запрещено). 

9. Лешка не может делать двой- 
ной ход или превращаться в другую 
фисири. 

Вирочем, если разработать «иа- 
чальную позицию», то это правило 
можно модифицировать в соответст- 
вии с обычными шахматами. 

Таким образом, правила игры в 
проективные шахматы ностроены на 
основе строгих геометрических рас- 
суждений. Любопытно, что абст- 
рактные геометрические понятия на- 
ходят в данном случае практическое 
применение. 


Шахматно-проективн ыс задачи 


В проективных шахматах открывают- 
ся богатые и неожиданные возмож- 
ности по сравнению с обычной нг- 
рой. Расширение нлошади «сраже- 
ния» фактически ведет к изменению 
силы фигур. При этом возникают 
новые оригинальные ндеи. Не слу- 
чайно шахматные комнозиторы в сво- 
их изысканиях часто прибегают к про- 
сктивным шахматам. Особой попу- 
лярностью они пользуются в Югосла- 
ВН *). 

В начальной познции шахматно- 
проективной задачи фигуры, как пра- 
вило, располагаются внутри обычной 
доски 858. При этом ее рисуют без 
краев как фрагмент доски Ш. Это 
означаст, что решение следует ‘искать 
на шахматно-проективной доске П. 

Сейчас мы разберем две шахмат- 
но-проективные задачн. Все варнанты 
в них мы будем записывать в обыч- 
ной шахматной нотацни. 


*) В частности, в основе настоящен статьн 
лежат материалы, опубликованные югослав- 
ским проблемистом н инженером Н. Петрови- 
чем в различных номерах югославского жур- 
нала «Рго ет». 
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ис. 3. Маг в два хода 


1. Крн 2—1! Тенерь у черных 
несколько возможностей, рассмотрим 
каждую из них в отдельности. 

Если ина любое поле уходит конь 
с поля 56, что обозначается 1... 
.., Кб, то матует 2. Фс5 — а? — 
— М, (здесь и далее промежуточное 
поле указывает направление, в кото- 
ром фигура отправляется в бесконеч- 
ность). С поля М, ферзь нападает 
на черного короля и, кроме того, дер- 





а [6 с а е | |: Н 


Рие. 4. Маг в три хода 





Рис. 5. Маг в два хода 


жит все ноля вокруг него: е3 через 
и 13 и еек — через В[, 54 и Р5 — 
через №3, во — через 14, а 53 и е5 — 
через В (это поле на первом ходу 
освоболил белый король). 

Если уходит другой черный конь— 
1... Кей, то матует 2. Фс5 —с8 — 
—0,. Если вперед идет пешка 
94—!... 93 — 92, или черный ко- 
роль переходит на линию &—\... 

.. КрЁ4 — 53 (54, 85), то следует 
2. Фс5 — а3 — М, мат. В исходной 





а ь с а е Г & в 
Рис. 6. Мат в три хода 
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позиции этот ход не матует, так как 
у короля находится пристанище на 
е4 (пешки 43 ин {5 защищают его от 
ферзя). Наконен, на отход короля 

... КрЁЯ — е4 (13) следует 
2. Фс5 — а —0, мат (на первом 
ходу это тоже только шах, так как 
черный король скрывается на #5). 

Разумеется, в задаче-двухходовке 
первый ход должен быть единствен- 
ным, иначе она обесценивается. Убе- 
димся, что в нашем случае других 
решений нет. На [.Кри2 — №3 с угро- 
зой мата 2. Фс5 — М. у черных 
находится защита . Кб —а!! 

Теперь на 2. Фс5 — М, шах сле- 
дует 2... КРМ и черный ко- 
роль скрывается от ферзя. в чем ему 
помогает король противника, стоя- 
щий на №3. Убедитесь сами, что пе 
достигается цель и ирн других всту- 
вительных ходах белых, которые мы 
ниже приводим вместе с необходимы- 
ми возражениями (в краткой пота- 
ции}. 

1. Кре? (ВР) КБа5! 2. Ф — М.шах 
Кре4!; |. Кр3З (вертикаль Е сле- 
дует за В) КМЗ: }. Ф: №6 Кре&!; 
1. Фа4 шах КрЁЗ!; 1. Ф — М, шах 
Креф!; 1. ФЫ— 0. шах Крвб! 1. Ф: 
: с7 КреЗ! 

Рассмотрим вторую задачу (рис.4). 
|. (5 — 8 —М.. У черных два 


ответа: пойти на с4 либо пеикой, 
либо королем. 
. 5 — с4 2. Кри — 52! 


КРа5 : е4 (на предыдущем ходу конь 
через поле Н1 был защищен слоном 
с М,), и после 3. Кр!З — 23 вскрытый 
мат дает слои! 

Г... Кра5 — с4 2. Кё4 — е3 шах 
Крс4 — 43 (поля 3 и ,5 но 
обстрелом держит слон с М.). 3. 
Крй — {2 мат! Вновь сделал свое 
дело находящийся в бесконечности 
слон! 

Предлагаем вам самим проявить 
изобретательность на шахматно-про- 
ективной доске и придумать несколь- 
ко задач. Приводим также две задачи 
для самостоятельного решения 
(рне. 5, 6). 
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Уже давно никто не удивляется тому, 
что свету нужно время, чтобы дойти 
ог небесного тела до Землн. Свег от 
Солнца «тратит» на свою дорогу око- 
ло 8 минут. Эту цифру нетрудно иро- 
верить. Расстояние от Земли до Солн- 
ца составляет 150 миллнонов км, то 
есть 1,5-ЮИ м. Скорость света — 
скесло 3-10 м/с. Поделив одно число 
на другсе, получим 500 с2=8 мин. 

Общая теория относительности 
вносит, однако, хотя и неболышие, 
но очень важные поправкн в такие 
рассуждення. Эффекты сбщей теории 
относительности заметны лучше всего 
у Меркурия. О нем и будет идти речь. 

`Максимальнсе и минимальнсе зна- 
чения расстояние Меркурий — Земля 
прниимает в моменты «сседннения» 
Меркурия с Солнцем, тоесть в момен- 
ты, когда Земля, Солниен планета ле- 
жатпрактически на одной прямой. В 
верхнем соединении, когда расстоя- 
ние Меркурий — Земля максимально, 







{9 Мерпурий 





© (илнце 
@ Земля 






Рис. 1. 
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ВЕРХНЕЕ 
СОЕДИНЕНИЕ 


оно равно Гшах = 1,38 астрономических 
единик (Та.е. — расстояние Земля — 
Солнце); в пижием соединении оно 
минимально и равно гуш = 0,62 а. г. 
(рис. 1) *). Если умножить эти числа 
на 8 минут, то получим грубо время 
прохождения света от Меркурия ло 
Земли в обоих положеннях. Такой 
расчет, конечно, дает правильный 
результат, ссли мы не интересуемся 
мелкими подробностями. Мо именпо 
О «мелочах» и будет речь. 

Путь луча света в случаях, когда 
Меркурий находится в верхнем соеди- 
нении, проходит мимо Солнца. Об- 
щая теория относительности приводит 
к выводу, что в поле тяжести Солнца 
скорость света меньше, чем в пустоте 
(как в веществе). Такое уменьшение 


*} Напомиим, что планеты движутся ночти 
в одной нлоскости— плоскости эклнатики. 
что орбиты 
нриведет к 
Гтнь 


Мы не учитываем. 
эллипеы; учет этого 
вариациям 


нланет 
исбольшим 
"тах И 






ПИМНЕЕ 
СОЕДИНЕНИЕ 





скорости очень мало, оно по расчетам 
приведет к увеличению времени про- 
хождения света на 0,000 24 —се- 
кунды (за таксе время свет проходит 
72 км). Современная радарная техни- 
ка оказалась в состоянии зарегист- 
рировать такой экзотический эффект. 

Как можно понять это число 72 км? 
Ясно, что вычислить его сложно. 
Однако можно получить представле- 
ние о порядке величины, если знать 
только о том, что такое гравитацион- 
ный раднус и уметь работать с раз- 
мерностямн. 

Количественной характеристикой 
поля тяжестн массивного тела является 
потенциал поля, определяемый со- 
гласно закону всемирного тяготения 
Ньютона: 


УМ 


Г 





@-- — 


В эту формулу входят две вели- 
чины: произведение уМ, которое ха- 
рактеризует источник поля — в на- 
шем случае Солнце, иг — расстояние. 
Вместо \М часто в теории стноситель- 
ности пользуются другой величиной, 
отличающейся от \М только множи- 
телем, но имеющей размерность длины 


2% М 
Ко я Н р 


с? 





Эта величина называется гравитаци- 
онным радиусом. Гравитационный ра- 
диус Солнца равен 3 км, гравитацион- 
ный радиус Земли — 9 мм *). 

Закон всемирного тяготения мож- 
но записать теперь так: 

Ф< 1 Юр 
Е, 

Слева стоит потенциал поля тяжести в 
безразмерных единицах; справа стоит 
также безразмерная величина.**) 


*) Обратите внимание, что принято опре- 
делять Югр с коэффициентом 2. Иногда встре- 
чаются формулы без этого коэффициента. 

**) Безразмерной величиной называется 
величниа, которая не изменяется с измене- 
нием еднниц измерения. 
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Величиной 


обычно и характе- 


ризуют величину поля тяжести мас- 
сивного тела. 

Можно ожидать, что когда свет 
проходит у новерхности Солнца (при 
г => Ко), то его скорость будет умень- 
шаться на величину, пропорцнональ- 





МР гр 
ную =: ^^ во (так как это един- 
ственная величина, которая характе- 


ризует поле Солнца): 


с- Кур 
Ко ° 


Можно сказать, что пространство око- 
ло Солнца имеет оптические 
свойства среды с показателем прелом- 
лення, немногим больше единицы. 

Если бы сила тяжести действова- 
ла на свет только вблизи Солнца, 
например, на участке пути, протя- 
женностью в 3—4 диаметра Солнца 
(возьмем для определенности 10 ра- 
диусов), то можно было бы сказать, 
что время прохождения света увели- 
чивается на величину АГ, определяе- 
мую из уравнения 


Ао- 











а 10Ко _ 10Ро 
бсв 5 — Ао 
10Ю= \ 
18 (1+ до 
с с ы 
или 
10Юо ди 1Ю0Кэ Юр 
АЕ 9 ЕВ =. 
[4 с с Ро 


Такая оценка дает для АЕ время, не- 
сбходимое свету для прохождения пу- 
ти в 30 км. Конечно, наша оценка гру- 
бая; особенно непоследователен вы- 
бор коэффициента 10. Более того, 
как оказывается, правильная форму- 
ла содержит еще и расстояние от Солн- 
ца до планет и радиус Солнца, так как 
на всем пути (а не только вблизи 
Солнца) от Земли до планеты и обрат- 
но время течет медленнее. Мы этого 
не заметили, так как пренебрегли 
действием Солнца на свет на больших 
расстояниях. Тем не менее наша оцен- 
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Рис. 2. 


ка полезна для того, чтобы орненти- 
роваться В задаче. Более точная фор- 
мула теории относительности гласит 


2 
АЕ = 2. Ко 
с 1772 





1+ Ш й 
где под логарифмом *) раднус Солн- 
ца и расстояния от Солнца до Земли 
и до Меркурия. Именно логарифм 
мы и «прозевали» в наших рассужде- 
ниях. Этот логарифм вовсе не мал, 
а равен 11,2, так что точная формула 
имеет вид: 


АЕ 22.4®лр_ 
| 
Чтобы проверить эту формулу по 
данным наблюдений, надо хорошо 
знать момент, отвечающий верхнему 
соединению в случае, если бы Солнце 
не оказывало влияния на свет. Для 
этого надо знать астрономические рас- 
стояния с точностью до 1—2 км. Та- 
кие требования на пределе современ- 
ных возможностей. 

Опыт встречает и другие труд- 
ности. Так, не очень просто узнать, 
от какой точки поверхности пла- 
неты отразился сигнал — измеряет- 
ся время путешествия сигнала от 
Земли к нланете и (после отражения) 
обратно (радарное эхо). 

Тем не менее такие опыты были 
проделаны группой американских фи- 





*) Логарифм в этой формуле «натураль- 
ный», то есть по основанию г. Он в 2,3 раза 
больше десятичного логарнфма. 
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зиков. Измерялись сигналы, послан- 
ные на Меркурий, Венеру и Марс. 
Результаты согласовались с предска- 
занием теории; однако ошибки обра- 
ботки опытов были еще велики (около - 
5—10%). 

На рисунке 2 показана одна из 
кривых запаздывания сигнала в раз- 
ные дни. Ноль на шкале абсцисс — 
момент верхнего соединення. 


Отклонение луча света в поле Солнца 


Выше было сказано, что пространство 
около Солнца действует на свет как 
среда с показателем преломления не- 
много больше единицы. Это значит, 
что свет далеких звезд, проходя около 
Солнца, должен искривлять свой путь 
подобно тому, как это происходит в 
призме. В принципе этот эффект был 
известен уже давно. Еще когда Нью- 
тон выдвинул теорию, согласно ко- 
торой свет представляет собой поток 
мельчайших частиц — корпускул, ему 
было ясно, что свет должен притяги- 
ваться к Солнцу. Так как в поле тя- 
жести ускорение всех тел одинаково, 
то путь света не зависит от массы 
корпускулы и представляет собой па- 
раболу. Напомним, что в законы Кеп- 
лера не входит масса планет. Занде- 
манн в 1801 году вывел из этих сооб- 
ражений формулу, согласно которой 
луч света, проходящий вблизи края 
солнечного диска, отклоняется на 
угол 0 = Аь/Юо == 0,85". Этот ре- 
зультат оказался ошибочным. В 1915 
году Эйнштейн на основе созданной 
им общей теорни относительности по- 
лучил новую формулу, которая да- 
вала для эффекта вдвое большее зна- 
чение 


22 2К:р 
у Юо 


== 1,7”. 





Впервые отклонение луча света 
было измерено в 1919 году. 27 сен- 
тября 1919 года Эйнштейн писал ма- 
терн: «Сегодня хорошие новости! Ло- 
ренц телеграфировал мне, что бри- 
танская экспедиция действительно до- 


казала смещение света вблизи Солн- 
ца». 

С тех пор эффект Эйнштейна из- 
меряли во время почти каждого за- 
тмения Солнца. Однако получить до- 
статочно точное значение оказалось 
очень трудно. Надо очень точно из- 
мерить положение звезды около Солн- 
ца и примерно через полгода, когда 
Солнце покинет эту область неба. 
Но при двух измерениях изменяется 
состояние атмосферы, изменяется пре- 
ломление в атмосфере Солнца, короче, 
возникает целая система поправок, 
которые ухудшают условия для срав- 
нения. 

Тем не менее сейчас в результате 
огромной работы многих астрономов 
удалось уменьшить ошибку настолько, 
что можно говорить о согласни тео- 
рии с опытом в пределах ошибок, 
составляющих не более 1% от вели- 
чнны эффекта. 

Лучшие до сего времени резуль- 
таты получены при изучении затмения 
квазаров — мощных источников ра- 
дионзлучения. Преимущество наблю- 
дения радиоисточников очевидно: ре- 
гистрация их нзлучения не требует 
затмения и можно производить из- 
мерения все время. 

Таким образом, уже сейчас можно 
считать установленным, что скорость 
света вблизи массивных небесных тел 
изменяется — такие тела действуют 
как огромные собирающие линзы. 
При этом преломление заведомо боль- 
ше, чем это следует из эффекта прн- 
ляжения кванта света к Солнцу по 
закону Ньютона. Это значит, что для 
света закон всемирного тяготения ока- 
зывается не точным, свет притягива- 
ется сильнее, чем простое тело с мас- 
сой, вычисленной по формуле тс? = 
=: Ну (энергия кванта). Это и есть 
эффект искривления пространства окс- 
ло Солнца. 


ВИр:ИКуапетесте.ги 


Ньютон в этика 


Приводим отрывок из письма 
Ньютона и секретарю 
Английского Королевского 
общества Астону, отпраз- 
ляющемуся в заграничное 
путешествие. 

Это письмо представляет 
большой интерес для харак- 
теристики личности ученого. 


р, 

В письме Вашем Вы по- 
зволяете мине, не стесняясь, 
высказать мое суждение о 
том, что может быть для Вас 
полезным в путешествии, по- 
этому и делаю это зиачи- 
тельно свободнее, чем было 
бы и" в нном случае. 

огда Вы будете в но- 
вом для Вас обществе, то: 
1) наблюдайте нравы; 2) при- 
норавливайтесь х нны, н Ва. 
ши отношения будут более 
свободны и откровенны; 
3) в разговорах задавайте 
вопросы и выражайте сом- 
нения, ие высказывая решн- 
тельных утверждений н не 
затевая споров... Вы мало 
или ничего не выиграете, если 
будете казаться умнее илн 
менее невежественным, чем 
общество, в котором Вы на- 
ходитесь; 4) если Вы будете 
оскорблены, то в чужой сто- 
роне лучше смолчать или 
свернуть на шутку, хоть бы 
м с некоторым бесчестием, 
чем стараться отомстить. .. 
Если положение будет без- 
выходным, то, полагаю, луч- 
ше всего сдержать — свою 
страсть н язык в пределах 
умеренного тона, не раздра- 
жая противника и его дру- 
зей н не доводя дело до новых 
оскорблений. Одинм словом, 
если разум будет господст- 
вовать над страстью, то он 
ин настороженность станут 
Вашимн лучшимн защитни- 
ками». 
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нолики В ОДНОЙ 
ИНТЕРЕСНОМ 


КНИГЕ 


В свое время я приобрел сборник 
«Математика в современном мире» 
(М., Мир, 1967). При чтении его у 
меня возникли непредвиденные труд- 
ности. На «участке» страниц 113— 
144 порядок страниц оказался весь- 
ма свсесбразным. Прочитав с. 113, 
каждый ожидает на сбороте того же 
листа увидеть с. 114, а видит — с. 118. 
Далее должна быть с. 115, а в моем 
экземпляре здесь оказалась с. 119 
и так далее. Иными словами, поря- 
док страниц на этом участке можно 


п редстав ИТЬ такой последователь- 
НОСТЬЮ: 

(113, 118), (119, 116), (17, 14), 
(115, 120), (121, 126), (127, 124), 
(125, 129), (123, 128), (129, 134), 
(135, 132), (133, - 130), (131, 136), 
(137. 149), (143, 140), (141, 138), 
(139, 144). 


Составив такую «схему располо- 
жения страниц» для выделенного уча- 
стка книги, я уже ие испытывал 
прежних трудностей при переходе 
от прочитанной страницы к следую- 
щей по порядку. 

Можно было бы этот эпизод с не- 
обычным экземпляром книги оста- 
вить без внимания. Однако вполне 
естественно возникает вопрос — как 
образовался такой порядок страниц 
в книге, в чем состоит ошибка печат- 
ника? 

Выскажем некоторые соображения 
по этому вопросу, предоставив пол- 
ное его решение читателю. 

В выходных данных о книге `со- 
общается «Бумага... 70 Х 108 в = 
—= 6,5 бум. л.». Эта условная фраза 
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означает следующее: книга сшита из 
6,5 тетрадей, каждая полная тетрадь 
образована четырехкратным — скла- 
дыванием пополам листа форматом 
70 х 108 см (полутетрадь — из лни- 
ста форматом 70 Хх 54 см, полная 
тетрадь содержит 16 книжных листов 
форматом 17,5 Х 27 см. 

Чтобы избежать ошибок при сбор- 
ке тетрадей в книгу, они нумеруются. 
В нашей книге полутетрадь идет под 
номером 3. Необычная тетрадь имеет 
номер 5. 

Условимся о таком порядке типо- 
графского изготовления полной тет- 
ради: набираем в отдельности все 
32 ее страницы вместе с их поряд- 
ковыми номерами, формируем из них 
пару «матриц» по 16 страниц каждая, 
производим с обеих матриц оттиски 
на обенх сторонах листа, образуем 
тетрадь последовательным складыва- 
нием бумажного листа пополам. 

Введем два понятия, необходимые 
для дальнейшего. 

Назовем схемой книжной тет- 
ради прямоугольную таблицу, за- 








полненную ориентированными по вер- 
тикали парами чисел {пормально рас- 
положенными или перевериутыми), 
первые комноненты которых обозна- 
чают номера странии одной, а вто- 
рые — другой стороны бумажного лн- 
ста. 

На рисунке {1 приведена одна из 
возможных схем книжной тетради 
на 8 страниц. 

Назовем порядок складыва- 
ния пополам листа нормаль 
ным, если последняя страница бу- 
дущей тетрадн ии разу не перевора- 
чивается и после складывания она прни- 
годна для сшивания по корешку (все 
сгибы здесь вложены друг в друга). 

На рисунке 2 иоказано, как по- 
средством нормального складывания 
из листа, приведенного на рисунке 1, 
лолучить соответствующую тетрадь. 

Нетрудно иноказать, что для слу- 
чая тетради из 8 страниц существует 
только одна схема, из которой нор- 
мальным складыванием можно ее по- 
лучить. Для случая тетради из 16 
{или 32) страниц таких схем уже не- 
ск олько. 

Задачи 

1. Составить всевозможные схемы кииж- 
ной тетради № 5 упомянутой книги. из ко- 
торых порпмальным складыванием можно 
получить тетрадь с неперепутаниыми стра- 
ницамн. Указать соответствующий каждой 
схеме порядок пормального складываицня. 

2. Та же задача для тетрадн с пере- 
путапными страпицами, 


3. Указать нанболее рациональный сяо- 
соб исправить опиибку лечатника. 
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Конфуз 
с «Обратной 
теоремой» 


Не часто, совсем не часто при- 
бегают писатели к матема- 
тической термннологин. А 
художественное — произведс- 
ние с «математическим иА- 
званием» — вообще болышая 
редкость. Поэтому не могла 
не привлечь к себе сстест- 
венного нитерсса повесть 
А. Жаренова «Обратная тео- 
рема» (журнал «Искатель». 
1972 г., № 2). 

Скажем сразу, о мате: 
матике как таковой в ловести 
речь специально ие ндет. Там 
рассказывается о жизни Вик- 
тора Назарова, однажды не- 
честным путем завладевшего 
весьма крунной суммой де- 
нег. Собственно, деньги были 
целью и смыслом его жизни. 
Однако после этого  ьго 
жизнь, вместо того чтобы 
стать, как он надеялся, 
счастливой и безоблачной, 
наполнилась сплошными 
кошмарами н постоянным 
страхом перед  возмездием. 
Обогащение Назарова стало 
известно уголовным элемен- 
там, и за’ «подпольным мил- 
лнонером» устронли настоя- 
щую охоту, окоячившуюся 
его убийством. Параллельно 
© жизиеописанием Назарова 
разворачивается — детектив- 
ная линия повести — рассле- 
дование этого преступления. 

Вот как описывает автор 
тяжкие размышления На- 
зарова, на сознание которого 
постоянно давит  совершен- 
ное нм преступление: 

«В тумане лицо школь- 
вого учителя математики: 
«Дети, теоремой мы называем 
такие рассуждения ... 
Если в теореме заключение 
сделать условием, а условие 
заключением, то нервая бу- 
дет прямой, а вторая обрат- 
ной ... Дети, если верна 
прямая теорема, то это еше 
не змачит, что перна и об- 
ратная ей...» 


{окончание см. на с. 4} 
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ЛАБОРАТОРИЯ 
*НВАНТА* 


Гидродинамический 
механизм 
в падающей пробирке 


Г. Н. Покровский 





Налейте воды в обыкновенную про- 
бирку и, придерживая ее рукой как 
показано на рисунке, дайте ей упасть 
{< небольшой высоты}, сохраняя вер- 
тикальное положение, на поверхность 
стола. Эта поверхность должна быть 
достаточно твердой, чтобы дно про- 
бирки произвело жесткий удар. В мо- 
мент такого удара мениск воды в про- 
бирке, имеющий (вследствие действия 
капиллярных сил} вогнутую форму, 
быстро выравняется, и из его цент- 
ральной части по оси пробирки стре- 
мительно вырвется вверх тонкая струя 
воды. Эта струя распадается на 
каплн, иричем первая из них взлета- 
ет на высоту, существенно превосхо- 
дящую высоту падения пробирки. 
Это зпачит, что энергия воды в про- 
бирке в момент удара перераспреде- 
ляется таким образом, что неболыная 
часть воды вблизи центральной части 
мениска получает большую скорость 
и стремительно выбрасывается вверх. 
Устройство, перераспределяющее 
энергию, можио назвать механизмом. 
Обычно этим словом называют соче- 
тание деталей, сделанных из твердого 
вещества (рычаги, шестернии т. п.). 
Однако могут быть механизмы из 
жидкостей н даже из газов. Приме- 
ром механизма такого рода и явля- 
ется вода в пробирке. 
Гидродинамнческке механизмы 
нмеют особое значение тогда, когда 
действуют очень болыние силы, ко- 
торых не могут выдержать обычные 
детали из твердого вещества. Напри- 
мер, при взрыве заряда взрывчатого 
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вещества большой мощности можно 
сконцентрировать часть энергии этого 
взрыва, сделав в заряде выемку н 
вложив в нее металлическую вогну- 
тую облицовку. Сила взрыва сожмет 
металл облицовки и создаст тонкую 
металлическую струю. Скорость этой 
струн может (при соответствующей 
форме облицовки) достичь даже 
второй космической скорости. 

Таким образом, наблюдение н ана- 
лиз очень простого и скромного яв- 
ления, происходящего в пробирке, 
раскрывает одну из нитереснейших 
проблем гидродинамики сверхвысо- 
ких скоростей. 
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и нк отт кие жи 


Всплеск воды в падающей пробирке. 
Пунктир / — форма поверхности воды до 
удара. силечная линия 2 — сразу после 
удара. 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ 
НРУЖОН 





20 задач на пределы 


М.Л. Гервер 





Многие, вероятно, знают определенне предела 


последовательности: «Число а на- 


зывается пределом рана еслн для любого 


е>0 найдется такое ^, 


что для всех п>>х. . 


- Но одно дело — помнить 


его, и совсем другое — уметь свободно с ним обращаться, тать теоремы, не путаясь 


со всемн «найдется», 
ка на пути к «высшей математике», 
ники, но н студенты, 


«для любого» инт. п. Это, пожалуй. самая крутая стунень- 
которую с трудом преодолевают не только школь- 


Если Вам удастся решнть задачи, которые собраны в этой статье — нли хотя бы разо- 
браться в их решениях--то дальше заниматься метематическим анализом Вам будет намного 


проще ин интереснее. 


Докажите, чго ири любом на- 
туральном я 








в К 
2.3 3.4 Г п (п. И = 
ви я— | 
В Г 
| | | т 
Е Е 
В | 1 | | 
п Е Та-.- Э =» 


В дальнейшем буквой п мы будем обо- 
значать только натуральные числа. 

2. а) Докажите, что найдется та- 
кое п, что 2” >> 10%. 

6) Докажите, что при любом л 
н при любом а > 0 выполняется ие- 
равенство (1 -:- а)” == | -'. ла. 

в) Докажите, что найдется такое 
К, что при любом и >> А справедливо 
неравенство 1“ >> п. 

г Пусть [9|1< 1. 
найдется такое А, что при любом 
н>А справедливо — неравенство 
9" < 10-м. 

д) Существует ли такое положн- 
тельное число, которое при любом н 
меньше, чем |2 


Докажите, что 


е) Пусть |9|< 1. Докажите, что 
для любого >> 0 найдется такое Ё, 
что при любом п > Ё сираведливо 
неравенство |9 |< =*). 

ж) Можно ли найти такое А, чтобы 
нрн любом п > А и при любом е м 


выполнялось неравенство о } ‘<=? 


Замечание. Сравнивая 9е и 


2ж, мы вндим, что порядок слов — 
вещь важная! 
1 1 
3) Положим $» + 
| 1 ; 
”.- Г эя. Докажите, что для любого 


г >00 найдется такое А, что для лю- 


*) = — греческая буква, читается: «эоси. 
лоне, употребляется обычно для обозначения 
маленьких положительных чисел. Точного 
смысла слова емаленькне числа» не имеют. 
— что значит «маленькое»: 0,01 или 10—12 
Вот и говорят; «для любого => 0г— подра- 
зумевая под этим обычно: скак бы малонн 
было > (+. Па отношению к задаче ска- 
заниое означает: положим Е ==20,01, тогда 
найдется такое Ё что при любом дл» 
будет |9 № <0,01; положим ===10—19, тогди 
найдется другое # (побольше) такое, что при 
всяком п, большем, чем это новое А, будет 
19|" < 10-2; вообще для любого => 0 (как 
бы мало оно ни было) можно подобрать та- 
кое А (может быть, очень большое), что при 
всех п> А будет |9. 
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бого п > Е 
[5 —1]1<#. 
Чясловые последова- 
тельностн. МНапишем  какое- 
нибудь число: х,, нотом другое: х», 
потом третье: х. и т. д. 


Мы получим  числовую — последо- 
вательность 
Хх, Ха, Хз, ет Хи, 


Номер рядом с буквой х указывает, 
на каком месте стоит число в последо- 
вательности: *х, — на 1-м, х., — на 
2-м, .. ЛХ, -— На я-м, 

Короче, она обозначается симво- 
лом (х,„}. Разумеется, для обозначе- 
ния последовательностей можно унот- 
реблять и другие буквы: {5„}. {у„}, 
{2,} ит. д. 

Вылишем десяток цоследователь- 


ностей, используемых в следующих 
задачах: 
1 1 1 
о. ты 
1 } 
(2) 1,0,--, 0, 0, = 0200, 
1 
—-, 00,00... 
: В | О Е 
(3) {$}, $н == Е т т иж 
| 
ь | 1 1 
(4) {ин}. И БР О 
- ИВ А 
рт 
И Е 
(6) 1, 1. 1.-1,. 
| | | 
(71, >, 1 —, а 1. 
ь 
-8 › 
1 | | | 
(8) 1, о 
[ 
—=, 
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| | 1 ! 1 

2 ‘ть 99, 2’ 0’, 3, 
(знаменатель дроби, стоящей на чет- 
ном месте, равен числу знаков зна- 
менателя предыдущей дроби). 


. | 2 2 3 3 
Е не Е 
4 4 5 
З з 5 ‚ 4 ‚ 


Определение |. Число а на- 
зывается пределом последовательнос: 
ти {х„}, если для любого #>0 най- 
дется такое А, что лля любого п > 


| --х, |<. 

Тот факт, что число а является пре- 
делом {х„}, занисывают так: 

итх, -а 

|-> о 
(читается: «предел х, при л, стремя- 
цемся к бесконечности, равен а») 
или так: 

х„ —= а при я -— © 


{читается: «х„ стремится к а при п, 
стремящемся к бесконечности»). Иног- 
да упоминание про п, стремящееся 
к бесконечности, опускают и пвшут 
просто: 


Ни хи = а при х, -* а. 


Последовательности, имеющие 
нредел, называют  сходящемися. 

3. а) Сформулируйте задачи 2е и 
23, нспользуя определение 1. 

6) Докажите, что О есть предел 
последовательностей (1), (2), (8) н (9). 

в) Найдите пределы  последова- 
тельностей (3), (4) и (10). 
г) Докажите, что № не есть пре- 

последовательности (1). 
д) Имеют лн пределы последова- 
тельности (5), {6) и (7)? 

е) Пусть х„ — и-Н член последо- 
вательности (9). Укажите такое А, 
чтобы при я >> А выполнялось нера- 


| 
венство Хх, < 9 


дел 


ж) Могут ли два разных числа 
быть пределами одной и той же после- 
довательности? 

4. Пусть {х„} — произвольная по- 
следовательность. Вынишем какой- 


нибу АЬ н3 ве членов, потом еще один— 
с большим номером, потом третий — 
с еще большим номером и т. д. Полу- 
чим подпоследовательность  последо- 
вательности {х,}. 


а) Если {х,} сходится, то любая 
се подпоследовательнссть сходится, 
причем к тому же пределу. Докажите. 


6) Если всякая подноследователь- 
ность {х„} сходится, то сама после- 
довательность {х„} сходится. До- 
кажите. 

в) Пусть {и„} состоит из тех же 
членов, что {х„}, но взятых в другом 
порядке. Докажите, что если х„ —= а, 
то и у, -* а. 

Геометрический смысл. 
Будем изображать члены последо- 
вательности (х„} точками на число- 
вой оси (при этом разные члены по- 
следовательности могут попасть в од- 
ну и ту же точку; например, в по- 
следовательностн (7) все члены с не- 
четными номерами попадут в точку !). 
Пусть х,-— а. Выберем произволь- 
ное # > Ои возьмем на числовой оси 
интервал (а —:, а- #). Тогда вне 
этого интервала или совсем не ока- 
жется членов  последовательности 
{х„}. или нх будет только конечисе 
число. Все х„ с номерами, большими, 
чем некоторсе А,. попадут внутрь 
интервала (а — #, а -- #}. Таков гео- 
метрнический смысл понятия «предел 
последовательнссти». 

Определение 2. Последо- 
вательность {х„} называется ограни- 
ченной, если пайдется таксе С, что 
для любого я 


к | < С. 
5. а) Каков геометрический смысл 
понятия «ограниченная  последова- 
тельность»? 


6) Докажите, что всякая сходя- 
щаяся последовательнссть ограниче- 
на. Верно ли сбратное? 

в} Придумайте ограниченную Яо- 
следовательность, которая имеет и 
наибольший, и наименьший член; име- 
ет наибольший, но не имеет нанмень- 
11его; имеет наименьшый, но не имеет 
наибольшего: не имеет ни нанмень- 
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лнего, ни наибольшего члена. Все ли 
4 хказанных случая возможны, если 
последовательность имеет предел? 

г) Приведите пример  последо- 
вательности, которая ине является 
ограниченной. — Такге — последова- 
тельности называются неограничен- 
ными. 

Без отрицаний. 
б\ем сформулировать  спределенне 
неограниченной последовательности, 
не употребляя стрицаиий. Для крат- 
кости утверждение «для любого нп 
выполняется неравенство |х,] < С» 
сбозначим одной буквой \У. Тогда 
определение ограниченной последова- 
тельности {х„} будет выглядеть так: 
найдется такое С, что справедливо %". 
Что означает, что {х„} — неогранн- 
ченная? Что такого С не найдется, 
чтобы У было справедливо. Другими 
словами, какое бы С ни взять, У не- 
справедливо. Мы получили промежу- 
точный (не окончательный) варнант 
определения: 


Попро- 


{х„} казывается неограниченной, 
если Одая любого С утверждение У 
несправедливо. 


Растифруем последнюю часть 
этого определения: «У песправедли- 
во». Подробней это означает, что не 
для любого п выполняется неравенст- 
во [х„|< С. Не для любого п вы- 
полняется,— значит, для некоторого 
и не выполняется. Для некоторого п 
неравенство |х, |< С не выполня- 
ется,— значит, для этого н вынол- 
няется противоноложнсе неравенство: 
„1-2 С. Итак, «У несправедливо» 
означает: «найдется такое п, что 
[х„ | >= С». Таким образом, оконча- 
тельно получаем: 

Определение 3. Последо- 
вательность {х,„} называстся небдера- 
ниченной, если для любого С най- 
дется таксе л, что |х„ | >> С. 

6. Не употребляя отрипаний, сфор- 
мулируйте следующее утверждения: 

а} Число а не является пределом 
{х, }. 

6) Последовательность 
имеет предела. 


{х„} не 


р. 


Определение 4. Говорят, 
что носледовательность {х„} стремит- 
ся к бесконечности (это записывают 
так: х„ > со прн п-» оо), если для 
любого С найдется такое №, что для 
любого п>Ё |х,|> С. 

7. Какие из следующих последова- 
тельностей стремятся к бесконечности 
н какие являются неограниченными? 


а) х, = я, 6) ж = (—1)"-л, 
в) х„ = по” 
| п? прн л четном, 


г) х, ыы 
| у л при п нечетном. 


Определение 5. Число а 
называется предельной точкой — ио- 
следовательности {х,„}, еслн для лю- 
бого # > 0 и для любого А найдется 
такое п > Е, что а — х, |< в. 

8. Докажите а) что предел схо- 
дящейся последовательности являет- 
ся ее предельной точкой, 

6) что если х, аи б-ка, тоВ 
не есть предельная точка {х„}. 

в) что если а — предельная точ- 
ка {х„}, то {х„} содержит подпослело- 
вательность, сходящуюся к а. 

9. Придумайте последователь- 
ность {х„}, предельными точками ко- 
торой являются: 

а) все натуральные числа (и толь- 
ко они), 

6} все числа вида М,, 

в) все рациональные числа. 

10. а) Придумайте последователь- 
ность, удовлетворяющую задаче Эа, 
в которой при этом нет целых чисел. 

6) Пусть {х„} удовлетворяет за- 
даче 96. Может ли 0 не быть ее пре- 
дельной точкой? 

в) Укажите все предельные точки 
последовательностн, — удовлетворяю- 
щей задаче Эв. 

16 условий. 
лийски значит «любой», «Ех! — 


«существовать». Символы У н ЧЫ— 
перевернутые 1-е буквы этих слов — 
означают соответственно: 

«для любого» н «найдется такое,. .. 
что». 

Рассмотрим следующие 16 условнй: 


«Апу» по-анг- 
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1) Зе ОА Ер, —а < ь, 
2) Зе ОЗ Ни > Ах, — ав, 
3} Че > ОА У" > Ах, —а|<е, 
4) Зе> ОЕ Ув > Вх, — а], 
5) Че> ОУ п > Ех, —а <, 
6) Чё > ОУ п Ад, — а», 
7) Зе> УЕ Уя> Е, — а < е, 
8) Че> УЕ Ул А, —а 
9) УЕ > ОА п А, —а| <, 
10) Уг > ОЗА Зп> #|[х,„— а]: а, 


= 














11) Уе> ОЗЕУн> Ах, — а <, 
12) Ув > ОЗЕУл > Ех, — а| г, 
13} У > 0УЕЯ п > Ах, — а’ +, 
14} Уё >ОУЕЗп > Ех, — а] = &, 
15) У > ОМЕ\Ун > Ах, — а <, 
16) Уё= > ОУУп > Ах, — а] Е. 





1. Какие из этих условий выра- 
жают уже знакомые вам свойства п0- 
следовательностей (быть ограничен» 
ной, нметь а пределом нли предель- 
ной точкой, стремиться к бесконеч- 
ности) или отрицания этих свойств? 
Каков смысл остальных условий? 

Олределение 6. Последо- 
вательность {х„} называется монотон- 
ной, если выполняется одно из двух 
условий: 

Г] х, 5х: 33...35... 

2) Ху > ХХ... 2х, = ль 

В первом случае {х„} называется 
возрастающей, во втором— убывающей. 

12. а) Докажите, что любая по- 
следовательность содержит монотон- 
ную подпоследовательность. 

6) Докажите, что предельная точ- 
ка монотонной последовательности яв- 
ляется ее пределом. 

в) Докажите, что всякая монотон- 
ная ограниченная последовательность 
имеет предел (иногда это свойство 
действительных чнсел принимают за 
аксному). 

13. а) Докажите, что всякая огра- 
ниченная последовательность имеет 
хоть одну предельную точку. 

6) Проверьте, что утверждения 12в 
н 1За эквивалентны: каждое можно 
вывести из другого (так что 1За тоже 
можно принять за аксному). 

14. а) Пусть 19] < “=1- 
-9-+-...- 9". Докажите, что 
последовательность {5„} сходится, и 


найдите ее предел. 
6) Проверьте, что при 18|=1 
последовательность {5„} не имеет пре- 
дела. 
15. Пусть х,„—а, ии-6 
п — сю. Докажите, что тогда 


а} Хх уата В: 

6) х,— ие ь 

в) ху, — ав, 

г) если 55 0, то ху, —= в В. 


Замечание. Среди у; могут 
быть нули, но если 5520, их (дока- 
жите это) лишь конечное число: 
ЧА Ув > № и, 0;  последователь- 
ность х„’И/, заведомо определена, та- 
ким образом, для л >>М. 

д) Если В - 0, то последователь- 
ность л„'и, (сли она определена) 
мюжет не иметь предела, может стре- 
миться к любому числу или к беско- 


нечности, — приведите соответствую- 
щие примеры. 


прн 


16. а) Докажите, что если х„=:0 
при всех ли х, а при п- оо, 
то а 0. 


6) Можно ли утверждать, 
Иль х, >> 0, если все х, >> 02 


п! >> 00 

в} Пустьх, = у, =. ни пусть 
хи > аиг, а при н-+ ©. Дока- 
жите, что тогда у, —= а при я-— ©. 

17. а) Последовательность  {х,„} 
обладает следующим свойством: для 
любого & > 0 найдется такое №, что 
для любого п > и любого нату- 
рального р 

я Ев — Хл | <. 
Докажите, что тогда {х,} имеет пре- 
дел. 

6) Докажите обратное утвержде- 
ние: если х, — сходящаяся иоследо- 
вательность, то \У# >> 0 ЧА Уп> А 
ро арх, | < &. 

в) Последовательность  {х„} об- 
ладает следующим свойством: Ме > 0 
Ур Я \п>А |х„ -р — Ая | < г. 
Обязана ли {х„} сходиться? 

18. Построим последовательность 
{х,„} так: хи |: и, знаки ма, 
выберем произвольно. Далее 
ПОЛОЖИМ 51 = Ху... `Г Хи. 


что 


Хз 
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а} Докажите, что последователь- 
ность {5„} сходится. 
6) Укажите все значения, кото- 


рые может принимать т $, {когда 
п-с 


знаки х, выбираются всевозможными 
различными способами). 

Комплексные {х„}. До 
сих пор мы рассматривали последо- 
вательности, состоявшие из действи- 
тельных чисел. 


Пусть теперь х„ — любые комп- 
лексные числа. 

Определение предела в этом слу- 
чае — дословно таксе же, как преж- 
де. Но геометрический смысл его нной: 
неравенство |, — |< означает 
теперь, что х„ лежит внутри круга 
радиуса г с центром в точке а; следо- 
вательно, число а служит пределом 
{х„}, если вие любого круга с цент- 
ром а лежит лишь конечное число 
членов {х,}. 

19. а) Пусть х„ = а, т 16. По- 
следовательность {х„} сходится тогда 
и только тогда, когда сходятся обе 
последовательности:  {а„} и ({Ё,}- 
Докажите. 

6) Пусть [лх„|=-7,, агв хи == Я. 
Верно ли, что {х,} сходится тогда ни 
только тогда, когда сходятся и (г,}, 
и <} 

20. Пусть последовательность 
{х„} стремится к 0. Построим после- 
довательность {5,} так: 

О. 
ее 

Выясните, может ли {5,} иметь 
ровно две предельные точки: 

а) еслн х,„ — действительные чис- 


об = 


ла, 

6) если х, — комплексные чнсла 
(в этом случае определенне предель- 
ной точки — дословно такое же, как 
раньше}. 
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ПОБЕДИТЕЛИ 
КОНКУРСА „КВАНТА“ 





олимпмады  школьнымки, регу- 
решения задач «Задачника 


«Кванта», получают право участвовать в областных турах Всесоюзной олимпиады на- 
равне с победителями районных и городских олимпмад. 

За прошпый, 1973 год, редакция получила более шести тысяч писем с решениями 
задач. Редколлегия журнала «Квант» совместно с Оргкомитетом Всесоюзной олим- 
пмады отобрала авторов правнпьных м намболее ннтересных решений. 


Ниже публикуется список школьников, — победитепей 


конкурса «Кванта» — кото- 


рые получили право участвовать в областных, краевых м республиканских [в АССР 
м союзных республнках без областного деленмя] олммпмадах 1974 года. 


К участию в математической 
олимпиаде допущены 


П. Агоронов — Баку, с. ш. 56, 10 кл. 


Л. Басов — Пржевальск, с. ш. И, 
10 кл. 

И. Бахмутский — Львов, с. нь 58, 
9 кл. 

Е. Башкиров — Минск, с. 1. 50, 
10 кл. 

С. Белолипецкий — Киржач Влади- 
мирской обл., с. и. 5, 10 кл. 

А. Берлин — Бобруйск, с. п. 3, 
10 кл. 


А. Блох — Харьков, с. ш. 27, 9 кл. 
А. Брысыв — р. п. Тюльган Орен- 
бургской обл., Тюльгаиская с. ш., 
9 кл. 


А. Вальков — Ташкент, с. ш. 1Ю, 
10 кл. 
Р. Вассерман — Одесса, с. ш. 16, 
10 кл. 
А. Векслер— Ташкент, с. ш. 59, 
10 кл. 
А. Войновский — Баку, с. ш. 221, 
10 кл. 


А. Гончаров — Никополь, с. ш. 13, 
8 кл. 


А. Григорян — Баку, с. ш. 221, 
10 кл. 
Г. Гитин — Клинцы Брянской 


обл., с. ш. 2, 10 кл. 
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К. Данильченко — Волгоград, с. ш. 
35, 9 кл. 

А. Еременко — Харьков, с. ш. 97, 
№ кл. 

М. Закс — Пермь, с. ш. 7, 10 кл. 
А. Заславский — Калинин, с. ш. 20, 
10 кл. 

С. Зенович — Ташкент, с. ш. 50, 
Ю кл. 

С. Ильинков — Харьков, с. в. 27, 
10 кл. 

М. Кобозев — Киев, с. ш. 173, Ю кл. 
В. Кобылецкий — Баку, с. нь 134, 
9 кл. 

С. Коршунов — п. Монино Москов- 


ской области, с. ш. 1, 9 кл. 

А. Киукиш — Киев, с. ш. 145, 10 км 
М. „Тевин — Витебск, с. и!. 2, 10 кл 
М. Любич — Харьков, с. ш. 27, 8 кл. 
А. Макоаричев — Львов, с. ш. М, 
10 кл. 

С. Мельник — Харьков, с. ш. 727, 
9 кл. 

А. Мехович — Владивосток, с. ш. 75, 
10 кл. 

В. Мильман — Минск, с. ш. 19, 10 кл. 
Л. Михлин — Курск, с. ш. 6, 9 кл. 
Г. Мустафаев — Сиазань Аз. ССР, 
с. Ш № Ю юм. 


С. Нужный — Куйбышев, с. ш. 135, 
Ю кл. 


С. Охитин — Оренбург, с. ш. 30, 
9 кл. 

В. Паньков — Минск, с. ш. 93, 10 кл. 
Е. Пасике — Харьков, с. ш. 27, 10 кл. 
С. Путинцев — Кемерово, с. ш. 10, 
10 кл. 

А. Разгуляев — Клин, с. ш. 10, 10 кл. 
А. Рашковский — Харьков, с. ш. 27, 
9 кл. 

А. Резников — Киев, с. ши. 145, 9 кл. 
А. Репецкий — Краматорск, с. нь. 
5, 9 кл. 

С. Родионов — Саратов, с. ш. 13, 
10 кл. 

А. Рязанов — Новокузнецк, с. ши. 16, 
0 кл. 

С. Сатановский — Харьков, с. ш. 27, 
9 кл. 

В. Сац— Киев, с. ш. 198, 10 кл. 
Г. Скляр — Харьков, с. ш. 27, 10 кл. 
В. Слепой — Фрунзе, с. ш. 62, 10 кл. 
А. Слесаренко — Рубцовск Аятай- 
ского края, с. ш. \\, 10 кл. 

А. Ткач — Каменен-Подольский 
Хмельницкой обл., с. ш. 13, 10 кл. 
М. Харитонов — Павлоград, с. ш. 7, 
10 кл. 

А. Черебатов — Омск, с. ш. 82, 9 кл. 


Н. Чернов — Кривой Рог, с. ш. $5, 
10 кл. 
Ю. Шмелев — Ярославль, с. ш. 20, 


9 кл. 

Н. Щербина — Днепропетровск, с. ш. 
80, 0 к. 

А. Щехорский — с. Старики Жито- 
мирской обл., Иршанская с. ш., 10 кл. 
И. Юнус — Харьков, с. ш.`27, 9 кл. 
Р. Ямилов — Уфа, с. нь. 86, 10 кл. 


К участию в физической олимпиаде 
допущены 


А. Амельченко — Магнитогорск, с. ш. 
53, 10 кл. 

Р. Басыров — д. Н. Каракитяны 
ТАССР, Дрожжановская с. ш., 9 кл. 
О. Войнова — п. Кош-Тегирмен Кнрг. 
ССР, с. ш. 1, 10 кл. 

С. Герц — Хуст, Закарпатская обл. 
с.ш. 1, 1Окл. 

Л. Глазман — Харьков, с. ш. 27, 10 кл. 
А. Гуревич — Минск, с. ш. 50, 10 кл. 
А. Давыдов — Магнитогорск, с. ш. 
53, №0 кл. 
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В. Жик — Грозный, с. ш. 57, 10 кл. 
В. Канзюба — Днепродзержинск, 
с. ш. З7, 10 кл. 

М. Качановский — Пинск, с. ш. 4, 
10 кл. 

Я. Коган — Глазов, с. ш. 14, 9 кл. 
С. Коршунов — п. Монино Москов- 
ской обл., с. ш. 1, 9 кл. 

Л. Кофман — Таллин, с. ш. 15, 10 кл. 
С. Макаров — Саратов, с. ш. 13, 10 кл. 
С. Мельник — Харьков, с. ш. 97, 
9 кл. 

С. Нужный — Куйбышев, с. ш. 135, 
10 кл. 

А. Ремеев — Ташкент, с. ш. 
10 кл. 

Р. Сирота — Харьков, с. ш. 97, 
9 кл. 

Ю. Смоленцев — Ессентуки, с. иг. 3, 
0 кл. 

М. Султангалиев — с. Ваныш БАССР 
О Е О 

В. Татаринов — п. Знобъ-Новгород- 
ское Сумской обл., Знобь-Новгород- 
ская с. ш., 10 кл. 

И. Усвят — Ташкент, с. и. 
10 кл. 

Е. Федоров — Магнитогорск, с. ш. 53, 
Ю кл. 

В. Хацимовский — Красноярск, с. ш. 
98, 9 кл. 

Е. Шафирович — Ногинск Москов- 
ской обл., с. ш. 3, 10 кл. 

В. Шнейдман — Харьков, с. в. 27, 
10 кл. 


110, 


110, 
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задачник эбанта 





Решения задач мз этого номера можно посылать не позднее 1 мая 1974 г. по адре- 
су: 117074, Москва, В-71, Ленинский проспект, 15, издательство «Наука», журнал 
«Квант». Поспе адреса на конверте напишите, решенмя каких задач вы посылаете, 
например; Задачник «Кванта», М251, М252 имлм»... Ф263». Решения задач по каждо- 
му мз предметов (математике м физике], а также новые задачи просьба присылать 
в отдельных конвертах. Задачм мз разных номеров журнала присылайте в разных 
конвертах. В пмсьмо вложите конверт с напмсанным на нем адресом [в этом кон- 
верте вы получите результаты проверкм ваших решения]. Условмя оригинапьных 
задач, предлагаемых для публикацым, присылайте в двух экземппярах вместе с 
вашимм решенмямм этмх задач [на конверте пометьте: „Задачник «Кванта”», «ио- 
вая задача по физмке» млм «...новая задача по математике». 

После формулировки задачм мы обычно указываем, кто предпожил нам эту задвчу. 
Разумеется, не все этм задачи публикуются впервые. Намболее трудные отмечены 
звездочкой. 


Задачи 
М251-М255; 


вать» по плоскости, переворачивая 
(симметрично отражая) относительно 
любой стороны. Докажите, что для 
любой точки М плоскости и любого 


Ф263-Ф267 


М251. Дано п фишек нескольких 
цветов, причем фишек каждого цвета 


в + 
не более. Докажите, что нх можно 


расставить на окружности так, чтобы 
никакие две фишки одннакового цве- 
та не стоялн рядом. 

ф. Г. Шлейфер 


М252. а) На плоскости лежит пра- 
внильный восьмнугольник со сторо- 
ной а. Его разрешается «перекаты- 





= >> 0 можно перекатить восьмиуголь- 
ник в такое положение, что центр его 
будет находиться от точки М на рас- 
стоянии меньше в (рис. 1). 

6) Решите аналогичную задачу для 
правильного пятнугольника. 

в*) Для каких правильных 
п-угольников верно аналогичное 
утверждение? 

Г. А. Гальперин 


М253. На плоскости заданы три 
точки, являющиеся соответственно 
центрами вписанной, описанной и 
одной из вневписанных окружностей 
треугольника. Как по этим данным 
восстановить треугольник? 

(Напомним, что вневнисанной ок- 
ружностью треугольника называется 
окружность, касающаяся одной из 
сторон треугольника и продолжений 
двух других сторон.) 


Б. В. Мартынов 


№254. Вычислите значение 


О И 
———__ с точиостью 


100 
а) 100 знаков  поеле запятой; 
6) 101 знака после запятой; в*) 200 
знаков после запятой. 
А.А. Егоров 


№М255 *. АВ и СО — две различ- 
ные касательные к двум данным ша- 
рам (А н С принадлежат поверхнсс- 
ти одного шара, 8 и Р — другого). 
Докажите, что проекции отрезков 
АСн ВР на прямую, проходящую че- 
рез центры шаров, равны. 


И. Ф. Шарыгин 


Ф263. Матированное стекло (одна 
из новерхностей стекла гладкая, дру- 
гая шероховатая) прникладываюг к 
чертежу: один раз гладкой поверх- 
ностью кверху, другой раз — книзу. 
В одном случае чертеж внден хоро- 
шо, в другом — разобрать его ие- 
возможно. Почему? 


$264. Две одинаковые круглые 
плоские металлические пластины, рас- 
положенные так, как показано па 
рисунке 2, вращают с угловой ско- 
ростью ® в противоположные сторо- 
ны в магнитном поле, перпендику- 
лярном плоскостям пластин. Индук- 
ция магнитного ноля равна В, рас- 
стояние между пластинами а. Оси 
пластин соединяют — проводником. 
Найти установнгииееся распределение 
плотности зарядов на пластинах. 





Рис. 2. 


Ф265. Мальчик, сидящий па сан- 
ках, хочет подтянуть себя к стене 
с помощью веревки, прикрелленной 
к санкам и перекннутой через блоки 


ды 
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Рис. 3. 





Рис. 4. 


(рис. 3). Каким должен быть для этого 
коэффициент трения мальчнка о сан- 
ки, если масса санок ги, масса маль- 
чика М, коэффициент трения полозь- 
св санок о снег равен А? 


Ф266. О-образная трубка лвижет- 
ся с постоянной скоростью и пзарал- 
лельно поверхности жидкости (рис. $). 
Сечение инжней части трубки, опу- 
шенной в воду, равно $,, а верхней, 
находящейся пад водой, —5.. Ка- 
кая сила приложена к трубке? Илот- 
ность жидкости о. Трением и образо- 
ванием волн на поверхностн жндкости 
пренебречь. 


Ф267. Космический корабль сфе- 
рической формы движется вокруг 
Солнца по круговой орбите. Какова 
температура корабля, если энергня, 
излучаемая единицей площади по- 
верхности Солнца и корабля, пропор- 
цнональна четвертой стенени их а6б- 
солютных температур? Космонавты, 
которые находятся на корабле, видят 
Солнце в угле 30°. Температуру по- 
верхности Солнца принять равной 


6000 °К. 
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Решения задач 


М200, М208-М210; Ф218-Ф?22 





№200. а) На рисунке 1 изображены шесть 
точек, которые лежат по три на четырех 
прямых. Докажите, что можно 24 разными 
способами отобразить 370 множество из шес- 
ти точек на себя ток, чтобы каждые три 
точки, лежащие на одной прямой, отобража- 
лись в три точки, также лежащие на одной 
прямой. 

6) На рисунке 2 девять точек лежат 
ло три на девяти прямых, причем через каж- 
дую точку проходит по три таких прямых. 
Эти девять точек и девять прямых образуют 
знаменитую «конфигурацию Паскаля». Сколь- 
кими способами можно множество наших 


девяти точек отобразить на себя так, чтобы 
каждая тройка точек, лежащая на одной 
из девяти наших прямых, отображалась на 
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тройку точек, которая тоже лежит на не- 
которой прямой из нашей конфигурации? 

8) Тот же вопрос для конфигурации Д?- 
зарга (из десяти точек и десяти прямых). 
изображенной на рисунке 3. 

В пунктах 6) и в) задачи значительно 
проше найти ответ, чем его обосновать. 

Ответ можно получить так. Назовем /п1ре- 
угольником тройку точек, не лежащих па од- 
ной прямой и таких, что каждые две из них 
лежат на одной прямой *), принадлежащей, 
разумеется, кашей конфигурации. Легко за- 
метить, что если указано, какая точка пере- 
ходит в каждую вершину данного треуголь- 
ника (эти три точки тоже. должны образо- 
вывать треугольник}, то положение всех ос- 
тальных точек благодаря пашему условию — 
три точки, лежащие на одной прямой, пере- 
ходят в три точки, лежащие на одной пря- 
мой, — определяется однозначно во всех трех 
случаях: а), б), в). 

Разберем для примера случай в). Пусть 
при отображении точки Е, /, А перешли в точ- 
ки |, и 3 соответственно. Тогда в точку 4 
должна перейти та точка {, которая соединена 
прямыми с каждой из точек 2, {, А, — две 
точки, лежащие на прямой, должны перейти 
в две точки, лежащие на прямой. — а в точ- 
ки 5, 6,..., 10 должны перейти третьн точ- 
ки. лежащне на прямых. проходящих через 
пары точек Ё, |, &, #. 

Поэтому в случае а) действительно есть 
24 разных отображения: в первую вершину 
выделенного треугольника можно отобра- 
зить любую из шести точек, во вторую — 
любую из четырех точек, лежащих с ней 
ина одной прямой, а точка, переходящая 
в третью вершину, определяется однозначно. 
Всего 6.4=24 отображения. Аналогично, в 
в пунктах 6) и в) ответы: 9.6.2=108 и 
10.6.2=120 (здесь в зретью вершину тре- 
угольника может перейти не одна, а две точ- 
ки). Однако обосновать наши подсчеты не 
просто: производя их, мы пользовались «рав- 
ноправием» всех треугольников. Например, 
могло оказаться, что точки [, с которой сое- 
динены прямыми точки г, |, А, вообще нет 
или что таких точек две. Хотя это равнопра- 
вне, по-видимому, имеется, его все же нуж- 
но доказать. Разумеется, это можно сделать 
«В Лоб», взяв в случае а) 24 треугольника, 
в случае 6) 108 треугольников, а в случае 
в) 120 треугольников (мы различаем тре- 
угольники © разным порядком вершин). Но 
можно поступить и по-другому. Поскольку 
для описания наших конфигураций сущест- 
венно только, какие точки лежат на данной 
прямой и какие прямые проходят через дан- 
ную точку, — именно эти сведення необхс- 
димы и достаточиы для того, чтобы изучать 
отображения, — можно задавать наши кон- 
фигурации с помощью моделей: указать наз 





*) Порядок точек, входящих в тройку, 
существен. 


% 
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бор «прямых», «точек» и указать, какие точки 
н прямые инцидентны. Точка Г и прямая ; 
инцидентны, если точка $ лежит на прямой } 
или, что то же самое, прямая ; проходит 
церез точку Г. На рисунке 4 приведено нес- 
колько моделей одной и той же конфигурации. 

Мы построим для каждой из коифигу- 
раций а), 6}, в) такие модели, для которых 
равноправие треугольников будет очевидным. 

Пункт 2). Рассмотрим тетраэдр — 
правильную треугольную пирамиду — и на- 
зовем прямыми ето вершины, а точками — 
ребра. Скажем, что точка # инцедентна пря. 
мой |, если вершина | инцидентиа ребру г. 
Проверьте, что получилось модель коифигу- 
рацин пункта а). Треугольникам в этой моде- 
лн отвечают три ребра, прилегающие к одной 
грани, а нашим отображениям — повороты 
и симметрии тетраэдра. Эти преобразования 
иоказаны на рисунке 5. Проверьте, что онн 
переводят три точки, лежащие на одной пря- 
мой, в три точки, лежащие на одной прямой. 
В этой модели равноправие всех треугольни- 
ков очевидно. 

Коифигурация Наскаля. 
Модель коифигурации Паскаля будет нес- 
колько более замысловатой. Рассмотрим сет- 
ку из правильных треугольников, образован- 
ную тремя семействами параллельных пря- 
мых (см. рис. 6). Изготовим «точки» И ‹пря- 
мые» из прямых и узлов этой сетки следую- 
щим образом. Объединим все параллельные 
прямые через три в одну «прямую» и, анало- 
гично, все узлы, находящиеся на прямых, 
через тря объединим в одну «точку». На ри- 
сунке 6 узлы, входящие в ОДну еточку», 
занумерованы одинаково, а прямые, входящие 
в одну ‹прямуюз, нмеют один Н тот же цвет. 
«Точка» И «прямая» инцидентны, если ници- 
дентны составляющие нх узлы и прямые. 

Улражненне. Убедитесь, что ло- 
лучилась модель конфигурации Паскаля. 

Треугольнику в модели отвечает мабор 
треугольииков, изображенный ина рисунке 7. 
Легко убедиться, что повороты, параллельные 
переносы и симметрии плоскости, переводя- 
щие сетку в себя, являются долустимыми *) 
отображениями. Поэтому равноправие всех 
треугольников очевидно — любой треуголь- 
ник можна перевести в любой другой с по- 
мощью допустимого отображеиня. 

Упражнение. Докажете, что дру- 
гих допустимых отображений инет. 

Конфигурация Дезарга. 
Конфигурацию Дезарга мы представим слс- 
лующим образом. Возьмем тетраэдр и отме- 
рае. 7 тим середины его ребер (см. рис. 8). Точками 

| И о. назовем вершины тетраэдра и середины сго 

] ребер, а прямыми — его ребра и середины 

| ребер, лежащих в одной грани. Прямой-ребру 

| прииадлежат лежащие на нем вершины и его 









ххх 
 УАТАУАУАТАУАУ АТА 
КАХКАХХХ) 





середина. 





*) Так для краткости мы будем называть 
1 _ | отображения, удовлетворяющие условиям за 
Рис. 8. дачи. 
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Рис. 10. | 


Упражнение. Убедитесь, что по- 
лучилась модель конфигурации Дезарга. 

Какие тройки точек нашей модели явля- 
ются треугольниками? Это вершины, лежащие 
в одной грани, или вершина и середины при- 
легающих к ней ребер, или середины ребер, 
прилегающих к одной вершине (см. рис. 9). 
Хотя с точки зрения обычных преобразова- 
ний тетраэдра — поворотов и симметрий (см. 
рис. 5) — эти треугольники не равноправны, 
достаточно добавить еще одно преобразова- 
ние Т (оно показано на рисунке 10), чтобы 
убедиться в равноправности всех треуголь- 
пиков м тем самым в правильности ответа. 

Упражнение. Убедитесь, что по- 
вороты, симметрин и отображение Т яв- 
ляются допустимыми отображениями. Ука- 
жнте все допустимые отображения. 

Задача решена. 

В заключение еще несколько вопросов 
для самостоятельиого продумывания. Сколь- 
ко существует допустимых отображений на- 
ших конфигураций, оставляющих неподвиж- 
ными: 

а) данную точку: 

6) данную пару точек; 

в) данную прямую (то есть отображений, 
переставляющих точки, лежащие на данной 
лрямой); 

г) данную пару прямых ит. п.? 


М208. Иэвестно, что разность между наи- 
большим и наименьшим из вещественных 
чисел 
Х;. Хо, ЯЗ, 

равна 1. Какой: 

а) наибольшей; 

6) наименыией 
— люжет быть разность между наибольшим 
и наименьшим из 10 чисел 


АТ 


Хх ха хх. 
ии Зоо Оби би С 
Ж-гХат *`* 0 


? 


10 
Каков будет ответ, если чисел не 10, а п? 
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Будем решать задачу сразу для п чи- 
сел. Сделаем песколько предварительных 
замечаний. 


4 - 
Обозначим через ул число Е.Е р 
ге #=12,.... п. Если прибавить ко 
всем х; некоторое число а, то вместо чисел 
у: мы получим числа и; -г а. Максимальные 
разности для чисел и; и для чисел и; Ра 
совпадают. Поэтому от набора {х;} с по- 
мощью подходящего выбора а можно перей- 
тн к такому пабору {х;|, что все х р 0, 
наименьнне х; равны нулю, а наибольшие — 
единице. В дальнейшем мы будем рассматри- 
вать только такие наборы. Аналогнчно, если 
заменить числа х; на 1 — х;, то и; заменятся 
на 1 — м. Следовательно, от набора {^х;} 
можно перейти к набору {1 —х;): макси- 
мальные разности между числами и; и числа- 
ми | — и; одинаковы. 

Решим теперь задачу а). Пусть ук — 
наименьшее, а 5: — наибольшее ца чисел 
[ий. Если 2 ЗЫ, то 





Рух А: м 
т — и а я 
И ыыы В 
Ав г ° ^ х 1— ЕЁ ыы 1 
ы [ <= т =} — 1 = 
р | 
= = 
#—/ 
Если же {> & то у — = ту! — 
а | Й 
и у" ^ р. Сле- 


довательно, максимальная разность не боль- 


о Набор с такой разностью лег- 


ко указать: х, = 0, хь = Хз = ... = Хи = 1. 

Перейдем к решению задачи 6). Оце- 
ним, чему равна максимальная разиость, 
если в наборе {х;] хь =1, хг==0. Будем 
счнтать, что < (если это ие так, то от 
мабора (х)) перейдем к набору (1 — =. 


Если = не меньше — . 


п 
Уп == 


то разность 


Действительно, тогда 


х, -|- х.-!- ... ЗН Хи 
Ия ПРЕ 


все х;<1, а Один из 
Пусть А>т. Тогда 


р Ух 


ВЕ — В 


у, =1, а 
п | 
п | 
НИХ равен НУЛЮ. 
А, = ил — ИЕ = 





поскольку 


А: = ум — Уи = 


у. 


у 
= п если укзу_ то А Г: 


ВОИ | 


Наибольшие из чисел А; и А, не меныше 
| 


Е 1» 15 — ПА - 


1 (В --1—№ЮМ, где М -= тах (А,, 
А,). Если же ул > и:—„. то рассмотрим еще 


поскольку 





разность Аз == Ук — У: = у Ум, - 
Е мера, Ок 
и ПТ, откуда пах (А,, 
А:)> рту нить Итак мы доказали, что 
разность ие меныме Е Поэтому для 
произвольного набора она ме меньше 


эи— п (1, #51 — |0. Такую разность 


реализовать можно: достаточно, например, 
р набор жи ==х, ==... = Хл_а == 
=—>_, Хи, = 1. хи ==0. Итак, наимень- 


А 
{п — 1) 


«7. Г. Ламаноа 


шая разность равна 


М203. Для любого треугольника АВС мож- 
но вычислить такую сумму: 

5 = 42 А 72 -|- 162 В-2 -- °С 2. 
Докажите что 

в) $=2 для всех остроугольных и пря- 
моугольных треугольников; 

6) $5 >2 для тупоугольных треуеоль- 
ников с тупым углом, большим или равным 
2 агс в 4:13; 

в) среди треугольников с тупым углом 


л 
4 токим, что = < <? агсш 4,3, име- 


ются & 
5<2. 
Приведем одно из наиболее коротких 
решений, близкое к присланным С. Берко- 
лайко (Белгородская обл.) и А. Григоряном 
(Баку). 
Из формулы 


такие, что $>2, и такие, что 


( д ай В 

а Е а: 

| ще 
следует, что положительные числа х, у 


и 2 могут служить тангенсами половин 
углов АА ВС в том н только том случае, когда 
ху -- уз 2х — 1. (8 

Тождество (1) позволяет вместо суммы $ — 
= х? -- у? -|- 2? рассматривать более про- 
стую сумму Т = х + у-: 2: поскольку 7 
— $ - 2, то условия 5 > 2, 5=2и5<2 
равносильны соответственно условиям Г>2, 
Т=зиТ<2. 

Задача сводится, таким образом, к сле- 
дующСей. 


ВИр:ИКуапетесте.ги 


Пусть ху уг ах = 1, хту+2= 
= Т, О < ха, 0 «и- 2. 

Тогда 

а\ 72 при 2=1, 

6) Т>2 при 2—1, 

в) для всякого 2 между 1 
дутся и такие д, у, 
у, что То. 

Докажем утверждения а), 6) и в. 

а) Если 2=Ь то $ = хб -- у? 2ха-- 
га 27 <ху -- хр у 2 | 21559, 
так что и 5<2, и Т<2. 

4 


6} Если 2= за. #72—>0, 


н 4/3 най- 
что Т<2, и такие х, 


то х-- 


— 


2 
туз -4. 


Докажем это от противного: предположим 


2 
что х- < — а. 
Тогда 


а 


(х-- и)? >: 4? 
а 


м4 


ь (= 4 
(хтуг< 3 4} (3 +4) = 
8 2 


м О 
так что 
342 
ит @— д 5. 
Полученное противоречие доказывает, 


| == ху 


что 


-] > 


2 
х 4—4, н РТ (хи -- 22 


4 
Я ч=2. 


4 
в) Пусть теперь 1<«2< 3. 


Сначала найдем такие хи у, что Т<2. 
Возьмем х — и. Согласно тождеству (1) тог- 
да х=:у == 21-2, Тт=2у2 -- 1 
— 2. Так как 2<%/„ то 32°<42, 4(2" -:- 

1)<4 + 421-21, 2 У? 1<:42,. и 
зиачит, 7<2. 

Замечание. Вернувшись к исходной 
формулировке задачи, мы видим, что для 
равнобедренных тупоугольных  треугольнн- 
ков с тупым углом ф<2 агсв 4/5 сумма 
5<2. 

Тенерь найдем такие хи у, что Т>2. 
Используя тождество (1), запишем Т в ви- 

1 — хи 


де Т= (ху = — У -- 2 





1 
Сумма 2- —_>2, Т отличается от нее 


ху ху 
на величину-,_. Так как /=2, то =5х. 


| 
Значит, если взять х<2 -- к 2, то Т ока» 


3 


жется больше 2. Остается только прове- 

рить, что действительно существует хи и, 
‚довдетворяющие условиям 0<х=2, 
<у-г, 


| | 
ху иг -- 2х =: 1 их<гт-Ш^—2. (2) 


Воспользуемся тем, что 2>1 (отметим, что 
при 251 таких х ну не существует, — это 


следует, например, из пункта а}. Согласно 
1 — хг 
(1) и При 2>|1 мн при 


1 
0<х<— ‚ очевидно, 0иу< |. Итак, для лю- 


| 
бого х>0 такого, что о и хХ<2- 





о ый | — лё 

-- 2, при у == ха Условия (2) вы- 

полняются. Таким образом, прн 1<2<1/5, 
| | — х2 

если О<х<хЕ-- = —2 ин а ь‚ то 


Г>2. Задача решена. 


Геометрический смысл. Пост- 
роим три окружности @, В, и * с центрами 
А, Ви С, которые попарно касаются друг 
друга внешним образом. 

При $<2 существует одна окружность 
8, которая касается а, В и ф внешним об- 
разом, и одна окружность 2, которой ск, В 
и } касаются изнутрн. 

При 5>2 две окружности &, и 6, ка- 
саются я, В н } внешним образом и иетни 
одной окружности, которой а, Ви } каса- 
лись бы изнутри. 

Случай 5$=2— переходный: одна окруж- 
ность 5 касается ©, В, } внешним образом, 
кроме того а, Ви} имеют общую  каса- 
тельную. 

Доказательство этих утверждепий мож- 


но найти в статье «Сюрпризы» («Кваит», 
1974. № 1). 


М. 7. Гервер 


№М210. Рассмотрим  последовательности, со- 
стоящие из 3000 цифр 1 и 3. В такой после- 
довательности разрешается поменятё  ме- 
стами любые две соседние тройки цифр. Две 
последовательносты называются эквывалент- 
ными, еслы одну из них можно перевести в 
другую несколькими такими перестановками. 
Сколько всего существует неэквивалентных 
последовательностей? 


Решим задачу для последовательностей 
из Зл цифр. Чтобы ие возникло путаницы, 
греческими буквами будем обозначать после- 
довательности, а латинскими — элементы ло- 


следовательностей. Пусть последователь- 
ность а, состоит из Зп цифр 
(4, а... @зл}. 


40 


Бир:ЛКуапетесте.ги 


Разобъем @& на три подпоследовательности: 


©, = {4,, а, @;,. - -, @зАжу, › 


-› @зафизи, 


аз == (аз, @5, аз, . - + @зАч», - 


-› 3—2}, 

.. ба, ..- ‚@зл}. 
Такое разбиение будем называть стандарт- 
ным. Каждая из последовательностей а, 
а. аз стандартного разбиения состоит из 
п иифр. Пусть В — произвольная  последо- 
вательность. Через |В| обозначим число 
единиц в последовательности В. 

Подсчет числа неэквивалентных после- 
довательностей основывается на следующей 
теореме: 


23 — [@з, @с, аэ,. 


Теорема. Лусть я и В — 9ве после- 
Оовательности длины Зп, (91. ао, ©) и (В, 
В. В:) — их стандартные разбиения. 

Для того чтобы последовательности а. и В 
были эквивалентны, необходимо и достаточно, 
чтобы подпоследовательности ол и Ва, @з 
и В. бз ы Вз содержали одинаковое число 
единиц соответственно, то есть чтобы вы- 
полнялось условие 
ее. | == [8.1 [51 = 1В,|. [@з| = 183. 

Покажем сначала, как на основе этой 
теоремы подсчитывается число леэквивалент- 
ных последовательностей, а затем докажем 
теорему. 

В силу теоремы каждый класс эквива- 
лентных последовательностей однозначно оп- 
ределяется упорядоченной тройкой чисел 
([е,|. [@2|. |@з|)- Эти числа могут при- 
нимать любые значення от 0 до п. Следова- 
тельно, число незэквизалентных последова- 
тельностей длины Зл равно числу различных 
упорядоченных троек целых чисел от 0 до п. 
Нетрудно видеть, что число таких троек 
равно (п | 1) 3. 


Доказательство 


теоремы. 
Необходимость. 


Пусть мы переста- 


Вили В последовательности @ = [а,, 
аз. ... зп} две соседние тройки цифр: 
ар, @ц+:, ао И @л+з, @кьз. @цзь- Эту пере- 


становку можио представить следующим об- 
разом: сначала поменяли местами Цифры 
ак И ар.з, затем поменяли местами цифры 
ак, И аку: Н, наконец, поменяли местами 
цифры ак.ан ал. Числа ак и ар — ©0- 
седине цифры одной и той же подпоследова- 
тельности стайдартного разбиения @; числа 
+, И @л+: — другой, а числа @вуз И @л+в — 
третьей. Таким образом, в каждой из подпо- 
следовательиостей &!, &;., @з стандартного 
разбиения © мы переставили два соседних 
члена. Значит, если последовательность 

получена из последовательности х конечным 
числом перестановок, то есть, если последо- 
вательности & ни В эквивалентны, то подло- 
следовательности В,, Ва, Вз стандартного 
разбиения В суть некоторые перестановки 


под последовательностей ©... м.., @з соответ- 
ственно. Отсюда вытекают равенства (1). 

Достаточность. Нам надо до: 
казать, что если последовательности @ и В 
длины Зл удовлетворяют условию (!), то 
эти последовательности эквивалентны. Удоб- 
нее доказывать более общее утверждение: 
если последовательности @& и В длины № 
удовлетворяют условию (1), то эти последо- 
вательности эквивалентны. Доказательство 
будем вести индукцией по К. 

И Прн & = | последовательностн @ и 
В содержат по одной цифре. Мз условия {1) 
следует, что эти цифры равны, то есть что 
последовательности @ и В просто совпадают. 

2) Предположим, что в случае, когда 
к — р, утверждение уже доказано. Докажем 
его при А = р- 1. Итак, пусть а и В — 
последовательности длины р 1 и пусть 
выполнено соотношение (1). Пусть, далее, 
последовательность  @ состоит из цифр 
(а. @:,..., @ржа|. а последовательность 
В — из цифр (61, 63. -.., Врьз}- 

а) если а1 -= 6,, то рассмотрим  после- 
довательности @” = {а42, аз, -... @ры| и 
В" — (6:. 6, .... бр]. Ясно, что после- 
довательности @&”и В” удовлетворяют усло- 
вию (1). А так как длины этих последова- 
тельностей равны р. то можно воспользо- 
ваться индуктивным предположением. Таким 
образом, последовательности @’ и В эквн- 
валентны, то есть последовательность ©’ не- 
сколькими перестановками можно перевести 
в последовательность В”. Эти же переста- 
новки переводят & в В. Значит, последова- 
тельности © и В эквивалентны. 

6) Пусть а 5 В, и пусть для определен- 
ности а, = |, аф, = 8. Так как а, = 1, то 
|&, 1 > 0. Тогда в силу (ри |В.| > 0. Сле- 
довательно, найлется число 4 такое, что 
за: = Г. В последовательности В поменяем 
местами соседние тройки цифр Будь» Вэ, 
бза+з и бза-иь Вбма-они  Вз(а-и4з. 
В результате этой перестановки тройка 
53+ 63942, 0з9+з сдвинется на 3 цифры 
влево. Затем поменяем местами эту тройку 
с рядом стоящей тройкой цифр  Вз(а-з, 
6549-22. 63(4—э)+з и так далее; после 9 
перестановок получим последовательность В”. 
первой цифрой которой будет Вуди. то есть |. 
Последовательности В и В”’ эквивалентны и 
поэтому, как было доказано выше, удовлет- 
воряют условию (1). Значит, — последова- 
телькости а и В” удовлетворяют условию (1). 
Но первые элементы этих последовательно- 
стей совпадают. Таким образом, случай 6) 
свелся к уже разобраиному случаю а). 
Теорема доказана. 

Желающие могут попытаться решить 
задачу в еще более общем виде: 

В последовательностях, состоящих из 
цифр Ти 2, разрешается менять местами 
любые две рядом стоящие подпоследователь- 
ности длины ®. Сколько существует неэкви- 
валентных последовательностей, состоящих 
из п цифр (п к? 
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Ответ: еслнл = МЁ-- 9, где 09 < 
< Е, то число неэквивалентных  последова- 
тельностей равно (т -- 1) ^-9 (т-г 29. 


Г. А. Гуревич 


Правильные решения задач М206 — 
М215 прислали (жирные цифры после фа- 
милии — последние две цифры номера ре- 
уюнной задачи): А. Абдуррахманов (Баку) 13; 
С. Абрамов (Москва) 06; П. Агаронов (Ба- 
ку) 11. 14; С. Агеев (Воронеж) 09, 11—14; 
Д. Азов {Челябинск) 11; Г. Айрапетян (Ере- 
ван) 13; С. Актерщев (Магнитогорск) 06: 
Ю. Акутин (Москва) 12; А. Арутюнян (Арта- 
шат Арм. ССР) 13; В. Ашихмин (Таллин) 12, 
13; В. Бакиров (Куйбышев) 12; П. Бань- 
ковский (Уральск) 11—14; А. Бараов (Моск- 
ва) 11—13; А. Барсуков (Пятигорск) 12; 
В. Басманов (Воронеж) Ш, 13; Л. Басов 
{Пржевальск) 13; И. Бахмутский (Львов) 
13, 14: С. Белолипецкий (Киржач Влади- 
мирской обл.} 06, 13, 14; А. Берлин (Боб- 
ДН 12—15; Р. Бесчоков (с. Старый Урух 

БАССР) 13: „7. Блаженова (Москва) 13, 
14; А. Блох (Харьков) 06, 09. 13, 14; Ю. Бриль 
(Днепропетровск) 13; А. Брысьев (Тюльган 
Оренбургской обл.) 11—13; А. Валовой (Мо- 
сква) 13, 14; А. Вальков (Ташксит) 06, 11—14; 
Р. Вассерман (Одесса) 06, 09, 11—14; А. Век- 
слер (Ташкент) 11, 13; А. Волков (Челябинск) 
06, 14; В. Говрин (Ковылкино Морд. АССР) 
06; В. Гайелия (Очамчира Абхаз. АССР) 13; 
В. Гармасв (Мирный) 13; Д. Гашибаязов (Тби- 
лиси) 13; Я. Гедеок (Жидачев Львовской обл.) 
12; С. Глазков {Златоуст Челябинской обл.) 
13, 14; Т. Говорова (Симферополь) 11—13; 
И. Голдовский (Брянск) 13; 7. и М. Гон- 
дельсман (Ленинград) 06: А. Гончаров (Нико- 
поль) 06, 11, 12, 14, 15; Е. Горбатый (Одесса) 
06; А. Гордон (Москва) 13; С. Горшков (Мо. 
сква) 06, 07; М. Грабельковский (Воронеж) 12; 
А. Григорян {Баку) 06—11, 13; А. Грин- 
берг (Кишинев) 13; С. Гродский (Корсунь- 
Шевченковский) 13. 14; Е. Гугель (Днепро- 
петровск) 13; А. Гулиев (с. Сулейманлы 
Аз. ССР) 14; Б. Гуревич (Воронеж) 11, 12; 
Г. Гутин (Клинцы Брянской обл.) 1; 
М. Данислян (Баку) 12, 13; В. Данилов (Мо- 
сква} 11—14; К. Данильненко (Волгоград) 
06. 11, 13; С. Даркембаев (с. Сара-Джак 
Алма-Атинской обл.) 11. 13. 14; П. Дедик 
{Москва) 08, 08, 11—14; А. Деревягин {Крас- 
ноярск) 13; Э. Дяченко (Киев) 11, 13; Р. Его- 
рян (Раздан) 12, 14; А. Еременко (Харьков) 
И, 12, 14; А. Журавлев (Москва) 07, 12; 
М. Закс (Пермь) 06, 11—14; В. Зарубин 
(Москва) 06, 07, 13; Д. Зелевинский (Москва) 
13, 14; С. Зенович (Ташкент) 07, 13; П. 3Зо0- 
зуль (п. Гребенки Кневской обл.) 14; Е. Зуб- 
хо (Ивано-Франковск) 13; А. Иванов (Москва} 
11, 12; А. Иванов (Хабаровск) 13; Т. Наа- 
нова (Москва) 11, 13; А. Измайлов (Баку) 13; 
С. Ильинков (Харьков) 11—14; И. Новик 
(Магнитогорск) 13; А. Калюжный (Киев) 11, 
13; М. Кангиев (Самарканд) 13; П. Кацыло 
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(Москва) 11, 14; И. Кирова (Болгария) 13; 
И. Клевчук (с. Ставчаны Черновицкой обл.) 
11; М. Кобозее (Киев) 14; В. Кобылецкий (Ба- 
ку} 1—13; Е. Ковкрак (д. Рудия-Журавле- 
ва Гомельской обл.) 13; А. Колодин {Коломыя 
Ивано-Франковской обл.) 12, 13; В. Конев 
{Ангарск) 13; А. Корлат (с. Чугулены МССР) 
13, 1%; С. Коршунов (Монино Москов- 
ской обл.) 06, 09. 11—14; В.Костанян 
(Москва) 13; А. Костюнин (Люберцы Мо- 
сковской обл.) 12; 4, Котанов (п. Цалка 
ГССР) 13; А. Котенко (с. Березовая Рудка 
Полтавской обл.) 13; А. Кошутин (Челя- 
бинск) 14: А. Кукум (Киев) 09, 12—14; 
А. Кумахов (с. Лескен КБАССР) 11 —13; 
М. Левин (Витебск) 12, 13; А. Легостев 
{Москва) 18; С. Лифиц (Харьков) Ц. 12; 
М. //юбич (Харьков) 06. 07, 10, 11, 13, 14; 
Е. Мазур (Дербент) 07; А. Макаричев (Львов) 
06, 12—14; С. Макаров (Саратов) 11, 13, 19; 
С. Малинский (Полтава) 14; В. Мацукатов 
(п. Цалка ГССР) 13; С. Мельник {Харъков) 
06, 07, 09; А. Мехович (Владивосток) 13; 
В. Мильман (Минск) 11, 12, 14, 15; А. Ми- 
рошниченко (Харьков) 13, 14; А. Михеев 
(Шахты) 13; А. Михлин (Курсю И, 1; 
Ю. Муранов (Москва) 11—14; Р. Мусин 
(с. Никитино Оренбургской обл.) 13; Г. Ми- 
стафаез (Сиазань Аз. ССР) 06, 11. 13, 14; 
И. Муха (Тернополь) 12, 13; А. Навасардян 
(Ереван) 13; Ю. Неретин (Москва) 06, 08, 
11, 13—15; А. Николаев (Москва) 06, 11, 12; 
6. Ниязбеков (Алмалык Ташкентской обл.) 
13; И. Новиков (Куйбышев) 06, 11; С. Нуж- 
ный (Куйбышев) 11—14; С. Охитин (Орен- 
бург) 11—13; И. Панин (Апатиты) 11, 12; 
И. Порамомнов (Москва) 09, 11—13; Е. Па- 
сике (Харьков) 06, 11, 13, 14; Ю. Пинелис 
(Кзыл-Орла) 12—15; А. Поносов (Пермь) 06. 
08; Р. Портной (Черновцы) 12; Д. Поцхиш- 
вили (Тбилиси) 11; Ю. Протас (Кагул МОСР) 
13. 14; С. Путинцев (Кемерово) 06, 11—15; 
А. Разгуляев (Клин Московской обл.) 06. 
12; А. Рашковский (Харьков) 08. 12, 13; 
А. Резников (Киев) 11, 12, 14; С. Родионов 
(Саратов) 13, 14; Р. Рожков (Москва) 08, 
11—14; $. Рожков (Рязань) 08, 11—14; 
Б. Розенштейн (Каменец-Подольский) 06; 
Д. Ромашюв (с. Галкино Кургамской обл.) 
13, 14; А. Рубашевский (Киев) 12; Л. Ру- 
бинштейн (Калининград) 13. 1%; А: Ряза- 
нов (Новокузнецк) 06, 11, 12; №/. Сайнароев 
(ст. Наурская ЧИАССР) 13; П. Самовол 
{Гайворон Кировоградской обл.) 12, 13; 
М. Сапир (Свердловск) 11—14; С. Сатанов- 
ский (Харьков) 11, 13; В. Сац (Киев) 13, 14; 
Т. Сельбирак (Польша) 11—14; В. Семененко 
(Ставрополь) 13; В. Семенов (Чебоксары) 13; 
А. Симонян (Фрунзе) 13: Г. Скляр (Харьков) 
06, 10—15; С. Скоков (д. Соковии, г. Сло- 
бодской) 14; В. Слепой (Фрукзе) 13; А. Сле- 
саренко (Рубцовск Алтайского края) 09, 11— 
14; Ф. Смирнов (Ленинград) 06; Г. Сорокин 
(Актюбинск) 12—14; С. Табачников (Москва) 
06, 08. 09, 11—13; Т. Галько (п/о Оленья 
губа Мурманской обл.) 13; С. Теаури (в. Ле- 
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нингори ГССР) 14; А. Гаерской (Москва) 08, 
14; К. Тевосян (Абовян Арм. ССР) 13; В. Ти 
{Кировабад) 06, 13; Н. Тимиров (Азнакаево 
ТАССР) 13; А. Ткач (Каменец-Подольский 
Хмельницкой обл.) 11; Г. Токарев (Тула) 14; 
М. Торонджадзе (Тбилиси) 11; А. Тралле 
(Минск) 13; А. Троценко (с. Березовая Рудка 
Полтавской обл.) 13; Э. Гуркевич (Черновцы) 
06, 11, 13—15; А. Тялин (Москва) 11, 13— 
15; М. Уридыя (Тбилиси) 11; В. Урываев 
(Москва) 12, 13; В. Филоненко (Диепропет- 
ровск) 13; С. Финашин (Лепинград) 06, 11, 
12; Т. Фисенко (Грозный) 13; А. Фридман 
(Рига) 11, 12; Р. Хизанишвили (Тбилиси) 1; 
А. Хомин (Брест) И. 12; М. Хорошин (Чер- 
нигов} 14; С. Цветцих (пло Стрелково Мо- 
сковской обл.) 12; С. Церковный (Ленинград) 
13, 14; И. Цукерман (Ленинград) 06. 11, 13; 
Н. Чамурлиев (Тбилиси) 13; Я. Челулионите 
{Кайшадорский р-н Лит. ССР} 13; А. Чере- 
батов (Омск) 06, 11, 12, 14; А. Чернявский 
{Харьков) 14; Л. Черняева (Воркута) 13; 
В. Чернякин (с. Березовая Рудка Полтав- 
ской обл.) 13; В. Шопкин {Октябрьский 
БАССР) 13; К. Швоарцман (Кишинев) 13; 
А. Шерстюк (Николаев) 06, 10; В. Шкатов 
(Одинцово Московской обл.) 13; Ю. Шмелев 
(Ярославль) 06, 07, 11—13; Н. Щербина 
(Днепропетровск) 06, 07, 09: А. Щехорский 
(с. Старики Житомирской обл.) 09, 13, 14; 
В. Щипанонов (Ковылкино) 06; А. Эстер- 
лис (Тбилиси) 13; Р. Юлмухаметов (д. Итку- 
лово БАССР) 12, 13; И. Юнис (Харьков) 06, 
07, 09. 11, 13—15; Б. Юсин (Москва) 08, 
10; А. Яблонский (Волгоград) 13; Р. Ямилсв 
(Уфа) 09. 11. 13, 14. 


Ю. П. Лысов 


$218. Железнодорожный состав идет с по- 
стоянной скоростью # =: 78 км/ч по горизон- 
тольному участку пути. На сколько долж- 
на измениться мощность, развиваемая локо- 
мотивом, чтобы состав с той ме скоростью 
продолжал Овигаться во время сильного вер- 
тикального дождя? Считать, что каждую 
секунду на состав падает т = 100 ке воды, 
которая затем стекает на землю по стенкам 
вагонов. Изменением сил трения пренебречь. 


Будем решать задачу в системе отсчета, 
связанной с землей. Вода. стекающая па 
землю. имеет горизонтальную составляющую 
скорости, равную скоростн поезда. Поэтому 
горизонтальная составляющая имнульса во- 
ды, стекающей на землю за время А, равиа 
(#44 г, где и -- 00 кгс — масса воды, 
стекающей на землю за | секунду. При паде- 
нни же воды на состав горизонтальная со. 
ставляющая се импульса равна нулю. Та- 
ким образом, поезд за время А! передает воде 
импульс 

веАЕ — 0 — цг\Е. 
Это означает, что на воду со стороны поезда 
и, согласно третьему закону Ньютома, на 


поезд со стороны воды действует сила, равная 
по абсолютной величине 
А (ти) 

ЕЕ 
Следовательно. чтобы скорость поезда не 
изменилась, именно на величину силы РЁ 
н должиа возрасти сила тягн локомотива во 


время дождя. А ето мощность должна 
возрасти на 
АМ -- Рил= цу = 4.10% (вт). 


Ф219. В вертикальном цилиндре имеется п мо- 
лей идеального одноатомного газа. Цилиндр 
закрыт сверху поршнем массы М и площади 5. 
Вначале поршень удерживался неподвижным. 
газ в цилиндре занимал объем Уз и имел тем. 
пературу То. Затем поршень освободили, 
и после нескольких колебаний ок пришел в 
состояние покоя. Пренебрегая в расчетах 
всеми силами трения, а также теплоемкостью 
поршня и цилиндра, нейти температуру 
и объем газа при новом положении поршня. 

Вся система теплоизолирована. Атмо- 
сферное давление равчо ра. 


В иачальный момент (сразу после того, 
как пориень освободили) на поршень дейст- 
вуют три силы: ‘сила тяжестн н сила гтмо: 
сферного давления, направленные вниз, и 
снла давления газа в цилиидре, направлен- 
ная вверх. Если равиодействующая всех 
сил направлена внил, то пормеиь начнет 
двигаться вниз, если же равнодействующая 
направлена вверх, поршень будет поднимать- 
ся вверх. 

Для определенности будем считать, что 
поршень смещается вниз. Залишем уравнс- 
ние состояния газа в цилиндре при равио- 
весном положении поршня: 


ру = пПАТ. 
Из условия равновесия  поршаея 
Ми 
ИСЗ 
Поэтому 
| Ма 
[ ра НЕ И -= пАТ. {1) 
Мы нолучили уравнение, связывающее 


ИУнТ. Однако для того чтобы иайти У н ХТ. 
необходимо иметь еще одно уравнение. Его 
можно получнть, воспользовавшись законом 
сохранения энергии. Так как сосуд теплоизо- 
лирован, а силы трения и теплоемкость порш- 
ня и цилиндра пренебрежнмо малы, то ра- 
бота, совершениая над газом, равна измене- 
нию его внутренней эпергии: 


А = А0. 
Как известно, внутренняя энергия одно- 
го моля идсального одноатомного газа равна 


ее 
СИЕ, 
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где Ю — универсальная газовая постоянная. 
Внутренняя энергия п молей равна ЛЕТ, 


а изменение впутренней энергии газа при 
изменении его температуры от Ть до Т равно 


З 
АЦ = 9. пА(Т — Го). 


Теперь найдем работу по сжатию газа. 
Эта работа совершается силой атмосферного 
давления и силой тяжести. Поэтому она равна 

А = (ра$ -- Мо в, 
У, —И 
где Йй -= во: 


рое сместнлся поршень. Таким образом, 


—-расстояние, на кото- 


3 
2 


Заметим, что ссли поршень движется вверх, 
газ сам совершает работу против атмосферно- 
го давления н веса поршня, при этом его 
внутренняя энергия уменьшается. Равенство 
(2) остается справедливым и в этом случае. 

Решая совместно уравнения (1} и (2), 
найдем 


о МА 
А тт = | ра-- $ |5 —У). (2) 


: Ав 
Е 
ТА 5 То- 5 пЮ , 
2 3 пАТь . 
+5 — — А 
+ 


Ф220. Экрен освещается параллельным пуч- 
ком лучей, перпендикулярным плоскости экра- 
на. Как илменится освещенность экрана. 
если на пути света поставить призму АВС 
с малым углом раствора @ и показателем 
преломления п, причем грань АВ параллельна 
экрану (рис. И, а)? Отражением света от 
призмы пренебречь. 


Световые лучи, попавшие на призму, 
преломляются на ее граки ВС н попадают ма 
участок экрана ОЕ (рис. 11, 6). При этом на 
участок СБ) световые лучи совсем не попада- 
ют, поэтому его освещениость равна нулю, 
а участок ЕЁ освещается как прямыми лу- 
чами. так н лучами. прошедшими — через 
прнаму. 

Найдем сиачала освещенность участка 
ДЕ. куда попадают только преломленные 
призмой лучи. Если освещенность призмы 
н экрана прямыми лучами обозначить Ёъ, 
то через призму проходит световой поток 
$ = Р,.АВ.4(АВ-4 — площадь грани АВ). 
Повадая на участок экрана РР, этот световой 
поток распределяется по нему равномерно 
(так как лучи и после призмы идут параллель- 
ным пучком) н создает освещенность 


Ф АВ 
Е = рЕ:4` = Во РЕ 
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Рис. 11. 


(РЕ.4 — площадь соответствующего участ- 
ка экрана). 

Из рисунка 11, 6: РЕ=АС= МС— ММ. 
Но  МС= АВ, а ММ = ВМ 4 уе 


= АВ ша 4 т. Поэтому РЕ= АВ — 
— АВ шах шу= АВ (— ща ШУ нп 
АВ 1 


БР ват ° 


Углы а ин у не независимы: у = В — ©, где 
В — Угол преломления лучей. Из закона 
преломления света зт В = л та, то есть 
В == агсет (п и). Так как утол а мал, 
а величина л обычно порядка 1, то можно счи- 
тать, что В == агс$ (12) = по. Тогда 


т=ля—а=ая(л— В. 
Следовательно, 
АВ 1 1 


БЕ 1 щаз = а = 


1 
1 —(п— 1}? 





АВ | 
Е= В рр = В типа 


Таким образом, на 
ность увеличилась в 


участке ОЕ освещен- 





Е. 
7 бо 
а на участке ЕР — в 
ВОВ ве | 
№ =’ по 


$221. На неподвижном круглом цилиндре 
радииса ® лежит доска, как показано на 
рисунке 12, а. Тоэщина доски равна И. При ка- 
ком соотношении между й и ВЮ равновесие 


АА 


боски будет устойчивым? Трение между 
доской и цилиндром велико. 


Чтобы выяснить. каким является равно- 
весис доски, надо поверпуть ее относительно 
цилиндра на небольшой угол @ н посмотреть, 
что будет дальше. 

Так как трение между доской и цилинд- 
ром велико, то пря поворсте доскн она не 
скользит по пилинару, но высота ее центра 
тяжестн изменяется. При этом положение 
равновесия доски будет устойчивым, если 
при повороте центр тяжестн доски поднимет- 
ся. Поэтому для того чтобы решить задачу, 
иужио найти положение центра тяжести до- 
ски в горизонтальном положенин, затем найти 
положеннс центра тяжестк доски, поверих- 
той на малый угол &. и записать условне, что 
в этом новом положении центр тяжести доски 
находится выше, чем в прежнем. 

Будем все высоты отечитывать от гори- 
зонтальной плоскости, проходящей  черса 
середину цилиндра. 

Когда доска горизонтальна, ее иентр 
тяжести — точка С — находится на высоте 
(см. рис. 12, 6) 

в 
Н, =0б=Е--, 
а в новом положении — ца высоте 
На = СМ. 

Свяжем высоту Н,< В, й ма, для чего 
сделаем некоторые дополнительные построе- 
ния. Опустим из точки С” перлендикуляр на 
сторону доски, опирающуюся на цилиндр. 
то есть на основанне доски, до пересечения 
с этой стороной в точке В’. Затем из точки О 
проведем раднус в точку касания А и про- 
должим его до прямой, проходящей через 
точку С’ и параллельной основанию доски: 
получим точку О. Теперь нз точки Р опустим 
перцендикуляр ОГ на торнзонтальную пло- 
скость и перпенднкуляр РЁ на прямую С” М. 

Высота 

На = СМ= СЕ-ЧЕМ. 


Из треугольника ЕРО найдем отрезок ОР, 
который равен отрезку ЕЛ: 


к ` 
ОЕ = ЕМ = ОР соза == ( ю- = | с05 а. 


Из треугольника С’ОЕ 
СЕ = ОС’ зта, 
где ОС’ == АВ’. Очевидио, что отрезок АВ” 


можно считать равным длине дуги АВ == 
— Юм. Поэтому 


С’Е = Ва зта. 
Такнм образом, 
Н. =С'’М =С'Е-- ЕМ =: Ва мп а -; 


найлем С’Е: 


| 


р ‚Я 
я ( Ю ==) с0$ а. 


Равновесие доски устойчивое, если Н. > Нь. 
то есть если 


} | 
Кати [А ==} *а>А +. 
или 
{ Я 
Ро ма | Ю-- т, (1 — с0$ а) >0. 
ы # 
[21 
о ' получим 





Заменяя | — соза на 251? 


о я д а 
Разта—2[ В+-- >0. 





2 2 


Так кэк угол@ мал, то 


а & 


пи а нц зт —5- ==. 


Поэтому последиее неравенство можно пере- 
писать так: 





о й \а* 
Каз —2 [ В+ 4 >0, 
откуда 
в<2К. 
Итак, положение равцовссия доски будет 


устойчивым, если сс толщина 
метра цилиндра. 


меньше дна- 
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Ф222. Громоотвод соединен с землей при по- 
мощи тонкостенной трубки диаметром 2 см 
и толщиной стенок 2 мм. После удара мод- 
нии трубка мгновенно превратилась в круг- 
лый стержень. Объясните это явление и 
оцените силу тока разряда, если изеестно, 
что при сжатии цилиндрический образец 
диаметром 3 мм. сделанный из того же ма- 
териала, ито и трубка, разрушался при 
силе 140 000 нм. 


При ударе молнии в громоотвод по труб- 
ке пошел ток. Можно считать, что он по 
трубке распределен равномерно. Разобьем 
мысленно трубку па вертикальные проводни- 
ки, параллельные оси трубки. Токи, идущие 
по таким проводникам, параллельны друг 
другу и направлены в одну сторону, поэтому 
проводники притягиваются друг к другу. 
Очевидно, прн ударе молнии это взаимное 
притяжейне проводников было столь велико, 
что напряжение*) в стержне превысило пре- 
дел прочности опр, то есть то максимальное 
напряжение, при котором материал трубки 
начинает разрушаться, и трубка превратилась 
в стержень. 

Для оценки силы тока 7 грозового раз- 
ряда будем считать, что притягиваются два 
проводника с током (две половинки трубки), 
находящиеся на расстоянии В друг от друга, 


причем по каждому из них идет ток 5. Соглас- 


но закону Ампера для параллельных токов 
сила взаимодействия этих проводников равна 


э’ 


2/4 
Р— во ба". 


где { — длина трубки, Ю — раднус трубки. 





*) Напомним, что напряжением образца 
при деформации называют отношение дей- 
ствующей силы к площади сечения, перпен- 
дикулярного этой силе. 





Рис. 12. 
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Эта сила вызывает в трубке напряжение 
Е Е р 


(а =2 мм — толщина стенок трубки). В то 
же время материал трубки, как показалн 
испытания образца, разрушается при папря- 
жении 


Опр — `даау4 * 


где 4 — диаметр образца, @ == 140 000 н — 
разрушающая сила. 


едовательно, 
гы 49 
нада ^^ лаг, 
откуда 
1 = ров. == 
ть 


_ ]/ 32-1,4105.10-2-2-10-° _ 
9-10-8-1.26.0— — ^ 


==3.Н-8 (а). 
И. Ш. Слободецкий 


Редакция получила больше 600 писем 
с решениями задач Ф213 — $222. Почти все 
читатели справились с задачами Ф215 ин 
Ф218. Правильные решения остальных задач 
прислали (жирная цифра после фамилии 
означает последнюю цифру комера задачи): 

С. Абрамов (Москва) 1; С. Актершев 
(Магнитогорск) 9, 1; Ю. Алекна (Алитус 
Лит. ССР) 1; С. Алехин (Липецк) 4; А. Амель- 
ченко (Магнитогорск) 3, 4, 6; А. Амиров (Орен- 
бург) 7; Л. Аяциферов (Фатеж) 3, 4, 9; 
С. Астафьев (Орджоникидзе) 9; Н. Ахатов 
(Уфа) 4; В. Бакуров (Душанбе) 2; А. Бараов 
(Москва) 3, 4; А. Баринов (с. Семнозерье 
Выборгского р-на) 1; Р. Басыров (д. Н. Ка- 
ракнтяны ТАССР) 4; В. Беляев (Москва) 3. 
4, 6, 7; В. Бенхан (Калинин) 1; М. Берман 
(Капустин Яр-) 4; С. Богданов (с. Вавожск 
Удм. АССР) 1; С. Бороздин (Новгород) 4; 
В. Борь (Запорожье) 3; Л. Брагинский (Фрун- 
зе) 1; А. Бузилуцков (Новосибирск) 7; М. Ва- 
люнин (Баку) 3, 4; В. Ваничкин (Абай) 3; 
А. Васищев (Ставрополь) 7; М. Васнецов (Дол- 
гопрудный Московской обл.) 7, 1; М. Веду- 
ла (Артемовск Донецкой обл.) 4, 1; А. Векс- 
дер (Ташкеит) 3, 4; А. Виноградов (Целино- 
град) 1; П. Волохов (п. Криуляны МССР) 
7, 2; „Т. Воронов (Ленинград) 4, 7: А. Воска- 
нян (Ереван) 9%; [Д. Габризлян (Белая Ка- 
литва) 9; В. Галайдич (п. Сахновщина Харь- 
ковской обл.) 3; А. Галюченко (Харьков) 1; 
А. Герман (Воронеж) 4, 6, 7, 0; С. Герц 
(Хуст) 3, 4; В. Герцик (Николаев) 1, 2; 
Р. Гирдянис (Вильнюс) 4, 1; Ю. Гладе (Тер- 
нополь) 1; Л. Глазман (Харьков) 1; С. Глаз 
нов (Златоуст) 1; О. Глущенко (Киев) 3, 7; 
Г. Говяда (Киев) 3, 1; А. Годунов (Пинск) 4; 
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Я. Голда (Териополь) 4; А. Гуревич (Минск) 
4. 9, 2; В. Даник (Черкассы) 3, 4; Ю. Доку- 
чиев (Ленинград) 1; А. Дробинин (Евпатория) 
1; Ю. Дубина (п. Сахновщина Харьков- 
ской обл.) 3; Р. Егорян (Раздан) 1; С. Жаров 
(Ефремов) 7, 1; В. Жук (Грозный) 3, 4; 
С. Заичко {с. Обуховка Ростовской обл.) 3; 
И. Зайцев (с. Райгород Черкасской обд.} 4; 
В. Зарубин (Одинцовский р-н — Москов- 
ской обл.)  Ю. Зеденцое (Актюбинск) 3, 
4, 7; С. Зенович (Ташкент) 3, 7, 1; В. 3о- 
латареёв (Одесса) 7, 1; В. Зонов (Кире) 4, 7; 
Е. Зубко (Ивано-Франковск) 3; С. Зырянов 
(Тамбов) 3, 4; А. Изанов (Фергаиа) 1; В. Ива- 
нов (с. Могутово Ореибургской обл.) 7; 
А. Ивлев (п. Стройкерамики Куйбышев- 
ской обл.) 3, 4; В. Ненатьев (Волгоград) 3, 
4, А. Измайлов (Баку) 3; А. Илькун {Зелс- 
нодольск ТАССР) 7, 9, В; А. Калуцкий 
(Иссык) 4; 2. Калягина {Грозный) 4; К. Кан- 
жапарова (п. Краснокумск Павлодар- 
ской обл.) 4; В. Канзюба (Днепродзержинск) 
3, 4, 1, 9, 1, 2; С. Карпенко (Киев) 4, 7; 
С. Картюков (Ульяновск) 4; В. Карлин (Во- 
локоламский р-н Московской обл.) 1; М. Ка- 
чановский (д. Вишевичи Брестской обл.) 4; 
В. Квасницын (Коркино) 1; А. Клочко (Жу- 
ковский) 3; В. Ковалевский (Витебск) Е 
„Т. Коган (Черновцы) 3, 4, 7; Р. Козак (Вин- 
ница) 1; А. як {Ереван) 4; С. Коляда 
(с. Пришиб Полтавской обл.) 1: А. Корни- 
лов (Ленинакан) 7; В. Корошков (Калинин- 
град Московской обл.) 3, 4; С. Коршунов 
(п. Монино Московской обл.) 3. Т, 9, 0; 
„7. Кофман (Таллин) 3, 4, 71, 1; С. Кривонос 
(Днепропетровск) 1, 2; С. Кричинин (п. Гру- 
шевое Ворошиловградской обл.) 7; А. Киуд- 
ряшов (Саратов) 4; А. Кузнецов (Саратов) 4. 
7; А. Кузнецов (Казань) 4; В. Кузьмин (Гроз- 
ный) 3, 4, 7; А. Куликов (Ленинград) 3, 7; 
В. Куропаткин (Кирово-Чепецк) ; А. Кут- 
аимиратов (Хорезмская обл. Узб. ССР) 7. 
0; Н. Куцык (Ярославль) 3, 4, 6; В. Лисен- 
ков (Киреевск) 1; А. „Тихоманов (Саратов) 4: 
Н. Ложникова (Оренбург) 7; Г. „Львовский 
(Днепропетровск) 1; С. Ляпин (в/о Белоко- 
ровичн Житомирской обл.) 3; Е. Мазур 
(Дербект) 3; А. Макаров {Харьков} 1; С. Мо- 
каров (Саратов) 3, 7; Ю. Мальцев (Березни- 
ки Полтавской обл.) 1; Г. Мамедов (Баку) 
4. 7; В. Мамоский (Краматорск) 4; Е. Мг- 
9довой (Запорожье) 4; С. Мельник (Харьков) 
4, 1; Е. Метт (Ленинград) 1; 8. Милова- 
нов (Воронеж) 3, 4; А. Моцарьян (Орск) 3, 
4; Ю. Миуринец {Магиитогорск) 3; Р. Мусин 
(<. Никитино Оренбургской обл.) 9, 1; 
В. Навценя (пл. Старая Купавна Москов- 
ской обл.) 3, 4. 9; А. Наршиевич (Канск) 1; 
А. Николаев (Москва) 4, 7, 1; Е. Никитин 
(Саранск) 9; Б. Новосядлый (Чертков) 4; 
В. Навроцкий (Овруч) 7, 1; С. Нужный 
(Куйбышев) 4; С. Оганесян (Армавир) Т 
А. Огир (п. Лутовиновка Полтавского р-на) 
‚ 4; В. Онохов (с. Саваслейка Горьков- 
ской обл.) 4; С. Островская (Харьков) 3, 4; 
В. Пархоменко (Тейково) 1; В. Перевозкин 


(Омск) 4; Ю. Перфильев (Саратов) 1; С. Пету- 
раев (п. Ясный Орекбурского р-на) 9; С. Пе- 
унков (Архангельск) 3; К. Пирятинский 
(Кишинев} 3, 2; А. Нолеханов (Клинцы) 2; 
А. Поблагуев (Винница) 1; О. Поваляев (По- 
дольск) 3, 4, 2; А. Полянский (Челябинск) 1:- 
С. Поляруи (Жабипка) 7, 9; А. Пономарев 
(Киев) 4; С. Попов (Шахты) 4; С. Проко- 
пенко (Одинцово) 3, 4; В. Пуховой (с. Сково- 
родиновка Харьковской обл.) 4; В. Ропо- 
порт (Минск) 3; А. Рассказов (Тихорецк) 4; 
А. Ремеев (Ташкент) 4; В. Решетняк (Киев) 
3; В. Ройна (Познань, Польша} %; Б. Ро- 
зенштейн (Каменец-Подольский) 1; Д. Ру- 
банец (Сторожинец) 3, 4; М. Рывкин (Боб- 
руйск) 3; 8. Рыжиков (Актюбниск) 3, 1; 
Е. Сандер (л. Гармакла Омской обл.) 3. 
4. 7; МИ. Сафаргалиев (с. Янги-Курган 
Узб. ССР) 8; В. Свистунов (Горький) 3, 4: 
Ю. Свиридекко (Фрунзе) 4; А. Сергеев {По- 
лдольск) 3, 7: А. Силяков (Калинин) 4, Т; 
Р. Сирота (Харьков) 1; Ю. Скалько (Чер- 
кассы) 3; А. Смирнов (Евпатория} 7; И. Смир- 
нов (п. Звенигово Марийской АССР) 1; 
В. Смоленков (Ленинград) 3; Ю. Смолен- 
цев (Ессеитукн) 3, 4. 7, 9. 1, 2: С. Смышаляев 
{Вятские Поляны) 3, 7, 1; В. Соколов (Киши- 
нев} 0, 1; В. Слиридонсе (Возмесенский р-н 
Николаевской обл.) 1: Н. Сугоров (Самар- 
канд) 4; М. Султангалиев (с. Ваныш БАССР) 
3, 4; А, Суровежкин (с. Гуляй-Борисовка 
Ростовской обл.) 4; А. Теватян (п. Сиснан 
Арм. ССР) 9; А. Тверской (Москва) 9, Г; 
О. Грунов (Джалал-Абад) 4; А. Тужилин 
(Москва) 3, 6, 7, 1; В. Тумакоз (Рустави) }: 
Д. Узненко (Магнитогорск) 3; И. Усвят (Таш- 
кент) 3, 4, 7, 1, 2; Н. Федин (Омск) 3, 4, 7, 
9, 0, 1; И. Федичкин (Баку) 6; Е. Федоров 
{Магнитогорск} 3; С. Фрид (Москва) 3. 4, 
7. 1, 2; Д. Фушман (Черновцы) 4; Я. Хар- 
ченко (Сальск) 7; В. Хацимовский (Красно- 
ярск) 3; С. Хохлов (Жданов) 1; А. Худавер- 
дян {Ереван} 4, 7; Ю. Цыганов (п. Вербклки 
Московской обл.) 3, 1; В. Ченлаков (Волго- 
град) 1; А. Черников (с. Андреевка Оренбург- 
ской обл.) 4; А. Чернявский (Харьков} 3; 
В. Чернышов (Пензенская обл.) 4; А. Чг- 
чилин (Уфа) 4, 7; В. Чистяков (Буй) 3; 
А. Шагин (п. Глинищево Мвановской обл.) 9; 
Е. Шафирович (Ногинск) 3, 1; К. Шварцман 
(Кишинев) 3, 4; В. Шендрик (Алма-Ата) 3, 
6, 7;-В. Шкатов (Одинцово) 2; В. Шнейдман 
{ Харьков) 3. 7, 1, 2; А. Штиль (Оренбург) 1; 
С. Шульга (Славянск) 4, 7, 0, 2; А. Шима- 
ков (Тула) 4; О. Щербаков (Лнла) 3. 4, 6; 
Н. Щербина (Днепропетровск) 4; А. Яблон- 
ский (Вологда) 1: С. Яременко (Москва) 4, 6, Т. 


С. Г. Семенчинский 
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Конфуз 
с «Обратной 
теоремой» 


(Окончание, начало см. ма с. 25) 


Если ты всею жизнь 
считаешь, что в деньгах 
счастье... Если ты, нако- 
нец, крадя их, добываешь. .. 
«Дети, если верна прямая 
теорема»,  ссли в деньгах 
счастье... Прямая, может 
быть, верна.С обратной вышел 
конфуз. Краденые деньги не 
дали Назарову счастья... 
«Дети, если верна прямая 
теорема, это еще не змачит, 
что верна и обратная ей». Как 
решить эту теорему?» 

Оставим в стороне стран- 
ные обороты речи вроде 
«теоремой мы называем та- 
кие рассуждения» ИЛИ «как 
решить эту теорему». Разбе- 
ремся лишь в том, какую же 
теорему имеет в виду автор, 
тем более, что приведенный 
пассаж ©сму, видимо, так 
нонравился, что послужил 
даже поводом для названия 
повести. 

Насколько можно по- 
нять, «прямой теоремой» 
автор называст утверждение 
зесли есть деньги, то есть 
счастье». М своей повестью 
ои достаточно убедительно 
показывает, что эта «теоре- 
ма», вера в справедливость 
которой составляла жизнен- 
ное кредо Назарова, ие 
верна — добытые нечестным 
путем деньги счастья не при: 
носят. Автор иапрасно пн- 
шет: «Прямая (теорема), мо- 
жет быть, верна». Она не 
верна: выражаясь  матема- 
тическим языком, история 
Назарова — контрпример, 
опровергающий се справед- 
лНВОСТЬ. 

А при чем же здесь обрат- 
ная теорема? Увы, совер- 
шенно ни при чем (хотя, 
кстати, и она ме верна). 
Виднмо, автор, увлекщись 
внешней «красивостью» 
своих рассуждений, не удо- 
сужился разобраться по 
существу в том, что же такое 
прямая и обратная теоремы. 


Н. Х. 
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Читатели советуют 


Н. Х. Розов 





ПРАНТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 





В обширной редакционной почте «Кванта» много пнеем, в которых обсуждаются 
те или иные теоретические вопросы школьного курса математики м физики, предла- 
гаются приемы решения некоторых типов задач, содержатся отдельные замечания 
и наблюдения методического характера. Хотя приводимые читателями соображения 
м задачи не всегда новы и оригинальны, ряд затронутых в письмах вопросов, на 
наш взгляд, представляет интерес для поступающих. 

Поэтому сегодня в «Практикуме абитурмента» помещается необычная статья: редак- 
ция публикует подборку матермалов по математике, составленную по идеям н пред- 
пожениям из писем читателей. Мы надеемся, что подобные подборкн явятся свое- 


образной формой обмена опытом и идеями. 


На вступительных экзаменах часто 
предлагают задачи такого типа: в&- 
ясн ить (не пользуясь таблицами), что 
болыше: Лор. М или 1овь №, где а, 
Ь, М, М — данные числа, причем, 
естественно, а>0, а51 8>0, 
Б=Е 1, М > 0, М >> 0. В «Практикуме 
абитуриента» (см. «Квант», 1972, № 3) 
уже приводились примеры решений 
подобных задач. Читатель Б. А. Гру- 
биян (г. Березники Пермской области) 
обращает внимание на возможность 
использовать для сравнения величи- 
ны логарифмов двух чисел следующий 
прием. 

Задача решается совсем просто, 
если удается найти такое целое число 
®, что, скажем, 


105, М < Е, Е < 1овь М. 
Поэтому наиболее интересен случай, 
когда 

Е — 1 < 106, М< Е, 

Е— 1 < 10, М №. 
В этом случае следует стремиться 
подобрать такое натуральное п, что- 
бы между п1ов. М и пюв№ —ока- 
залось некоторое целое число р. Под- 
бор числа п с указанным свойством 


осуществляется последовательными 
пробамн. 
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Пример 1. 
и ор. 10. 

Легко проверить, что 1 < 108. 4 < 
<2, 1< 08, 10<2, но отсюда не 
видно, какой из предложенных лога- 
рифмов больше. Возьмем п =- 2; по- 
лучим 2 ю8з 4 — 108. 16, 2108, 10 = 
== 10. 100. Так как 2 < юв; 16 < 3 
н 2< ор. 100 < 3 (убедитесь в 
этом!), то значение л = 2 требуемым 
свойством не обладает. Аналогично 
проверяется, что и значение ля == 3 
нам не подходит. 

Для п = 4 получаем: 

4 108. 4 = 305. 256, 406. К = 

== 108. 10 000. 
Поскольку 3 =: 243, 36 == 729 и 
73 == 2401, 73 = 16 807, то 
5< 4105.4 < 6, 4<4108; 9<5, 
так что значение л == 4 требуемым 
свойством обладает (роль р нграет 
число 5). Отсюда получаем, что 


Ю8з 4 >> 1081 10. 


Пример 2. Какое из двух 
6 [ 
чисел больше: Е -т или 10: 9: 


Сравнить 108.4 


Непосредственно проверяется, что 
оба эти числа заключены между —2 
и —1. Взявл = 2, получим 


6 113 


9 [юй -— 
2105 82 т, 


откуда легко найти, что 
—4 6 „= 


С другой стороны, 
2 юб: ут ]05: ь я". 

н несложный подсчет показывает, что 
—3 < юБ.., я" < 2. 


6 _ 
Таким образом,10в , 5 т < 106+, п. 


Конечно, число проб, необходи- 
мых для подбора нужного л, в раз- 
ных задачах различно (и может быть 
велико), но важно, что такое п всегда 
найдется. Именно, докажем следую- 
щее утверждение, являющееся теоре- 
тическим обоснованием использован- 
ного приема: если Тов, М 5 Побь М, 
то существует такие натуральное п, 
что между пов, М ил ЮВ, № за- 
ключено некоторое целю число. 

Пусть <  юЮв, Ми В = 196 М, 
причем аз В. Допустим. например, 
что @ >> В (случай & < В рассматри- 
вается аналогично}. Тогда я — В — 
положительное число, и 
потому найдется такое натуральное п, 
что дробь Мп меныше этого положн- 


1 | 
тельного числа: а = —В или 


на — пр > 1. Но 
венство означает, что числа па 
= л 08, М и ив = п ювь М отлича- 
ются больше, чем на единицу, а зна- 
чит, между этими числами должно 
находиться некоторое целое число. 

Напомним в заключение один весь- 
ма общий метод определения знака 
неравенства между числами (или вы- 
ражениями) & и В: лытаются подо- 
брать такое число (выражение) т, 
для которого, например, “< у и 
одновременно у < В. Описанный выше 
прием является по существу варнан- 
том этого метода: роль ф играет здесь 
число р/и. 


последнее нера- 


Упражнения 


1. (МГУ, ф-т психологии, 1969). Дока- 
зать, не пользуясь таблицами, что 1083 7 > 
> 1юв; 27. 
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2. «МГУ. филфак, 1969}. Доказать, нс 
пользуясь таблицами. что 108,14 > Пой, 18. 
3. (МГУ. экономич. ф-т. 1979). Не поль-` 
з\ясь таблицами, определить, что бозьше: 
Юз 60 илн ]оз. 30. 
* 


* 

* 
При доказательстве неравенств 
иногда оказываются полезными ал- 


гебранческие тождества и, в частности 
тождество 
ат — 6 = (а — В) аа... 
дот а? 5, 
гле п — натуральное число, аа и 
ь — действительные числа. Ученик [10 
класса „7. Давитидзе (село Шуахеви 
Грузинской ССР) предлагает читате- 
лям журнала использовать это тож- 
дество (доказав его) для решения 
следующего упражнения. 


4. Доказать; чго если л: — натуральное чис- 
лон с, то справедливо неравенство 


т 
гс. 





ие =. 


= * 
* 


Решение некоторых задач удается 
существенно упростить, если приме- 
ннть удачную  тригонометрическую 
подстановку. Гибкость тригонометри- 
ческих формул позволяет в ряде слу- 
чаев облегчить выполнение преобра- 
зований, освободиться от радикалов, 
получить более простые н обозримые 
выражения. Этому вопросу посвя- 
щены письма наших читателей 
В. В. Пикан (Киев) и Д.Н. Доро- 
хина (г. Павловская слобода Мос- 
ковской области). 

Суть тригонометрической подста- 
новки состоит в том, что переменная 
х, входящая в фигурирующие в усло- 
вии задачи выражения, рассматрн- 
вается как значение некоторой триго- 
нометрической функции  вспомога- 
тельного переменного угла $, причем 
эту функцию стараются подобрать 
так, чтобы предложенные выражения 
записывались более компактно. 

Пример 3. Вычислить значе- 
ние выражения 
1, 1-3 


(х -!- и) ' Е (х2 — а") 


А - 





аа" ра | (1) 
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тп? + 


} 
И а | Эта 
где 30 п>т>0. 


Так как интересующее вас зна- 
чение х отрицательно, то прежде все- 
го упростим выражение {|}, считая, 
что х<« а. (Заметьте, что (1) имеет 
емысл лишь при [х| > |а|, ин дока- 
жите, что указанное в условии зна- 
чение х этому неравенству хдовлет- 
воряет!). Наличие двучленов х? + а* 
наводит на мысль положить х == а, 
что позволит записать этн двучлены 
проще: 


а и" 
Хх -—- а а 
60$" ф 
а а" с05 2$ 
а = Е 
о ВА 605" Ф 


Поэтому ирименим тригонометрн- 
ческую подстановку: 


ха фу, <<. 


Несложные преобразования 
зывают, что тогда 


пока- 


сов —1\1 п .л 
АЕ, чет. 
 —С052$ --1 И 


Далее. легко подсчитать, что если 
| те -- п 5"; 
а т ‚ то 
Г — 1: (п — м): 
со 2$ орел: АА 
1 -- 12" (п — т? › 


и потому при указаином значении х 
А 
_ Чи — т?) ПЕ — пе — (ап? — Зт?)н т 
ит 
Пример 4. Рецить уравнение 


ИН = 


-ИП-х} | =2-- ит». 


Областью допустимых зиачений 
для этого уравнения является мно- 
жество |х|-<1. Если воспользоваться 
пригопометрической подстановкой 
Хх. 605$, О ф=э д, то, как легко 
проверить, от раднкалов удается ос- 
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вободиться — уравнение 
ВН 


принимает 


В ее д 
[соз -9- | .2иЭ х 


: о ра В А № $ 

< [60° ЫЙ >) 2+ 14. 
Отсюда в свою очередь получаем 
уравиение 

с Ма 

о [1 -- т Ф }с05ф= 


= | +7 зтф 


или 


р Е зтф | =0 

и 2 с0зфФ-= 1] - > МИФ | =%, 
которое удовлетворяется лишь ирни 
с05ф-: }' 2 /2. Следовательно, исход- 
ное уравнение имеет кореньх = р 2/2. 


Пример 5. Найти наимень- 
шее и наибольшее значения функции 


1 о 
Уст. Се 


Аргумент этой функции пробегает 
все действительные числа, и потому 
мы можем рассматривать х как зна- 
чение тангенса вспомогательного пе- 
ременного угла ‹, изменяющегося на 
промежутке —5/2 << 1/2. Три- 
гонометрическая  подстановка Хх = 

429. —1/2< 9 < л:2 позволяет 
вместо функции (2) исследовать функ- 
цию 

у:-1Щ— —- за 2 {3} 
при —1/2 << л2. Поскольку 
0 = $1? 2$ = 1, то очевидно, что 
нанменышее значение функции (3) 
равно !/, и достигается при ф == —д/4 
и при ф =- 1/4, а нанбольшее равно 
Ги достигается при ф == 0. Отсюда 
заключаем, что наименьшее значение 
функции (2} равно 1/, и достигается 
прих = —1 и прих = 1, а наиболь- 
шее значение равно |1 и достигается 
при х = 0. 

Отметим, что примеры использо- 
вання тригонометрических подстано- 
вок для решения уравнений уже рас- 


сматривались в «Практикуме 
абитуриента» (см. «Квант», 1971, № 1. 


Упражнения 
5. Упростить выражение 


(т хе? — (т хз 


еее. — кз ‚ то. 


6. Нанти наибольшее и иаименьшее зна- 
чения функции 
(х—- 1: 

о 1-1 * 


хх Ех 


Ученик 9 класса В. Оласюк (г. Ту- 
луп Иркутской области) предлагает 
читателям журнала решить следую- 
мую задачу. 

7. На листе бумаги нзображены оси 
координат н нарабола, являющаяся графиком 
функцин у = х Однако единица 
длины, использовазшаяся при построснии 
графика для измерения расстояний вдоль 
осей, не указана. Как восстановить эту еди- 


иНЦУ длины? 
х жж 


Прн решенни уравнений удачная 
замена неизвестного часто позволяет 
вместо сложного исходного уравнения 
рассматривать более простое. Однако 
«увидеть» нужную замену не всегда 
легко, и здесь может помочь лишь 
настойчивость, приобретенный опыт 
и знание наиболее употребительных 
замен. 

Наш читатель Н.А. Гаврилов 
(г. Фрязино Московской области) в 
своем письме напоминает об одном ти- 
пе замен для решения алгебраиче- 
ских уравнений. Эти замены с полным 
основанием можно назвать «симмет- 
ризацией». 

Покажем, в чем состоит «симметрни- 
зация» на примере двух уравнений 
четвертой степени. 

Если в уравнении 


хат - Вс 


ввести вместо неизвестного х новое 
неизвестное 
р и--6 
о, 


то получится биквадратное иуравне- 
ние. 
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а—ь5 ВНЕ са 
А 2 Е, 
Е фузыхихаикьто опор приидет инф рс 
х—а х—ь х—с ха 


Ясно, что при любом х число 
а--Ь 
э является серединой отрезка 


х—. 6. 


х — 





с концами в точках х— а н 
Если в уравнении 
раки -с) и 9-=р (4) 
разности каких-либо пар чисел а, 
Ь, с, 4 совпадают, например, а — В = 
= с — 4, то замена неизвестного 
$ -:-с 

ПН ЕР 
приводит к биквадратному уравнению 
(убедитесь в этом!). Отметим, что 
если а — В -—^ с — 4, то двучлен х— 
Ь ---с 
5 _ служит в некотором смысле 





«центром тяжести»  сомножителей 
ха дхыЬ хе ха, что 
наглядно видно из геометрической 
нитериретации этнх выраженнй точ- 
ками числовой осн (см. рисунок). 

Идея «симметризации» с успехом 
нрнменяется прн решении и ряда 
других алгебраических уравнений ни 
систем уравнений. 


Упражнення 
р ый 25ха 

8. Решить уравнение х*-:- (5): = 
== 11. 

9. Решить уравнение 

4] Их -- Уз—х=4--х. 

10. Найти вещественные решения си- 

стемы уравнений 
1 --и— 2 -- ии = 8, 


у =З. 
И.(УДН, 1973). Решить уравнение 
(^? — 4х4 ху = 43. 
12. (УДН. 1973). Решить уравнение 
5 6 


7-Е? 


$1 
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Г.Я. Маши @) законе сохранения 
энергии в механике 





Закон сохранения энергии в механике 
можно получить, используя законы 
Ньютона и зная выражения для снл, 
зависящих от расстояний между те- 
ламн или их частями (силы тяготения 
н силы упругости). 

Основные понятия, которые прн 
этом используются, это работа, ки- 
нетическая знергия, потенциальная 
энергия и полная энергия. Эти по- 
нятия, за исключением потенцналь- 
ной энергии, не ярляются особенно 
сложными. Тем не менее нанбольшее 
количество ложных представлений 
возникает при изучении механики 
именно в связи с законом сохранения 
энергии. Причина, по-видимому, В 
том, что, с одной стороны, изучающие 
механику не всегда вдумываются как 
следует в смысл основных понятий, 
а с другой стороны (и это главное), 
часто для облегчения понимания су- 
ти дела рассматриваются простые част- 
ные случан, но затем на их основе не- 
продуманно делаются более общие за- 
ключения, которые оказываются иног- 
да несостоятельными. Цель настоя- 
цей статьи — подробно остановиться 
на нелоразумениях, связанных с по- 
нятнем работы и энергии в механике. 


Работа 


Напомним определение работы. Ра- 
бота снлы при столь малом переме- 
\цении тела (материальной точки) Аз, 
что действующую на тело силу ЁР 
можно считать постоянной по величн- 
не и направлению, равна (рис. 1) 


А = |Е| |А$ | с0$ @, (1) 
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гле “ — угол между векторами Е 
н А$. Другими словами, работа опре- 
деляется скалярным произведением 
векторов Г мн Аз, то есть 
& == (Е А$). 

Если тело движется прямолинейно 
и сила Р постоянна, то формула (1) 
применима при любой величине пере- 
мещения. 

Иногда говорят, что работа данной 
силы равна произведению проекции 
силы на перемещение, вызванное этой 
силой. Это неверно. Не важно, что 
вызывает перемещение тела. Если во 
время перемещения на тело действует 
некоторая сила, то работа этой силы 





Рис. 1. 





Рис. 2. Сила трения Ё;, действующая на тело, . 
совершает работу, а сила трения Е», 
действующая на неподвижную опору, работы 
не совершает. 


равна проекции силы на направление 
персмещения, умноженной на само 
перемещенне. 

Отсюда следует, 
совершается, когда точка приложе- 
ння силы не перемещается относи- 
тельно данной системы отсчета. Так, 
при скольженин тела с трением по 
некоторой поверхности (рис. 2} сила 
трения Ё!, приложенная к телу, со- 
вершает работу, а сила трения Ё,, 
приложенная к поверхности, никакой 
работы не совершает. 

Величина совершенной работы, ко- 
нечно, зависит от выбора системы от- 
счета. Вель тело, неподвижное в одной 
системе отсчета, будет перемещаться 
в другой, движущейся относительно 
первой. Например, если человек стоит 
в поезде и просто удерживает растя- 
нутую пружину, то в системе отсчета, 
связанной с поездом, рука человека 
не совершает никакой работы, так 
как свободный конеш пружины не 
перемещается. Но с точки зрения на- 
блюдателя в системе отсчета, связан- 
ной с землей, работа будет произве- 
дена. Еще нример. Обычно считается, 
что работа силы трения скольжения 
всегда отрипательна. Чо она может 
быть и положительна. Все дело в вы- 


что работа ие 


боре системы отсчета (см. раздел 
«Роль сил трения»). 

Кинетическая энергия 

Наиболее простым является  по- 


нятие кинетической эпергин. Исиоль- 
зуя определение работы и второй за- 
кон Ньютона, нетрудно показать, что 
во всех случаях работа любой силы 
Е равна изменению кинетической энер- 





гин тела К ще 
А = (Е 4$) - АК. (2} 


Природа силы здесь совершенно не 
важна. Это может быть сила тяготе- 
ния, снла упругости или сила трения. 

Кинетическая энергия отдельного 
тела определяется его массой и ско- 
ростью и не зависит от того, взанмо- 
действует это тело с другими телами 
нли нет. Величина кинетической энер- 
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гин тела, как и работа силы, зависит 
от системы отсчета. 

Кинетическая энергия системы тел 
равна сумуе кинетических энергий 
тел, входящих в эту систему. 


Потенциальная энергия -— 
энергия взаимодействия тел 


Не всегда подчеркивается, что по- 
тенциальная энергия в мехапике — 
это энергия взаимодействия по край- 
ней мере двух тел. Понятие потен- 
циалыюй энергии относится к сис- 
теме тел, а не к одному телу. Если 
в системе имеется несколько тел, то 
полная потенциальная энергия сис- 
темы равна сумме потенциальных энер- 
гий всех нар взаимодействующих тел 
(любое тело взаимодействует с каж- 
дым нз остальных). 

Обычно при выводе формулы, свя- 
зывающей изменение потенциальной 
энергии с работой сил, одно из тел 
системы принимается за неподвнж- 
нсе. Так, когда рассматривается па- 
дение груза на Землю под действием 
силы тяжести, то смещением Земли 
при этом можно пренебречь. Поэтому 
работа снл взаимодействия между 
Землей и грузом сводится к работе 
только одной силы, действующей на 
груз. Или другой пример. Сжатая 
нли растянутая пружина, действую- 
щая ца тело, обычно закреплена одним 
концом, и этот конец пружины не пе- 
емещается (фактически он скреп- 
лен с Земным шаром). Работу совер- 
шает при этом лишь сила упругости 
деформированной пружины, прило- 
женная к телу. 

Из-за этого потенциальную знер- 
гию системы двух тел  привыка- 
ют рассматривать как энергию од- 
ного тела. Это может привести к пута- 
нице. 

В действительности справедливо 
во всех случаях следующее утверж- 
дение: изменение потенциальной энер- 
гни двух тел, взаимодействующих 
с силами, зависящими только от рас- 
стояния между телами, равно работе 
этих сил, взятой со знаком минус: 
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Рис. 3. Изменение 
взанмодействня тел | н 2 определяется ра- 
ботой сил Ра н Ра на неремещениях А$ 
и А$>. 


потенинальной  эпергин 


А == (Р,.А$%) -- (Р1А$.) = 
о. — пб) 


где Е,. — сила, действующая на те- 
ло 1 со стороны тела 2, а Е., — сила, 
действующая на тело 2 со стороны 
тела | рис. 3). 

Силы взаимодействия между те- 
лами, которые зависят только от 
расстояния между телами, являются 
консервативными силами. Упомяну- 
тое утверждение есть следствие того, 
что работа консерватнвных сил оп- 
ределяется только начальными и ко- 
нечными положениями тел и не за- 
висит от формы их траекторий. 

Изменение потенциальной энер- 
гни легко вычисляется, если известна 
зависимость сил от расстояния между 
взаимодействующими телами. 


Нулевой уровень 
потенциальной энергин 


Согласно уравнению {3} работа 
сил взаимодействия определяет не 
саму потенциальную эпергию, а се 
изменение. 

Для силы тяжести 


верхности Земли 
АП. = тей, — той|, {4} 
где В, и Й, — высоты тела над Зем- 


лей в начальном н конечном состоя- 
НИЯХ. 


НМзменение потенциальной 
гин деформированной 


вблизи ио- 


энер- 
пружины 
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АП и (5) 


где А — коэффициент упругости, а 
АН и АГ, — начальная и конечная 
деформации пружины. 

Поскольку работа определяет из- 
менение потенциальной энергии, а 
не саму энергию, пюлько изменение 
энерени в механике имеет физический 
смысл. Поэтому можно произвольно 
выбрать состояние системы, в кото- 
ром ее потенциальная энергия счи- 
тается равной нулю. Этому состоя- 
нню соответствует нулевой уровень 
потенциальной эпергии. Выбор ну- 
левого уровня производится по-раз- 
ному и диктуется исключительно со- 
сбражениями удобства, то есть про- 
стоты записи уравнения, выражаю- 
щего закон сохранения энергии. 

Обычно в качестве состояния с 
нулевой энергией выбирают такос 
состояние системы, при котором И 
минимальна. Тогда потенциальная 
энергия положительна. 

У пружины потенциальная 
энергия мннимальна в отсутствие 
деформации а у камня —- когда он ле- 
жит на поверхности Земли. Поэтому 
в первом случае (рис. 4) 


Е В (6} 


з во втором случае {рис. 5) 
П; == мой. (7) 


Но к данным выражениям можно 
добавить любую ностоянную вели- 
чину С, и это ничего ие изменит в 
результатах применения закона сох- 
ранения эпергин. Можно считать, что 


И ке 

Г: а С, И; - тей С. 48) 
Если во втором случае положить 
С -—- —мтЕ6й.. то это будет означать, 


что нулевой уровень энергни принят 
на высоте й, над Землей. 


Многда невозможно выбрать нулевой 
уровень Птак. чтобы минимальная энергия 
равнялась нулю. Так, пайирнмер, потенциаль- 
ная энергия тяготения двух материальных 
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Рис. 4. Зависимость по- Рис. 5. Зависимость но- Рис. 6. Зависимость  по- 
тенциальной энергии тсициальной эясргин П  тенциальной энергин 
пружины ИП от дефор- взаимодействия камня с ПП взаимодействия — двух 
мании АР Земпым шаром от высоты  точечиых масс от рас- 
# камня изд поверхное. стояния г между ними. 
тью Земли. 
точск равна телами или их частями. Соответ- 
пт ственио и П зависит от расстояний: 
П= ус, 49) 


где У — гравитационная постоянная *) 
{см.. например, статью Н. М. Сперанского 
«Потенциальная энергия тел в цоле тясотс- 
ния», сКвант», 1972, № 6). 

При г-+ 0 первое слагаемое стремится 
к —©0. Поэтому минимальное — значение 
энергни можно счнтать равным нулю линь 
при С =о<. Но пользоваться уравнениями, 
в которые входит бесконечная величина, 
разумеется. нельзя. Поэтому здесь удобнее 
положить С = 0 и тем самым за ихлевой 
уровень П принять потенинальную эпергню 
в состояиин, когда тела бссконечио удалены 
друг от друга (г==оо). Тогда вулевому 
уровию будет соответствогРать ие чинималь- 
ная, а максимальная энергия. При любом 
конечном значении г потенинальная энергия 
отрицательна рис. 6). 


Независимость потенциальной энергни 
от выбора системы отсчета 


Заметим еще раз, что почятие нотен- 
циальной эпергни имеет смысл для 
таких снстем, в которых силы вза- 
нмодействия консервативны, то есть 
зависят лиин от расстоянии между 





*) Точно такой же вид имест потенциаль- 
ная энергия взанмодействия двух точечных 
электрических зарядов иротнвоположного 
знака: 


Па КАН 
г 


от высоты камия над поверхностью 
Земли, от длины пружины, от рас- 
стояния между точечными массами 
нли зарядами. Ог координат тел по- 
тенцнальная эпергия непосредственно 
не зависит. (Лишь постольку, по- 
скольку расстояния являются функ- 
ннями коордипат, можно говорить 
о зависимости ЙП от координат.) От- 
сюда следует один очень важный вы- 
вод, на который часто не обращают 
внимания. Поскольку расстояния во 
всех системах отсчета, движущихся 
п неподвижных, одни и те же, по- 
пенциальная энереня не завнсши от 


выбори системы отсчета. 
Но как же это может быть? Ведь 
АП = —А, а работа зависит от двн- 


жения системы отсчета. Вот здесь-то 
и проявляется отчетливо тот факт, 
что П есть энергия взаимодействия 
двух тел, а ее изменение определяет- 
ся работой сил, действующих на 
оба тела. При переходе от неподвиж- 
ной системы к движущейся меняются 
обе рабсты, но их сумма остается не- 
изменной. В самом деле, если в не- 
которой системе отсчета за время # 
совершается работа 


А, == (Р,-А$,) -- (6 .:А$.), 
то в другой системе, движущейся 
относительно первой, работа равна 


55 


А, = (Е. .(6$, -- 4$.) 

-- (Е21($, г А55)), 
где Аз, — перемещение систем друг 
относительно друга за время #. Так 
как по третьему закону Ньютона 
Р,: = —Рьь, то (Р,.4$0) == 
= —(Р.1А$). Следовательно, 

а Е и: э, 


Закон сохранения энергии 
в замкнутой системе 


В замкнутой — системе, в которой 
действуют консервативные силы, ра- 
бота этих сил А == —АП. С другой 
стороны, во всех случаях А = АК. 
Это означает, что при совершенин 
работы увеличение кинетической энер- 
гни сопровождается убылью потен- 
циальной и наоборот: 


АК -= —АП. 
Отсюда вытекает закои сохранения 
полной механической энергин для 
замкнутой системы тел: 
Е = К+П = соя. (10) 
Все это достаточно просто, и 


здесь неверные представления встре- 
чаются редко. Иначе обстоит дело 
в случае, если на систему действуют 
внешние силы. 


Изменение энергии системы 
под действием внешних сил 


Наиболее распространены 
два недоразумения. 
Во-первых, не всегда отчетливо 
понимают, что внешние силы не- 
посредственно изменяют лишь ки- 
нетическую энергию тел системы, но 
не потенциальную энергию взанмо- 
действия этих тел. Изменение по- 
тенциальной энергин снстемы всегда 
определяется работой сил взаимо- 
действия (внутрепиих сил}. Конечно, 
внешние силы изменяют расположе- 
ние тел системы (так как изменяется 
нх кинетическая энергия), и за счет 
этого меняется работа внутренних 
снл, а значит, меняется потенциаль- 
ная энергия системы. Но если бы 
в системе не действовали консерва- 


здесь 


5$ 
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тивные силы, то потенциальная энер- 
гня при этом не изменялась бы. 

Действительно, пусть ва систему, 
состоящую из камня и Земли, дей- 
ствует внешняя сила Р. Этой силой 
может быть, например, натяжение 
веревки, привязанной к камню. Тог- 
да, согласно второму закону Нью- 
тона, 


та -: Е -:- лв. (11) 


Пусть за некоторый промежуток 
времени камень переместился вер- 
тикально вверх на 4$. Умножая урав- 


нение (11) слева и справа на А$, 
получим 

пцаА$) = (Р4$) -!- пцвА5), 
Нли 

п(ад$} — т(845$) =- (РА$). (12) 


Первое слагаемое слева есть изме- 


пение кинетической энергин. Дей- 
ствительно, в этом случае 
о 5 
95 — 
т (а А $) -- ма Аз = та — о == 
2а 
2 ; 
тел ти й 
НАК, 


Второе слагаемое слева есть изме- 
нение потенциальной энергии АП. 
Заметьте, что изменение потенциаль- 
ной энергии пронзошло за счет ра- 
боты сил взаимодействия Земли и 
камня. А правая часть — это работа 
внешией силы, которую можно паз- 
вать внешней работой Анисш. Н0З- 
тому равенство (12) можно записать 
так: 


АК -- АП = Ане, (13) 


то есть изменение механической 
энергни системы равно работе внеш- 
ней силы. 

Другое заблуждение более серь- 
езно. 

Работа силы, действующей на те- 
ло (выражение (1}), определяется си- 
лой и перемещением тела. Но рас- 
сматриваемое тело, согласно третье- 
му закону Ньютона, действует на 
другое тело (или тела), и при этом 
тоже можег совершаться работа. Од- 
нако вычислить эту последнюю ра- 





Рис. 7. При паденни камия па Землю сила 
тяготення, приложенная к. Земному шару, 
не совершает работы. 

Рис. 8. Работа силы Е,. почложениой к 
камню со стороны руки, в точности равна но 
величине и противоположна по знаку работе 
силы Р., действующей на руку со стороны 
камня. 


боту мы не можем, если не знаем 
перемещения других тел. 

Тем не менее очень часто утвер- 
ждается. что если внешние по отно- 
шению к рассматриваемой системе 
силы совершают работу Ахннеш, ТО 
силы, приложенные со стороны сн- 
стемы к внешним телам, совершают 
такую же по величине работу А’, 
имеющую противоноложный знак: 


Аист = —А'. (14) 


Но ведь так будет лишь в том слу- 
чае, когда рассматриваемая система 
н внешние тела совершают одина- 
ковые перемещения. А это имеет 
место далеко ие всегда. Силы по 
‚третьему закону Ньютона обязатель- 
но равны по величине н противопо- 
ложны по направлению, но переме- 
щения не обязаны быть равиымн. 

В качестве примера рассмотрим 
две простейшие системы: Земной шар 
и падающий на него камень *). Тоу- 
да силы тяготения и для Земли и 
для камня будут считаться внешиими 
силами. Сила тяжести, нриложенная 
к камню, совершит работу Анисш == 
== тей, а сила, приложенная к Зем- 





*) Мы имеем полное право любую группу 
тел или одно тело считать рассматриваемой 
системой. Это вопрос удобства. 
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ле, никакой работы 
так как Земной 
(рис. 7): А’-= 0. 

Иное дело, если, наиример, ка- 
мень нодиимают рукой (рис. 8). Тог- 
да работа внешней силы Р;, прило- 
женнои к камию, в точности равна 
по величине и противоположна по 
знаку работе силы Р,, приложенной 
к руке со стороны камня. Точно так 
же работа, которую совершает двн- 
гатель, связанный ременной переда- 


не совершит, 
шар не смещается 


чей со станком, равна по величине 
н противоположна по знаку работе, 
совершаемой станком над двигате- 
лем. 


Выясиим детальнее. с точки зрения за- 
«она сохранения зиертии, хсловия, при ко- 
торых выполняется равенство (14). Пусть 
иместся незамкиутая система | из двух тел. 
На них действуют внешиие силы со стороны 
третьего тела (системы 1). Системы Ти Ив 
целом замкнуты (рнс. 9). 

Согласно второму закону Ньютона 


пца,; = Ро - Р.з. 
тоа» = ЕР. = Р.з, (15} 
таз —= Руа — Езз. 


Силы Р;. и Р», являются внутренними для 
системы [. а снлы ЕР; и Р.з — внешинми. 
Система И состоит из одного тела, н все 
действующие на нее силы являются внешними. 

Пусть за малое время перпос тело пере- 
местнлось на Аз, второе на А$». а третье 
на Аз». Умножим уравиения (15} на 4$,, 
А$: и А$з соответственно. Тогда, учитывая, 
что мКа;А5:) = АКл получим 


АК, = (Р,,А$1) -- (Р,з45,), 
АК, = {Ры, 45$.) -- (Р.А), 
АКз -= (Ру, №53) Г (Рз» 353). 


(16) 


Система Ё 





Рис. 9. Взаимодействие между  система- 
ми [и И, изоанрованными от внешнего мира. 


я. 


Складывая первые два уравнения системы 
{16} и учитывая. что (Р,.5$,} -Р (63, 8$-) есть 
изменение энергин взанмодействия снстемы 
1, взятое со знаком минус, а {ЁЕ,3А$,) -— 
—. (Р.Аз) есть работа внешних снл, по- 
лучим 


А(К, -- КА МИ = {17) 


Знакомый результат: измененне механиче- 
ской энергии системы равно работе внешних 
сил. 

Согласно третьему уравнению системы 
(16) 


Аннеш. 


АК, — А’. 
где А’— работа енл системы 
мой 1]. 

Сложив уравнения (17) и (13). 
нметь 
А (К, К,) -- АП, -- АК; == АЕ, -- АЕ = 


з Авиаа -> И". (9) 


Здесь Е; = К, -- К, -- П; — нолная энергия 
первой системы, а Е,; = К. — энергия вто- 
рой системы. Отсюда видно, что 


Ависиь Е == А`, 


(18) 
1 над систе- 


будем 


если 
ДЕ, = —АЕй, (20) 


то есть еслн убыль энергии первой системы 
равна увеличению энергнн второй (илн наобо- 
рот). 


Потенциальная энергия 
взаимодействия системы 
с внешними телами 


Условие равенства работ (равенство (14)) 
можио записать по-другому, есан ввестн но- 
нятне потенциальной эпергин взаимодейст- 
вия рассматриваемых систем. — Перепишем 
уравнение (19) в развернутом виде, подста- 


вив выражения для работ Азиаи мн 
”. 


АЕ, -- АЕд == (Ра №51) -}- (Е.зА#) -- 

-- (Ез1А5$3) — (Рз2А $3). (21) 
Пусть силы взаимодействия тел системы [с 
системой |! являются консервативнымн. 
Тогда (РзА$)-Н (РиАз) = — АПз, а 
{ РозА $2) 2 {РзгА $) - — Аа. где Из и 


23 — Потенциазьяые энергии взаимодей- 
ствия тел 1—3 и 2—3. Сумма 
Пз т П,з | ЕЕ (22 


‚представляет собой потенинальную энергию 
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взаимодействия систем | — Ш. Ее 
назвать потенциальной  эпергией  взаимо- 
действия системы | с внешинм телом 3. 

Теперь равенство (22) запишем так: 


АЕ, -- ЗЕ; => — Ап. 


можно 


или 
А Е В Е: ау Пи) — 0. {23) 


Значит, ЛЕ, -з — АЕц и, следовательно, 
Аникш-— — А’ втом случае, когда АП, —;=0, 
то есть когда потенциалытая энергия взанмо- 
денствня систем не меняется. 

Когда двигатель вращает станок, то по- 
тенциальная эпергия их  взанмолействия 
(энергия растянутого приводного  ремия) 
остается нензменной. При падении же камия 
па Землю потенциальная энергня взаимо- 
действия меняется. Поэтому в первом случае 
Алнеш= —.'. а во втором это равенство не 
выполняется. 


Роль сил трения 


Силами, зависящими от скорости, 
в механике являются силы трения. 
Как и все силы, силы трения изме- 
няют кинетическую энергию системы. 
Причем, хотя силы трения могут 
совершать и положительную работу, 
суммарная работа сил трения внут- 
рн системы всегда отрицательна, н 
они уменышают кинетическую энер- 
гию системы. Понять, почему так 
пронсходит, можно на таком примере. 

Найдем изменение кинетической 
энергии в системе, состоящей из те- 
лежки массы М, движущейся без 
трения со скоростью #, по гладкой 
горизонтальной поверхности, и кир- 
иича массы т, положенного на те- 
лежку в начальный момент времени 
(рнс. 10). Пусть кирпич сначала сколь- 
зит но тележке и проходит относи- 
тельно нее расстояние {. После этого 
кнриич движется вместе с тележкой. 
Коэффициент трения между, кирин- 
чом и тележкой равен А. 


За время { тележка пройдет от- 
носительно земли путь $5, 


а скользя- 





положительной работы на пути 5—6. 


щий по ней кирпич пройдет путь 
$— 1. После этого они будут дви- 
гаться © одинаковой скоростью и. 

Сила трения скольжения Ё, == 
—: Аи совершит над кирпичом ио- 
ложительную работу, которая уве- 
личит кинетическую энергию кир- 
пича: 


А, Ётв (5—1) -- АК, = т. 


Работа силы трения Р. > —йта, дей- 
ствующей на тележку, будет отрн- 
цательной, что вызовет уменыиение 





кинетической энергии тележки: 
А, - — Ато; - АК. - 
А Мо 
В а аи 


Складывая почленно эти уравне- 
пня, получим, что 


(М--т)= Ма 
аа а — ма !, 





то есть убыль кинетической энергии 
сисгемы равна работе силы трения 
на нути, равном относительному не- 
ремещению кирпича и тележки. 

Итак, работа силы трения ведет 
к убыли кинетической энергии снсте- 
мы. Но при этом под действием снлы 
трения потенциальная энергия сн- 
стемы не увеличивается, как это 
пронсходит под действием консерва- 
тивных снл. Это является следсгвнем 
того, что силы трения зависят ис 
от расстояний между телами, а отих 
относительных скоростей. В резуль- 
тате работа этих сил зависит от фор- 
мы траекторнн тела. а не только от 
его начального и конечного положе- 
ний в пространстве. Силы трения, 
действующие внутри системы, нзме- 
няют кинетическую энергию системы 
так же, как н внешние снлы. Поэтому 
при наличин снл трения в замкнутой 
системе ее механическая энергия убы- 
вает: 

АЕ == Ар < 0. 

В связи со сказанным может воз- 

никнуть такой вопрос. Известно, что 
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сила трения может поднять кирпич 
иа движущемся © постоянной ско- 
ростью транснортере. Не означает ли 
это, что работа этой силы увеличивает 
нотенциальную энергию системы кир- 
инч — Земля? Конечно, нет. В дан- 
ном случае положительная работа 
сенлы трения равна отрицательной 
работе составляющей силы тяжести 
вдоль наклонной плоскости. Из-за 
этого кинетическая энергия кириича 
не меняется. Потенцнальная же экер- 
гия киринча растет, так как снла 
взаимодействия между Землей и кир- 
ничом, то есть сила тяжестн, совер- 
шаст при подъеме кирпича отрнца- 
тельную работу. 


Упражнения 

1. Почему при абсолютно упругом со- 
ударении шаркка со стенкой нмпульс шари- 
ка меняется. а книстическая энергия ис 
менястся? 

2. Закрытый пробкой сосуд. вес кото- 
рого равен выгалкивающей силе, покоится 
ва дне стакана с водой. Почти ие совершая 
риботы. сго можно поднять к поверхности 
воды. Если теперь вынуть пробку, то сосул 
ваполинтся водой и утонест. Пря этом он 
можег соверминить работу. Если же вы. 
нуг, пробку, когла сосуд лежит на дис, 
то оп также наполнится водой, ню работы ис 
соверниг. 

Как согласовать полученный в первом 
случае выкгрыш в работе с законом сохране- 
ния энергни? 

3. Кубик соскальзывает без трения с 
маклонной плоскости высотой Й. Согласно 
закону сохранения эпергни его киистичс- 
ская энергия у основания илоскости равна 
тоа- 


пог а ватИ. 
кубика с гочки зрения ниеринальной си- 
стемы отсчета, движущейся вдоль наклонной 


плоскости со скоростью г -= У2ей. В этой 
енстеме отсчета начальная. скорость кубика 


Рассмотрим тсперь двнжение 


равиа #-= У2рн, а конечная скоросг, 

равна иулю. Следовательно, начальная эиер- 
тг? | 

ГИЯ Е, = ЕЕ с тий = тай, а Ко 


пенная Е. 0. 

Куда же исчезла эпергня? 

4. Рассматривая паденис камня па Зем 
лю, мы гопорим 0б изменении импульса 
Земли, о том, что оно равно изменению им- 
пульса камня. а изменение кичетической 
энергны Земли при этом не учитывастся 
Как это можно объяснить? 
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Мы помещаем ниже образцы вариантов 
письменного экзамена по математике н 
бмлетов устного экзамена по физике, 
предпагавшихся в 1973 тоду поступающим 
на естественные факультеты Московского 
уннверснтета. 


Математнка 
Химический факультет 


1. Алик, Боря и Вася покупали трехко- 
пеечные карандаши и блокиоты. Алик ку- 
пил 4 карандаша и 2 блокнота, Боря — 6 ка- 
рандашей и блокнот, Вася — 3 карандаша 
н блокнот. Оказалось, что суммы, которые 
уплатили Алик, Боря и Вася, образуют гео- 
метрическую прогрессню. Сколько стоит 
блокнот? 

2. Решить неравенство 


ов (6 — 39-1, [ ты 


3. Найти все действительные х, удовлет- 
воряющие уравнению 


ий х 
Е МР. 


уг-»= 

4. Плоскость основания правильной че- 
тырехугольной пирамнды проходит через 
центр шара, причем получающийся в сече- 
иии большой круг шара вписан в основание 
пирамиды. Внутрь пирамиды помещен еще 
одик шар, касающийся боковых граней пира- 
миды и первого шара. Известно, что радиус 
второго шара равен 2. а точка касания шаров 
отстоит от основания пирамиды на расстоя- 
нме, равное одной трети высоты пирамиды. 
Найти объем пирамиды и величину двугран- 
ного угла при боковом ребре пирамиды. 

5. В прямоугольный треугольник АСВ 
вписан квадрат СЕКМ так, что его вершина К 
лежит на гипотенузе АВ, а вершины Е и М — 
на катетах. Сторона этого квадрата относит- 
ся К раднусу круга, вписанного в треуголь- 
ник АСВ, как {2 т 2) :2. Найти углы тре- 
угольника АСВ. 


Факультет биологии 

1. Три каменщика (разной квалифика- 
цин) выложили кирпичную стенку, причем 
первый каменщик работал 6 часов, второй 
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4 часа и третий 7 часов. Если бы первый ка- 
менщик работал 4 часа, второй 2 часа и тре- 
тий 5 часов. то было бы выполнено лишь 
р ы 
*/. всей работы. За сколько часов каменщики 
закончили бы кладку, если бы опи работали 
все вместе одно и то же время? 

2. Решить уравнение 

20$ 2х — 1 = (2 создх -- 1) Чих. 

3. Решить уравнение 


И ЧЕХ см Хх = 1 их 2. 


4. Черсз середину А1 стороны ВС парал- 
лелограмма АВСО, площадь которого 
равна |. ни вершину А проведена прямая, 
псресекающая днагональ ВР в точке 0. 
Найти площадь четырехугольника ОМСО. 

5. Найти все значения действительного 
параметра а, для которых неравенство 

47 — а. 20% — а 30 
имеет хотя бы одно решение. 


Геологический факультет 
1. Решить систему уравнений 
и С 
хх --иу) = 


г 


Зх — $ (х-Н и) =: во 


2. Решить неравенство 


—х-|- 


4 -— 7.2 —4< 0. 


3. Два велосипедиста выехали из нункта 
А одновременно и в одном направлении. 
Первый велосипедист едет с0 скоростью 
7 км/ч, второй — со скоростью 10 км/ч. 
Через 30 мия из пункта А в том же направлс- 
иии выехал третий вслоснпедист, который 
через некоторое время догиал первого всело- 
сипедисга, а еще через полтора часа после 
этого догнал и второго велосипедиста. Опре- 
делить скорость третьего велосипедиста. 

4. Решить неравеиство 


Ш ха (* — 5} >0. 


5. На плоскости дан прямой угол. 
Окружность с цектром, расположенным внут- 
ри этого угла, касается одной стороны угла, 
пересекает другую его сторону в точках Аи 
В н пересекает биссектрису прямого угла 


в точках Сир. Известно, что АВ = ]"бсм. 


ср = УТ см. Найти радиус окружности. 


Факультет почвоведения 


1. Общий вес снаряжения туристской 
группы 202 кг. Если распределить его так, 
чтобы каждому юноше пришлось нести по 
16 кг, а каждой девушке — по 9 кг, то 4 ке 
останутся нераспределенными. Поэтому все 


юноши берут себе еще но 2 кг каждый. в ре- 

зультате чего удается облегчить рюкзак каж- 

дой девушки на | кг, а одну из них оспободить 

от груза вовсе: при этом все снаряжение ока- 

зывается распределенным. Сколько юношей 

и сколько девушек участвуют в походе? 
2. Что болыне: 


агссоя ( ==» [5] 


или 


„ 4Зл 
5 6 





"5 


3. Репить уравиенис 


соз 2х 


со УЗ о с05х) —1- т 


—зтх (1/3 -'- чп х). 


4. Две окружности радиуса 32 с центра- 
ми в точках О; и О.. пересекаясь, делят отре-. 
зок 0,0, на три равные части. Найти радиус 
окружности. которая касается изнутри обенх 


данных окружностей и касастся отрез- 
ка 0О,0.. 
5. Найти всс действительные решения 
уравнения 
г. 6 
юро (х? -- 7) =: 5 -. ох 
Ю8, [х “— 
8: | х 


Географический факультет 


+. На прокладке двух параллельных 
трубопроводов работалн два экскаватора. 
Первый из них начал работу на 30 минут 
раньше второго. Когда второй экскаватор 
прокопал 27 м, оказалось, что он отстает от 
первого на | м. Сколько метров в час про- 
ходит каждый из экскаваторов, ссли извест- 
во, что второй прокапывает в час на 4 м болъ- 
ше, чем первый? 

2. Упростить выраженне 


р (1/2 4 
5 г ОЕ 7 13 
#2 7 --} 3 


р 
| ——_. 
10 221 


3. Сторона АВ квадрата АВСО является 
хордой некоторой окружности, а все осталь- 
ные стороны квадрата лежат вне этой окруж- 
ности. Длина отрезка касательной, проведен. 
ной из вершины С к той же окружности, рав- 
на 2. Чему равен диаметр окружности, если 
сторона квадрата равна |? 


4. Найти решения уравнеиня 
„ха -:- 1х | 
25, 
удовлетворяющие — перавенству х> -3. 


5. Решить уравнение 
ИЗ т 2х — 2505° х == 2И2--2с032х. 
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Фнзика 


Билет \} 

т. Точечные заряды 9, == —1,7.10-8 х 
и 42.= 2.1078 к находятся от точечного 
заряда 4 7 3.10-В к на расстояниях [; = 
2 сми 1. -- 5 см соответственно. Какую 
работу А надо совершить, чтобы поменять 

местами заряды 91 и 9,2 
2. Переменное движение. Средняя и 
мгновенная скорости. Ускорение. График 
скорости равиопсремениого движения с иа- 
чальной скоростью. Свободное падение тел. 
3. Законы отражения света. Построение 
нзображений в плоском зеркале. Построе- 
ние изображении в сферических зеркалах. 


Билет? 

1. Самолет массы т == 2,5 т с выключен- 
ным мотором спускается, планируя, с по- 
стоянной скоростью и = 144 км/ч с высоты 
я, -—- 2 км до высоты Й» = | км, пролетев 
при этом расстояние {= 10 км. Какую мощ- 
ность № должен развивать мотор самолета, 
чтобы он мог подняться до высоты Я,, 
пролетев расстояние [с той же скоростью? 

2. Магнитное взаимодействие токов. 
Магнитное поле. Сила, действующая на про- 
водник с током в магнитном поле. Индукция 
магнитного поля. Амперметр. Вольтметр. 

3. Собирающие и рассенвающие линзы. 
Формула линзы. Построение изображений. 


Билет 3 

1. В бассейн с водон погружен опроки- 
нутый вверх диом тонкостенный цилиидри- 
ческий сосуд с высотой А = 1 м и площадью 
дна $ == 0,1 м?. Сосуд заполнен жидким 
маслом плотностью р = 800 кг’м?. От дна 
сосуда до поверхности воды расстояние Н = 

- 2 м. Найти силу Е, лействующшую изнутри 
сосуда на сго дио. Атмосферное давление 
Ро == 10° н'м?. 

2. Два рода электричества. Взаимодей- 
ствие электрических зарядов. Закон Кулона. 
Влияние среды на силу взаимодействия заря- 
лов. Диэлектрическая проницаемость. 

3. Проекционный аппарат. Фотоаппарат. 
Лупа. Ход лучей в этих приборах. 


Билет 4 

1. Точка лежиг на главной оптической 
оси рассеивающей линзы с фокусным расстоя- 
нисм }-- 25 см. Расстояние от линзы 
до изображения этой точки = 15 см. 
На какое расстояние { переместится изобра- 
жение точки, если саму линзу подвинуть 
на расстояние Ё * 2 гм.в направления, пер- 
нендикулярном главной оптической оси? 

2. Почятис о потенциале. Потенциал 
поля для точечиого заряда (без вывода). 
Работа перемещения заряда в электрическом 
поле. Разность потенциалов. Связь потенциа- 
ла с напряженностью для однородного поля. 

3. Явления, подтверждающие сложное 
строение атома. Способы наблюдения частиц. 
Строение атома. Излучение и поглощение 
энергин атомом. 
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Телевидение 
готовит в вуз 





Ф инзнка 

В течение января — марта 1974 года на фи- 
зическом отделении телевизионных физико- 
математических курсов для поступающих 
в вузы *) читались лекции и проводились 
практические занятия по теме «Основы 
электродинамики». Для знакомства читате- 
лей журнала с уровнем трудности домашних 
заданий (которые систематически публя- 
куются в еженедельнике «Говорит и показы- 
вает Москва») мы приводим ниже иесколько 
залач на законы постоянного тока, на магвит- 
ное взаимодействие токов, на явление элект- 
ромагнитной иидукцин и переменный ток. 

т. Конденсатор емкости = 10 мкф 
включен в цепь постоянного тока (см. рис.). 
Определить заряд конденсатора, еслн А 
= 4,0 ом, Е, == 5,0 в, Е. -= 3,0 вилги == Га 

1.0 ом. 

2. Элемент © внутренним сопротивле- 
нием г-= 2 ом замкнут на сопротивление 
В, = 8 ом. Какое другое сопротивление А» 
надо подключить К этому элементу, чтобы 
мощность, выделяемая во внешней цепи, 
была такая же, как мн в первом случае? 

3. Электроплитка имеет два нагрева- 
теля. При включении в сеть одного нагрева- 
теля \, :=0,5 л воды закиплет через {, == 





*) Подробнее об этих курсах см. статью: 
Качанов А. В., Наслузов И. И. 
«Гелевидение готовит в вуз» («Квант», 1973, 
№ 9). 


Е.Г, 
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-10 мия; при включенин второго нагревателя 
У.=1,0 дл воды закипает через #, == |5 мин. 
Через сколько минут заКипит на плитке Ку. = 

2.0 л воды, если оба нагревателя включить 
последовательно в ту же сеть? 

4. Водород, выделяющийся при элект. 
ролизе раствора поваренной соли в воде. 
собирается в ‹осуд объемом у = 0,5 4. 
Через некоторое время давление водорода 
в сосуде становится р == 1,3 атм при тем- 
пературе #-: 27°С. Найти работу, совер- 
ченную источником тока при электролизе, 
ссли разиость потенциалов между злектро- 
дами М = 25 в. 

5. По трем длинным прямым параллель- 
ным проводникам пренебрежимо малого сс- 
чения. расположениым в воздухе на одина- 
ковых расстояниях а == 20 см друг от дру- 
га, текут в одном направлении токи {, == 

4,0а, 1-60 ан 1. -= 10 а. Найти 
магнитную индукцию в точках, равиоуда- 
ленных от всех трех проводников. 

6. В однородном магнитиом поле с ин- 
дукцисей В — 0,5 тл равномерно вращается 
металлический стержень длиной [= | м. 
Плоскость вращения стержня перпендику- 
лярна вектору индукции магнитного поля. 
Определить частоту вращения стержня \, 
если э.д4.с. индукции, возникающая на ков- 
цах стержня, Еннд == 2 в. 

7. По двум вертикальным сторонам П-об- 
разной рамки, находящейся в магнитном 
поле с нндукцией В -- 2 та, скользит без 
трения с постоянной скоростью, не теряя 
электрического контакта, проводинк С со- 
противлением А -- 4 ом и массой т -= И 2. 
Определить скорость движения проводника, 
если расстояние между сторонами рамки 
{ - | ми вектор магнитной индукции пер- 
пендикулярен плоскости рамки. 

8. На конце линин передачи электро- 
эпергни с общим сопротивлением А-- 50 0м 
установлен понижающий трансформатор с 
коэффициентом трансформации . # = 5. По- 
требитель получает от трансформатора мощ- 
ность Р -= 400 вт при токе / = 10а. Опре- 
делить активное сопротнвление вторичной 
обмотки трансформатора, ссли напряжение 
в начале линии == 500 в. Активным со- 


противлением первичной обмотки и тепло. 
выми потерями в трансформаторе пренебречь. 

9. Сопротивление Ю -: 220 ом и конден- 
сатор подсоединены параллельно к источни- 
ку переменного тока с частотой ух- - 400 гк. 
Найти емкость кондеисатора, если амплитуд- 
иое значение тока через сопротивление 


№ю ‘Та, а через конденсатор 10, :=2 а. 

10. В однородном магнитном поле с ин- 
дукцией В == 0,2 та равномерио вращается 
вокруг оси. перпендикулярной полю, квад- 
ратная рамка со стороной а-- 20 см. Опре- 
делить частоту вращения рамки, состоящей 
из й-= 100 витков, если при подключения 
се к катушке с индуктивностью С -= 0,5 гн 
действующее значение напряжения на ка- 
тушке (:-20 в. Сопротивление рамки 
Ю :5 ом. Активным сопротивлением ка- 
тушки пренебречь. 


Математнка 


В феврале для слушателей” отделения матс- 
матнкн толекурсов проводилось очное собе- 
седование. Приглашениым на собеседование 
были прелложены лва варианта, включаю- 
щие задачи по пройденным ранее темам. Со- 
бессдование проводнлось в условиях. схол- 
ных с теми, которые быпают на вступитель- 
ных экзаменах. Мы публикуем тексты обонх 
варнантов. 


Варнаит 1 


1 {Белорусский ун-т, 1973). Доказать, что 
выражение 


1 -- 2 а— ы - УЗ» [ 2 ы } 
5 (- — 2 ] | 
и дя 


не зависит ог ©. 

2. В треугольнике АВС известны два 
угла: <ГА ==, < С -- В. Мл вершины В про- 
ведены высота ВН н меднана ВА1. Найти 
площадь треугольника ВМН, сслн ВН- В. 

3 (УДН. 1973). Решить систему урав- 
зсний: 


1-е = (ху), 
3-1 3 =: 4 (х-- и). 
4 (МФТИ. 197). Решить уравнение 
со5х -!- с08° 2х — с05" Зх. 


Вариант 2 


1 (МИФИ, 197). Найти два целых по- 
ложительных числа, зиая. что их сумма 
равна 85. а их наименьшее общее кратное 
равно 102. 

2. Две окружностн Ви [ радихсов В иг 
{Е >) касаются в точке А. Определить 
сторону равностороннего треугольника, одна 
из вершин которого маходится в точке А, 
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другая вершина лежит на окружности Я и 
третья — на окружностн {. 

3 (МГУ, 1973). Найти все пары значений 
х, у. являющиеся решением системы урав- 
иснил: 





. | ча 
5тх ви = у 14, 
зтх > 
О 
4 ( Ленинградский политехнический 


ин-т, 1972). Решить уравнение 
сих — 8 605° х-- Чи 2х — 0. 

3 марте па телекурсах чнтаются лекции 
по темах: «Показательные и логарифмичс- 
ские фучкции», «Логапифмы и их свойства». 
«Показательные урависния и перавенства». 
«Логарифмические неравенства». В этом 
вомере мы предлагасм ряд задач из домашних 
заланий для слушателей телекурсов. 


Задачи 


1. Унростить выражение 
! 


5] 


[повра 10516 --2 ] —2]"". 
если 1<е< в. 


2. Расположить в порядке возрастания 
чела 


и рат, В Юн. 9, с И вз В. 


3. Решить уравченне 
{х— 122-23 р 0. 
4. Решить уравнение 

2422%...2'- 2%) -. 72 —0-К — 9 = 0. 
5. Решить хравясние 


х_ 11 (2—3) -= 54--х15. 


6. Решить систему уравненый: 
оу ь т, 


| Юзх — [ору — 1. 
7. Юсшить неравенство 


Ут. юных — 'УЗювх >22 ювх — 1. 
8. Решить неравенство 
—— к 2%. х—3 
(ИТ —х — 1Их-- 9 Моб —8_—_ 20. 


А. Н. Борзяк, 
В. И. Давыдов, 
Н. А. Дьяконов. 

Н. Т. Дыбов 
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РЕЦЕНЗИИ, 
БИБЛИОГРАФИЯ 


У дачная 
серия 





Миогим читателям «Кванта» 
известны выпускаемые мо- 
сковскими издательствами се- 
рии научно-популярных 
кинг и брошюр но математн- 
ке. рассчитанных на уча- 
щихся средней школы. На 
первом месте среди этих се- 
рий стоят выходящие с 1950 
года брошюры «Популярные 
лекцни по математика» - 

к настоящему временн вышли 
в свет уже 52 книжки этого 
общиркого собрания! В бо- 
лес молодой серии «Библно- 
течка физико-математической 
школы» выпущено 8 книг но 
математике *), а «Библиоте- 
ка математического кружка» 
состоит из 12 довольно боль- 
ших по объему кннг. Все 
эти книги выпустила глав- 
ная редакция физико-матс- 
матической литературы из- 
дательства «Наука»; этому 
же издательству принадаежит 
инициатива вынуска — +«Ма- 
тематнческой — библиотечки» 
(вышло в свет 7 книг), быть 
может, несколько более слож- 
ной, чем «Популярные лек- 
ции по математикс» или «Биб- 
лиотечка  физико-матсмати- 
ческой школы, НО в ОСНОВНОЙ 
своей части также доступной 
достаточно настойчивому 
школьнику. Издательство 
«Мир» выпускаст серию на- 
учно-популярных переводных 
книг «Современная матема- 
тика» (вышло в свст 14 книг), 
а издательство «Просвеще- 


*) «Библиотечка 
ко-математической 
состонт из двух 
«Математика» н 


физи- 
школых 
частей; 
«Физиках. 


$4 


нис» — серию «Математи- 
ческое нроснещение» (ина 
прилавках книжных  маги- 


зннов побывало пока 7 книг 
этой сернн). Миогие из этих 
книг также виолие доступны 
интересующимся математи- 
кой школьникам. По сушс- 
ству, в отдельном рялу стоят 
неоднократно упоминамиис- 
ся в журнале «Квант» пре- 
восходные переводные кинги 
М. Гарднера («Математиче- 
ские головоломки н разнлече- 
ния», 1971; «Математиче- 
ские досуги», 1972) и Льюнса 
Кэролла {Нестория с узел- 
ками», 1973),  выпуменные 
редакцией  наузно-нонуляр- 
ной и научно-фаитастической 
литературы издательства 
«Мир. Ежемесячно выходят 
в свет брошюры серин «Ма- 


тематика. Кибернетика» из- 
дательства «Знание»;  иско- 


торые из них вполие можно 
рекомендовать и школьнн- 
кам. НМаконем, эпизодически 
появляются книги по матс- 
матикс в собщенаучныхь сс- 
риях «Эврикл» (издательство 
«Молодая твардняз) и «В ми- 
ре науки и техники» (пере 
водная серня, выпускаемая 
нздательством «Мир» *}). 
Менее известны книги 
такого же рода, выходящие 
вне Москвы. И именно по- 
этому хотелось бы обратить 
внимание читателей «Кванта» 





*) В частности, мне 
хочезся обратить внимание 
читателей «Кванта» на из- 
даиную в этой серии книгу: 
СойеруУ, Путь в современ- 
ную математику. М., «Мир», 
1972. 
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на книги серии «Бэблиютечка 
``зико-математично? школия, 
чходящие в издательстве 
}нща школа» в Кисве {(глав- 
ай редактор математической 
кти серии — чл.-корр. 
кадемии наук УССР про- 
-26сор А. В. Скороход). В 
1972 году было издано 5 книг 


этой серни: А. Я. Доро- 
говцев, М. Н. Ял- 
ренко. Метод кохрлинат; 
Н. |. Кованниев, Гео- 
метрические прсобразова- 
няни; В. ^^. Вышен- 
ский, Отвошения и фуик- 
цни; И.И. Ежов, А. В. 
Скороход, М. И. Яд- 


рецко. Элементы комбииа- 
торнкн; Ю. М. Рыжов, 
Пределы. Все эти квиги на- 
писаны на украинском язы. 
ке; однако нх возможные чи- 
татели не одни линь ук- 
раинские школьинки: ведь 
украинский язык близок к 
русскому. а сочинения но 
математике можно читать и 
на слабо известном {или да- 
же вовсе неизвестном) язы- 
ке, ибо математическая сим- 
волика универсальная, а ма- 
тематическая терминология 
также практически одинако- 
ва во всех европейских язы- 
ках (кроме, ножалуй. вен- 
герского, финского и зэстон- 
ского, принадлежащих к 
редкой в Европе групие угро- 
финских языкой, н польско- 
го языка, использующего 
свойственную Лншь сему и 
далекую от принятых во 
всех других странах мате- 
матическую  термниологию}- 

Книжки названной се- 
рии мо объему близки к 
броннюрам из ряда «Популяр- 
ные лекции по математнкс»: 


°но содержанию же онн яв- 


ляются в известном смысле 
промежуточными между «По- 
вулярными лекциями по ма- 
тематике» и «Библиотеч- 
кой  физико-математической 
школы». Для того чтобы чи- 
татель смог лущие себе их 
представить, расскажем здесь 
подробиее о двух очень раз- 
ных и, быть может, самых 
удачных из этих броиюр 
(хотя н вся серия в нелом 
васлуживает высокой оценки) 
«Элементы комбинатори- 
ких и «Отношения и функ: 
ЦИН»: 


Вора вр СР ый ыдгАньо 


Елемении 
комб! наторики 





Автору кажется удач- 
ной адресованная школьяи- 
кам «Комбиваториказ 
Н. Я. Виленкина *);  одна- 
ко кое-кого их учащихся мо- 
жет отвугиуть уже объем 
этой довольно толстой кни- 
ги (328 странни). Содержа- 
тельная же брошюра 
И. И. Ежова, Л. В. Скоро- 
хода и М. И. Ядренко имеет 
всего лишь 83 страницы ма- 
лого формата. 

Вводный & 1 посвящен 
обсуждению содержания 
комбинаторики и формули- 
ровкс «основного правила». 
которое в нашей литературе 


зачастую пазывается пра- 
вилом произведения или 
правилом умножения. По- 
следующие два параграфа 
посвящены конечным  мно- 
жествам и оисрациям над 
ними, а также числу под- 


множеств конечного мно. 
жества; к этому натерналу в 
известной степени примыкает 
непользуемый во второй по- 
ловине книги $7, в котором 
разъясняется понятие пря- 
мого {или декартова) — про- 
нзведения А х В конечных 
множеств А и В (то есть 
множества пар (а, 6) эас- 
ментов из А и из В). $$4—56 


носвящены упорядоченным 
множествами. Затем на языке 
хонечных множеств нзлага- 


ются некоторые основные по- 
нятия комбинаторики и ре- 


*) Виленкин Н. Я. 
Комбинаторнка. М., «Нау- 
ка», 1959. 


шаются задачи о 
рестановок, размещений и 
сочетаний (без повторений 
и с повторениями) элемен. 
тов заданиого(конечного} мно- 
жества. 


числе мё- 


4—7 книжки 
И. И. Ежова, А. В. Скоро- 
хола. М. И. Ядренко со- 
ставляют сс, так сказать, 
«первый концентр»; 56$ 8—12, 
носвященные некоторым бо- 


лесе сисниальным (по зато. 


и болес интерссным!) темам, 
можно рассматривать как 
«второй концентр». В $ В 
авторы доказывают биноми- 
ольную и  полиномиольную 
теоремы, то есть выводят фор- 
мулы для выражений (а-- 5)” 
-и (а, -- а = ...-р аду, 


где п — целое число. Ук- 
рашением этого параграфа 
служат выведенные В нсм 


изящные соотношения между 
так называемыми биномиаль- 
ными коэффициентами (то 
есть коэффициеитамн С” 
в формуле для (а--5)”); 
еще больше таких соотно- 
шений читатель найдет в 
упражнениях к $ 9. После- 
дующие параграфы посвя- 
щены двум основным спе- 
циальным методам  комби- 
наторики — методу рекур- 
рентных соотношений (<р.. 
например, гл. УГ книги 
Н. Я. Виленкина) и методу 
производящих функций (ча 
стично затронутому в гл. 
УП той же книги). Отдель- 
ный $ [| содержит обсужде- 
ние так называемой фор- 
милы включений и искаюче- 
ный (см. с. 26 книги Вилен- 
кина) и ее приложений. На- 
коиец, заключительный $ 12 
посвящен мелюду траекто- 
рий, которым решается, нап- 
ример, известная «задача об 
очереди» (в очереди в билет- 
ную кассу стоят т -- п чело- 
век, т из которых имеют 50 
коп. мелочью, а п — лишь бу- 
мажные рубли; если билет 
стоит 50 коп., то сколе- 
кими способами можно рас 
положить очередь так, что- 
бы никому из покупателей 
не пришлось ждать сдачи?). 


Еслн книжка И. И. Ежо- 
ва и др. посвящена совер- 
шенно конкретным матсма- 
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М к рим мьким 


Вднонення г функци 





тическим задачам, то в книге 
В. А. Вышенского, напро- 
тив, на первом плане стоят 
общие понятия. Его кяижка 
состоит из двух глав: «Мио- 
жества» и «Отиошеиия»; ие- 
которое представление об ее 
направленности читатель мо- 
жет получить из статей 
А. Н. Колмогорова 
«Что такое функция» ин «Что 
такое график функции» 
(«Квант», 1970, №№ 1, 2). 
При этом важные понятия 
миожества и операций над 
множествами, — импликации 
(следования) и  эквивалент- 
ности (равносильности), пре- 
дикатов и кванторов, отно- 
шений и функций автор рас- 
крывает на достаточно со- 
держательных примерах (к 
тому же близких учащимся 
средней школы!). Так, на- 
пример. на протяжении всей 
книги используется понятие 
множества решений уравне- 
ния (или неравенства, систе- 
мы уравнений, системы не- 
равенств). Существенной ком- 
понентой книжки В. А. Вы- 
шенского являются также 
многочисленные задачи и уп- 
ражнения. 

В слом мне кажется. 
что интересные книги И. И. 
Ежова, А. В. Скорохода, 
М. И. Ядренко ни В. А. Вы- 
шенского было бы полезно 
перевести и на русский язык. 
Издателям же серии «Б/блто- 
течка фи!зико-математичног 
школи» хочется пожелать ус- 
пешного продолжения серии. 


ИН. М. Яглом 
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РЕЦЕНЗИИ, 
БИБЛИОГРАФИЯ 


Новые книги 





В 1974 году мы продолжаем 
публикацию раздела «Новые 
книги». В этом разделе бу- 
дут публиковаться краткие 
аннотации на уже вышед- 
шие книги и на книги, ко- 
торые выходят в 1974 году, 
и представляют интерес для 
наших читателей. Во свя- 
зи с многочисленными прось- 
бами читателей мы также 
будем публиковать анкота- 
ции на некоторые книги, вы- 
ходящие в издательствах «Мо- 
лдодая гвардия», «Детская 
литература», «Мир» и «Зна- 
ние», и не имеющие прямого 
отношения к математике и 
физике. 

Заказы на книги надо одно- 
временно оформлять через 
специализированные — магази- 
ны или магазины «Книга — 
почтой». 

В этом номере мы публикуем 
аннотации на книги, выхо- 
се а 1-м квартале 1974 го- 
а. 


Математика 


Издательство 
«Наука» 

1. Болтянскнй 
В. Г., Сндоров Ю. В., 
Шабунии М. И., Лек 
ции и задачи по элементар- 
ной математике. Объем 
28 л., тираж 208 000 экз., 
цена 87 коп. Издание 2-е. 

Книга предназначена в 
первую очередь для само- 
стоятельной подготовки в ву- 
зы. Теоретический материал, 
изложенный в книге, пос- 
вящей нанболее трудным во- 
просам школьной  програм- 
мы алгебры и элементарных 
функций. Большое коли- 
чество задач (зачастую по- 
вышенной трудностн)  при- 
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ведено 
нием. 

Книга предназначена для 
школьников 9—10 классов. 
Она также будет полезна 
учителям математики и сту- 
дентам педагогических ву- 
зов. 

2. Васильев Н. Б., 
Молчанов С. А., Ро- 
зенталь А. Л., Са- 
внн А. П., Математиче- 
ские соревнования (2еомет- 
рия). Объем 6 л., тираж 
200 000 экз., цена 16 коп. 

Эта книга — логиче- 
ское продолжение ранее вы- 
шедшей — «Математические 
соревнованняя (арифметика 
н алгебра). В ней представ- 
лены как задачи традицион- 
ных разделов геометрии, 
так и задачи «олимпиадного 
тнпа». К задачам повышен- 
ной трудности даются под- 
робные решения илн ука- 
зання. 

Книга ассчитана на 
школьников 7—1Ю классов, 
а также учителей, ведущих 
математические кружкн. 

3. Перельманя. И. 
Живая математика. — Объ- 
ем 8 л., тираж 200 000 экз., 
цена 28 коп. Издание 10-е. 

Автор кинги — Яков 
Исидорович Перельман — 
один из выдающихся по- 
пуляризаторов наукн. Ее с 
удовольствием прочтут и 
школьники 6—10 классов, 
и взрослые читатели. 


с подробным реше- 


Нэдательство 
«Знание» 

4. Шрейдер Ю. А., 
Бееды о семиотике. Объ- 
ем Зл., тираж 50 000 экз., 
цена 10 коп. 

Автор интересно н по- 
пулярно рассказывает о но- 
вой отрасли знания — семио- 
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тике, тесно примыкающей к 
математической лингвистике 
и математической логике. 

Кинга рассчитана на са- 
мый широкий круг чита- 
телей. 


Издательство 
‘Высшая школа». 
5. Шувалова О. 3., 


Агафоков Б. Г., Бо- 
гатырев Г, И., Ловто- 
рим математику. Объ- 


ем 30 д., м 150 000 экз., 
цена 1 р. коп. Издание 
2-е. 

Книга предназначена для 
читателей, окончивших шко- 
лу и самостоятельно гото- 
вящихся к вступительным 
экзаменам в вузы. 


М. Л. Смолянский 


Физика 


Издательство 
«Наука» 

1. Новожнлов Ю. 
В., Элементарные частицы. 
Объем 15 л., тираж 300 000 
экз., цена 50 коп. Издание 
3-е. 

Автор излагает основ- 
ные иден одного из самых 
иитересных разделов совре- 
мениой физикн — физики 
элементарных частиц. По- 
пулярное изложение и от- 
сутствне сложных матема- 
тических выводов делают ее 
доступной для школьников 
9—10 классов. 

Издательство 
«М и р» 

2. Кок У., Видимый 
звук. Объем 5 л., тираж 
50 000 экз., цена 26 коп. 

В кинге рассказано о 
способах регистрации зву- 
ка, о звуковой структуре 
речи, музыки. Большое 
внимание уделено звуковой 
голографии — получению 
изображения при помощи ос- 
вещения звуковой волны. 

Книга доступна для 
школьников 8—0 классов. 

3. УордР. Р., Живые 
часы. Объем 15 л., тираж 
50 000 экз., мена 76 коп. 

Кинга посвящена новой 
области современной геофи- 
зики — бноритмологни. Про- 
читав ее, вы узнаете, что 
такое «внутреннне часы жи- 


вых организмов», — каковы 
принципы их работы, как 
животные и растения узнают 
время, и многое другое. 
Книга рассчитана на ши- 
рокнй круг читателей. 


Издательство 
«А томиздат» 


4. Тарасенко Н|Н.Д., 
Вторжение в клетку. Объ- 
сем бл., тираж 100 000 экз., 
цена 25 коп. Издание 3-с. 


В книге популярио рас- 
сказывается о новой науке — 
радиационной селекции, о 
том, как  ученые-гепетики, 
пользуясь радиоактивным из- 
лучением, получают новые, 
более урожайные, — скоро- 
спелые н устойчивые к бо- 
лезням сорта растений. 

Книга рассчнтана на са- 
мый широкий круг читателей. 


Научно-фантастическая 
литература 


Издательство 
«Молодая гвардия» 

+. Петрович Н,, 
Кто вы? Объем 12 л., ти- 
раж 100 000 экз. , цена 60 коп. 
Изданне 2-е. 

Автор — крупный уче- 
ный в области раднолока- 
ции. Используя фантастичс- 
ский сюжет, он увлекатель- 
но рассказывает о созданни 
радиомостов между Землей 
и другими планетами, ма- 
селеннымн разумными су- 
ществами. 

2. Растригин Л., 
Этот случайный, — случай- 
ный, случайный мир. Объ- 
ем 12 л., тираж 100 000 экз., 
цена 35 коп. 

Используя интересно по- 
добранные примеры, автор 
рассказывает © закономер- 
ностн случайных событнй, о 
их роли в нашей жизни в 
науке и эволюцни на Земле. 

Книга рассчитана ина ши- 
рокий круг читателей. 


Т. С. Петрова 


Брошюры 
по физике 


В этом году в сбрин бро- 
шюр «Физика», выпускае- 
мых издательством  «Зна- 
нис», будет издан ряд бро- 
инюр, рассказывающих о до- 
стиженнях в различных 03- 
ластях физики. 

Брошюра Г. ИН. Пок- 
ровского — «Услехы га- 
зодинамики» посвящена раз. 


личиым аспектам  газоди- 
намики Автор излагает 
множество вопросов. отно- 
сящихся к физическим ос- 


иовам динамнки детонации, 
расширения взрывных газов 
и их действия на окружаю- 
шую среду. Читатели, веро- 
ятно, с интересом познако- 
мятся с особенностями взры- 
вов сверхновых звезд и яв- 
лениями направленного вы- 
броса при взрыве галактик. 

Достижениям — атомной 
энергетики и тенденциям ее 
развития в нанболее развн- 
тых странах запада посвя- 
мена брошюра Председателя 
Госкомитета по использова. 
нию атомной энергии СССР 
А. М. Петросьянца. 
Она написана на основе лич- 
ногоознакомления с нанболее 
нитересными разработками, 
нросктами и атомными элект- 
ростанинями, находящими- 
ся уже в эксплуатацин в 
странах запада. 

Брошюра Ю. Ф. Ор- 
лова «Импульсные источ- 
ники нейтронов» описывает 
различные методы получения 
коротких нмпульсов моно- 
хроматических нейтронов 
низких энергий. Автор осо- 
бое внимание уделяет изло- 
жению физических принци- 
пов, лежащих В основе 
этих методов. 

Брошюра М. П. Мал - 
кова познакомит читате- 
лей с применением жидкого 
гелия в экспериментальных 
исследованиях. Она так н на- 
зывается «Жидкий гелий 
в научных — исследованиях». 
Автор описывает новейшие 
методы получения жидкого 
гелия. Основная часть бро- 
шюры посвящена наиболее 
ннтересным эксперименталь- 
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вым исследованиям с приме- 
неннем жидкого телия. 
Брошюра А. С. Ком - 
панейцща «Сверхплотное 
вещество» рассматривает 
превращения, происходящие 
в веществе при сильном сжа- 
тии и применимые к пробле- 
мам создания новых вс- 
ществ. Превращения, проис- 
ходящие в веществе при 
высоких давлениях, в па- 
стоящее время являются 
предметом широко ведущих- 
ся исследований в разных 
странах. Автор рассказывает 
также о приложении превра- 
шений вещества при сильном 
сжатни к проблемам астро- 
физики и космологии. 
Развитию  теорин отно- 
сительности Эйнштейна по- 
священа научио-популярная 
брошюра Л. 3. Гуреви- 
ча и Э. Б Глинера 
под названием «Абсолютно 
или относительно простран- 


ство?». Это, по утвержде- 
нию авторов, одна из тех 
«вечных» проблем, которые, 


хотя и нс нашли еще полно- 
го решения, но продолжают 
оставаткя важными  побу- 
дительными причинами с03- 
дания новых и изменення име- 
ющихся фундаментальных 
физических теорий. 
Молодой — физик-экспе- 
риментатоэр И С. Гуль- 
каров в своей брошюре 
«Электрон — орудие  иссае- 
дования ядер» рассказывает 
0б исследованиях структур 
ядер с помощью электро- 
нов высоких эпергий. 
Брошюра молодого уче- 
ного Ф. ИН. Далидчи- 
ка «Синтетические епомыь 
знакомит чнтателей с одной 
нз интереснейших научных 
проблем-ссинтезом экзотиче- 
ских форм вещества, то есть 
молекул, атомов и ядер, в со- 
став которых входят необыч- 
ные для окружающего мира 
частицы: мезоны, гипероны, 
античастицы. Автор также 
пишет о новейших работах по 
понску далеких трансурано- 
вых элементов и новых экзЗо- 


тнческих частиц, существо- 
ванне которых предсказы- 
вакт теоретикн. 

Ф. Кедров 


67 








ИНФОРМАЦИЯ 


Встречи с тремя 
неизвестными 





Вот уже 9-й год на страни- 
цах журнала «Пионер» трое 
«неизвестных» Икс, Игрек и 
Зет дают задачи, разбирают 
математические теоряи, про- 
водят олимпиады. Это как 
бы всесоюзный заочный ма- 
тематический кружок для 
учеников 4—7 классов. Под- 
бирают матерналы для 
«Встреч с тремя  Неизве- 
стными» и отвечают на пнсь- 
ма ребят сотрудникн Вечер- 
ней математической школы 
(ВМШ) при Московском ма- 
тематическом обществе (под- 
робнеео ВМШ см. «Квант», 
1973, № 9). 

«Неизвестные» уже рас- 
сказали о высшей арифметике 
и теорин вероятностей, по- 
иске фальшивых монет и 
алгоритмах,  программиро- 
вании и комбинаторике, тсо- 
рии графов н задаче, из-за 
которой Пуассон стал ма- 
тематиком. Они выяскяли, 
«как играть, чтобы не про- 
играть», что сказать вместо 
«не все футболисты учатся 
на двойки», чтобы ие упот- 
реблять слово вне», как рабо- 
тать юному математику и что 
ему читать. 

Игрек дает читателям 
«контрольные задачи» по раз- 
бираемым темам, а Икс иред- 
лагает им повозиться с «кон- 
курсицми задачами» и иапи- 
сать о результатах в«Пионер». 
Но больше всего писем при- 
ходит в ответ на олимпиаду, 
а в 1973 году в ней участво- 
вало почти трн тысячи ребят. 

«Неизвестные» всегда ие- 
чатают решення и ответы ,‚раз- 
бор ошибок и олисок по- 
бедителей. Приятно встречать 
фамилян отличившихся на 
олимпнадах «Пионера» в спи- 
сках победителей конкурса 
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«Кванта», всесоюзных и меж - 
дународных олимпиад. 

Анкста показала, что 
ночти все победителн олим- 
циады 1972 года читают кни- 
ги по математике, хотя боль- 
ше любят решать задачи, 
%/5 из них занимаются в 
кружках, 3/, участвовали 
в очных олимпиадах, а дне 
трети из них читают и изу- 
чают «Квант». 

Вот задачи из отдела 
«Встречи с тремя немзвест- 
ными», которые больше всего 
запомнились победителям 
олимпиады. 

+. Расшифруйте записи 
арифметических — действий, 
в которых некоторые цифры 
заменены буквами {в каж- 
дой из трех записей по от- 
дельности разные цифры зз- 
менены разными буквами, 
одинаковые — одинаковыми, 
ав первой шифровке А == Т): 

а} КОРОВА -- ТРА. 
ВА == МОЛОКО; 

6) СТОЛ — СТУЛ = 
= КЛАСС: . 

в) БЕ Х РУ хх 4= 
— БУЕР. 

- 2. Рядом с большой боч- 
кой с водой стоят лва би- 
дона. В один входит 12 лит- 
ров. в другой — 17. Воду 
можно набирать нз бочки и 
выливать обратно в бочку. 
Кто быстрее принесет вам 
6 литров воды? 

3. Верните сбежавшие 
цифры: 

720 [+ 
зб» [54 
8» 
Заз 


0 


4. Начертите два ше- 
стиугольника, делящие пло- 
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скость на возможно большее 
число частей. А ссли до- 
полнительно потребовать, 
чтобы  шестиугольники бы: 
лн выпуклыми? Попробуйте 
доказать, что па большее, 
чем у вас, число частей раз- 
делить плоскость ке удастся. 

5. Нашли произведение 
666 множителей, — каждый 
из которых равен 777. Ка- 
кая цифра стоит на конис? 

6. В комнате [0 живых 
существ — людей, собак н 
мух, у ннх вместе 46 ног. 
У каждого человека 2 поги, 
у каждой собаки 4 и у му- 
хи 6 ног. Как это могло 
получиться? Найти все воз- 
можности. 

7. Поле имеет форму 
четырехугольника.  Шоссей- 
ные дороги — они идут по 
диагоналям — разбивают его 
на четыре участка. Площади 
трех из них — 2 гектара, 
4 гектара, 6 гектаров. Ка- 
кой может быть площадь 
четвертого? 

8. В одной из московских 
школ есть удивительный ше- 
стой класс. Судите сами. В 
классе 35 учеников, и все 
они либо играют на скрипке, 
либо разводят хомяков, ли- 
бо плавают в бассейне «Мо- 
сква», либо занимаются сра- 
зу несколькими из этих дел. 
Плавают или разводят хо- 
мяков 28 человек. Разводят 
хомяков, но не играют на 
скринке 22 ученика. М тем. 
н другим, и третьим занн- 
маются 3 школьника. Есть 
по крайней мерс один, ко- 
торый только плавает. Есть 
нловец и скрипач. - нена- 
видящий хомяков. Есть и 
такой, который ие плавает 
(просто не умеет). но зато 
прекрасный скрипач, а хо- 
мяков разводит еще с пер- 
вого класса. Может быть, 
таких не по одному, а много. 
Сколько в классе скрипачей? 
Сколько пловцов, которые 
не разводят хомяков? Мож- 
но лин определить, сколько 
ребят разводят хомяков, в 
ина скрипке не играют и не 
плавают? Если да, то сколь- 
ко, если нельзя определить, 
то почему? 


А.И. Орлов, 
А.Т. Розенталь 
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ХМУ Международный 
астронавтический конгресс 





С 7 по 13 октября 1973 года в столице со. 
встского Азербайджана городе Баку происхо- 
днл ХХИУ Международный — астронавтиче. 
ский конгресс. Такие конгрессы ежегодно 
организуются Международной астронавти- 
ческой федерацией и Международной зка- 
демнсй астронавтики. Первая из этих орга- 
низаций возникла в 1950 году. за несколько 
лет до запуска первого искусственного спут- 
ника Земли. Она представляет собой союз 
нацисиальных научных обществ, заиимаю- 
щихся исследованием космических проблем. 
Сейчас в состав Федерации входит 56 орга- 
мнизаций-членов из 36 страи. Советским 
членом Федерации являстся Комиссия по 
исследованию и использованию космического 
пространства Академии наук СССР. Вторая 
организация объединяет отдельных ученых, 
работающих в различных отраслях космиче- 
ских исследований. К моменту проведения 
конгресса в се рядах состоял 491 член из 
29 стран. 

3 работе конгресса участвовало более 
1500 человек из 28 стран. Средн них — совет- 
ские космонавты Г.Т. Береговой, Б. Б. Его- 
ров. В.И. Севастьянов, В. А. Шаталов, 
з также американский астронавт Т. Стаф- 
форд. 

Конгресс прошел под девизом 
ческие исследования: влияние на науку и 
технику». Чтобы сильнее подчеркиуть это 
влияние и отдать дань другим международ- 
ным организациям, два заседания конгресса 
были посвящены столетию Всемирной метео- 
рологической организации и еще два — 
25-летню Всемирной организации здраво- 
охранения. 

На конгрессе было прочитано более 
350 докладов по различным направлениям 
космических исследований. Шнрокому об- 
суждению подверглись практически все ос- 
новные проблемы, с которыми человечество 
сталкивается на пути проникновения в кос- 
мос. Космические методы изучения окру- 
жающей среды и природных ресурсов, тех- 
нологические процессы в космосе, процессы 
в ракетных двигателях, газовая динамика 
космических полетов, научные космические 
аппараты, использование космической техно- 


«Космн- 


логии для национального развития, астродк- 
намика, космическая медицина — каждой из 
этих проблем посвящалось одно или несколь- 
ко специальных заседаний. Отдельное заседа- 
ние было посвящено проблемам безопасности в 
юношеских экспериментах по ракетной тех- 
нике. Специалисты нз Советского Союза, 
США. ФРГ. Италии и Испании рассказали 
на ием о работах молодых энтузиастов кос- 
мических исследований нал моделями ракет 
и ракетных двигателей. 

Во время работы конгресса состоялись 
также УП Международный симпозиум по 
безопасности и спасанию в космосе, УЦ Меж- 
дународный симпознум по истории астро- 
навтики, ХУ[ коллоквиум по космическому 
праву и И Международная студенческая 
конференция астронавтической федерации, 

Характерной особенностью большинства 
докладов было то, что в них рассматривались 
задачи, еще далекне от окончательного ре- 
щения. Участники конгресса стремились 
приоткрыть завесу времени, скрывающую 
от нашего взора будущие космические проб- 
лемы. Среди них — создание международ- 
ной научной лаборатории на планете Марс. 
международной пилотируемой орбитальной 
лаборатории и проблемы космического тран. 
спорта. Космический транспорт связан с соз- 
данием космических кораблей многократного 
действия, которые, подобно самолетам, мог- 
лн бы не раз стартовать в космос н возвра- 
щаться иа Землю. Такие корабли могли бы 
обслуживать долговременные орбитальные 
станции — сменять экипажи и снабжать их 
всем необходимым. Транспортные корабли 
можно также использовать для инспектиро- 
вания искусственных спутников — замены их 
оборудования и ремонта прямо на орбите. 

дискуссин по проблемам создания 
международной марсианской лаборатории 
участвовали академик А. А. Михайлов, чле- 
ны-корреспонденты Академин наук СССР 
К. Я. Кондратьев и О. Г. Газенко, профес- 
сора В. Г. Курт и В.И. Мороз, американ- 
ские ученые Дрейпер, Пикеринг, Страгхолд, 
ученые из Франции, Бельгии, Польши и 
других стран. Основной вывод, к которому 
пришли участники дискуссии, таков в на- 
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стоящее время человечество располагает тех- 
ническими возможностями и зианинями, не- 
обходимыми для создаиня международной 
обитаемой станции на орбите, расположен: 
ной вблизи Марса, то есть для создания оби- 
таемого искусственного спутника Марса. 

Космические исследоваиия постепенно 
приобретают международный характер. Со- 
ветскне ученые активно сотрудничают с учс- 
ными из других социалистических стран, а 
также с Францией, Индией и другими госу- 
дарствами. О научных результатах, полу- 
ченных в результате запусков спутников 
«Иитеркосмос», рассказал в первый же деиь 
работы конгресса днректор Института спект- 
роскопин Академии наук СССР профессор 
С. Л. Мандельштам. 

По взаимной договоренности между пра- 
вительствами СССР и США в 1975 году дол- 
жен состояться первый совместный совет- 
ско-американский космический эксперимеит 
по стыковке кораблей «Союз» и «Аполлон». 
Времени до этого момента остается еще 
немало, ис участиики коигресса уже видели 
его на экране в научио-популярном фильме, 
представленном американской делегацией. 
А вслед за этим был показан наш фильм о 
совместных советско-американских иссле- 
дованиях «Беринг». Онн были предприняты 
для разработки методов  нзучения земных 
объектов (растительного покрова, характе- 
ристнк почв, снежного и ледяного покрова} 
из космоса. Доклад об зтих методах от имени 
большой группы ученых и космонавтов сделал 
В. И. Севастьянов. 

В связи с предстоящими в будущем 
‘длительными космическимн экспедициями 
к планетам Солнечной системы участники 
конгресса подробно обсудили многочислен- 
зые научные проблемы долгосрочного пребы- 
вания человека во враждебном ему косми- 
ческом пространстве. Эти проблемы распа- 
даются на две группы. Первая группа ка- 
сается состояния человека в таком полете, 
Как скажется на его организме длительное 
воздействие невесомости? Как повлияет на 
него длительная разлука с привычным ми- 
ром и пребывание в необычных условиях — 
не откажет ли его Психика? Как перенесет 
организм неизбежную ограниченность дви- 
жений, недостаток физнческих нагрузок — 
так называемую гиподинамию? 

До сих пор пребывание человека в кос- 
мосе в различных экспериментах продолжа- 
лось не более трех месяцев. Полученные при 
этом данные, казалось бы, убеждают нас в 
том, что человеческий организм способен 
приспосабливаться даже к таким необычным 
для мего условиям. 
возвращались бодрыми и здоровыми. Но 
окончательный ответ на вопрос о том, на- 
сколько безопасиым было их пребывание 
в космосе, могут дать только длительные фи- 
зиологические н биохимические обследова- 
ния. Недаром советский врач-космоиавт Бо- 
рис Егоров сказал на одной из пресс-конфе- 
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рекций в Баку, что все полученные иаукой 
сведения о влиянни невесомости и других 
необычных факторов характеризуют поведе- 
ние либо всего организма в целом, Либо от- 
дельных его органов. Но до сих пор остается 
неясным, как эти факторы сказываются на 
жизнедеятельности отдельных живых кле- 
ток, из которых состоит наш организм. 
Потребуется еще иемало времени, прежде 
чем мы сможем ответить на такне вопросы. 

Вторая группа проблем связана © обес- 
печением космонавтов всем необходимым для 
длительных полетов — пищей, кислородом, 
водой. Если полет сравиительно недолгий, 
все это удается взять с собой в достаточных 
количествах. Но в более длительных полетах 
придется создавать особые замкнутые си- 
стемы жизнеобеспечения космонавтов. Такие 
системы должны восстанавливать иеобходи- 
мые компоненты из продуктов жизиедеятель- 
иссти, осуществлять  своеобразиый круто- 
ворот веществ в миниатюрном мире космиче- 
ского корабля. На конгрессе отмечалось, 
что америкаиские ученые стремятся исполь- 
зовать для восстановления иеобходимых про- 
дуктов различные физико-химические ме- 
тоды — поглотители, реактивы и т. п. Со- 
ветские ученые упорно ищут комбиизции 
бнологических систем, способные превра- 
щать отходы жизнедеятельности в новые пол- 
ноцениые продукты. Особенно большой ин- 
терес участииков конгресса вызвал доклад 
красноярских ученых И. А. Терскова, 
И. И. Гительзона, Б.Г. Коврова и других, 
«Автономная по управлению система обеспе- 
чения Жизнедеятельности человека, основан- 
ная на фотосинтезе высших и одноклеточных 
растений». В ием рассказывалось о резуль- 
татах весьма иеобычного — эксперимента. 
Группа исследователей несколько месяцев 
провела в земной модели космического ко- 
рабля, ие получая извне ни кислорода, ни 
воды. Эти продукты восстанавливались внут- 
ри корабля находившимися там растениями. 


` Растения служили также пищей для участ- 


ииков эксперимента. Оранжерея общей пло- 
щадью в 40 м? давала ежедневно 760 г пше- 
ничных зерен н 6800 г свежих овощей, обес- 
печивая 25% потребности «космонавтов» в 
пище. Особенно важным в этом эксперименте 
было то, что весь контроль за работой системы 
жизнеобеспечения находился в руках «космо- 
иавтов» и происходил независимо от «земных 
наблюдателей», как если бы участники эк- 
сперимента действительно находились на 
огромном расстоякин от Земли. 
Наибольшее количество докладов было 
посвящено влиянню космических исследова- 
ний на земиую науку и технику. В приветст- 
вии участникам конгресса президент Акаде- 
мни изук СССР академик М. В. Келдыш 
пнсал: «Развитие космонавтики оказывает 
зиачительное влияние на общий научно- 
технический прогресс, иа интенсивное раз- 
витие многих областей прикладных наук н 
техники. В связи с запросами космической 


техники создаиы десятки новых видов метал. 
лических и неметаллических конструкцион- 
ных матерналов, прочные свариваемые спла- 
вы на основе титана, никеля, меди, молибде- 
на, алюминия, специальные высококачествен- 
ные Стали, негорючие, жаропрочные, кисло- 
тостойкие и антикоррозийные материалы 
и покрытия, негазящие высокотемператур- 
ные электроизоляционные материалы и гер- 
метизирующие уплотннтели, различные смаз- 
ки, неорганические красители и лакокрасоч- 
ные покрытня. Разработаны новые типы вы- 
сокоэффективвых источников и преобразо- 
вателей электроэнергии. Большое развитие 
получили химия топлив и теория горения 

...Потребиости космонавтики — содейст- 
вовали решению многих вопросов в области 
автоматизации, совершенствоваиия теории 
и средств дистанционного управлекия, си- 
стем оперативного контроля за функциони- 
рованнем сложных технических устройств, 
методов передачи и обработки информацин». 

Выход человека и научной аппаратуры 
в космическое пространство оказал револю- 
ционное воздействие ина астрономию. Откры- 
лась возможиость исследовать все внды 
электромагнитных излучений далеких косми- 
ческих объектов. Гамма-излучение и реитге- 
новские лучн, ультрафиолетовое и инфра- 
красное излучения, радионзлучения всех 
длин волн, словом все, что активно погло- 
щастся в верхннх слоях атмосферы и не 
достигает поверхности Земли, стало достуи- 
но для непосредственного изучения. 

Первый же метеорологический спут- 
НИК революциоиизировал метеорологию. 
позволив ученым составлять карты мнровой 
ногоды и следить за се изменениями в мас- 
штабах всей Земли. Метеорологические 
спутники и их помощники — быстродейст- 
вующие электронные вычислительные ма- 
шины, а также иовая техника связи позво- 
ляют сделать реальностью не только точные 
долгосрочные прогнозы погоды, но и древиюю 
мечту человечества об управлении ею. 

Физика Солнца, физика атмосферы, гео- 
магнетизм, география, гидрология, гсоло- 
гня — вог далеко не иолный перечень наук, 
которым космические исследования несут 
небывалые возможности. 

Хотя пора великих географических от- 
крытия давно уже прошла, но до сих пор по- 
ловина поверхности земного шара не имеет 
точных карт. Даже аэрофотосъемка ие может 
быстро решить эту проблему. Зато спутни» 
ки, обозревающие огромные участки Земли, 
позволяют существенио ускорить — карто- 
графирование земной поверхностн. 

Даже простые фотографии из космоса 
несут в ссбе массу ценной информации. 
В своем докладе «Применение телеметриче- 
ских измерений для исследований земпых 
ресурсов с помощью спутников» американ- 
ский ученый Л. Джаффи показал, что ссли бы 
Бразилия воспользовалась снимками, сде- 
ланными из космоса, то гигантскую дорогу, 
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которая стронтся сейчас через всю эту стра- 
ну, можно было бы проложить по более вы- 
годному маршруту, и стоила бы она намного 
дешевле. ^ 

В последний день работы коигресса был 
проведен второй Международный симпозиум 
по внеземным цивилизациям *). Основные 
доклады на нем были сделаны советскими 
учеными. В докладе У.Н. Закирова была 
обоснована принципиальная возможность 
создання искусственных спутников у иеко- 
торых близких к нам звезд — «эпсилон-Эрн- 
дана», стау-Кита»,  «эпсилон-Индейца» м 
«звезды Барнарда». Предполагается, что 
у этих звезд существуют свои естественные 
спутники, то есть они подобно Солицу имеют 
планстные системы. В докладе Закирова по- 
казано, что для создания искусственных 
спутников этих звезд (чюжзвездных зондов) 
следует использовать ионные или Плазмен- 
ные двигатели. разрабатываемые в данное 
время. Эти двигатели позволяют отправлять 
межзвездные зонды на расстояния не более 
16 световых лет *”), то есть не более 15х 
х 103 км’ Для посылки межзвездных зоилов 
в более далекие области Вселенной потребо- 
вались бы фотонные двигатели, возмож- 
ность создания которых пока еще только 
обсуждается учеными. 

Профессор В. С. Троицкий рассказал в 
своем докладе о поисках  радиоизлу- 
чений, которые могли бы оказаться резуль- 
татом технической деятельности внеземных 
цивилизаций. Систематические поиски такнх 
излучений проводились в северной небесной 
полусфере с 1970 года. Исследования велксь 
на радиоволнах дециметрового и сантиметро- 
вого диапазонов. Для устранения влияния 
зсчкых радиопомех прием космического 
радионзлучения производился одновременно 
в четырех далеко отстоящих друг от друга 
пунктах Советского Союза. Анализирова- 
лись только те сигналы, которые были одно- 
вреченно зарегистрированы во всех четырех 
пунктах. Об аналогичных работах другой 
группы советских ученых было рассказано 
в докладе Н.С. Кардашева, Л. М. Гинде- 
лиса и др. Поиски радиосигналов космиче- 
ских цивилизаций пока что не увенчались 
успехом, но их методики непрерывно совер- 
щенствуются, а масштабы расширяются. 


В. А. Лешковцев 





*) О первом таком симпозиуме мы рас- 
сказывали в статье: Гивделис Л. М. 
«СЕТ в вопросах н ответах» (см. «Квант», 
1972, № 11). 

**) Световой год — астрономическая еди- 
ница расстояний, равиая длине пути, кото- 
рый свет проходит в пустоте в течение года. 
Он составляет 9,5-10 км. 
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«Ивант» для младших школьников 





Задачи 


1. На противоположных берегах 
реки напротив друг друга растут 
две пальмы. Высота одной из них 
10 метров, другой — 15 метров, рас- 
стояние между основаниями пальм 
равно 25 метрам. На верхушке каж- 
дой пальмы сидит птица. Внезапно 
сбе птицы заметили рыбу, выплы- 
змую иа поверхность реки между 
пальмами. Птицы бросились к рыбе 
и достигли ее одновременно. 

На каком расстоянии от основа- 
ния более высокой нальмы выплы- 
ла рыба? 

2. На улице идет дождь. В ка- 
ком случае ведро, стоящее в кузове 
грузовика, быстрее наполнится: ког- 

.да грузовик стоит наи когда он дви- 
жется? 

3. На лугу растет трава. Пустили 
на луг 9 коров, они опустошили 
луг за 4 дня. Еслн бы на луг пустили 
8 коров, то они съели бы всю траву 
за 6 дней. 

Сколько коров могут кормиться 
на лугу все время, пока растет тра- 
ва? 

4. На чашечных весах уравнове- 
шена свеча. Нарушится ли равнове- 
сие, когда свечу зажгут? Если нару- 
шится, то в какую сторону? 

5. Для того чтобы определить не- 
известное сопротивление, имея в сво- 
ем распоряжении амперметр и вольт- 
метр, один раз собрали схему, пока- 
занную на рисунке 1, другой раз — 
на рисунке 2. Измерили напряжение 
и ток. В каком случае полученное 
значение сопротивления будет ближе 
к истинному? 


Художник Э. Назаров 
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Б. А. Кордемский 


Топологические опыты 


своими руками 





Лист Мёбиуса и перенлегение колец 


Поверхность кольца, надеваемого на 
палец, имеет лве стороны (рис. 1). 
Одной стороной кольцо соприкасает- 
ся с пальцем, вторая сторона — на- 
ружная. У этих сторон две граинцы 
(два края), каждая имеет форму ок- 
ружности. Если какая-нибудь бу- 
кашка захочет переползтн с наруж- 
ной стороны кольца иа внутреннюю, 
то она ири этом непременно должна 
пересечь ту или другую границу. 
Легко приготовить простую мо- 
дель поверхности совсем другого «фа- 
сона» — не двухсторонией, как по- 
верхность кольца, а односторонней 
поверхности (рис. 2). Первым опи- 
сал такую поверхность Август Мб- 
бнус (в 1863 году). Перекрутите на 
полоборота один конец прямоуголь- 
ной бумажной полоски и приклейте 
его к другому концу той же полоски. 
Получится модель поверхности, у ко- 
торой нет двух сторон — «внутрен- 





См. «Квант, 1974, № 2, с. 58. 





ней» и «внешией». Эгу модель так 
и называют: слист Мёбиуса». 


Чтобы убедиться в том, что у по- 
верхности листа Мёбиуса только од- 
на сторона, возьмите цветной ка- 
рандаи и начните последовательно 
закрашивать лист, не отрывая ка- 
рандаша от сго поверхности и не ие- 
ресекая края листа. Вернувшись к 
тому месту, с которого начали, вы 
увидите, что окажется окрашенной 
вся поверхность листа, хотя его край 
вы н не пересекали нн разу. 


Возьмите теперь несколько ли- 
стов бумаги поплотней, клей, нож- 
пицы и проделайте несколько прак- 
тических упражнений с листом Мв- 
биуса и другими моделями, изготов- 
ляемыми из прямоугольных полосок 
буматя. 


Опыт 1. Что получится, если 


обыкновенное (не псрекрученное) бу- 
мажное колечко разрезать вдоль его 
средней лнини? Очевидно — два ко- 
лечка, причем длина окружности каж- 
дого будет такой же, как длина ок- 
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Рис. 3. 


ружности первоначально взятого ко- 
лечка. А если вы разрежете лист 
Мёбиуса вдоль ‘его средней линии, 
то получится... 

Проделайте и посмотрите, что по- 
лучится. 

Опыт 2. Приготовьте второй 
лист Мёбиуса из достаточно широкой 
полоски и разрезайте его ножницами 
так, чтсбы линия разреза все время 
шла вдвое ближе к левому краю по- 
лоски, чем к правому (линия разреза 
сбойдет лист Мёбиуса дважды). Вот 
теперь образуется... 

Тот же результат получится, если 
вновь взять бумажную полоску; один 
ес конец перекрутить на полный сбо- 
рот (на 360), приклеить к другому 
концу и разрезать получившуюся 
модель по средней линии. 

Опыт 3. Надрежьте концы бу- 
мажной полоски, как показано па 
рисунке 3. Склейте концы А н РО. 
Пропустите конец В под А и при: 
клейте его к Е. Пропустите конец С 
между В н Л, а конец Е между О 
и Е, после чего склейте концы С 
и 2. Все склеивания концов произ- 
водите прямо, то есть без предварн- 
тельного перекручивания. 

а) Теперь каждый начатый разрез 
продолжайте вдоль всей модели. По- 
лучится... 

6) Если вы ошибетесь и конец С 
‚ приклеите к концу Е, не пропустив С 
между В н А, то после указанного 
разрезания получится... 

Оныт 4 (предложен Э. Стень- 
оном в 1930 году). Еще раз приго- 
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Рис. 4. 


товьте бумажную полоску с надре- 
зами (рис. 3). Поверните конец Е 
направо (верхним концом от себя) 
н склейте с концом С. Поверните 
консц Ё направо и приклейте к 
концу В. Пропустите конец А под В 
и склейте его с концом РБ без пере- 
кручивания. Теперь продолжайте пер- 
вый н второй разрезы вдоль всей мо- 
дели — получится... 

Опыт 5. Любопытно решение 
такой задачи: подготовить из бу- 
мажной полоски модель, из которой 
можно было бы получить переплете- 
нне (в частности, обычную цепь) п 
колец при помощи лишь одного сквоз- 
ного разрезания. (Авторы темы 
М. Вгооке апа 4{. Мадаспу.) 

Секрет решения заключен в пер- 
варительном сгибании полоски по 
ее длине еще до разрезания и в сио- 
ссбе склеивания надрезанных кон- 
цов согнутой полоски. 

Начните с нолоски, перегнутой по 
длине один раз (рис. 4). Перекрути- 
те ес на полный оборот (360`) и 
склейте концы, накладывая «доми- 
ком» один конец на другой. Теперь 
разрежьте двойной слой склеенной 
ленты по ее средней линии — полу- 
чатся три кольца, сцепленные по- 
нарно. 

Опыт 6. Согните бумажную но- 
лоску и сделайте надрезы, как по- 
казано на рисунке 5. Не-перскручи- 
вая, склейте концы согнутой полоски, 
так, как показано на рисунке 6. 
Продолжайте разрез вдоль всей мо- 
дели по двойному слою. 
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Рис. 5. 


а) Если 
получится... 

6) Если вы допустите некоторое 
отклонение от инструкции, то могут 
нолучиться... 

Опыт 7. Чтобы получить цепь 
из колец с помощью всего лишь одно- 
го сквозного разреза, возьмите до- 
статочно широкую полоску бумаги 
н согните се «гармошкой» (рис. 7). 
Надрежьте концы, как показано на 
рисунке, придайте согнутой полоске 
форму кольца и скленвайте такие 
концы: СиС, Ррир, ЕнЕ — прямо, 
как они соединялись бы при смыка- 
нии концов полоски для образова- 
ния простого кольца; В и В — пред- 
варительно протащив один из этих 
концов под кольцами СС и ОО; А 
н А — предварительно протащив один 
нз этих концов под кольцами СС 
н ЕЁ. 

а) Теперь 
вдоль моделн 
получится... р 

6) Если работа будет выполнена 
с некоторым отклонением от инструк- 
мии (по ошибке или преднамеренно), 
то все равно получится ... 

Ответы к предыдущим задачам н 
опытам приведены в конце журнала. 
К следующим шести опытам указа- 
ний не будет. Придется саМостоятель- 
но искать пути решения. Ставим такое 
условие: добиться результатов с по- 
мощью одного сквозного разреза мо- 
дели, сконструированной из бумаж- 
ной полоски, некоторым образом сог- 


сделапо все точно, то 


продолжайте разрез 
по всем складкам — 


Рис. 6. Рис. 7. 


нутой, надрезанной и концы которой 
склеены. 


Опыт 8. Изготовить цель в 
4 кольца. 
Опыт 9. Изготовить две от- 


дельные цепи в 2 и 3 кольца каждая. 
Опыт 10. Изготовить цепь в 
3 кольда с четвертым кольном, за- 


цепившимся за среднее кольцо. 
Опыт 11. Изготовить цепь в 
9 колец. 


Опыт 12. Изготовить три от- 
дельных куска цепи по 3 кольца в 
каждом куске (из одной бумажной 
полоски). 

Опыт 13. Изготовить — отдель- 
ный кусок цеии в 4 кольца н второй 
отдельшый кусок цепи в 5 колец (из 
одной бумажной полоски). 
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ОТВЕТЫ, УНАЗАНИЯ. 
РЕШЕНИЯ 


К статье «Проективные шахматы» 


1.1. $54 — 41 — М,! В распоряжении 
черных — ходы ладьей. слоном или конями. 
При ходе ладьи 96 или слона с4 на любое 
конечное поле доски их с матом берет белый 
ферзь с М,. Если ладья 46 идет на поле Оу 
(через 48), то ес берет белая лалья с матом, 
а если слон с4 бьет ферзя на М,. то этого 
слона с матом берет белый слон №3. Наконец, 
на любой ход коня №7 следует 2. КЮ мат, 
» на любой ход коня 26 — 9. Ке?] мат. 

2. 1. С4А — 18 — М! (< угрозой 2. 
<3 — с4 мат) 1..03З—ИЙ 2. КА-р! 
{< угрозой 2: Ки2:е3 мат) 2..©И 112 
3. <3 — с4 мат: 1..3 — М, 2. К — 62! 
КЗ — И 3. с3 — с4 мат! 


К статье «Об одной 
по математике» 


интересной книге 


1. Существуют две схемы. 

3. Для олной схемы — изменить орнси- 
тацию лищевой матрицы. Для другой — 
разделить лицевую матрицу пополам гори: 
зонтальной осъю, поменять местами полови- 
ны, ие изменяя ориентации. 


К статье «Читатели советуют» 


1. Убеднться, что требуемым свойством 
обладаст значение я `= 4, а роль р играет 
число Т. 

2. Убедиться, что требуемым свойством 
обзадает значение я = 2, а роль р играет 
число 3. 

3. Показать, что Ю7. 60 «3 < 106330. 

4. Переписать предложенное неравенство 
в виде 


р 
вс- —_с 
т ни 


ус фу 1 


для дальнейшего доказательства использо- 
вать равенства 


= (УзЕг)" (ут), 


т-—-\т т—_\т 
= (те (9 —г) 
и разложение их правых частей на множители 
(см. с. 49). 
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5. В= 


— х 2т УИ п 

т У т х тб Ут-я 
Указание. Применить 
х = м1 с0$ $ Оз ф=л. 


6. Нанбольшее значение равно 2 и до- 
стигается при х == |, наименьшее значение 


подстановку 


равно 0 и достигается при х = — |. 
7. Персгнуть лист бумаги так, чтобы 
положительное направление оси х совпало 


< положительным направлением оси и. Тог- 
да анния сгиба будет бнесектрисой у-=х 
первого координатиого угла, иересекающей- 
ся с графиком у=х* в точке (1, 1). 
Перпендикуляр, опущенный из этой точки 
на ось, даст возможность установить еди- 
нИНу ЛЛИНЫ. 


и =ЗИ ТЕ 
2 | 2 
Указание. Переписать уравненне в внде 
[ 


; И 
и -з - р ТА >= 
>} Е 38: нь р 
х | 0 
1 . 
ни использовать замену у == -— -- 


В. х.з — 


| 
10 


ут Аи: 
9, х,.. == (141 7 1Ю--3Г. —Указа- 
ние. Положив Ух =:1, перенисать урав- 
нение в виде 2'--(2—2)!-- 4. Показать, 
что получающисся действительные значения 
х являются корнями исходного уравнения. 


10. ж=2, и 1: 





Ща, == 1. 








Пух, —Т, = Указание. 
Использовать замзну и = х— 2. 
12. Хх, = —5, Хх. = 2, Аз. == 
_ —З+К 5 р 
—5 `` Указание. Использо- 
3 
вать замену у=-х- 5 


К статье «О законе сохранення энергии 
в механике» 


1. В процессе соударения на шарик со 
стороны стенки действует сила, паправленцая 
все время в одну сторону. Поэтому импульс 
меняется: 

А {ту) = РАБ 
Перемещение шарнка В процессе соударе- 
ния сначала происходит против силы Ё, а 
затем по направлению Р. Поэтому работа 
А = — БА; РА$ —= АК-=0. 

Работа, а зиачит, и изменение кинетиче- 
ской энергии за время соударения равны 
нулю. 

2. Давление воды у дна стакана больше, 
чем у поверхности. Поэтому кинетическая 


энергия воды, втекающей в сосуд, открытый 
у дна, больше, чем кинетическая энергия 
воды, втекающей в сосуд у поверхности. 
В конце концов кинетическая энергия перехо- 
дит в тепло. Следовательно, вода болыше из- 
греется во Втором случае, чем в первом. 

3. В движущейся системе отсчета сила 
реакции плоскости не перпендикулярна ско- 
рости кубика. Она и совершает работу. 
уменьшающую энергию кубика, 

4. Изменение импульса тела равно им- 
пульсу приложенной к нему силы. Так как 
силы тяготения, денствующие на камень и 
Землю, равны по величине и действуют оли- 
наковое время, то равны и изменения им- 
пульсов этих тел. 

Изменекие кинетической энергин тела 
равно работе силы, которая зависит от силы 
и от перемещения. Силы одинаковы, а перс- 
мещения камня и Земли, обратно пропорцно- 
нальные их массам, различны. За время па- 
Зения камня перемещение Земли будет столь 
малым, что им можно пренебречь. Поэтому 
закон сохранения энергии можно записать 
в форме, ие учитывающей нзменение кинети- 
ческой энергии Земли. 


К статье «Московский государственный 
университет нмени М. В. Ломоносова» 
Математика 
Химический факультет 
18 коп. 

2. х=0, 1х х< 10.5.  Указа- 
нне. Ввести новое нензвестное у = 
— 108. (5 — 3*}- 


Е = 
$3. х, =:0, хх, = — г 
4. У 4(1- 103, а = агссоз {—1/10). 
Указание. Заметьте, что радиус 
первого шара равен трети высоты пира- 
миды. 
5. Оба острых угла раюпы 45°. 


Факультет биологин 


Е. б час. 


д яд 
2. х, = — АЛ, = (И) в 


пл 


- 9 ; А, и — целые числа. 
#л Ёд 
3. х=-(— 1) — +5 ; Е — мелос чис- 


ло, 
4. 513. 


5. 22. Указание. Найти все дейст- 
вительные значения а, при которых трех- 
член у -= 2? — 22 — (а--3) имеет хотя бы 
один иеотрицательный корень. 


Геологическин факультет 


м 
хе, у=(— 1—1. йл; #— 


целое чнсло. 
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3. 9 ИИ ким. 
4. 112<х<2, хз, хзЗ]. 
5. } 2 сем. 


Факультет почвоведения 


1. 9 юношей и 6 девушек, 
2. Второе выражение больше. 


м 
3 м — АА, х,=(— 1х 


ато т | — =) а пл: В, 


п — целые числа. 
4. 7 


5. Ат = | Хо: 7. 
Географический факультет 


Г. 1 ми 18 мч. 
2. Предложенное выражение равно 6. 


3. И. 
4. х= —-2-- У 4— 210635. 


5. х= = - -- пп; П — целое число. 


я 


Физнка 


1. Обозначнм точки, ‘где находились 
первоначально заряды 9; и 92, буквами Р и О- 
Пусть расстояние между этими точкамн 
равно 2. Удалим временно заряд 4, в бес- 
конечность. При этом. согласно определению 
потенциала, нужио совершить работу А, : 
— — 9+ (Фор -- Фр), где Фр = Алей 
и Фор = ды але Е, — потенциалы в точке Р, 
создаваемые зарядами 4 и 4.. Перемсстим 
теперь заряд 4. в точку Р. Для этого потре- 
буется совершить работу А, = 9, (Фр — 
—49). где 49 = 94 ле, — потенциал 
в точке ©, создаваемый зарядом 9%. Наконец, 
возвратив из бесконечности заряд 4: В точ- 
ку @, мы совершим т Аз== д, (Фо Фо), 
где $›0 = фор == 9,'418,Ё — потенциал в 
точке @, создаваемый зарядом 0, нахоля- 
щимся в точке Р. Полная работа, совершен- 
ная при перемещении зарядов 4: н 9». равна 


90 (9—9, — 1) - 
м < ЕЕ и 
=3.10-* дж. 


2. Самолет спускается по прямой линии, 
составляющей с горизонтом угол а, причем 


. #, — Я, 
5 а == = . На самолет действуют: 


сила тяжестн, направленная вертикально вниз 
и равная тр, подъемная сила, направленная 
перпенднкулярно линии движения самолета, 
и сила } сопротивления воздуха. направлен- 
ная в сторону, противоположную движению. 
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Так как самолет движется равномерно, то 
векторная сумма сил равна нулю. Следова- 
тельно, равна нулю и сумма проекций всех 
снл на направление движения. Из последнего 
условия легко найти, что } = мб = 

В, — Я ь 
= т. Когда самолет поднимается 
(по условию, вдоль линии, составляющей с 
горизоитом тот же угол а), то, кроме перечис- 
ленных выше сил, на него действует еще сила 
тяги Ё, создаваемая мотором и направленная 
в сторону движения, Сила сопротивления { 
имеет ту же величину, так как скорость само- 
лета не изменилась. Так же, как и при спус- 
ке, сумма проекций сил на направление дви- 
жения равна нулю, причем проекция т $т 
силы тяжести и проекция { силы сопротивле- 
иия направлены против движения, а проек- 
ция Е силы тяги — в сторону движения. 


=. 





Следовательпо, Е = зи -Е [= На 


Как известно, мощность № = 
разом, 


Ро. Таким об- 
при Полъеме мотор самолета разви- 


вает мощность 





Е И. 
= 200 квт 272 л. с. 


№ == Этро Г 


3. Давление воды на масло, согласно за- 


кону Паскаля  р=р,-Р Ре. где р, = 
— Роя (й-- НМ} — гидростатическое — давлс- 
ние столба воды, ре = 10% кг/мЗ — плот- 


ность воды, &2=10 м/с" — ускорение свобол- 
ного Падения. С дру гой стороны, давление на 
воду со стороны масла также должно быть 
равно р, так как граница масла и воды непод- 
вижна. Оно складывается из давления ро = 
— А/$, которое оказывает на масло дно со- 
суда, н гндростатического давления столба 
масла Е, — рай. Таким о р=р- 
== ро == р» -— рз. Отсюда Е == 5 |ро--роё (В 

- Нун] 2х 1,22.10* н еб 

4. Пусть А — точка. а В— ее изобра- 
женне, когда линза Л находится в первона- 
чальном положении (рис. 1). Расстояние а 
от точки до линзы можио найтн нз формулы 

1 


а к ‚ 
лиизы — р Г Знаки вмивус» 


в формуле стоят потому. что изображение н 
фокус в случае рассенвающей линзы мнимые. 


16 


Отсюда а = В Когда линза сдяинута 


и занимает положение Л”, изображение на- 
ходится иа побочной оси линзы в плоскости, 
лежащей на том же расстоянии 6 от линзы 
{точка В’). Искомое расстояние {= ВВ’. 
Из подобия треугольников АВВ’и АОО’, где 
Он 0’ — центры линзы в начальном н ко- 


0. а—6 
в 





нечном положениях, следует: 
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Рис. 1. 

Отсюда. Учитывая значение а. найдем 
((— В.Е 160 

= ча 28 ТР =!.2 ем 

К статье «Встречи с тремя неизвестными» 
1. а) 186 859 -|- 96 959 = 283 818; 

385 869 -- 95 969 == 481 838; 387 869 -[ 

- 97 969 — 486 838; 
6) 6923 -- 6943 = 13 866; 6943 -- 


-- 6923 = 13 866; 6523 -- 6543 == 13 066; 
6543 -- 6523 = 13 066; 

в) БУЕР — это 1972, 5472 илн 8632. 

2. Будем производить следующий цикл 
действий: | 

а) наливаем воду в 17-литровый бидон; 

6) наполняем из него 12-литровый; воду 
из 12-литрового выливаем в бочку; 

в) то, что осталось в 17-литровом, перс- 
ливаем в 12-литровый (если он наполнится, 
$0 выливаем содержимое в бочку и снова 
переливаем остаток нз 17-литрового в 12-лит- 
ровый}. 

Шесть раз наполнив болыной сосуд, на- 
берем в общей сложности 102 литра. Из ма- 


‚лого бидона вода будет вылита 8 раз, всего 


96 лит Останется ровно 6 литров. 
7980 : 95 == 84 или 7030: 95 = 74. 

а Два шестиугольника могут пазделить 
плоскость на 38 частей (рис. 2), а два вы- 
нуклых — только на 14. Докажите, что 
число частей, 
два многоугольника, 
ресечения их сторон, 


на которые делят плоскость 
равно числу точек пе- 
у величенному 


на 2. 





Рис. 2. м 


5. Последняя цифра произведения опре- 
деляется по последним цифрам множителей: 
УХ ИТТ ЕХТХТТЕл Хх 
УТ ттт Г... 
Эти числа оканчиваются на 7,9,3, ЕТ, 
93,... соответственно, последние цифры пов- 
торяются через три на четвертую. От- 
вет. 9. 

6. Ноги естественно считать парами. 
Перевяжем красной ленточкой по одной паре 
ног у каждого из «присутствующих». Тогда 
неперевязаиных мог останется 13 пар — 
по одной паре у каждой собаки, по две пары 
у каждой мухи. Понятно, что мух не больше 
шести. ИН если в комнате 1, 2, 3, 4, 5, 6 мух, 
то собак соответственно 11, 9, 7, 5, 3, 1. Пер- 
вые три случая не подходят (люди-то есть), 
остальные дают три решения — |, 2, 3 че- 
ловека соответственно. 

7. Участки можно разбить на иары ие 
имеющих друг с другом общих сторон. До- 
кажите, что произведения площадей участков 
каждой пары равны между собой. Ответ: 
площадь четвертого участка может быть 
равна 4/3 га, 3 га, 12 га (участок, входящий 
в пару с четвертым, имеет площаль 6 га, 
4 га, 2 га соответственно). 

8. Ответ: в этом классе 12 скрипачей; 
плавают, но не разводят хомяков 2 ученика, 
ребят, разводящих хомяков, но не плаваю- 
щих и не играющих на скрипке, может быть 
0.1, 2...., 22. Для наглядности полезно 
нарисовать три пересекающихся круга — 
один для скрипачей, второй — для пловцов, 
третий — для разводящнх хомяков. Тогда 
плавающие скрипачи будут стоять в пересече- 
ини первого и второго округов, а 3 человека, 
занимающиеся всеми тремя вндамн полезной 
деятельности — в  перссеченни всех трех 
кругов и т. д. 


К статье 
руками» 


*«Топологическне опыты своими 


{см. «Квант» 1974, №№ 2, 3) 
Задача! Например, так, как из 
рисунке 3. 
Задача 2. 
на рисунке 4. 
Задача 3. 
рисунке 5. 


Одна из карт изображена 


Например, так, как на 


Опыт 1. ... одио `перекрученное 
кольцо. 

Опыт 2. ...2 кольца, но они будут 
сцеплены. 

Оптыт 3. а)... переплетеняе трех 
колец. 

6)... цепь из трех колец. 


Опыт4. ...2 сиепленных 
одно большое н одно маленькое. 


Опыт 6. а) ... цепь из 3 колеи. 
6)... три разрозненных кольца. 
Опыт 7. в) ... цепь из 5 колец. 


6)... 5 колец, частично переплетен- 
ных, частично сценленных. 


кольца: 


НЕрУ//Куапетссте.ги 





Рис. 3. 


К статье «Игра в 15» 
(см. «Квант», 1974, № 2) 

Г. а) Проверяется нидукцией по п. 

6) Если меняются местами соседние чис- 
ла. то утверждение очевидно: прибавляется 
яли исчезает один беспорядок. сли между 
числами Е и }, которые меняются местами, 
стоят $ чисел: 

АР а Аа 
то траниспозицию чисел Ё и } можно получить, 
последовательно выполиив 25-- | транспо- 
позицию соседних чисел. 

в) Воспользуйтесь следующим 
женнем, которое доказывается индукцией 
по п: все перестановки из п чисел можно вы- 
писать в таком порядке, что каждая следую- 
щая будет получаться из предыдущей одной 
транспозицией (причем начинать можно с 
любой перестановки), илн заметьте, что чет. 
ные и нечетиые перестановки получаются 
друг из друга переменой мест первых двух 
чисел перестановкн. 

2. Перестановок из и чисел в п раз боль- 
ше, чем перестановок из (п —Т) числа. 

3. Раскрасим коробочку для игры в 


предло- 


15, как шахматную доску. При каждом пере- 
движении шашки цвет свободной клетки ме- 
няется, На рисунках 1 и 2 в статье свободна 
от одного из 
к дру- 


одна и та же клетка. Значит, 
приведенных на них расположений 


^^ 








Рис. 4. 


тому иельзя перейти, сделав нечетиое число 
передвижений шашек. 

4. См. решение задачи 1, 6). 

8. При циклическом сдвиге строки, не 
содержащей пустых клеток, четиость пере- 
становки, соответствующей расположению 
шашек, меняется. 

Кроме того, в этой игре можно делать 
то же, что и в игре в 15. Значит, любое рас- 
положение шашек можно перевести в любое 
другое (используя не более одного цикличе- 
ского сдвига). 

7. а) Можно. Для доказательства каж- 
дому расположению шашек сопоставим пе- 
рестаиовку нз чисел 1,..., 16 по следующе- 
му правилу. Сначала выпишем номера ша- 
шек в 1-й строке, потом ‘во 2-й, З- и 4-й 
(в каждой — слева направо). Проделаем над 
«нормальным» расположением следующие пре- 
образования: сдвинем циклически 1-ю стро- 
ку влево, потом 1-й столбен вверх, потом 
1-ю строку вправо и. наконец, 1-й столбец 
ВНИЗ: 


1 

1234 2341 534 1 

5678 5678 9678 

90и 12 9090ир 13 12 

13 14 15 16 1356 24 

{а) (6) (в) 
1 5 3 4 25 за 
9 6 7 8 | 6 7 8 
вит эн 1 
219 р 6 346 
} 
{г) (1) 


Эту серию преобразований коротко обоз- 
начим так: (1+, 1}, 1-». 11). Наши 4 пре- 
образования перевели перестановку |, 2, 
3.4, 5.6, 7..... в, 5, 3, 4, 1, 6,7, ...., 
16: числа 1, 2. и 5 передвинулись цикличе- 
скин, остальные остались на месте. Применяя 
к расположению (д) аналогичные 4 преобра- 
зования (2-+, 2{, 2+, 21), получим распо- 
ложеиние, характеризуемое перестановкой 2, 6, 
3. 4,5, 1,7, ... 16. Серия (14, 2$, 1+, 
21), примененная к получениому расположе- 
нию, приводит к перестановксе 2, 3, 1, 4, 5, 6, 
7. ..-., 16. В результате 12 преобразований 
числа 1. 2, 3 передвинулись по циклу. Тройки 
чисел (1, 2, 3) и (4, 3, 2) в «нормальном» рас- 
положении (а) равноправны. Поэтому легко 
подобрать 12 преобразованнй, которые пере- 
водят расположение (а) в расположение, 
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характеризуемое лерестановкой 1, 4, 2, 3, 
5, 6, 7, ..., 16. Применяя к полученному 
расположению 12 преобразований, выписан- 
ных вначале, получаем: 4, 2, 13,5 6, 7, 
.. 16. Циклический сдвиг 1-й строки при. 
водит окончательно к 2, 1, 3, 4, 5, 6, 7, ..., 15 
{числа Ги 2 поменялись местами). 

6) В игре в 16 на торе любые две сосед- 
ние клетки равноправны. Поэтому в задаче 
7. а) фактически доказано, что любые две со- 
седние шашки можно поменять местами. 
Согласно упражнению 4 отсюда следует, 
что любое расположение шашек можно пере- 
вести в любое другое. 

в) Разберитесь сначала с нгрой в 9 на то- 
ре. Обратнте внимание на то, что случаи чет- 
ного и кечетного л. принципиально различны. 


К задачам «Квант» для младших школьников 
(см. «Квант», 1974, № 2?) 

1. 5 школьников; 1, 4, 5, 6. 9 коп. 

2. Одинаково. 

3. 684 259 х 2-= 1368 518. 

4. См. рис. 6. 

5. ЗЕЯ. 

6. Цет. Замененная лампочка будет го- 
реть слабее, так как се сопротивление мень- 
ше, чем у остальных лампочек, а ток в цепи 
практически не изменится. 





Рис. 6. 


К «Чайнворду» 

(см. ОН 1974, №2, 4-ю с. обл.) 

1. Поиселе. 2. Евклнд. 3. Дезарг. 4. Га- 
луа. 5. Архимед. 6. Дюйм. 7. Моинж. 8. Жи- 
рар. 9. Румб. 10. Бурбаки. 1. Ннтеграл. 
12. Лудольф. 13. Фалес. 14. Софизм. 15. Мер- 
сени. 16. Нигилистка. 17. Абак. 18. Каши. 
19. Ибн-Сина. 20. Амбарцумян. 


Чеховский полиграфический комбинат 
Союзполиграфирома 

прн Государствениом комитете Совета Министров 
СССР по делам издательств, иолигрефни ин Кинж- 
ной торговли, г. Чехов Московской области 





Рикописи не возвращаются 





АРКИ, 
ОСВЯЩЕННЫЕ 
БЕНДЖАМИНУ 
АНКЛИНУ 


3 (Вениамин) 
Франклин (1706-—1790 гг.)— 
‚дающийся американский 
олытыческия м обществемн- 
и деятель, днпломат, жур- 
алыст, ученый; одмм мз об- 
азованнейших людей сво- 
вго премени. 

Франклин основал в Фи- 
адельфии первую в США 
ублычную библиотеку, ор- 
внизовал Амермканское фи- 
ософское общество, осно- 

вал Пенсильванский универ- 
мтет. 


Уголок коллекционера 


филь 


.,.? ь ТА 
Ри ров 


> 
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Научные иитересы 
Франклина были очень ши- 
рокы, но главной областью 
го исследований явилась 
физика. Намболее известны 
исследования Франклина в 
обпастм электричества. Он 
объясныл принцип действия 
лейденской банки, ввел об- 
щепринятое в настоящее 
время обозначение двух 
противоположных состояный 
заряженных тел энакамы 


Франклин проделал бле- 
стящые эксперименты пс 
изучению атмосферного 
электричества. Он проде- 
монстрировал электриче- 
скую прыроду молнии, при- 
шел к выводу о том, что 
грозовые облака заряжены 
большей частью отрицатель- 
но. Им также было предло- 
жено эффективное средст- 
во защиты от грозового 
разряда — громоотвод. 

Маркн, посвященные 
Бенджамину Франклнну, вы- 
пускались неоднократно. 
На Фото вы видите три мар- 
ки с портретом Франклмна, 
выпущенные на его родине 
в США, и пять марок, взы- 
пущенных к его 250-летию 
в СССР, Румыним, Болга- 
рмм, Аргентине, на Кубе м 
зо Франции. 


А. В. Алтыкис 
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ПРОСТРАНСТВЕННЫЙ 
ЛАБИРИНТ 


Всем известны лабиринты, коридоры которых лежат в ол- 
ной плоскостн. Но в природе существуют и пространствен- 
`ные лабиринты, коридоры которых расположены на разиых 
уровнях. Это нещеры. Исследователи пешер — спелеологи — 
обладают хорошо развитым пространствениым воображе- 
нием. Оии сравнительно легко ориентируются в хитроспле- 
теннях переходов, поворотов, подъемов, спусков и тупиков. 
Станем и мы на некоторое время спелеологами. 

Перед вами план этажей пространственного лабиринта. 
Номера этажей помечены соответствующими цифрами, 
цифрой 6 обозначена крыша. Все планы ориситированы 
одинаково (направление «юг — север» на них одно и то 
же). Черными линиями обозначены непроницаемые перс- 
городки, белым цветом — отверстия в полу, сквозь которые 
можно переходить с одного этажа на другой (вверх — 
через отверстне в потолке}. Требуется. войдя в отверстие в 
крыше и пройдя по переходам, выйти сквозь отверстие в 
полу первого этажа. Можно двигаться н в противополож- 
ном направленин, вхоля с подпола первого этажа и выходя 
ина крышу. 

Лабуриит можно сделать из листового прозрачного 
плексигласа, и пропускать через него шарик для настоль- 
ного тенниса. В таком случае ширина коридоров н высота 
этажей должна составлять 40—45 мм (не забудьте учесть 
толщину  плексигласа!). На рисунке показаи пол третьего 
этажа с установленными на нем внутреинимя перегородка- 
ми и вырезаниыми в полу отверстиями (наружные стены 
делаются общими для всего лабиринта). При накладыва- 
нин этажей нужно быть внимательным: не перепутать их 
друг с другом и ие изменить орнентацию. Выходное отвер- 
стис в крыше обводнтся какой-нибудь краской, чтобы его 
не спутать с выходом в полу первого этажа. Запустив ша- 
рик, вы можете для облегчения работы переворачивать 
лабнринт. 

Ваш лабиринт будет интересным и полезным развлече- 
нием для друзей. 
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На приведенной здесь гравюре изображен 
бывший дворец царицы Прасковьи Федоров- 
ны (справа), в котором первоначально раз- 
мещалась Академия наук, в том числе ее 
Физический кабниет. Рядом здание Кунст- 
камеры Петра № также переданное Акаде- 
мни наук. Гравюра взята из киигн «План 
столичного города Санкт-Петербурга с 
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28 января [по старому стипю} 1724 года был опубликован сенатский указ об уч- 
реждении Академии наук. Указ извещал, что «Всепресветлейшия державнейшия Петр 
Велиный.. указал учинить Академию, в котороя бы учились языкам, также протчим ма- 
укам м знатным художествам и переводили бы книгм» *]. 


В соответствни с указом Академня являлась научно-исспедоватепьским учрежденн- 
ем, прм котором состояли университет и гимназия, Главная задача академиков опреде- 
пяпась так: «Должность их; все тое, что уже в науках учинено — сендетельствовать, что 
к нсправлению и размножению оных потребно есть — производнть, что каждый в таком 
спучае изобрел — сообщать и секретарю вручать. О всёх декувертах, которые свиде- 
тельствованию м апробации их поданы будут, имеют они непристрастное рассуждение 
чимить: сиречь истины лн оные, вепнкой ли или малой пользы суть и известны ли оные 
были прежде всего ипм не». 


Со дня своего основания Академия наук стапа играть выдающуюся роль в про- 
грессе всех отраспей знания, в изучении природных богатств страны. С Академией 
наук связаны как отдельные достижения в отечественной науке, так м создание новых 
направлений, 


Особенно выдающуюся роль стала играть Академия наук после победы Вепикой 
Октябрьсной социалистической революции. 


Сквозь дым попыхающего пожара гражданской войны В. М. Ленин с геннальной 
прозорливостью выдел контуры будущего соцмалистичесного советского государстве. Он 
понимал, что в построении социализма наука должна играть выдающуюся роль. Этим 
сбъясняется большое внимание, которое В. И. Ленин уделял развитию Академии наук. 
Идя по пути. намеченному великмм Лениным, Академия наук подчинила всю свою 
деятельность развитию социалистического общества. Выполняя свой патриотический 
долг перед Родиной, ученые Академии наук самоотверженно трудились н вместе с 
советским народом, его армией ковапи победу в Великой Отечественной войне. 


Крупные научные достижения советских ученых обеспечили аысокийя технический 
уровень разамтия промышленности м асего народного хозяйства страны. Академия наук 
СССР всемерно содействовала созданию национальных научных центров — Академий 
наук союзных республик, филиалов Академии наук. За последние годы эозниклы но- 
вые научкые центры в Сибири, на Урале, Дальнем Востоке. 

Успехи советских ученых сейчас получили всемирное признание. 


*) Полное собрание законов, т. МИ СПБ, 1830, № 4443. 
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АКАДЕМИЯ НАУК 
И ПРОГРЕСС 
МАТЕМАТИКИ 


Б. В. Гнеденко 





В мае 1974 года будет торжественно отмечаться аыдающееся событне в историм 
отечественной науки — 250-летие Академии наук СССР. В связи с этим мы поме- 
щаем в настоящем номере две статьм, рассказывающие о вкладе Академми наук 
в развитые математмыки м физмки в дореволюционный пернод. В спедующем номе- 
ре мы расскажем о развитим советской математики м Ффизикн. 


Советский народ отмечает. знамена- 
тельный праздиик в жизни нашей 
страны —  двухсотпятидесятилетний 
юбилей высшего научного учрежде- 
ния — Академии наук СССР. Боль- 
шой и славный путь прошла Акаде- 
мия наук за четверть тысячелетия 
своего существования, и этот путь 
отмечен замечательными открытиями 
го всех сбластях научного знания, 
огромной помощью развитню нарол- 
ного хозяйства и культуры нашей 
Родины. С Академией наук тесно 
связан прогресс просвещения бук- 
вально с первых дней ее существо- 
вания. 

Указ об 


учрежденин 
Академии нау 


к был из- 
дан 28 января 1724 года 
по старому стилю. Этому 


предшествовала длительная  пере- 
писка Петра [Г со многимн выдающими- 
ся учеными того времени — Г. В. Лейб- 
ницем, Х. Вольфом и другими — по 
поводу путей быстрого приобщения 
России к научному прогрессу. И еще 
в 1718 году, когда в России не было 
не только Академии наук и универ- 
снтетов, но и налаженной системы 
школьного сбразования, Петр пи- 
сгл: «Сделать Академию, а ныке 
принскать из русских кто учен и к 
тому склонность имеет. , 


По планам Петра Петербургская 
Академия должна была значительно 
отличаться от академий, уже имев- 
шихся в Западной Европе. И еслн 
нностранные академнни были лишь 
местом, где подводились итоги науч- 
ных исследований, проводившихся в 
уйнверситетах, частных — лаборато- 
рнях, домашней обстановке, то выс- 
се научное учреждение России долж- 
но было стать основным источником 
науки в России, принимать участие 
в сбучении молодых людей и приоб- 
щении их к научным исследованиям, 
а также играть основную роль в по- 
пуляризации научных знаний. Тем 
самым, как тогда было сказано, 
«... одно здание с малыми убытка- 
ми, тсе же бы с великой пользою 
чинило, что в других странах разные 
собрания чинят». 

По прсекту, который был одобрен 
Петром, академики сбязывались обу- 
чать молодых людей и готовить себе 
научную смену. И эти обязанности 
Сольшинстром ученых Академии Вы- 
полнялись в действительности. Уже 
с первых дней существовання Ака- 
демин в ней начали воспитываться 
молодые люди, многие их которых 
впоследствии стали выдающимнся де- 
ятелями паукн, культуры и просве- 
щения России. Вспомним сейчас, что 


студентами Академин были поэт 
В. К. Треднаковский, — путешествен- 
ник и географ С. П. Крашенинии- 
ков, ученый и литератор М. В. Ло- 
МОНОСОВ. 

При Академии первоначально бы- 
лин организованы гимназия и уни- 
верситет, поскольку в ту пору ие 
было другнх источников, откуда Ака- 


демия могла бы получать научно 
подготовленную молодежь. Контин- 


тент студентов был определен в 30 че- 
ловек, был разработан учебный план 
для их обучення. При этом иодчер- 
кивалось специально «... смотреть, 
чтсб одийя студент вдруг многими 
лекциями отягчен ие был» Чтобы бы- 
ла реальная возможность поддержи- 
вать чиело студентов университета, 
была учреждена гимназия, ири ко- 
торой предиисывалось 20 человек «со- 
держать иа коште академическом и 
годных производить в студенты, а 
негодных отдавать в Академию ху- 
ложеств». 

Академия была сснована, но в 
России не было ученых. Вот почему 
первые академикн былн приглашены 
из-за иределов страны. Всего были 
приглашены 23 академика. Их выбор 
был исключительно удачен, иодав- 
ляющее большинство из них зиер- 
гичио принялись за организацию ра- 
боты и научные исследования. И уже 
очень скоро Академия имела прс- 
восходную для свсего времени хн- 
мическую лабораторию, астронсми- 
ческую обсерваторию, физический ка- 
бинет, механическую и онтическую 
мастерские, типографию, библиотеку 
и ряд других учреждений. 

Математика с первых дней су- 
ществования Академии нграла в ней 
значительную роль. Среди 23 при- 
глашенпых академиков семь былн 
математнками. Имена многих из инх 
прочно вошли в неторию математики: 
Н иколай и Даниил Бер- 
нулли, Леонард. Эйлер, 
Христнан Гольдбах. 

Петр 1 не дожил до торжества 
открытия Академии: се первсе ссб- 
ранне состоялссь лншь в августе 
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1725 года, спустя полгода после его 
смерти. Но начало работы было до- 
статочно успешным: регулярно про- 
ходили собрания, началось бурное 
изучение страны и ее природных ре- 
сурсов, проводилось систематическое 
изучение важнейших явлений при- 
роды, вылолнялись первоклассные ма- 
тематические исследования. Начиная 
с 1728 года Академия стала выпускать 
научный журнал «Комментарни Пе- 
тербургской Академни», а через шесть 
лет после этого Даниил Берпулли, 
к тсму времени возвратившийся в 
Швейцарию, писал Л. Эйлеру: «Не 
могу Вам довольно объяснить, с ка- 
кой жадностью повсюду спрашивают 
о Петербургских мемуарах ... Же- 
лательно, чтобы их печатание было 
ускорено». Речь шла при этом о ма- 
тематических работах, которые былн 
опубликованы в этом нервом научном 
русском журнале. Так уже на заре 
своего существования Академия пре- 
вратилась в один из крупнейших 
научных центров мира, в которых 
проводились математические иссле- 
дования. 

Д. Бернулли (1700—1782) 
проработал в Россин.всего лишь не- 
сколько лет, но и за этот срок он 
оставил заметный след в истории 
русской науки. Имешю сму Акаде- 
мия обязана ириглашением в свой 
ссстав Л. Эйлера. В изданиях Ака- 
демии Д. Бернулли опубликовал ряд 
работ, роложнивших начало таким важ- 
ным областям математических иссле- 
дований, как математическая гидро- 
динамика, математическая теория ко- 


лебаний, механика газов, а также 
тсория  тригонометрических рядов. 
Теория тригонометрических рядов 


спустя сто лет была подробно разви- 
та франнузским математиком Фурье 
в связи с развитием математической 
тсории распространения тспла. Од- 
нако впервые тригонометрические ря- 
ды были использованы при решении 
задач механики и математической 
физики сще Д. Бериулли. 

В заключение этого краткого рас- 
сказа о Д. Бернулли мне хотелось 


бы здесь упомянуть еще об одном его 
результате, который теперь извес- 
тен каждому, кто знакомится с эле- 
ментами математического анализа. На 
заседании Академии наук 30 япваря 
1729 Тода он сообщил доказатель- 
ство следующего (теперь элементар- 
ного) факта (существование числа е): 


В ту пору это было серьезной науч- 
ной новостью. Впрочем, заметим, что 
все действительно серьезные откры- 
тия постепенипо становятся ишроко 
известными, входят в программы уни- 
верситетского и ликольного обучения. 

Хх. Гольдбах (1690-1764 
был юристом ио образованию и как 
математик проработал в Академии 
очень короткий срок. Основная его 
деятельность в России прошла в 
ведомстве иностранных дел, где он 
занимал крупный пост. В матема- 
гику он вошел в нервую очередь как 
автор знаменитой задачи Гольдбаха. 
Этой задаче можно дать иссколько 
почтн эквивалентных формулировок, 
мы приведем одну из инх: любое 
четкое число, большее двух, предсто- 
вимо в виде суммы двух простых чисел. 
Этот факт был замечен Гольдбахом 
на четных числах первых десятков. 
На протяжении двухсот лет к ре- 
шению проблемы Гольдбаха ие было 
БидНо и пути подхода. И лишь в 
тридцатые годы пашего века такие 
пути были найдены в работах 
Л.Г. Шиирельмана и И. М. 
Виноградова. 

Несомиенно, что самый яркий след 
из всех членов Петербургской Ака- 
демии в области математики в ХУ 
веке оставил в истории науки Л. Эй - 
пер. Продукция его была огромна: 
сейчас известны 865 его работ, в том 
числе 43 отдельных тома. Печатанне 
его исследований продолжалось до 
1862 гола. Наша страна благодарна 
Эйлеру и за подготовку ряда учени- 
ков, внесших позднее большой вклад 


*) См. «Кваить, 1972, № 5, с. 17. 
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Л. Эйлер 


в развитие пауки и культуры. Назо- 
вем несколько имен — С. К. Ко- 
тельников, А. И. Лексель, Ф. И. Шу- 
берт, С. Я. Румовский, М. Софронов, 
Н. И. Фусс, М.Е. Головин, С. Е. Гурь- 
св, В. И. Внсковатов. Они работали 
впоследствии во многих областях ма- 
тематики, механики, астрономии, фи- 
зики, преподавания. Не малую по- 
мощь и поддержку оказал И. Эйлер 
и М. В. Ломоносову в научных на- 
чинаниях последнего. 

Нет возможности в краткой ста- 
тье даже просто неречислить те вон- 
росы, которыми занимался в матс- 
матике Л. Эйлер и получил в них 
основополагающие результаты. Им 
были усовершенствованы н развиты 
дифференипальвое и интегральное ис- 
числения, в. значительной мере соз- 
даны методы решения дифференци- 
альных уравнений, существенно иро- 
двинуто решение сложнейших задач 
теории чисел, созданы основы ва- 
риационного исчисления,  исследо- 
ваны задачи страхования и теории 
ошибок наблюдений, изучен ряд за- 
дач небесмой механики и в том числе 
разработана теория движения Луны, 


фактически создана теория движения 
твердого тела, решены многочислен- 
ные задачи внешней баллнстикн. Мно- 
гие из сбластей исследования, ко- 
торые заинтересовали Л. Эйлера, на- 
ходились в непосредственной связи 
с актуальными вопросами практики 
того времени. Эйлер ввел в науку 
ряд понятий, которые стали на мно- 
гие десятилетия основным объектом 
се изучения. Так, к Эйлеру восходит 
рассмотрение знаменитой в теорнт 
чисел функции дзета, с помощью ко- 
торой до сих пор изучаются свойства 
распределения простых чисел в ряду 
целых положительных чисел. 

Ко времени Эйлера в математике 
было изучено несколько задач, в 
которых требовалось найти максимум 
или миниму м некоторой величины в за- 
висимости от выбора некоторой ли- 
нии. Вот классические примеры этого 
рода: среди всех плоских линий дан- 
ной длины [ найти ту, которая ог- 
раничивает максимальную площадь. 
Среди всех кривых, соединяющих точ- 
ки А и В (кривые предполагаются 
плоскими, находящимися в верти- 
кальной плоскости, точка А нахо- 
дится выше точки В), найти ту, 
по которой тяжелая точка, двиго- 
ясь под действием силы тяжести, 
из точки А попадает в В в кратчайший 
срок. Начальная скорость предполо- 
гается равной нулю. Это известная 
задача о брахистохроне, поставлен- 
ная известным швейцарским мате- 
матиком Моганном Бернулли н од- 
новременно решенная тремя знаме- 
нитымн математнками того времени — 
Ньютоном, Яковом Бернулли и Ло- 
питалем. 

Эйлер уловил важность подоб- 
ного типа задач н создал общий ме- 
тод их решения — варнационное 
исчисление, которой в полной мере 
используется в науке и в наши дни. 

Эйлер оказал исключительное вли- 
яние и на систему преподавания ма- 
тематнки от самых ее начал до из- 
вестных в ту пору се вершин. Им 
были написаны учебники арифмети- 
ки, элементарной алгебры, введение 
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в математический анализ и аналити- 
ческую теометрию, создана система 
изложения тригонометрин, дошедшая 
до нас в почти неизмененном внде. Им 
были введены принятые теперь обо- 
значения тригонометрических функ- 
ций. Ему же принадлежат обозна- 
чения чнсел с, ё=уУ —1. 

Многие ученики Л. Эйлера впо- 
следствии стали академиками. Осо- 
бого упоминания заслуживает 
С.Е. Гурьев (1764—1813), ко- 
торый за четверть вска до француз- 
ского математика О. Кощи обратил 
внимание на необходимость строгости 
при изложении математического 
анализа. Вопросам обоснования ма- 
тематики, в том числе и математи- 
ческого анализа, и были посвящены 
основные его труды. Основным трак- 
татом Гурьева в указанном направ- 
ленин следует считать книгу «Опыт 
усовершенствования элементов гео- 
метрии» (СПб., 1798). Я приведу 
слова Гурьева, которыми он начал 
свой трактат: «Читая математические 
откровения нынешних времен и 0об- 
рашаясь к началам, на коих оные 
обыкновенно утверждаются, всегда 
я представляю себе огромное здание, 
непрестанно возвышающееся на сла- 
бых основаниях, всегда сокрушалея 
о преклониости к падению сей чрез- 
вычайной громады полезнейших роду 
человеческому знаний». Заметим, что 
вопросы обоснования математики, 
построения ее прочного фундамента, 
начиная с ХХ века занимают вид- 
ное место в математических исследо- 
ваниях, и наша наука может тор- 
диться тем, что одним из зачинателей 
этого движения был наш соотечест- 
венник. 

Следующий этан в развитии ма- 
тематики в Академни наук связан 
с именами М. В. Остроградского 
(1801—1862) и В. Я. Буняковского 
(1804—1889). 

М. В. Остроградский *) 
оставил значительный след в развни- 


*) Более подробно об М. В. Остроградском 
рассказано в «Кванте», 1971, № 9, с. И. 


тив математического анализа, ма- 
тематической физики, механики, ва- 
рнациониого исчисления. Знамени- 
тая формула Остроградского в тео- 
рин кратных нитегралов до сих пор 
излагается в математическом аналн- 
зе ислужит основным орудием мате- 
матнческой физики. В самой матема- 
тической физике исследования Ост- 
роградского касались вопросов рас- 
пространения тепла в твердых телах 
и в жидкостн, распространения воли 
на поверхности жидкости, уравнений 
теорни упругости, теорни удара, воп- 
росов магнетизма и электричества. 
Острогралский оставил также 
значительный след в истории мате- 
матического образования. Он сам 
был превосходным педагогом, стре- 
мившимся опоэтизпровать изложе- 
вие математики. сделать его идейно 
насыщенным и в то же время тесно 
связанным с задачами практики. Он 
создал учебники для школы, являл- 
ся организатором математического 
образования в военных учебных за- 
ведениях, выстунил со своим педа- 
гогическим кредо в очень интересной 
и теперь монографяи «Размышления 
о преподавании» (Париж. 1860), на- 
писанной им совместно с француз- 
ским педагогом А. Блюмом, 
Интересно замстнть, что в ту ио- 
ру, когда Россия была еще далека от 
освобождения крестьян от креност- 
ной зависимости, Остроградский счи- 
тал возможным и полезным пригла- 
ненне в качестве инструкторов по 
трудовому воспитанию <... ува- 
жаемых и опытных рабочих, которые 
осторожно будут руководить руч- 
ными работами учеников». 
Профессию учителя  Остроград- 
ский ценнл очень высоко ин стремил- 
ся показать молодым людям высокое 
призвание педагогического труда. Он 
мечтал о том временн, когда люди 
науки «с воодушевлением займутся 
жизненно важными вопросами прс- 
подавания наук. 
Все упростится тогда в жизни 
нации, и наука станет деятельным, 
настойчивым помощником, соучаст- 





ВИр:ИКуапьтссте.ги 


М. В. Острогралский 


ником всех моральных и материаль- 
ных достижений». 

Современиик и большой друг Ост- 
роградского — В. Я. Буняков- 
ский — скорее был просветителем, 
чем оригинальным исследователем. 
Впрочем, некоторые его результаты 
до сих пор живут в науке. Вспомним 
знаменитое неравенство Буняковскс- 
го — Коши — Шварца, найденное 
независнмо друг от друга тремя наз- 
ванными учеными н широко исполь- 
зуемое в современной математике. 
Большую роль в истории математи- 
ческой культуры России сыграл его 
превосходный для свосго времени курс 
теорци вероятностей. 

В первой половине ХТХ века в 
России жил и трудился один из ве- 
личайших математиков прошлого — 
создатель неевклидовой геометрин — 
Н. И. Лобачевский*) (1792— 
1856). По образному выражению ан- 
глийского геометра конца прошлого 
века, Лобачевский был Копернником 
геометрии, тем ученым, который смог 





*) См. «Квант», 1972, № 12, с. 7. 


пересилить освященные — тысячеле- 
тиями традиционные взгляды и иред- 
ложить свои новые. Его взгляды ока- 
зались для современников настолько 
новыми и несбычными, что они их 
не понимали, а многие и издевались 
над их автором. В результате Н. И. 
Лобачевский остался вне Академии 
наук. 

Вторая половина прошлого яска 
в Академии паук и в математической 
жизни всей страны прошла под ог- 
ромным влиянием ндей и результа- 
тов замечательного математика 
П. Л. Чебышева *) (1821—1894). 
Под сго влиянием выросла превос- 
ходная по составу и силе получен- 
ных результатов петербургская ма- 
тематическая школа. Она работала 
с большим успехом в ряде областей 
математики и в первую очередь в 
теории функций, математическом ана- 
лизе, теор! чисел и теории вероят- 
ностей. Эта школа была тесно связа- 
на с запросами практики, и сам Чебы- 
щев не уставал говорить о том, что 
нрактика является исходным пунктом 
для математических теорнй и олнов- 
ременно на ней проверяется их на- 
учная и общественная ценность. 

Научное творчество П. Л. Че- 
бышева началось еще в бытность сго 
студентом Московского университе- 
та. За работу «Вычисления корней 
уравнения»  физико-математический 
факультет присудил ему в 1841 году 
серебряную медаль. В 1847 году Че- 
бышев переехал в Петербург, и вся 
дальнейшая сго жизнь была связана 
с Петербургским университетом, а 
также с Академией наук, куда он 
был привлечен для подготовки к 
изданию рукописей Л, Эйлера по тео- 
рни чисел. Работа была закончена 
нсключительно быстро — уже через 
два года вышли из печати два тома 
работ Л. Эйлера но теории чисел, 
снабженные подробнымн  указате- 
лями. В этн два тома вошли многие 
неопубликованиые результаты, хра- 
нившиеся в рукописях н в записных 





*) См. «Квант», 1971, №5, с. 1. 
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Н. Л. Чебышев 


книжках Л. Эйлера. Несомненно, что 
интерес П. Л. Чебышева к теории 
чисел в значительной мере был свя- 
зан с этой его издательской деятель- 
ностью. 

В том же 1849 году вышла из пе- 
чати и была защищена в качестве 
докторской диссертации книга 
П. Л. Чебышева «Теория сравнений». 
В теченне многих лет эта книга слу- 
жила основным учебником по теорни 
чнсел для университетов. Но, пожа- 
луй, еще важиее то обстоятельство, 
что в качестве нрнложения к этой 
кинге было опубликовано замеча- 
тельное исследование «Об опредс- 
лении числа простых чисел, не пре- 
восходящих данной величины», ока- 
завшее решающее влияние на направ- 
ление дальнейших работ по теории 
чисел. Это дополнение было быстро 
нереведено на французский язык и 
издано во французском журнале. Вин- 
манне математической общественности 
к результату П. Л. Чебышева было 
вполне естественным, поскольку ему 
удалось сделать фундаментальный 
шаг в изучении закономерностей рас- 


пределения простых чисел в ряду 
натуральных впервые после Евклида. 
Знаменитому древнегреческому гео- 
метру принадлежит доказательство 
того факта, что простых чисел суще- 
ствует бесконечно много, Чебышев 
же открыл замечательную асимптотн- 
ческую закономерность их распре- 
деления средн всех целых положи- 
тельных чисел. Мы приведем этот 
результат в формулировке, которая 
была опубликована Чебышевым во 
второй его статье «О простых числах»: 
Обозначим через п (х) число простых 
чисел, меньших по величине, чем х. 
Тогда для всех достаточно больших х 
выполняются неравенства: 


0,92149 < (х): 2 == 1.10555, 


где № х означает логарифм по осно- 
ванию е = 2,7128... числа х. 
Далее Чебынев доказал, что есай 


х 
при х Е 


стремится к некоторому пределу, то 
этим пределом может быть только 
число Г. 

Доказательство существования это- 
го предела потребовало более гро- 
моздких и сложных рассуждений н 
появилось лишь сиустя иятьдесят 
лет после открытия Чебышева. Это 
доказательство было получено од- 
новременно двумя математиками: 
французским ученым Ж. Адамаром 
и бельгийским — Ш. Ж. де ла Валле 
Пуссеном. Метод Чебышева вполне 


> < 





отношение п (х): 


элементарен и, нужно думать, его 
возможности еще далеко не исчер- 
наны. 


Второе направление математичс- 
ских исследований, в котором Чебы- 
шев оставил яркий след, связано с тео- 
рией вероятностей. Здесь ои указал 
на новый важный объект исследова- 
ний н разработал простые и в то же 
время очень сильные методы исслс- 
дования. В первую очередь мы долж- 
ны указать на знаменитый закон 
больших чисел в форме Чебышева, 
который до сих пор излагается в ис- 
измененном виде во всех, даже самых 
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коротких учебниках тсории вероят- 
постей, н при этом его доказательство 
приводится в предложенной им форме. 
Этот результат Чебышева дает весь- 
ма общие условия, при которых сум- 
марное воздействне большого числа 
случайных ингредиентов оказывается 
почти постоянным. Значение откры- 
той Чебышевым закономерности пред- 
ставляет не только общетеоретиче- 
ский нитерсс, но и имеет болыное 
практическое значенис. 

Третье направление исследований. 
в котором Чебышеву принадлежит 
сама идея его возникновения,  свя- 
зано с так называемым нанлзучшим 
приближением функций. Эта область 
математической мысли, целиком яв- 
ляясь в своих основах изобретением 
Чебышева, ирсвратилась в нашн дни 
в богатую результатами и связямн 
с другими ветвями знания часть ма- 
тематики. Исходным пунктом для 
построения этой теорин явилась чис- 
то практическая задача, возникшая 
у Чебышева в связи © поручением 
факультета Петербургского универ- 
ситета подготовить и прочитать курс 
практической механики. 

Перед Чебышевым возник вопрос 
об уменьшении возможных отклоне- 
ний Движения штока от прямолиней- 
ного в так называемом параллело- 
грамме Уатта, а уже этот чисто прак- 
тический вопрос привел его к поста- 
новке ряда новых математических 
задач. Простейшая из иих иироко 
известна: среди всех многочленов сте- 
пени п 


Рава: 
найти тот, для которого тах |Р„ (ху 
при [х| 1 имеет минимальное зна- 
чение. 


Ответ был найден П. Л. Чебы- 
шевым еще в 1859 году; оказалось, 
что нскомый мпогочлен (теперь его 


называюг многочленом Че- 
бышева) имеет следующий вид: 
} 
Р, (х) -- — с0$ (п агссо$ х}. 


оп — 1 
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А. М. Ляпунов 


Напишите 
Чебышева 


в яв- 
прн 


Упражнение. 
виде многочлены 
12, Зи 4. 


ВОМ 


Остановимся еще на результатах 
двух выдающихся ученнков П. Л. Че- 
бышева — А. М. Ляпунова (1857— 
1918) нА. А. Маркова (1856—1922). 

А.М. Ляпунов еше в Пе- 
тербургском университете получил от 
П. Л. Чебышева тему самостоятель- 
ной работы, которую успешно завер- 
шим. Эта тема была связана с одним 
из труднейших вопросов мехапики: 
устойчивостью форм у жидких вра- 
щающихся масс. Она получила даль- 
нейшес развитие в его магистрской 
диссертации. 

После успешной защиты диссер- 
тации А. М. Ляпунов был приглашен 
для преподавания в Харьковский уни- 
верситет. Естественно, что первые 
годы преподавания требовали от Ля- 
пунова большой затраты времени на 
подготовку, тем более, что препода- 
вать приходилось ряд математических 
дисциилин н теоретическую  меха- 
нику. Но эта подготовка и последую- 
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щая иеобходимость осмысливать ма- 
тернал для изложения приводили к 
постановке новых научных вопросов, 
требующих тщательного исследова- 
ния. В Харьковском университете 
Ляпунов занялся таким новым на- 
правлением математики, которое по- 
лучило позднее название теории ус- 
тойчивости движения. 

К изучению поведения решений 
систем дифференциальных уравнений 
при неограниченном возрастании ар- 
гумента сводятся многочисленные за- 
дачи теорни ин практики. Ляпунов раз- 
работал эффективные методы нх ис- 
следования. В ту пору работы Ляпу- 
нова представляли интерес в первую 
очерсдь для задач небесной механики 
(вопросы устойчивости солнечной си- 
стемы ин т. п.). Однако, начиная с 
тридцатых годов нашего века, нден 
и методы Ляпунова получили непо- 
средственное практическое значение 
для задач авиации, раднотехники, 
машиностроения и т. д. Ляпунов за- 
ложил основы теории устойчивости 
движения, разработал методы иссле- 
ловання н рассмотрел важнейшие част- 
ные случаи. Эти идеи были разра- 
ботаны им в ряде работ и объединены 
в 1892 году в докторской диссерта- 
ции «Общая задача устойчивости двни- 
жения», принесшей ему мировую из- 
вестность. 

В 1900 году А. М. Ляпунов был 
избран членом-корреспондентом Ака- 
демии наук, а через год — ее действн- 
тельным членом. После избрания Ля- 
пунов переехал в Петербург, н, бросив 
преподавание, целиком отдался науч- 
ным изысканиям. 

На рубеже двух столетий Ляну- 
нов обратился к вопросам теорнн ве- 
роятностей и изучил одну нз задач 
своего учителя — разысканне нанбо- 
лее общих условий, при выполненин 
которых нормированные суммы не- 
зависимых случайных величин при 
большом числе слагаемых имеют поч- 
тн нормальное распределение. Дока- 
занная им теорема получила назва- 
ние центральной предельной теоремы 
теорин вероятностей. 


А. А. Марков 


После 1901 года Ляпунов полно- 
стью отдал свои силы решению зада- 
чи Чебышева о равновесни жидких 
вращающихся масс. Он был недово- 
лен своими первоначальными резуль- 
татами, поскольку в них он нсследо- 
вал лишь первые приближения. Сог- 
лзасно же его мнению, решение естест- 
веннонаучной ‘задачи требует полно- 
го и строгого решения, поскольку 
иначе можно прийти к ошибочным 
выводам. Современник Ляпунова 
французский математик А. Пуанкаре 
занимался той же задачей, но при 
этом он довольствовался лишь пер- 
вым приближением. В результате они 
пришли к противоположным выво- 
дам, приведшим к длительному науч- 
ному спору. Астроном Дарвин (сын 
известного естествоиспытателя Чарль- 
за Дарвина) выступил с космогониче- 
ской теорией, построенной на прибли- 
женных результатах Пуанкаре. В кон- 
це концов спор закончился полной 
победой результатов Ляпунова. 
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С именем А. А. Маркова связаны 
крупные сдвигн в развитии теории 
дифференциальных уравнений, теории 
непрерывных дробей и их примене- 
ния к вопросам теории функций, 
теорин квадратичных форм и теорин 
вероятностей. Особенно важные ре- 
зультаты были получены А. А. Мар- 
ковым в теории вероятностей, где 
он заслуженно считается одним из ос- 
новоположников современного состоя- 
ния этой науки. Он ввел новый 
объект исследования в теории ве- 
роятностей, получнвший  наимено- 
ванне «ценей Маркова». Речь при этом 
идет о последовательностях случай- 
ных событий, вероятность появления 
или непоявления которых зависит 
от того, появилось или нет в пнреды- 
дущем месте соответствующее собы- 
тие. Для цепей Маркова самим авто- 
ром был получен ряд глубоких ре- 
зультатов. Были рассмотрены, нсполь- 
зуя цепн Маркова, закономерности 
чередования гласных и согласных 
на примерах двух классических про- 
изведений русской литературы — «Ев- 
гений Онегин» А. С. Пушкина и 
«Детские годы  Багрова внука» 
С. Т. Аксакова. 

А. А. Марков ие дожил до того 
пернода, когда понятне цепи и про- 
цесса Маркова стало центральным 
не только в теорин вероятностей, 
но также в физике, теорни автомати- 
ческого управления, разнообразных 
применениях теорни вероятностей в 
биологических н производственных за- 
дачах, в теории информации. 

Болышое значение для развития 
отечественной общественной мысли 
сыграли многочисленные выступле- 
ния А. А. Маркова против пронзво- 
ла царского режима и церкви. Он 
не прошел мимо событий 1905 года, 
отлучения Л. Н. Толстого от церкви, 
отказа царского правительства учтвер- 
дить избрание Максима Горького в 
Академию. 

Мы продолжим наш очерк в сле- 
дующем номере, где расскажем о до- 
стижениях Академни в советское 
время. 
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ОЧЕРК 
РАЗВИТИЯ ФИЗИКИ 
В АКАДЕМИИ НАУК 


С. И. Вавилов 





Выдающийся советский физик академик Сергей Иванович Вавилов, бывший с 1945 
по 1954 год Президентом Академим наук СССР, много внимания уделял вопросам 
истории физики. Среди его рабог есть статья под названием «Очерк развития фи- 
зики в Академии наук за 220 лет». Она была напечатана в 1945 году, к юбилею Ака- 
демим, в «Очерках по историм Академии наук», выпущенных Издательством АН СССР. 
В этой статье С. И. Вавилов охарактеризовал вклад членов Академни в развитие 
отечественной физики. Небольшие редакционные дополнения к статье приводятся 


в квадратных скобках. 


«... собирая Академию в России, где 
не было еще университетов и даже 
средних школ, Петр, несомненно, по- 
вимал, что она не может быть копн- 
ей Парижской Академии наук и Лон- 
донского Королевского обихсства. Рус- 
ская Академия не мюгла быть вериш- 
ной ученой нирамнды, как во Фран- 
цин и в Англии, по причине отсут- 
ствия самой этой пирамиды. В зада- 
чу новой Академии прежде всего вхо- 
днло ее создание. По этой причине 
на берегах Невы возникла Академия 
совсем особого рода. Наряду с уче- 
НЫМИ зассданиями, на которых... 
Бернулли, Эйлером и другими дела- 
лись сообщения ло самым острым воп- 
росам свронейской науки, все ака- 
демики занимались университетским 
и гимназическим нпренодаванием и 
прежде всего были профессорами. 
На академиков возлагалась, помимо 
того, большая и трудная работа по 
разностороннему изучению России, 
се природы, исторни, народов, языка; 
академики постоянно привлекались 
к техническим экспертизам, к орга- 
низации производства. Это необхо- 
димо иметь в виду, рассматривая нер- 
вый пернод физики в Академии до са- 
мого конца ХУПГ века. Число лини, 


причастных к развитию физики в Ака- 
демин наук в течение всего ХУ Ш ве- 
ка, очень невелико; это — академн- 
ки, официально занимавшие кафедру 
физики или фактически работавшие 
в этой области, небольшой техниче- 
ский персокал механиков, Оптиков 
н отдельные изобретатели, вроде зна- 
мепитого Кулибина. 

Научная жизнь Академни долгое 
время, до недавнего прошлого, цели- 
ком определялась личным составом 
ее членов. Поэтому, естественно, нан 
очерк строится на комментированном 
списке членов Академии... 


Даиннил Бернулли (1700—- 
1/82)... в своем знаменитом трактате 
но гидродннамике (который он писал 
в Петербурге) и длинном ряде ме- 
муаров но механике и акустике про- 
явил себя как один из самых заме- 
чательных представителей  матема- 
тической физики. В Петербурге он 
пробыл 8 лет (1725—1733), но до кон- 
ца жизни сохранил тесную связь 
с Академией... 

|Даннил Бернулли ввел в механи- 
ку принцин сохранения «живой си- 
лы» (суммы произведений масс тел 
на квадраты скоростей). Исходя из 





А. Бернулли 


этого принципа, он получил знамени- 
тый закон, характеризующий движе- 
ние жидкостей по трубам. ] 


Иоганн Лейтман (1667— 
1736)... занял в Академии кафедру 
механики и оптики, и его по праву 
можно назвать отцом оптотехники 
н точной механики в России. Он был 
известе, Петру | как автор книг 
о часах и шлифованин стекол, и Петр 
стремнлея пригласить сго в Россию 
еще до основания Академни. Прибыв 
в Петербург в 1726 году, ои вскоре 
взялся за налаживание работ по точ- 
ной механике и оитике... Есть до- 
статочные основания думать, что осо- 
бое виимание н успехи в практиче- 
ских областях онтики в Петербурге 
в ХУНГ веке в работах Ломоносова, 
Кулибина, Эпинуса, Эйлера и дру- 
гих были в значихельной мере онрс- 


делены деятельностью — академика 
Лейтмана. 
Великий Леонард Эйлер 


{1707—1783}... был в Петербургской 
Академии сначала профессором фи- 
знологин, затем физики и, наконец, 
математики... Вместе с Петром 1 
н Ломоносовым Эйлер стал добрым 
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гением нашей Академии, определив- 
ним ее славу, ее крепость, ее про- 
дуктивность. Физика Эйлера, конеч- 
но, блекиет в лучах его математиче- 
ской славы, но сама по себе опа очень 
нмпозантна ин заслуживает гораздо 
болышего внимания, чем ей уделяет- 
ся до сих пор. Несмотря на роковые 
ошибки волновой оитики Эйлера, 
именно она подготовила оптику Фре- 
неля. Диоптрические фолианты *) Эй- 
лера, написанные в Петербурге, зиа- 
меновали поворотный пункт в раз- 
витни геометрической оптики. Его 
«Письма о некоторых физических и 
философических матсриях, — инсан- 
ные к некоторой немецкой приицес- 
се» — великолепная популярная и 
полная орнгинальных идей энцикло- 
педия физики ХУИ века. По от- 
личному русскому переводу «Писем», 
сделанному учеником Эйлера акаде- 
миком Румовским, учились физике 
мпогие поколения русских людей. 
Георг Рихман {1711— 
1753)... навеки запечатлел свое имя 
в историн физики как эксперимента- 
тор, трагически погибший на посту 
во имя науки... Занимался он вопро- 
самн о парообразовании, воздушты- 
ми насосами и машинами для подъе- 
ма воды, а также другими разиообраз- 
ными естественно-научяымн # ТСХНИ- 
ческими явлениями и задачами. 
К электрическим опытам Рихман 
перешел задолго до знаменитой пуб- 
ликации Франклина... Известие об 
опытах Франклина в 1752 году про- 
нзвело во всем мире такое же вие- 
чатление, как в свос время первые 
паблюдения Галилея с телесконом, 
а в конце ХХ века — оныты Рентге- 
на. Всюду, в том числе и в Петер- 
бурге, лихорадочно принялись за их 
повторенне. Рихмаи с громадным ув- 
лечением занялся наблюдениями над 
грозами и атмосферным электричест- 
вом у себя на дому, на углу 5-Й ли- 
нии и Большого проспекта Василь- 
евского острова. 


|*} Иместся в виду сочинепие Эйлера 
под названием «Диоптрика». ] 


Хорошо извесгиы, 
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обстоятельства гибели Рихмана во 
время опыта 26 нюля 1753 года [он 
погиб от удара молнии |. Работа Рих- 
мана в Академин — одна из траги- 
ческих, но славных страннц акадс- 
мической физики. 


Миханл Васнльевнч 
Ломоносов (1711—1765)... Во 
всех’ областях науки и «художеств», 
которыми занималась Петербургская 
Академия в ХУИГ веке (за исклю- 
чением математики), Ломоносов был, 
бесспорно, самым замечательным н 
нанболее самобытным представите- 
лем. Для русского государства Ло- 
моносов стал воплощенным доказа- 
тельством талантов, склонностей и 
умения русского народа в деле нау- 
ки и культуры... Известно, что Ло- 
моносов считал основной «профессни- 
ей» своей химию, но в химии Ломо- 
носов по преимуществу был великнм 
физико-химиком. Вместе стем, и в 0б- 
ластях чисто физических Ломоносов 
нпроявнл себя с поразительной широ- 
той и оригинальностью. Заслуги Ло- 
моносова в физике начинаются с соз- 
дания необходимых условий для раз- 
витня ее в Россин... 

Во втором издании [переведенной 
М. В. Ломоносовым | «Вольфианской 
экспериментальной физики», в 1760 го- 
ду, Ломоносов поместил «Прибавле- 
ння к экспериментальной физике», 
заключающие краткие упоминания о 
некоторых результатах в области 
физики, полученных им самим. Это, 
прежде всего, его кинетическая тео- 
рия теплоты, или, как оп говорит, 
«моя система тенлотворного движе- 
ння», одна нз замечательных пред- 
мественииц современной кинетиче- 
ской теории; далее, его оригиналь- 
ная и, несмотря на ошибочность, весь- 
ма остроумиая и глубокая «новая 
теория о цветах», в которой впервые 
делается конкретная попытка связать 
учение о свете и веществе; наконец, 
его теория атмосферного электриче- 
ства... 

Опубликование научных рукопи- 
сей Ломоносова, а также изучение 
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его забытых печатных научных ме- 
муаров открыло перед нами Ломоно- 
сова как замечательного оптика, изоб- 
ретателя н конструктора новых теле- 
скопов, микроскопов, фотометров, пе- 
рископов, строившего их в лабора- 
торнн-мастерской вместе с подручны- 
ми мастерами... 

Глубиной н своеобразием поража- 
ют многне записи и афоризмы Ломо- 
носова, касающиеся законов сохране- 
ния движения и вещества, теории 
атомов и эфира, вопроса о соотноше- 
нии тяжелой и инертной масс... 


Франц Эпинус  (1724— 
1802) явился в Академии представи- 
телем нового поколения н существен- 
но нового направления в физике. Для 
этого поколения ньютоновский ме- 
тод решения задач о притягательных 
ин отталкивательных силах становит- 
ся бесспорным, хотя еще недавно для 
Бюльфингера, Эйлера, Ломоносова он 
был сомнительным. Утверждая с са- 
мого начала в своем знаменитом трак- 
тате «Опыт теории электричества н 
магнетизма» (Петербург, 1755}: «По- 
лагаю нссомненной аксиомой, что те- 
ло не может действовать там, где его 
нет», Эпинус фактически пользуется 
ныютоновской схемой в своей теории 
электростатических взаимодействий 
н индукции. Имя Эпинуса связано 
и с другими важными физическими 
‘результатами. Ему принадлежит от- 
крытие пироэлектрических свойств 
турмалина, реализация первого ахро- 
матического микроскопа *), построен- 
ного в Петербурге и долгое время 
хранившегося в Физическом кабине- 
те Академии наук... 

Беглый просмотр деятельности 
[некоторых | академиков-физиков да- 
ет довольно ясную картину состоя- 
ния и развитня физики в Петербург- 
ской Академии в ХУП [ веке. По свое- 
му качеству эта физика занимала ол- 


{*} Ахроматический микроскоп имеет 
сложный объектив, в котором изображения 
предметов, образованные световыми волнами 
различной длины, практически совпадают 
н потому не искажаются. | 


Михаил Васильевич 
Ломоносов 


но из первых мест, если не первое 
в Европе. Нужно иметь в виду при 
этом общее состояние физики в Евро- 
пе в эту эпоху. Это было время раз- 
работки ньютоновского наследства, 
с одной стороны, его укреплення, 
с другой — критики. Сам ХУИГ век 
в физике не дал результатов, по зна- 
ченню своему хотя бы приближенно 
равноценных ньютоновским. Очень 
сильно продвниулась электростатика, 
оптика, главным образом геометри- 
ческая; большая подготовительная ра- 
бота в ХУИН[ веке была сделана 
в учении о теплоте, ио все же нрин- 
цяпиально новое ни большое в элект- 
ромагнетизме, оптике и теплоте сужде- 
но было ‘сделать физикам Х[Х века. 
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На общем фоне физики в ХУ ве- 
ке работам Эйлера, Ломоносова, Эян- 
нуса принадлежит очень почетное ме- 
сто. При этом в области оптики Эйлез 
ни Ломоносов подготовили почву для 
развития теорни световых волн. 


Таково общее научное значение 
нашей — академической физики в 
ХУПГ веке. Но у нее была и своя 
особая черта, имевшая значение по 
ирсимуществу для России. Академи- 
ческие физики почти до конца века 
большое внимание уделялн техниче- 
ским вопросам. Практическая опти- 
ка, оптическое приборостроение на 
Васильевском острове в ХУП веке 
находились на такой высоте, которой 
могла позавидовать любая страна 
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мира. Работы Лейтмаца с учениками, 
оптическая мастерская Ломоносова, 
работы по геометрической оптике Эй- 
лера и его учеников, ахроматический 
микроскоп Эиинуса, телескопы, реф- 
лекторы Кулибина — все это было 
самым передовым для своего времс- 
ни... Петербургские академики-физи- 
ки вели систематические метеороло- 
тическле и магнитные наблюдения, 
давали консультации по техническим 
вопросам н ниспрерывно занимались 
учебной работой. У них был и свой 
центр — Физический кабинет с «ин- 
струментальной палатой», т.е. ма- 
стерской. В Кабинете велись опыты, 
нодготавливались демонстрации для 
студентов и для показов на заседанн- 
ях Академии и при дворе... 


Василий Владимиро- 
вич Петров (1761-1834... 
В 1795 году В. В. Петров стал экстра- 
ординарным нрофессором только что 
образованной Медико-хирургической 
академии. Здесь он собрал образио- 
вый для своего времени физический 
кабинет, где и были произведены ос- 
новные его экспериментальные рабо- 
ты. Они собраны в трех книгах: 
1) «Собрание физико-химических но- 
вых опытов и наблюдений», 1801; 
2) «Известие о Гальвани — Вольтов- 
ских опытах», 1803; 3) «Новые элект- 
рические опыты», 1804. В этих томах 
перед нами очень большой опытный 
материал... по выяснению природы 
различных случаев люминесценции*), 
по знаменитым опытам с вольтовой 
дугой, открытой Петровым, и по элект- 
ростатике. В отличие от Ломоносова, 
Петров совсем не был склонен к ии!- 
роким обобщениям, он был эмнири- 
ком, строившим, однако, свои оныты 
весьма рационально и продуманно. 
Среди русских учепых и инчостран- 
цев, работавиих в Россин в то вре- 
мя, В. В. Петров был, несомненио, 
крупным явлением... 





[*) Люминесценция — особый вид све- 
чения. Так светятся светлячки и гиилушки, 
циферблаты часов и стрелки компасов, по: 
крытые особым веществом — люминофором. ] 
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Э. Х. Лени 


Эмилий Христианович 
Леиц (1804—1865)... прочно впи- 
сал свое нмя в историю электромаг- 
нетизма наряду с Омом и Джоулем 
и стал основателем направления рус- 
ской физики, концентрировавшего 
внимание на электромагистизме н 
развитни прецизнонных измерений в 
этой области. 

{Среди мпогочисленлых научных 
работ Ленина особенно известны две: 
«Об определении направления  галь- 
ваннческих ТОКОВ, возбуждаемых 
электродинамической индукцисй» и 
«О законах выделения теила гальва- 
ническим током». В первой из них 
он установил правило, определяющее 
цаправление индупированных токов 
(знаменитое правило Ленца}, во вто- 
рой — открыл закон теплового дей- 
ствня тока (закон Джоуля—Ленца). | 


Борис Семепович Яко - 
би (1801—1874)... Говоря современ- 
ным языком, Якоби во многих обла- 
стях своей деятельности, какова от- 
крытая и развитая им гальванопла- 
стика, электрические машины, элект- 
рический телеграф, электрические эта- 
лоны, был техническим физиком, но 
наряду с этим он запимает вместе 


с Ленцем видное место в чисто физи- 
ческом исследованни законов элект- 
ромагнетизма. 

Якоби был одним низ самых замс- 
чательных представителей той новой 
фазы в истории физики, когда ее ре- 
зультаты сразу в виде важнейшего 
фактора переходили в технику, элект- 
ромагнетизм превращался в электро- 
технику. Физики Якоби и Ленц в 
1839 тоду катались по Певе на но- 
строенной ними моторной лодке с дви- 
гателем, развивавшим от 64 элемен- 
тов Грова одну лошадиную силу. 
В физическом кабинете строились и ис- 
пытывались различные новые телег- 
рафные апиараты и в разных видах 
развивалась гальвапопластика, заме- 
чательные образцы которой служат 
украшением Физнческого института 
Академни наук. Физик Якоби вместе 
с Ленцем составляет проект громоот- 
вода для порохового погреба, явля- 
ется изобретателем электрических 
минных взрывателей. 

Имя академнка Якоби, выдающе- 
тося физика, гениального электротех- 
ника в изобретателя, ио праву долж- 
но быть поставлено паряду с други- 
ми славными именами академиков- 
физиков — Эйлера, Ломоносова, Пет- 
рова... 


Генрих Иванович 
Вильд (1833—1902)— организатор 
ивейцарской н русской метеорологи- 
ческой сети, автор замечательных фо- 
тометрических и ноляризационных 
приборов, выдающийся неследователь 
земного магнетизма. Росспи 
Г. И. Вильд отдал 27 лучших твор- 
ческих лет своей жизии. Русская мс- 
теорологическая сеть до работы Виль- 
да пасчитывала всего 31 станцию, 
прн сго отъезде она имела 650 стан- 
ций, оборудованных новыми прибо- 
рами... 


Аксель Вильгельм о- 
вич Гадолин (1828—1892)... 
особенно известен своей работой 


1867 года «Вывод всех кристаллогра- 
фических систем и ну подразделений 
из одного общего начала»... 


2 «Кванть, №: 1 
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Б. С. Якоби 


Борнсе Борисович Го- 
лицын (1862—1915)... Научная 
работа Голицына сначала протекала 
в разнообразных направлениях {кри- 
тические состояния вещества, лучи 
Реитгсна, сиектроскопия, физнологи- 
ческая оптика). Очень интересны и 
важны онтические работы Б.Б. Го- 
лицына... Среди них особсиное зна- 
чение получило экспериментальное до- 
казательство спектроскопического яв- 
лення Допилера *}, продолжающее и 
в высокой стенени уточняющее опы- 
ты А.А. Белонольского. С начала 
нового столетия интересы Голицына 
сконцентрировались па новой геофн- 
зической днециилине — сейсмологии, 
одним из основателей которой Голи- 
цыи по праву н может считаться. Го- 
лицын дал первые эскизы теорил, раз- 
работал аппаратуру, организовал до- 
вольно обширную сеть сейсмологиче- 
ских станций...» 


{*} При движении источника излученкя 
и принимающего устройства относительно 
друг друга частота принимаемого излучения 
не совпадает с частотой испускаемого излу- 
чения. Таким образом. спектральные ли- 
кия регистрируемого излучения оказыва- 
ются смещениыми по сравнению со сиект- 
ром испускаемого излучения.) 
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Ак.киИкОиНн 


ПВОБОДНОЕ ПАДЕНИЕ ТЕЛ 2 


НА 


ВРАЩАЮЩУЮСЯ ЗЕМЛЮ 









Иногда можно встретить утверждения 
о том, что из-за того, что Земля вра- 
щается вокруг своей оси, в разных 
местах на поверхности Земли раз- 
лична сила тяжести, действующая 
на какос-нибудь тело. Говорят также, 
что в разных местах. Земли различен 
вес тела. И то, и другое связано с тем, 
что в различных местах на вращаю- 
щейся Земле различно ускорение 
свободного падения тел. Верно ли все 
это? В этой статье мы постараемся от- 
встить на этот вопрос. 

1. Механическое движение, как из- 


вестно, относительно. Это значит, 
что, если пользоваться различными 
системами отсчета, то относительно 


этих систем движение одного и того 
же тела окажется различным. Еслн, 
например, связать систему коорди- 
нат с летящим с постоянной скоростью 
в горизонтальном направлении са- 
молетом, то в этой системе координат 
сброшенный (вернее, выпавший} с 
самолета груз движется вниз по вер- 


и 
| 


о = 


Рис. 1 


тикальной прямой (рис. 1}. Но в си- 
стеме координат, связанной с какой- 
нибудь точкой на ловерхности Земли, 
например, с точкой О (м. рис. 2), 
тот же груз движется но кривой, 
называемой параболей. — Различны, 
следовательно, траектории движения. 
Различны н скорости движения. Если 
условно считать систему координат, 
связанную с Землей, неподвижной, 
то при скорости движения самолета 
(и связанной с ним системы коорди- 
нат) относительно Земли, равной Ус, 
скорость у груза относительно Земли 


в любой момент времени равна 

МУ. (1) 
где у; — скорость движения груза 
относительно самолета в  рассмат- 
риваемый момент времени. Так как 
скорость \, — это скорость  свобод- 
ного паделия, то 

Уг = 81, 


где в — ускорение свободного паде- 
{ — время, 


ния, а отсчитанное от 





того момента, когда груз отделился 
от самолета. Таким образом, 

У = \ -- 9Е. 
Следовательно, и скорости в непод- 
вижной и движущейся системах ко- 
ординат различны. 

В рассмотренном примере ско- 
рэсть движущейся системы коордн- 
нат, то есть скорость самолета отно- 
сительно Земли, была постоянной. 
Но бывает и так, что с ускорением 
движется неё только тело относитель- 
но подвижной системы координат, 
но и сама эта подвижная система 
координат движется 
носительно неподвижной. Скорость 
тела относительно неподвижной си- 
стемы в лю5ой момент времени (ско- 
рости со временем изменяются!) и в 
этом случае равна сумме скорости 
тела относительно подвижной систе- 
мы и скорости этой системы коорди- 
нат относительно неподвижной. Если, 
например, подвижная система ко- 
ординат движется относительно не- 
подвижной с постоянным ускорением 
а,. а тело относительно подвижной 
системы координат движется с но- 
стоянным же ускорением а», то пра- 
внло сложения скоростей в этом слу- 
чае имеет вид 

у = а,Ё -|- а! = (а, та.) Ё, 
где { -— время, отсчитанное от одного 
и того же начального момеита. 

Из этой формулы видно, что 
относительно неподвижной системы 
координат тело движется с ускоре- 
ннем а, которое равно 

а =а, --а... (2) 

2: Любопытным примером такого 
случая может служить свободное па- 
дение тел на Землю. Надо учесть, что 
Земля вращается вокруг своей оси. 
Поэтому система координат, связан- 
ная с какой-нибудь точкой поверх- 
ности Земли (кроме ее полюсов), дви- 
жется с ускорением. Согласно фор- 
муле (2) ускорение падающего тела, 
измеренное относительно неподвиж- 
ной системы координат, складыва- 
ется из ускорения двнжущейся си- 
стемы относительно неподвижной и 


9ъ 


ускоренно от-` 
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ускорения самого тела относительно 
движущейся системы координат. Но 
что это за неподвижная система от- 
счета? Где взять такую систему на 
вращающейся Земле? С чем должна 
быть связана та система координат, 
которую в данном случае можно было 
бы считать неподвижной? 

Прежде всего, это может быть си- 
стема координат, связанная с ка- 
ким-нибудь телом отечета ве Земли, 
не участвующим в ее вращенни. Та- 
ким телом отсчета, условно непод- 
вижным, могло бы, например, слу- 
жить Солнце. Тогда ускорение а па- 
дающего на Землю тела в системе 
координат, связанной с Солнцем, рав- 
но сумме ускорения тела относитель- 
но системы, связанной с выбранной 
точкой на Земле, и ускорения этой 
точки относительно Солнца. Но мож- 
но поступить и проще, не покидая 
Землю. Ведь и на поверхности Земли 
есть точки, не участвующие в ее 
вращении. Это — точки полюсов Зем- 
лн, через которые проходит ось ее 
вращения. Вот мы н можем сравнить 
результаты нзмерения ускорения 
свободного падення тела на полюсе 
н в любой другой точке поверхностн 
Земли, напрнмер, на экваторе *). 

Так как свободное падение тела 
в неподвижную точку Земли (на 
нолюс) — это движение — прямоли- 
нейное, то для описания этого дви- 
жения достаточно одной координат- 
ной оси. На полюсе эту ось естествен- 
но направить вдоль оси вращения 
Земли, вдоль линейки со шкалой, 
которая должна быть установлена на 
полюсе (рис. 3) для измерения уско- 
ния (см. учебное пособие «Физика-8», 
1973, с. 55). 

Результат такого измерения легко 
предсказать: согласно второму закону 


*) В действительности и точки полюсов 
участвуют в годовом движенин Земли вокруг 
Солица. Однако угловая скорость этого дви- 
жения гораздо меньше угловой скорости 
суточного вращения Земли; поэтому в боль- 
шинстве случаев систему координат, свя- 
завную с полюсами, можно считать непод- 
вижной. 
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_ где у — гравитационная 


Рис. 3. 


Ньютона н 
тяготения абсолютное значение этого 
ускорения равно 


закону — всемирного 


м 
8=7?т, 


постоянная, 
М — масса Земли и А — ес раднус. 
Направлено это ускорение по поляр- 


ному раднусу к центру Земли. Ве- 
м 

личина &—-т = — значение ускорс- 
2 } 

ния свободного падения  относн- 


тельно неподвижной 
системы отсчета. 

А какое значение ускорения па- 
дающего. тела будет получено при 
низмереннях на экваторе? Для этих 
измерений и здесь нужно установить 
линейку со шкалой (рис. 4). Коор- 
дннатную ось мы и здесь направим 
к центру Земли вдоль экваторналь- 
ного радиуса. Разуместся, и на эк- 
ваторе абсолютное значение ускоре- 
ния, вызванного притяжением Зем- 
ли, будст таким же, как и на полюсе. 
Вращение Земли не влияст на силу, 
с которой она притягивает тела *). 
Но измерение ускорения на экваторе 
производится относительно снстемы 
отсчета, которая сама движется с 
ускореннем относительно выбранной 


(инерциальной) 





*) Мы пренебрегаем различием в силе 
тяготення на. экваторе н на полюсе, вызваи- 
ных нестрогой сферичностью Земли. 
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Рис. 4. 


нами ненодвижной системы. Ведь на- 
ша линейка движется вместе с Землей 
1ю окружности экватора н, следова- 
тельно, движется с центростреми- 
тельным ускорением, равным ©*Ю, 
где ® — угловая скорость суточного 
вращения Земли и Ю — ее радиус. 
Направлено это ускорение тоже к 
центру Земли и тоже по экваторналь- 
ному радиусу. Значение ускорения, 
полученное при измеренни на эква- 
торе относнтельно ускоренно двн- 
жущейся системы координат (лн- 
нейкн), будет поэтому несколько иным 
по сравненню с измеренным на по- 
люсе. Обозначим это значение уско- 
рения через д’. Тогда, согласно фор- 
муле (2), мы можем написать 

& = д’ ®*Ю (3) 
(ускорение свободно — падающего 
тела относительно неподвижной сн- 
стемы координат (=) равно сумме 
ускорения тела относительно  нод- 
вижной системы (5“”) и ускорения 
самой подвижной системы относитель- 
но неподвижной (®°Ю)). 

Иначе говоря, ускорение д” сво- 
бодиого падения, измеренное на 
экваторе, то ссть относнтельно уско- 
ренно движущейся системы отсчета, 
не равно ускорению д, измеренному 
на полюсе. Оно меньше д на величи- 
ну ®?К: 


= — ОК. (4) 


3. Мы рассмотрели случай сво- 
бодного падения тел на полюсе и на 
экваторе Землн. Рассмотрим теперь 
свободное падение тела в пронзволь- 
ном месте (где-то между экватором 
нп полюсами Землн). 

Из рисунка 5 видно. что тенерь 
центростремительное ускорение, свя- 
занное с вращением Земли, направ- 
лено не к центру Земли, как на эква- 
торе, а к той точке на осн вращения 
Земли, которая является центром со- 
ответетвующего параллельного кру- 
га. (Радиус этого круга на рисунке 5 
сбозначен буквой г.) Повторяя прн- 
веденные выше рассуждения, мы прн- 
дем к выволу, что ускоренне свобод- 
ного падения &”, измеренное в любом 
месте, будет меньше, чем ускорение 
Е, измеренное ца полюсе. Надо учесть 
центростремительное ускорение со- 
ответствующей точки земной поверх- 
ности. Но теиерь направления уеко- 
рений би ©г, входящих в формулу 
{4), образуют хгол $, представляю- 
щий собой широгу точки, в которой 
измеряется ускорение 2’. Пользуясь 
правилом сложения векторов, мы 
найдем, что вектор @’ нанравлен уже нс 
к нентру Земли, а несколько откло- 
нен к экватору (см. рис. 5). 

Понятно, что ускорение “г на 
широте ‘ф меньше, чем ускорение 


‹=Ю на экваторе. Легко вндеть, что 
на любой широте ф отношение г/Ю 
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равно с05ф, так что г —= В со ф н 
©? — 0?Ю с05$ф. Соответственно, 
2’ — 2 ©" К с05Ф *). 

4. Посмотрим теперь, насколько 
численно отличается значение 5’ 
для данной нироты ф от 5. Для этого 
нужио. очевидно, только вычислить 
величину ©?Ю. 

Угловая скорость ‹ вращения 
Земли невелика, так как период вра- 
щмення Землн равен одним ‘суткам, то 
есть 86164 с. Следовательно. 

25 Е ыы 
я г.3.10-° рад/с: 
Раднус Земли 
6378 км, пли 26,3810" м. 
сбразом, на экваторе (ф == 0} 


е"Ю = (7.3.1-3)?.6.38. 8 
ЗА 10- ае. 


На столько и отличается уско- 
рение свободного падения на эква- 
торе ог того ускорения, которос на- 
блюдалось бы, если бы Земля не 
совершала своего суточного движе- 
иня. В любом другом месте это раз- 
личне еше меныше. Разнина настоль- 
ко мала, что об этом не стоило бы н 


на экваторе равен 


Таким 


статью писать, если бы не принци-. 


пнальная важность самого вопроса 
о движении тел относительно уско- 
ренно движущихся снстем координат. 
Впрочем, стоит, может быть, доба- 
вить. что как ин мала разинца между 
5’ и в, она иногда нграет и сущест- 
венную роль. Так, например, часы 
с маятником (пернод колебаний маят- 
ннка зависит от ускорения свобод- 


*) Мы не учли, что в верхней точке тра- 
екторин тело обладало линейнов скоростью 
вращения вокруг земной оси, большей ско- 
рости вращения точки отсчета на Земле (по- 
скольку угловая скорость суточного враще- 
ния одна и та же, а расстояние до центра 
вращения от начальной точки падення тела 
больше, чем от точки отсчета на Земле). Сле- 
довательно, упавшее тело окажелся смещен- 
ным к востоху относительно основания лн- 
нейки. Вследствие этого при падении тела 
с верхнего конца линейки на Землю появля- 
стся дополнительное ускорение — так назы- 
ваемос ускорение Корнолиса, — которое мы 
н не учитываем. 
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ного падения) на экваторе отстают от 
совершенно таких же часов на полюсе 
болыше, чем на 3 минуты за суткн. 
В большинстве же случаев разинцей 
между д’ и & можно пренебречь. 

5. Теперь обсудим вопрос о снле 
тяжести, действующей на вращаю- 
щейся Земле, и о весе тел на ней. 

Сила ляжестн, приложенная к ка- 
кому-нибудь телу массой пё на ио- 
верхности Земли, — это сила всемир- 
ного тяготения между этим телом и 
Землей. Абсолютиюе зпачение этой сн- 


лы равно 
] ям 


Е 1 Пр: ' 
и направлена опа к ценгру Земли. 
Ясно, что на эгу снлу вращение Зем- 
ли пикаким образом влиять пе может. 
По второму закону Ньютона эта 
сила равна произведению массы тела 
на ускорение, сообщаемое этой снлой: 
И тв (5} 
1 рю: йе 
Следовательно, 


А 
Ут. 


Ускорение п, входящее в выражение 
для снлы тяжести, — это ускорение 
В «неподвижной», илн, как говорят, 
в инерциальной сисгеме отсчета. Как 
нзвсстно, только для такнх систем 
верны законы движения Ньютона, ко- 
торымн мы пользовались, запнсывая 
формулу (5}. Мначе обстоит дело с 
величнной, называемюй весом тела. 
_ Вес тела — это сила, с которой 
тело действует па опору, на которой 
оно помещено, или на подвес, к ко- 
торому оно подвешено. Сила эта мо- 
жет быть любой, в зависимости от то- 
го, с каким ускорением относительно 
неподвижной системы координат дви- 
жется опора или подвес вместе с телом. 
Если опора или подвес покоятся 
относительно неподвижной системы 
координат нлн двнжутся относнтель- 
но нее без ускорения, то вес тела прос- 
то равен силе тяжести, действующей 
на него. 
Но весы, при помощи которых из- 
меряется вес тела в любом месте Зем- 
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ли, кроме ее полюсов, движутся © 
ускорением (из-за вращения Земли). 
Поэтому везде, кроме полюсов, вес 
тела не равен силе тяжести. Вес тела 
Р, измеряемый весами, движущимися 
© ускорением а относительно ненод- 
вижной Земли, равен 


Р - м (#--а). (6) 

В нашем случае роль ускорения @ 
играет ускорение с? В с0$ ф. Поэтому 
Р = т {4 — о*В 054). (ба) 


Так как ускорение с" Я <05 ф раз- 
лично на разных широтах, то разли- 
чен н измеренный на разных широтах 
вес тела. Паименышим вес тела будет 
на экваторе. Вирочем, величины веса 
тела на экваторе ин на полюсе разлн- 
чаются так же мало, как и величины 
ускорения свободиого падения, из- 
меренные в этих точках. 

Мы видим. такнм образом, что 
когда мы нользуемся «неподвижной», 
то есть ниерциальной системой коор- 


дннат, то для веса тела мы можем 
паннсать выражение 

Ро ИУ 
Но когда мы пользуемся  неинерин- 


альной систехюй координат, то есть 
систелюй координат, движущейся с 
\скореннем, то вторым законом Нью- 
тона пользоваться нельзя. Нельзя, 
значит, пользоваться и формулой 
Р = тз', которая получается имеи- 
но из второго закона Пьютона. Тем 
не менее, мы нанисали формулы (6) и 
(ба), которые как раз и означают, 
что Р-з тб”, где 5’ — ускорение от- 
посительно неннерцнальной системы 
координат. Но ведь это же «незакон- 
но»? Да, незаконно. Но о том, почему 
такие «незаконные» формулы иинут- 
ся, будет рассказано в другой статье. 


Упражнения 

1. В северном полушарин пэдающий ка- 
мень из-за вращения Земли слегка отклоняет- 
ся в сторону экватора. Куда отклонится на- 
дающий камень в южном полушарни? 

2. С какой угловой скоростью должна 
была бы вращаться Земля, чтобы ускорение 
свободного падения тела на экваторе было 
равно нулю? Каков был бы в этом случае 
вес тела? Какая сила тяжести действовала бы 
на пего? 
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отвела (98 
АРИФМЕТИКА 
НА 


ГЕОГРАФИЧЕСКОЙ КАРТЕ 


Одна из глав превосходной книги 
по теорни графов *) начинается с опи- 
сания ... болезни: 


«Гипотезу четырех красок можно 
с полным основанием назвать еще 
«болезнью четырех красок», так как 
она во многом похожа на заболева- 
ние. Она в высшей степени заразна. 
Иногда она протекает сравнительно 
легко, но в некоторых случаях при- 
обретает затяжной или даже угро- 
жающий характер. Никаких приви- 
вок против нее не существует... 

Это высказывание американского 
математика Ф. Харари, очень по- 
хожее на памятку врача-эпидемио- 
лога, стонт дополнить мнением нз- 
вестного математика и педагога 
О. Оре: 

«Наиболее знаменитая среди этих 
задач **)— проблема четырех красок, 
впервые поставленная перед мате- 
матиками Де Морганом около 1850 
года. Никакая другая проблема не 
вызывала столь многочисленных н 
остроумных работ в теории графов. 
Благодаря своей простой формули- 
ровке и раздражающей неуловнмости 
она до сих остается мощным стиму- 
лом исследований различных свойств 
графов» ***). 





*) Ф. Харари, 
перевод с англ. изд-во «Мир», 
*") Имеются в виду 
графов. — Прим. ред. 
***) О.Оре, Теория ть 
с англ., изд-во «Наука», М., 


Теория графов, 
М., 1973. 
задачи теории 


перевод 


рее 
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По-видимому,  нменно «раздра- 
жающая неуловимость» этой пробле- 
мы-гнпотезы н ссть главный возбу- 
дитель болезни, описанной Ф. Ха- 
рари; что же касается «простой фор- 
мулировки», то она, вероятно, из- 
вестна большинству читателей: 
всякую карту на сфере можно рас- 
красить не более чем в четыре цве- 


та так, чтобы любые две соседние 
страны были окрашены в разные 
цвета. 


Имеется в виду, конечно, ндеали- 
знрованная карта: на географических 
картах один (синий) цвет всегда со- 
ответствует водным поверхностям. Мы 
будем считать, что на наших картах 
них нет, как нет ин стран, состоящих 
из двух и более не связанных между 
собой частей (так обстонт дело, на- 
пример, с Данией и ее заморской 
провинцией Гренландией). Этн при- 
меры показывают, что понятие карты 
нуждается в уточненин. 

Наша цель — рассказать об одном 
из наиболее ранних и, пожалуй, 
наиболее остроумных походов к ре- 
шенню этой проблемы — условно 
его можно назвать арифметическим: 
работа в этом направлении продол- 
жается и поныне, и наш рассказ 
не будет почти ничем напоминать пер- 
воначального изложения первооткры- 
вателей. 

Условия заданий, решения ко- 
торых приведены в конце номера, 
являются фактически частью текста; 
некоторые из них не сложнее кар- 
тинок из альбомов «Раскрась сам». 
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Карты на сфере 


Картой на сфере мы будем называть 
всякое разбиение сферы отрезками 
гладкнх кривых на конечное число 
областей — стран’ карты. Относи- 
тельно этих отрезков кривых есте- 
ственно предполагать следующее: 

1) каждый из них не имеет само- 
пересечений; 

°2) любые два из ннх либо совсем 
не пересекаются, либо пересекаются 
в концевых точках; 

3) концевые точки любого из них 
входят в число концевых точек одного 
или нескольких других отрезков, то 
есть не. являются «висячими». 

Ясно, что всякий из этих отрез- 
ков. составляющих в  совокупностн 
границу карты, — является частью 
границы двух стран (или всей этой 
граннцей); такне страны мы и будем 
называть соседними. Отметим, кста- 
тн. что строгое доказательство УТ- 
верждения, начинающегося выше сло- 
вами «ясио,  что..» и называемого 
теоремой  Жордана, — чрезвычайно 
громоздко, несмотря на всю его 
очевндность. 

Сферические карты удобно рисо- 
вать в виде разделенного на страны 
«континента» окруженного «океа- 
ном» — олиой из стран (ма 


рисхн- 





Рис. 1. Карта (страны от А до №), правильно 
раскрапенная ‘в истыре цвета. 


` 
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Рис. 2. Карта, для когорой чнело не свя. 
занных между собой кусков графа граник 
(число вастровов» в чокезие А} равио трем 
(К:р — 3}. 


ке | страной Л; «континентов» может 
быть и несколько, как на рисунке 2). 
Страны М и Ё на рисунке 1 — не 
соседние, хотя и имеют общую точку 
границы; страны О и Е обладают 
даже двумя разрозненными участ- 
ками общей границы. 

Потребуем еще, чтобы на карте 
не было стран, имеющих только од- 
ного соседа (‹острова» в «океане»); 
карты < такими странами раскраши- 
вать, конечно, ничуть не труднее, но 
нзложение осложняется — исключе- 
ннями н уточнениями. 


Раскраски карт 


Раскраску карты в л иветов назовем 
правильной п-раскраской, если любая 
пара соседних стран окрашена в раз- 
пые вета. Ларисовав несколько сфе- 
рических карт и раскрасив их, вы 
легко убедитесь в том, что хотя есть 
карты, для правильной раскраски 
которых достаточно трех или даже 
двух красок, но такие карты — «не- 
тнинчных — обычно нужны четыре 
краски. 

Заданне 1. Нарисуйте карту 
из ченырех стран, которую нельзя 
было бы правильно раскрасить двумя 
нли тремя красками. 

Задание 2. а) На плоскости 
даны п окружностей. Докажите, 
что при любом расположении этих 





Рис. 3. Граф гравии карты. 


окружностей образуелиио ими карту 
можно правильно раскрасить двумя 
красками. 

6) Сформулируйше  целовия, не- 
обходимые и достаточные 949 того. 
чтобы карту можно было правильно 
раскрасить Овумя красками. 

В результате многолетней кро- 
потливой работы было доказано, что 
любая карта, содержащая не более 
41 страны, нмеег правильную 4-рас- 
краску. Мз этого ясно, что сели н 
существует. пример, опровергающий 
нашу гипотезу, то постронть его 
трудно. Вместе с тем правильная 
5-раскраска существует для любой 
сферической карты. Нонытайтесь 


Рис. 4. Страны от А до №, их столины и 
дорогн. 
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самостоятельно найги доказательство 
этого факта, установленного еще в 
конце Х[Х века. 


Графы карты 


Всякую систему точек и лниий, сое- 
днняющих некоторые из этих точек - 
и попарно не пересекающихся, назы- 
вают срафом; точки называют в6р- 
шинами,  линни — ребрами графа. 

Как видно из онределення нп 
свойств |} — 3) карты ‘на сфере, она 
характеризуется своим ерафом ера- 


ниц; его вершины — точки, в кого- 
рых сходятся не менее трех стран, 
ребра — участки  гранни межд» 


вернинами (рис. 3). Мы определим 
также граф столиц н дорое карты; 
его вершины — «столицы» стран (про- 
извольные, но фикспрованные точки, 
выбранные но одной внутри каждой 
страны), ребра — «дороги»,  соеди- 
цяющие столицы соседних стран (ио 
одной на кажлую пару соседей) и 
проходящие через участок границы 
между ними (рие. 4, 5}. 

Раскраску карты хюжно заменить 
раскраской вершин графа столии 
н дорог этой карты; правильность 
раскраски имеет тот же смысл, ссли 
условиться две вершины любого гра- 





Рис. 5. Граф столиц и дорог карты н чо 
правильная 4-раскраска- 


26 





Рис. 6. Краспыми лнниячи изображены реб- 
ра. достраиваюнщиие Г]ыиф столни и дорог кар- 
вы рнехика Г до графа триангуляции; ребра 
эгн можно было бы стронгь ин по-другом\ 
4накример. МЕ имеете УРи у. и. 


фа считаль соседиими, когда они 
сосдннены ребром. 
Прнегуная к раскраске вершин 


графа столни н дорог карты на сфере, 
нпровернм. можию ли его дополинть 
ребром, не нересекающим других ре- 
бер графа, и еслн мюжно, го дополним 
(паириме)», граф иа рисунке 5 —- реб- 
ром АК). Любая правильная 4-рас- 
краска вновь полученного графа 
будет правильной и для неходного 





Рис. 7. Граф икоса’дра 
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графа; обратное, вообще говоря, не- 
верно — две несоседние вершины ста- 
лн соседними ин должны быть раз- 
нонветными. Мы продолжим этот про- 
цессе добавления ребер. 

Заланне 3. Докажите, что 
пот процесс завериниися в тот мо- 
мент, когда граф буден разбивать 
сферу на криволинейные — треуголь- 
ники. (На рисунке 6 изображеи граф, 
полученный из графа рисунка 5.) 

Такой граф называют графом трн- 
ацгуляции сферы *), а треугольмики 
называют гранями графа. Ма рн- 
сунке 7 изображен траф вернинг и 
ребер (в привычном геомстрическом 
нониманин этих слов — зверимна 
тетраэдра», «ребро куба») правиль- 
ного двадцатигранника — нкосаэлра; 
грань 20 выглядит как вненшяя часть 
треугольника ХУЙ. 

Задание 4. Какой должна 
быть карта, чтеды се ораф столиц 
и дорое был ерафом трианеуаяции? 

Задание. а) Докажите, 
что граф вершин и ребер правильнаев 
вогьмиеранника — окттаздра — может 
бынь правильно  раскрашен тремя 
красками. 

5) Сфорлиуларуйте условия,  не- 
обходилияе и достаточные Эля тоео. 
чтобы граф триангуляции обладал 
правильной — З-раскраской. 


Геометрия раскраски 


Правнльной 4-раскраске вершин лю- 
бого графа трнангуляцин сферы мож- 
но придать простой и красивый сео- 
метрический смысл. Этим н объясня- 
стся наше желание перенти от графа 
столнц н дорог карты к его графу 
трнангуляциин, хотя сама задача рас- 
краскн на первый взгляд усложия- 
ется. 

Рассмотрим некоторый тетраэдр, 
каждая из четырех вериши которого 
раскрашена в свой цвет (рис. 8, 90). 
Предположим теперь, что некоторый 
граф трнангуляции сферы правнльно 





*) Триамгуляция (пеодсзмческий — тер- 
мии) — разбиение местности па Треугольники. 
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Рис. 8. Процесс паложения поверхносги октаэдра па поверхиость тетраэдра. 


раскрашен в те же четыре цвета. Тем 
самым каждой его вершине соответ- 
ствует вершина тетраэдра, причем 
любым двум соседним — разные. А 
это означает, что каждому ребру 
п каждой грани графа соответствует 
некоторое ребро и некоторая гань 
тетраэдра: ребру графа — то ребро 
тетраэдра, вернины которого окра- 
шены в те же два цвета, что н вер- 
инны ребра графа, а грани графа — 
подобным же образом определяемая 
грань тетраэдра. Мы можем пред- 
ставлять себе это соответствие как 
наложение раскрашенной — триангу- 
лированной поверхности сферы на 
четырехгранную иноверхность  тетра- 
эдра. вершииы которого снмволизи- 
руюг четыре цвета раскраски. Эго 
наложение можно начинагь с любой 
окрашенной в ипекоторый цвет вер- 
нинны триангуляции, совместнв ес 
с вершиной тетраэдра того же цвета. 
Переходя к соседней вершиие гриан- 
гуляцин и совмещая ее с соотвег- 
ствующей по цвету вертниной тетра- 
эдра (которая всегда отлична от 
нервой!), мы одновременно получим 
совмещение ребра триангуляции с 
ребром тетраэдра. Подобным же об- 
разом совместим грань триангуляции 
с гранью тетраэдра, н затем, шаг за 
нагом добьемся нужного наложения. 

Олисазный иронесс  паложения 
изображен на рнсунке 8 (а — 9) для 


новерхностн правильного ВОСЬМН- 
гранника — октаэдра. Виимательно 


нроследив детали этого процесса па 
примере рисунка 8, нетрудно уяснить 
себе.  почелиу такое наложение прн 
правильной 4-раскраске возможно 
" хак оно происхолит {в частности, 
поверхность сферы ириходнтся счн- 
тать гибкой н допускающей в случае 
необходнлюстни = самопересечения). 


Арифмегика раскраскн 


Если ири наложении конкретной вер- 
нышы трнангуляцин достаточно ука- 
зать вершину теграэлра, в которую 
опа переходит (то есть цвег эгой 
вершины), а нрн наложенни конкрет- 
ного ребра — ребро тетраэдра (го есть 
два ивета), то при наложении кон- 
кретной граин недостаточно указать 
грань тетраэдра — нужно еще знать, 
какой стороной она накладывается 
на эту грань — «лицевой» или «тыль- 
ной». Проследить это можио на ирн- 
мере наложения, изображенного на 
рисунке 8. Сформулируем тенерь сле- 
дующее правило. 

(+) Сслы при наложении грани 
графа трианеуляции на орань тет- 
раздра се внешняя сторона леела на 
внаинюю сторону грани тетраэдра, 
то сопоставим этой грани графа 
триангуаяции число -:-1; ссли же на 
внутреннюю. та — 1 (см. рис. 8, а). 
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Этн числа называют числами 
Аивуда раскраски — в честь ан- 
глийского математика П. Хивуда, 


писнера задач о раскрасках и перво- 
открывателя «арифметических» зако- 
нов в проблеме четырех красок. 
Основное, хотя и вполне очевид- 
ное свойство чисел Хивуда состоит 
в следующем: | 
Лемма. Если числа  Хивуда 
двух соседних граней триангуляции 
равны, то эти герани отображаются 
на разные (но, конечно; всёегба соседние) 
еряни тетраздра,. если же они не 
равны, по эти грани отображаются 
на одну грань тетраэдра, одни «ан- 


цевой» стороной, другая — чтыль- 
най». 
Эта лемма только детализирует 


определение чисел Хивуда; а вот 
следующие трн арнфметическне свой- 
ства этих чисел на первый взгляд 
довольно неожиданны: 

|} Сумма всех чисел Хивуда пра- 
внльной раскраски вершин графа 
тркангуляции делится па 4 (это свой- 
ство стало известно недавно). 

2) Возьмем любую вершину три- 
ангуляции; сумма чисел Хивуда гра- 
ней, сходящихея в этой вершине, 
делится на три (этот фундаменталь- 
ный факт был открыт Хивудом в 
1898 году}. 

3) Наоборот, еслн нам удастся 
подобрать числа 51 для гриней графа 
трнаигуляцин так, чтобы они Удов- 
летворяли Условню 2), то 
о раскраске решена — можно — на- 
вкладывать триангуляцию ча поверх- 
ность тетраздра, соблюдая правило 
(*); условие 2} обеснечит выполич- 
мость такого наложения. 

Иллюстрацией утверждений 1). 
2). 3) может служить рисунок 9, 
где изображен граф нкосаэдра н его 
правильная 4-заскраска. 

Мы докажем только утверждение 
1); доказательство утверждения 
2) аналогично н составляет содержа- 
ние задания 6; доказательство 3} не 
совсем элементарно, и мы его не 
приводнм. Отметим только, что де- 
аимость на трн связана с тем, что в 


задача, 
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Рис. 9. Граф икосазлра и сто числа Хивуда. 
Правильная 4-раскраска была ностроеца из 


чисел Хнвудл каложением ва новерхност, 
гстраэдра (ем. рис. 8, 4); иептральная грань 
раскрашивается слунайиым эбразоми маскрас- 
ка остальных вернине определяется \ели- 
вием 1). 


каждой вершине тетраэдра сходятся 
три грани, а делимость на четыре — 
с тем, что у тетраэдра четыре грани. 


Делимость на чегыре 


Итак, пусть верипины иекоторого гра- 
фа триангуляции правнльно раскра- 
шенпы в четыре цвета и каждой грани 
графа - сопоставлено число Хивуда. 
Докажем, что сумма всех чисел Хи- 
вуда делится на четыре. 

Разобьем совокупность граней 
трнаигуляцин на четыре группы: все 
гранн каждой из этих групп отобра- 
жаются в одну н ту же грань тетра- 
эдра, и любая пара граней из разных 
групи — в разные гранн тетраэдьа. 
Может случиться, что на некоторые 
из граней тетраэдра ие наложится ин 
одна из граней графа трнангулякин 
(к ирнмеру, на рисунке 8, 9 такими 
гранями оказываются грань КЕМ 
я грань А5М). В таком случае соот- 
ветствующие группы не будут со- 
держать нн одной грани графа трнан- 
гуляции. 


Мы докажем, что суммы чисел 
Хивуда граней, входящих в каждую 
нх этих групп, равны между собой 
{если какая-то из групп пуста, то 
есть не содержит ни одной гранн, то 
естественно считать  соответствую- 
щую сумму равцой вулю; тогда и 
другие суммы булут равны нулю). 
Так как сумма всех чисел Хивуда 
распадается на суммы по четырем 
группам граней, то из равенства этих 
сумм по группам и будет следовать 
делимость на четыре. 


Выберем произвольным образом две 
Грани тетраэдра. Раземотрям соответетвую- 
щие им групиы граней триангуляции и ©о- 
ставим суммы чисел Хивуда граней по каж - 
дой пз этих групи. Возьмем теперь любую 
грань графа триапгуляции. входящую в 
одну из этих групи, в то ее ребро. которое 
отображаегся на общее ребро двух граней 
тетраэдра. выбранных нами вначале. Раг- 
смотрим” ту грань триангуляции. которая 
имеет с первой именно это общее ребро: 
понятио, что Такая соседняя грань ппредс- 
ляется однозначио. При этом она можег 
отображаться лишь па одних пя выбранных 
граней тетраэдра п поэтому либо входит 
в Ту же группу граней. что ин первая, 
тогда по лемме числа Хипвуда этих граней 
не равиы, либо входиг во вторую из этих 
групп — пн тогда йо той же лемме числа 
Хивуда эгих двух граней равны. Отсюда 
следует. что если в одну из двух рассмат- 
риваемых лами сумм вхолит какое-то сла- 
гаемое {число Хивуда иекогорой грани), 
то либо в другую сумму входит равнсе 
слагаемое {число Хивуда единственной ‹о- 
седней грапи из второй группы), либо п ту 
же сумму входит равное по величиие, по 
протнвоположное ло  зпакх слагаемое 
{Число Хивуда опять сданетвеппой соседлей 
грани, но на этот раз ил той же  груйны). 
Этим равенство двух сумм доказано. 


Задание 6. Докажите тем же 
методом свойство 2) чисел Хивуда. 


Не раскрашивать, а вычислять 


Свойство 3) чисел Хивуда позволяет 
заменить задачу. нахождения пра- 
вильной 4-раскраски некоторой ариф- 
метической задачей на графе: ищутся 
значения неизвестных х (чисел Хи- 
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вуда), удовлетворяющих условиям 
х=- | и соотношениям 2) делн- 


мости на 3. Подсчитаем число неиз- 
вестных и число соотношений. 

С каждым графом на сфере связа- 
ны четыре целых числа: число его 
вершин — В, ребер — Р, областей, 
на которые граф разбивает сферу, — 


Г и число К связных компонент, 
на которые распадается граф (из 
одной вершины такой компоненты 


можно попасть в любую другую вер- 
шину той же компоненты, «путешест- 
вуя» по ребрам графа; в вершину же 
другой компоненты попасть так не- 
возможно). 


Задание т.  Докажюне, что 
дал любого графа на сфере 
В Р--Г-К-Ии 
Задание 8. Джажите, что 


9.19 любой карты число компонент ге 
графа столиц и дороге равно 1. 

Следствием заданий 7 и 8 явля- 
ется знаменитая теорема Эйлера: 
Числа В, Р и Г графа столиц и дорог 
лкбой карты удовлетворяют равен- 
ств В-Р-ЕГ=2. 

Задание 9. Докажите, что 
для любого графа трианеиляции сферы 
справедливо равенство: ЭВ = Г -;- 4. 

Итак, вернемся к нашим неизвест- 
ным — числам Хивуда. Количество 
исизвестных равно числу Г граней 
триангуляции, число соотношении 
2) равно числу В вершин триангу- 


‚ляции. Как следует из равенства за- 


дання 9, число  нензвестных почти 
вдвое превосходит число соотноше- 
ний делимости (каждое из  э1нх 
нензвестных может принимать толь- 
ко два значения: --]1 и —1). Поэтому 


н кажется обоснованной {вот уже 
более 70 лет!) надежда, что такне 
числа всегда могут быть найдены. 


Вероятно, теперь читатели смогут 
лучше оценить слова О. Оре о «раз- 
дражающей неуловимости»  пробле- 
мы четырех красок. 
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задачник поанта 





Решения задач мз этого номера можно посылать не позднее 1 мюня 1974 г. по 
адресу: 117071, Москва, В-74, Ленинский проспект, 15, издательство «Наука», жур- 
нал «Квант». После адреса на конверте напишите, решения какмх задач вы посы- 
лаете, например: «Задачник „Квантаю, М256, №257» илм «...Ф266». Решения задач 
по каждому мз предметов [математике м физике], а также новые задачи просьба 
присылать в отдельных комвертах. Задачи мз разных номеров журнала присылайте 
также в разных конвертах. В’ письмо вложите конверт с каписанным на нем адре- 
сом (в этом конверте вы получите результаты проверки ваших решения). Условия 
оригинальных задач, предлагаемых для пубпикацми, присылайте в двух экземппя- 
рах вместе с вашими решениямм этих задач (на нонверте пометьте: „Задачник 
«Кванта». новая задача по физике» или «..новая задача по математике»). 
После формулировки звдачи мы обычио указываем. кто предложил мам эту задв- 
чу. Разумвется, не все этм задачи публикуются впервые. Намбопее трудные отме- 
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чены звездочкой, 


Задачи 
М256—М260: Ф268-—Ф272 


М256. Около окружности описан 
многоугольник. Точки касания его 
сторон с окружностью служат вершн- 
нами второго, вписанного в эту ок- 
ружность многоугольника. Докажи- 
те, что произведение расстояний от 
произвольной точки М окружности 
до сторон одиого многоугольника рав- 
но произведению расстояний от этой 
точки до сторои второго. 

(Под расстоянием от точки М до 
стороны понимается расстояние до 
прямой, на которой лежит эта сто- 
рона.) 

А. Н. Чернышиев 


№М257. При каких иатуральгых 
п = 2 неравенство 
-? | ВР з- 
Рон 


2 р (ах: [ХХ (4 -Р Хафьх,} 
выполняется для любых действитель- 


ных чисел д, ЛХ, .. А если 
а) р -1; 6) р--1/,; в) р =“/? 

Ноцен Конг Кви {Ханой, ДРВ) 

М258. На плоскости даны три 


точки К, Ё, №. Про четырехугольник 
известно, что он вынуклый и что сере- 
дины искоторых трех его сторон ле- 
жат в данных точках К, [., №. Найди- 
те множества точек, в которые может 
попасть: 

а) серсднна четвертой стороны; 

6} вершина этого четырехуголь- 
ника. 


А. П. Савин 


М259. Назовем квартетом  чет- 
верку клеток на клетчатой бумаге, 
центры которых лежат в вершинах 
прямоугольника со сторонами, па- 
раллельными линиям сетки. (На- 
пример, на рисунке Ё нарисовано три 
квартета.) 

Какое нанбольшее число кварте- 
тов, не имеющих общих клеток, мож- 
но разместить: 


а) в квадрате 5.55? 


6) в прямоугольнике т Х п кле- 
ТОК? 


Л. Грнеорян, ученик 10 класса 


М260*. Окружность разбита точ- 
ками А,, А.,..., А, на п равных 
частей, каждая из которых окрашена 
в какой-то цвет. Две дуги (© концами 
в точках разбиения) пазываются одн- 
наково окрашенными, если при неко- 
гором повороте окружности одна из 
цих полностью, включая цвет каждой 
частн, совпадает с другой. (Например, 
на рисунке 2 дуги А.А; и АДА 
одинаково окрашены.) 

Докажите, что если для каждой 
точки разбиения А; можно указать 
две  непересекающиеся  одннаково 


окрашенные дугн с общим концом А. 





то всю окружность можио разбить 
на несколько одинаково окрашенных 
дуг, то есть окраска «периодическая». 
Рассмотрите сначала случай, когда 
красок всего две: скажем, красная 
н черная. 

Г. А. Гуревич 


$268. Для определения отношс- 
ния теплоемкостей газа при иостоян- 
ном давлении и прин ностоянном объе- 
ме иногда применяется следующий ме- 
тод. Определенное количество газа, 
начальная температура, объем и дав- 
ление которого равны соответственно 
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Рис. 2 


Та, И, и рь, нагревается платиновой 
проволокой, через которую в тече- 
ние определенного временн проходит 
электрический ток: одни раз при по- 
стоянном объеме У., причем газ до- 
стигает давления р,, другой раз при 
постояпном давлении р., причем 
объем газа стамовится равным У. По- 
Ср (р, ЕЕ Ри) ", 


казать, что — ИТТ ТВ 
й ы с (У, — И) Ро ° 


$269. Магематический маятник, 
который состонт из тяжелого метал- 
лического шара массы пр и тонкой 
проводящей нитн длины 2, совершает 
малые колебания в горизонтальюм 
однородном магнитном поле с индук- 
цией В, направленной перпенднку- 
лярно к плоскости колебаний маят- 
ника. Максимальный угол, на кото- 
рый отклоняется маятник от вертика- 
ли, равен 0%. Как изменится этот 
угол, если в тот момент, когда маят- 
ник проходит положение равиовесия, 
к нему подсоедннить с номощью гиб- 
ких тонких проводов коиденсатор 
емкостью С (рис. 3), причем за вре- 
мя контакта, которое очень мало, 
копденсатор усиевает полностью за- 
рядиться? 
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Рис. 3. 
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$270. В длинной пробирке на рас- 
стоянии {, от запаянного конца нме- 
ется короткий столбик ртути (рис. 4). 
Масса ртутн т. С какой угловой ско- 
ростью ® нужно вращать пробирку 
вокруг вертикальной оси, чтобы ртуть 
достигла конца пробирки? Длина 
пробирки {, температура воздуха в 
пробирке не меняется. Атмосферное 
давление равно р,. 

Ф271. Подсчитать среднюю нлот- 
ность р электрических зарядов в ат- 
мосфере, если известно, что напряжен- 
ность электрического поля на по- 
верхности Земли равна 100 6-м", 


а на высоте Я — 1,5 км эта напряжен- 
ность падает до 25 в-м`1. 





Рис. 4. 


Ф272. К стенке, наклоненной под 
углом © к вертикали, подвешен маят- 
ник длины { (рис. 5). Маятник откло- 
нили в плоскостн, перпендикулярной 
к стенке, на пебольной угол В от вер- 
тикального положения и отпустили. 
Найти пернод колебаний маятника, 
если В > “и удар шарика о стенку 
абсолютно упругий. 





г 


Рис. 5. 
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Решения задач 


М21-—М218; $Ф223—Ф?227 





М211. Дано п точек, п > 4. Докажите, что 
ложно соединить их стрелками так. чтобы 
из каждой точки в каждую можна было но- 
пасть, пройдя дибо по одной стрелке, либо 
но двум (каждые Ове точки можно соединить 
стрелкой только в одном направлении; идти 
по стрелке можно только в указанном на ней 
направлении). 


При п == 5 требуемый граф (так пазыва- 
ется система точек, соединенных стрелками} 
представлен рисуиком 1. Теперь произведем 
видукционный переход: докажем, что, если 
можно соединить стрелками п точек так, 
как требуется в условии, то можно сосдн- 
нить ий -- | точку. Пусть п точек уже со- 
едиисиы — получился траф е п вершинами. 
Можно считать, что любые две ил эгих п то- 
чек соединены стрелкой: ипаче мы проведем 
все недостающие стрелки (направив их в лю- 
бую сторону), и условие задачи тем более 
будет выполняться. Обозначим повую точ- 
ку через С. 

Рассмотрим два случая. 

а} п — чстиое. Тогда эти п точек ра- 
зобьем има пары. Пусть точки А,В» — одиа 
из пар (1 = А = 1/2) и из А) идег стрелка 
в В». Тогда проведем из С стрелку в Али 
из В» проведем стрелку и С (су. рис. 2). 
Так проделаем для каждой пары. Новый 
траф с н-'- 1 вершиной построен. Докажем. 
что оп удовлетворяет условию задачи. Пусть 
Х, У — две любые различные сго вершины: 
Нам иадо доказать, что из Х в У можио 
прийти, пройдя одву или две стрелки. Ес- 
ан и Хи У не совладают с С, то это так по 
индукцноиному предположению. Пусть А 
илн У совнадаст с С. Тогда другая из этих 
точек (У иаи Х) входнг в какую-то пару ил 
зех, иа которые мм разбили первые п то- 
чек. Таким образом, Х и У — это какие-то 
две из трех точек, изображенных па рисунке 2. 
Глядя па этот рисунок, легко перебрать псе 
возможные при этом варианты и убедиться, 
что требование выполняется. 

6) п — исчстное. В этом случае разо- 
бьем первые П вершин ина несколько пар 
и одну тройку. Сделаем это следующим об- 
разом. Выберем любую вершииу А,. Опа 
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соединена стрелкамн со всеми остальными 
л — 1! вершинами: 4А.,..., А». Из А, 
выходят ие менее чем две стрелки или в А, 
входят не менсе чем две стрелки. Действи- 
тельно, в противном случае п было бы мезь- 
ше четырех. 

Пусть из А, выходят ве мемее чем две 
стрелки (другой случая аналогичен) и при- 
ходят в вершины А., Аз. Остальные вершины 
разобьем на пары. Теперь соединим стрел- 
ками новую вершину с тройкой А,. А., 
Аз — как показано на рисунке 3, а со всеми 
пграми — как показано на рисунке 2. Как 
и в случае а). легко доказать, что получен- 
ный граф удовлетворяст условию задачи. 
Индукционный переход закончеи. Итак, мы 
доказали по индукции, что п точек можно 
соединить так, как требустся в условии, при 
п-> 5. Если вы понялн доказательство, то 
без труда разберетесь в следующем парадоксе. 


При л = 3 требуемый граф тоже еуществу- 
ет (рис. 2), а при я = 4 такого графа нет 
{в этом легко убедиться перебором). Но, 


применив индукционный переход к частному 

случаю п==3, получаем: если такой граф 
существует при л — 3, то он существует и 
при п-== 4. Получилось противоречие *). 
В чем дело? 


М212. На суде в качестве вещественного @0- 
казательства предъявлено 14 монет. Эксперт 
обнаружил, что семь из них — Фальшивые, 





") Почти как в $3 2 и 3 статьи М. Мил- 
та «Цто сказал проводник» (Квант», 1973, 
№ 8). 


О фальшивые ® 
(О настаящие 


Рис. 4. 


Рис. 3, 


остальные — настоящие, причем узнал, ка- 
кие именно фальшивые, а какие — настоя- 
щие. Суд же знает только, что фальшивые 
монеты весят одинаково, настоящие монеты 
весят одинаково и фальшивые легче настоя- 
щих. Эксперт хочет тремя взвешиваниями 
на чешечных весах без гирь доказать суду, 
что все обнаруженные им фальшивые монеты 
действительно являются фальшивыми, а ос- 


тальные — настоящими. Сможет ли он это 
сделать? 


На рисунках 4, а, 6, в показано, кахимн 
тремя взвешиваннями эксперт может убе- 
дить суд, что монеты Ф,, Ф.. .... 
фальшивые, а Нь Н..... Н. — настоя- 
щие. Каждый раз правая чашка перевешива- 
ет, а это возможно лишь в том случае, если 


‘фальшивых монет больию на левой чашке, 


чем на правой (а настоящих — на правой 
больше, чем ка левой). 

Этот способ легко обобщить, и тогла 
тот факт, что данные л моиет — фальшивые, 
а другие п — настоящие, удается доказать, 
произведя [1ю08.н]-Р | взвешиваний. Не- 
смотря на ло, что такая система взвешивавий 
очень экономна (при п == 1000 достаточ: 
но 10 взвешиваний), мы не можем доказать, 
что она оптимальна. Митересно было бы до- 
казать, что минимальное число взвешиваний 
все же растет неограниченно при л-+ со 
(или опровергнуть это). 


А. „Т. Тоом 


М213. Дан угол с вершиной О и окружность, 
касающаяся гго сторон в точках А и В. Из 
точки А параллельно ОВ проведен лун. 
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пересекающий окрижность в точке С. Отрезок 
ОС пересекает окрижнасть в точке Е, а пря- 


мые АЁ и ОВ пересекаются в точке К. До- 
казать, что ОК =: КВ. 


Мы получили много различных решепий 
этой задачи, в которых используются тео- 
ремы а касательных и секущих, о подобии 
треугольника, о вписанных углёх и т. п. 
Приведем одно из самых коротких и краси- 
вых. 

Проведем касательиую к окружности 
в точке С; пусть Ри А — точки се перссе- 
чения со сторонами АО и ОВ угла АОВ 
(рис. 0). Ясно. что РВ — ось симметрии 


трехгольника ОРХ, поэтому все четыре 
касательные равны: 
Е ОА == ОВ = ВМ - СМУ. 


Треугольники АОС ин ОАК подобны, по- 
скольку 
С№О = <УЛОК. -2МОС-= <ГАСО 2 
== -ТОАК 

«каждый из последних двух утлов измеря- 
ется половиной луги АЁ). Отсюда 

Ок ОК СХ 1 

ое -чой” 05 


№214. Квабратный трехчлен Их) = ахт-- 
-> Вх-г с таков, по иравнение [х)-= х 


не имеет вещественных корней. Доказать, 
что иравнение ИКНх)) = х также не имеет 
чещественных корней. 


Эгу задачу можно решить чисто алгебра- 
ически, воспользовавшись тем, что есан 
Их) — многочлен, то КИх)) — х всегда де- 
лится (как мпогочлен) на [(<х) — х. то есть 


Н®)) — х = (Их) — х) 6). 


Злесь &(х) — многочлеи второй степени. Нс- 
ложные выкладки показывают, что дискри- 
минаит этого многочлена отрицателен. Боль- 
шицство читателей прислали, однако, более 
краснвое решение, использующее паглядные 
соображения, связанные с графиками. 
Условие, что уравнение Дх) = х не 
имест вещественных корней, означает, что 
папабола у == Кх) меликом расположена вы- 


° клеток, 


пе нли целиком — ниже прямой 
{рнс. 6). Другими словами, для всех х 


Их) > х. 
мо тогда для всех х 
ИГ) > К) > <, 
илн для всех х 
Их) <х, 
а тогда для всех х 
ИКИх)) < Кх) < х. 


Таким образом, в обоих случаях урав- 
иемие ДИх)) -—= х ме имест ралепий. 


№М215*. Ни бесконечном клетчатом аисте бе 
лой бумаги п клеток закрашено в черный 
цает. В моменты времени 1=1, 8,... 
происходит одновременное перекрашивание 
всех клеток листа по следующему правили: 
каждая кастка № приобретаст тот цвет, 
который имело в предыдущий момент боль- 
нинство из трех клеток: самой клетки Ё 
и си соседей справа и сверху если две или 
три из этих клеток были белыми, то Ё ста- 
новится белой, если 982 или три из них были 
черными, — тю черной). 

«) Доказать, что через конечное время 
на листе не останется черных клеток. 

6) Доказать, что черные клетки исчез 
мнит не позже, чем в момент времени [= п 


Пусть Ч -- какое-то множество черных 
клеток. Обозначим буквой Г (от слова «го- 
лосовацие») оператор перскразиваиия, зо 
есть через Г (Ч) будем обозначать миожество 
которые получатся из Ч, черея 
Г2(Ч) — множество Г(Г(Ч)), в которое ис- 
рейдет Ч за два шага, через ГЗ(Ч) — затря 
шага н т.д. (см. рис. 7; кстати, этот рису- 
нок опровергает предположение, что общее 
количество клеток в Г(Ч) всегда мень- 
ве, чем в Ч). 

Утверждение а) сразу следует из двух 
таких почти очевидных предложений. 

1) Если к множеству Ч добавить еше 
чериых клеток, то к множеству Г(Ч) тоже 
могут только добавиться черпые клетки, 
но ин одна ие пропадет. Используя знак 


С (АСВ означает, что множество 1 целиком 
содержится в В, в частности, может с ним 


и 
м 
} 


—- 


т] 11 


-- | 
в ] 
ГИ 

ВЕНЕРЫ 
и 
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совпадать). это можио записать так: 
чеч' => (Ч) <= Г(Ч)). 
(2) Если Ч, — множество всех клеток 
ви\три квадрата на клетчатой бумаге (со 


стороной № клеток), то через конечное число 
шагов от Чо ничего не останется (рис. 8); 


точнее, уже через (2\М—Г) шагов получится 
пустое ыы черных клеток: 
Г2х- "Ч о) == 

Ясно, — любос мпожество Ч можно 


заключить в достаточно: большой квадрат Чу; 
согласно (2) этот черцый квадрат Чо за ко- 
нечное число шагов «вымрет», а согласно (1) 
н множество Ч ие может просуществовать 
дольше, чем Чо. Тем самым задача а) решена. 

Доказать 6) зиачительно труднее. 

Приведем решеине задачи 6), придуман- 
ное на олимпиаде десятнклассником : 
милко из Хмельницкого (за это он получил 
специальный приз). 

Кстати говоря, то, что решение 6) ис 
может быть очень простым, показывает 


. Го-" 


разнообразие примеров множеств из д клс- 
ток, вымирающих ровио за п шагов (рнс. 9). 
Докажем утверждение 6) иидукцией 
по п — количеству клеток в пачальном мно- 
жестве Ц; для п -- 1 оно очевидиа. 
Пусть уже доказано, что если в Ч мепь- 
ис п клеток, то 


Г-ЦЧ) == 5. 

Рассмотрим теперь Ч, состоящее из нп 
клеток. Заключим его в прямой угол х> 0, 
у 0 (оси координат Ох и Оу направим 
вправо н вверх по линиям сетки, сторона 
клетки равна 1) так, чтобы в полосе б= 
= х=1 лежала хоть одна черная клетка 
н в полосе Оу = Е— тоже (ис. 10). 

Пусть Ч" — часть Ч, лежащая в полу- 
плоскости х> |. По предположению ин- 
дукции, Г"-КЧ" == 0. А клетки из 0= 
= х= ! ие оказывают никакого влняния 
на то, что пронсходит выше прямой х = 1. 
Следовательно, Е-ЦЧ) целиком лежит 
в полосе 0= х= Ё (очевидно, что в 
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Бис. Ц. 


подуплоскости х < 0 черные клетки 
никнуть не могут). 

очно так же доказывается, что Г7-ЦЧ) 
содержится в полосе О=и-1. Отсюда 
следует, что ГЯ-КЧ} может содержать мак- 
симум одну клетку: Ох 1, О0у=! 
н, значит, Г® (Ч) = ©. 


893“ 


##. Б. Васильев 


№216. № человек не знакомы межёу собой. 
Нужно так познакоммть друг с другом нс. 
которых из них, чтобы ни и каких трех 
людей не оказалось одинакового числа зна- 
комых. Докажите, что это можно сделать 
при любом М. 


Решим задачу методом математической 
уидукции. При № < 3 утверждение задачи 
очевидно. 

Предположим, что удалось познакомить А 
человек, так, что инкакие трое из инх ие 
имеют равного числа знакомых. Црисоединим 
&- 1-го. Укажем способ, как познакомить 
(2 -- 0-го чтобы в группе из (Ё-- 1-го 
человека по-прежиему никакне трос пе имели 
равного числа знакомых. Если среди пер- 
вых Е человек найдется человек, знакомый 
со всемн остальными, то Ё-г } ис будем пи 
с кем знакомить. Если же такого нет, то по- 
знакомим (# -- 1)-го со вееми. 

В первом случае (Е -- №-& ие имсет‘зна- 
комых, а каждый из остальных имеет хоть 
одного знакомого — того, который был зца- 
ком со вееми. Во втором случае (8 1)-й 
имеет Ё знакомых, количество знакомых 
у каждого из первых Ё чезовек возросло на 
единицу, но пи у одного из пих нс стало & 
зизкомых. 

На рисунке 11 показаны схемы знакомсгв 
при 4-== 6. получающмыеся описанным спо- 
собом. 

Существует н много других пешений 
этой задачи. Наиример, сели занумеровать п 
человек числами от | до Л и познакомить г 
с /. если 


п 
к Я=-, 


то равное колкчество зкакомых имеют толь- 
ко пары людей с номерами Аня — А (при 


п 
= —5 человек с номером (Ё — 1) имест, 
очевидно, на одного знакомого меньше, 


чем его сосед 4}. 
Г. А. Гальперин 


№217. Дан выпуклый п-угольник с попарно 
непераллельными сторонами и точка внутри 
него. Доказать, что через эту точку нельзя 
провести болыйе п пряжщых, каждая из ко- 
торых делит площадь п-угольника пополам. 


Если через точку О проходят две пря- 
мые, каждая из которых делит площадь 
многоугольника А! пополам, т0 в симмет- 
рнчных друг другу углах между этими пря- 
мыми лежат одинаковые ло площади Куски 
мвогоугольника 0! (они закрашены па 
рис. 12). 

Рассмотрим вмесле с № еще н много- 
угольник АГ, симметричный ему относи- 
тельно точки О (рис. 13}. Внутри любого 
из углов, образовавниых двумя нашими пря- 
мыми, контуры миогоугольников М к М’ 
должны пересскаться (в противном случае 
площадь одного нз кусков больше площади 
другого: совпадать даже частично контуры 
М и М' не могут, поскольку у АЁ по усло- 
Вию мет параллельных сторои). Пусть всего 
такнх прямых # штук. Тогда существуег 28 
Углов, в каждом из котерых должны лежать 
различные точки пересечения контуров №М 








Е] 


Рис. 13. 


н М’ (па рис. 13 А = 3). Но па каждой сто- 
роне миогоугольника А, очевидно, лежит 
ие болес двух таких точек: ЛЕ’ — выпуклый, 
а контур выпуклого многоугольника исре- 
секается с прямой пе более чем в двух точ- 
ках. Следовательно, всего точек пересечения 
ис более 2и (на рисуике 13 их как раз 
2.6 -= 12). Поэтому 2А=09н, а значит 
к; п. Задача решена. 

Замстим еще следующее. Будем вра- 
зцать направленную прямую [, проходящую 
через О, вокруг точки О и рассмотрим раз- 
вость площадей слева и сирава от /. как 
функцию от угла поворота 4 {4 меняется 
от 0 до п; при ф == Онф-=- п прямая ЕЁ сов- 
падает сама с собой, ио имеет противополож- 
ное направление); положим 


$14) — Зи) -= ИЯ). 

Тогла { меняется монотопио па каждом ин- 
тервале, иа котором прямая {[ ие проходит 
черел вершины А или точки пересечения 
коитуров М и Л“ (локажите это }. Коисчно, 
эта функция иепрерывва н 

0} (т). 
Отсюда следусг, что хотя бы одна прямая. 
проходящая через О и делящая площадь Л! 
пополам, существует. Докажите, что ссли 
ии одна из этих прячых ие проходит через 
«особую точку" — вершину М или точку 
перссечения контуров АЁГи 41”, — то всего 
такнх прямых нечетибе число. 


НМ. 6. Викициев 


№218. Доказать, што стан х\, 
х, — положительные числа, то 


* п , 1 С 
(ат ха дут хук к 
а бикь-г ха -г мала г ха, Г хую. 


Поскольку а" — $ -: (а 6) — 6). то 


№. А. Ха 


| С а В вии 
А К ое 


(2-2 2х, 2х) 
т 4р- ха -г 9х. — хр, 
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где р = мах. 

Отсюла 
; 1 Ц Ц з э 
Е д ха ха 

2 Чр 4х, (х, —х). (И) 
Аналогично доказывается, что 
а Я ем 

се Чр-— 4х: —^,). (2) 
Нужное неравенство следует нз (1), если 
хьты ха, и из (2), если ху >> хо. 

Подумайте, при каком нанбольшем с» 
для всех положительных х;. 4.4.0 Хи 
верио перавеиство 
(р ее дз 

2: Сибкха —^ Хадвог ...7 


Хохз —- дах Г ахуе хх. 





Ан-лАл > Хад)- 


Б. Д. Гинзбиро 


$223. Модели корабля  толиком сообщили 
скорость т = 10 ме При движении моде- 
ли на нее действует сила сопротивления, 
пропорциональна? скорости: ЕР == — у. 
а} Найта пить, пройденный моделью за вре- 
мя, в течение которого ее скорость умень- 


шилась водное. 6) Ишити путь, пройденный 
моделью до полной остановки. Синтать 
Е = 055 кес. — Масса модели т-= 0,5 ке 


Согласпо второму закону Мыютлова из- 
менение импульса корабля за малое время 
АГ равио импульсу силы А, действующей 
на корабль: 

тАг АМ. 


Сила Ё: перемениа, поэтому изменение им- 


иульса корабля за большой промежуток 
времени { равно импульсу средней силы 
Ен: 

и: 


ти — Мга > РерЁ 


Так как снла Ё пропорциопальна ско. 
рости корабля. то 
Гир ‹ — А ерё. 
Но произведение ца равно пути $, прой- 
денюму кораблем. Поэтому 


ША п Л — п 


те) — А. 
откуда 
т 
И. {2—2}. 
Теперь легко найти путь, пройденный 


кораблем за время, в течение которого 
скорость корабля  умепышилаеь — вдвое: 
7) 1 \ т Е 
59а | ®—> г == д би 9, 
и путь, пройденный кораблем до полной 
остинонки: 
Г] [} 
хо с-р 40 0) = т Я ТО же. 


Итак. задача решена, однако интересио 
рассмотреть сию вонрос о том, какое время 
пройдет до полиой остановки корабля. Для 
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этого найдем, как меняется со пременем 
скорость кодабля. 
Так как т\- РМ и Е = — г, то 
Аг й. 
Дт 


Мы лолучнии, что скорость инзмепения ско- 
рости корабля проиорциопальна самой ско- 
рости. Но, как известно (см., например, 
статью С. Д. Осятинского и Л. 3. Руман- 
ского «Экспоиентае, «Квант», 1972, № 12), 
ссли изменение какой-либо величины про- 
порционально самон этой величине, то ги- 
кая величина изменяется по экспонениналь- 
пому закому, поутому 


=] 
ПИ 
а ы 


Из этой формулы следует, шо 530 при 
{» со! То есть путь 5. корабль мог бы ирой- 
ти за бесконенио большюе время! Это озия- 
чает. что второй вонрос задачи при условии 
ЕР — г следует уточнить. Будем считать. 
что тело остановилось, если сго скорость 
уменьшилась, например, в тысячу раз (чис- 
ло может быть. конечно, и другим; все за- 
висит от цели эксперимеита). 


-Ф224. По Огревянным сходням, образующим 
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угол @ с горизонтом, втаскивают па верески 
чщик. Коэффициент трения ящика 09 сход- 
ни и. Под каким углом к горизонту следует 
направить верёвку, чтобы с наименышим 
усилием втоскивить ящик: а) равномерно, 
6) с заданным ускорением и? 


Рассмотрим силы. действующие на ящик 
{рис. 14). Эго — сила тяжести я. сила 
натяжения веревки Р, сила реакции сход- 
ней Ми сила трения Ртр. величина которой 
Рть == и\. Сплосктируем все силы из на- 
правление вдоль сходней и псриендикуляр- 
но к инм и запишем соответствующие урав 
нения движения. 

Так как ящик ие. перемещается в на- 
правлении, перпендикулярном к сходням. 


то сумма проекций сил па это направление 





Рис. 11 
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должиа быть равна нулю, то сеть 


№ -- Е зицВ — 2) — ши сози = 0. (1) 


Вдоль еходней ящик движется с уско- 
ренисм а (в частном случае при равиомер- 
ном движенни а == 0), поэтому сумма проск. 
ций сил должпа быть равна о: 


Е со5(Й — а) — мания — их = ма. (2) 
Из уравнений (1) и (2) 
та тв (зи! 9 -.- | 60$) 
{3) 


сок (В — 2) -'- и зи: (В— 2)‘ 


В получешюе выражение для силы Ё 
утол р входит только в знаменатель. Слело- 
вательно, величина силы ЁР будет мии 
мальной при таком зпачении угла В, при ко- 
тором знаменатель в формуле (3) максима- 


лен, то ссп, максималь величина 
со%(В — 5) -- нзш (В — 2). 
Сделаем иекоторые преобразовация. Иред- 


ставим коэффициент трения и как тангене 
иекоторого угла “: 


у ар: х саги и; 
} к | 
Ушу УЕ 3 СОМ Е . 
Тогда можно занисать: 
себ (В — <) ‘изм (В — 9} 


УЕ-- и: со» (8 —ф@—Ъ. 
Посасдиее выражение максимально и равно 
Иа 


и? при В— 2 —\--0, то есть при 


В. =5-- = (3) 


При таксм значении угла В и минимальна 
сила Г. Причем, еслн лшик движется равио- 


ага и. 


мепно {а --@), то 
ь 0 (51122 -.- И ©0859) 
ии мо 


а при движении с ускорением © 
аб {нЕ -- И ©0$ 06) 
Е | 


а ти 
Е цы 


Однако это решение верно ис для любо- 
го ускорения. Так как наиравление силы Е 
ие зависит отаи, а абсолютная величина силы 
Р увеличивается е увелячением ускорения, 
то при некотором зиаченки ускорения @ == ча 
сила Е станет такой, что ес составляющая 
Е чп (В —2). перпендикулярная к наклон- 
ной плоскости, будет равна по абсолютной вс- 
личиие составляющей силы тяжести 7180$. 
Ирин этом обратятся в иуль как сила №. 
так и сила Ртр. В дальнейшем (при а @} 
для того чтобы ящик не оторвался от по- 
лозьев, паправление силы ЕР должио ме- 
пяться с увеличением ускорения а так, чтобы 
составляющая силы Р, перпендикулярная 





4+9 


та 
та Е 
Е 
[2 
а+) 
п\_ 


тв тв 


Рис. 16. Рис. 17 


Рис. 15. 


к наклонной плоскости, оставалась равной 
составляющей силы тяжести, то есть 


Рап (В — а) == ша сова. 


Для составляющих этнх сил, параллельных 
наклонной плоскости, можно записать 


Е со$ (В — а) — тезта = та. 


Из двух последних равенств найдем: 


8<05&а 
ШВ а) зпа-а › 
откуда 
8 с05@ 
В-о- 278 озта ти (5) 


Величину 20 можно найти из тех сооб- 





ражений, что ири а-- п, змачения угла В 
из {4} и (5} совпадают: 
: 2505“ ен 
‘ т Е ЖЫ аге 
о УР вн, 
откуда 
150$ 9 а 
а, -8( д — зна]. 
Итак, 


при 2 < ав {следовательно, н 
номерном движении тоже) 


В-- «'- аеши, 


ири рав- 


при @ > 4% 
м. 2 с05 а 
В а оно и ^ 


Мы решили задачу. Олиако, приведем 
еще одно решение. Это — красивое геомет- 
рическое решение. 

При  равномерном движении вдоль 
сходней сумма всех сил должна 
быть равза пулю. Заменим снлы М и ЁЕтр 
их равнодействующей Ч = М-- Ртр (рис. 14) 
н будем складывать снлы Ч, Е и ме. Они 
должны образовать замкнутый треугольник. 

Заметим, что направление силы © со- 
ставляет с перпендикуляром к наклонной 
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плоскости угол 6 такой, что 
нА 
№ 


Ртр. 


шб=лу-= 


— |, 

то есть при измененни величины и направле- 
ння силы Е направление силы @ остается 
неизменным. Следовательно, абсолютная ве- 
личина вектора Р будет минимальна, если 
он перпеидикуляреи к вектору @ (рис. 15) 
(так Как величина и направление вектора 
тв не меняются). При этом с горизонтбм сила 
Е будет составлять угол 


В=а-- 6 -= м -г ага и 


(углы Виа -[Р $ равны как углы с взаимно 
перпендикулярнымн сторонамн). 

Точно так же решается задача, когда 
ящик движется с ускорением а < а. В 
этом случае сумма векторов тв, Ч и Рдолж- 
па быть равна та (рис. 16). Это изменит 
абсолютную величину силы Р, но не изме- 
цит се ваправления. 

При а > а,. когда силы М, Етр, а, сле- 
довательно, и О равны нулю, сила Ё должна 
соедниять концы векторов лари та (рис. 17). 
Легко видеть, что в этом случае 


-:- ата 
а со: 4 


2с0$@ 


В -— ага 77 27 тара. 


$225. В стакан налиты Ове несмешивающис- 
ся жидкости: четыреххлористый углерод 
СОч и в00а. При нормальном атмосферном 
давлении С кипит при 76,7 С, вода — 
при 100°С. При равномерном нагревании 
стакана в водяной бане кипение на границе 
раздела жидкостей начинается при темпе- 
ратуре 65,5?°С. Определить, какая из жид- 
костей быстрее выкипает при таком «по- 
граничном» кипении и в0 сколько раз. Девле- 
ние насыщенных паров воды при 65.5 С 
составляет 192 ли рт. ст. 


Для кипения однородной жидкости не- 
обходимо, итобы давление насыщенного пара 
в пузырьках, образующихся по всему объе 
му жидкости, было равно внешнему атмо- 
сферкому давлелию *). 

При «пограничном» кипении в пузырь- 
ках, иаходящихся на границе воды н че- 
тыреххлористого углерода, содержится как 





*) В действительности давление пасы- 

щенного пара должно быть больше атмосфер- 
2а 

Ар == РЕЙ о р, 


Ей — гидростатическос 


ного ла величину 


еде давление па 


уе) 
тлубние #, р — добавочное давление под 


изогнутой поверхностью жндкости (С — ко- 
эффициент поверхностного натяжения, Ю — 
радиус пузырька). Обычно этой величиной 
можно пренебречь по сравнению с внешним 
атмосферным давлением. 
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Рис. 18. 


водяной пар, так и газообразный СО 4, прн- 
чем сумма их парциальных давлений равиа 
атмосферному давлению: 


Разм — Рут Р»- 
Здесь р, — 192 мм рт. ст. — парциальное 
давление насыщенного водяного пара, р. — 
парциальное давление насыщенного СС|.. 
Поскольку Ратм == 760 мм рт. ст., то 


Ро == ЛРатм — ру = 9568 чм рт. ст. 


Во время кипсиия пузырьки поднима- 
ю'ся вверх, доходят до поверхности жил- 
кости и лопаются. Следовательно, отноешсине 
массе жидкостей п: и ., испарившихся ла 
некоторое время, равно отиошенню `плотно- 
стей паров воды {р,) и СС (р) в пузырьке. 


Из уравчения  Менделесва — Клапсй- 
рона плотность насьзщенного пара 
Риц 
Ри = тт, 


где ри — давление насыщенного пара, к — 
молекулярная масса пара, Т — температура 
и ЮВ — газовая постоянная. Поэтому 


р. _ Ри 192.18 1 


Ав Е а: 
р. рим 568-154” 25 ' 


то 


Отсюда следует, что СС! 4 при «пограничном» 
кипении испарястся в 25 раз быстрее воды. 


$226. Решение этой задачи см. в статье 
И.А. Зайцева «Электрические машины 
постоянного тока», которая будет опублико- 
вана в следующем помере нашего журнала. 


Ф227. На тороидальный сердечник из фер- 
рита с магнитной проницаемостью и = 2000 
намотаны две капидики: первичная, содержа- 
щая п; == 2000 витков, и вторичная с п. - 
== 4000 витков. Когда на первичнию катушку 
было подано напряжение 0} = 100,0 в, на 
разомкнутой вторичной было И. -= 199,0 в. 
Найти, какое напряжение будет на разом- 
кнутой вторичной катушке, если сердечник 
заменить на сердечник того же размера, но 
из феррита с и’ == 20. Рассеяние магнит- 
ного потока и потери в сердечнике не ичи- 
тывать. 


Сердечиик с катушками представляет 
собой повышающий трансформатор с отно- 
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неснием числа вятков 
п 


и: =. (1) 





Напряжение на разомкиутой вторичной ка- 
тушке &., равно э.д.с. Е», наводимой на 
се концах. Величину Ё›, можно связать 
© величиной э. л.с. Ё,, возникающей в пер- 


внчиой катушке, таким соотношевием: 
а. 2) 
Е ин (: 
Е, Г 


Парисусм схему этого трансформатора, 
учитывая активное сопротивление первичной 
цепк ин, как обычио, разделяя’ активное и 
реактивное сопротивления (рнс. 18). По 


первичной цепи трансформатора идет перс- 
менный ток, действующее значение которого 
: ы 
{ ——, (3) 
В: А: 


где А — актнвное сопротивление катушки, 
а К; — ее ипдуктивное сопротивление. При 
разомкнутой вторичной обмотке э. д. с. ин- 
дукции в первичной обмотке Е, равна на- 
пряжению на нидхктивном сопротивлении, 





зто есть 
ь К 
ПОРА = о. (4) 
р А? -- В: 
Тогда из (1} — (4) получаем 
в 
Е: (5} 
у юг --1 
Аналогичное соотнопюние можно напи- 


сать и для трансформатора с сердечииком, 
имеющим магнитпую проницаемость и’. Так 
как Аг -- 9, а = н, то при замене сер- 
дечника изменится индуктивное сопротнале- 
ние первичной обмотки, арнзем 


т 
ин‘ 
Таким образом, 
и. 
в Ва 
СРВ: ИУ вЕ Г 


В этой формуле пам пеизвестна только вс- 
личина (А Ю;):. Найдем се из равенства (5); 


В (40=) = г. 
Поэтому окончательно 
кс, — 
Ув И 


И. Ш. Слободецкий 


О: 20 в. 
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ПРАКТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 


Аргумент 
комплексного числа 


Ю. В. Сидоров 





В этой статье рассматривается поня- 
тие аргумента комплексного числа и 
‚‘тригонометрическая форма записи 
комплексного числа. При этом - пред- 
полагается, что читатель знает опрс- 
деление комплексного числа,  поня- 
тне модуля и геометрическую — ин- 
терпретацию комплексного числа *). 


Определения 


Начнем с определения аргумеита ком- 
плексного числа. Чаще всего встре- 
чаются два определения. 
Определение 1. —Аргумсн- 
том комплексного числа г 52 0 мазы- 
вается угол между действительной 


осью и вектором Ог, отсчитываемый 
от положительного направления ‘деп- 
ствительной оси. При этом, если 





*) См.. например, В. Г. Болтяи- 
ский, Ю. В. Сидоров, М.И. Ша- 
бунин, «Лекции н задачи по элементарной 
математике», М., «Наука», 1971, а также 
В.В. Пекарскас, «Геомезрий ком- 
плексиых чисел», «Квант», 1973, № 6, с. 54. 











отсчет ведется против хода часовой 
стрелки, то величина угла считастся 
положительной, а если по ходу часо- 
вой стрелки, по отрицательной 
(см. рисунок). 

Определение 2. —Лреумен- 
том комплексного числа а = м =0 
называется` угол ф, который удовлет- 








воряет одновременно Овум — равен- 
ствам: 
зшф . 
$ ПЕЕы' 
(1) 
С0$ф = ЕЕ 
И ь ` 


° Чтобы до конца ионять определе- 
ние аргумента, пеобходимо усвоить 
следующее. 

Г’. В обоих определениях угол 
может выражаться и в градусах. и в 
раднанах. В школьвом курсе мате- 
матики равноиравны обе записи. 
Для определенностн договоримся в 
этой статье измерять углы только в 
радианах, причем слово «раднан», как 
обычно, будем опускать. Такой выбор 
не случаен — в высшей математике 
чаще всего применяется имение ради- 
анное измерение углов. Поэтому ар- 
гумент комплексного числа следует 
считать  отвлеченным числом. 

Таким образом, в определении 1 
слово «угол» надо понимать как ”«ал- 
гебраический угол», то есть отвлечен- 
ное число, выражающее число ради- 
ан величины «геометрического угла». 
Аналогично, в определении 2 число $ 
означает число радиан, а не градусов. 
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27. Определения | и 2 эквивалент- 
ны: если ф является аргументом чис- 
лаг = а-+ М -Е0 в смысле опреде- 
ления 1, то выполняются равенства 
(1); наоборот, если ф — аргумент ком- 
плексного числа 2=а- М0 в 
смысле определения 2, то $ — угол 
между положительным направлением 
действительной оси и вектором 2. 
Это утверждение при а>0, &6>0 
вытекает непосредственно из рисунка 
(см. с. 41) и определений синуса и 
косннуса. Для остальных чисел 2 
доказательство аналогично (проверь- 
те!). 

Таким образом, ие имеет значе- 
ния, какое из определений | или 2 
выбрано за исходное — другое будет 
являться необходимым и достаточ- 
ным критерием. 

3°. Для числа г =: 0 понятия ар- 
гумента: не существует. Поэтому для 
краткости во всех дальнейших рас- 
суждениях, связанных с понятием 
аргумента, будем предполагать (и 
этого нельзя забывать!), что 2 = 0. 

4`. Для фиксированного комплек- 
сного числа г 52 0 аргумент определя- 
ется неоднозначно: если фо — неко- 
торый аргумент числа г, то каждое 
нз чисел 


Фо -1- 24а, Е =0, 31, 2, ..., (2) 


тоже является аргументом этого же 
числа 2, и никакое число, не совпадаю- 
щее ни с одним из чисел, указанных 
в (2), не является аргументом числа 
= (локажите!). 

Таким образом, для каждого фикси- 
рованного числа г 5 0 имеется бесконеч- 
ное множество аргументов, из кото- 
рых каждые два отличаются друг от 
друга на число, кратное 2л. 

5. Многозначность аргумента, 
описанная в 4’, затрудияет понима- 
нне действий над аргументом комп- 
лексного числа. Но часто именно бла- 
годаря этой многозначности удается 
решать довольно трудные задачи. 

В некоторых пособиях по элементарной 
математике в определение аргумента вклю- 
частся ограничение вида 0 ф< 24, то 


ссть считается, что аргумент комплексного 
числа 2 — это наименьший неотрицательный 
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угол между положительным направленнем 
действительной осн и вектором 2. Тогда для 
каждого числа 2 аргумент олределяется од- 
нозначно, н на первый взгляд кажется, что 
вся теория должна быть проще. Однако та- 
кое ограничение лишь еще больше усложняет 
правила действий над аргументами (например, 
сумма аргументов двух комплексных чисел 
уже ие всегда является аргументом какого- 
либо комплексного числа). Иногда это при- 
водит к значительным неточностям *), поз- 


тому лучше придерживаться общепринятого 
определения (1 или 2). 


Аргумент комплексного числа 


Рассмотрим вопрос о нахождении ар- 
гумента комплексного числа. Но 
сначала договоримся 06 обозначе- 
НИЯХ. 


Для обозначения того факта, что 


число ф является аргументом ком- 
плексного числа 2, пишут 
Ф -—. а 2 или ава =ф. (3) 


Например, каждое из соотношений 
- агр{ 
5 Е 


н й п 

агвй = 
означает только то, что число 
является аргументом числа Г. 
Заметим, что соотношения (3), хо- 
тя и выглядят формально как ра- 
венства, являются необычными ра- 
венствамн. Одним из свойств обыч- 
ных равенств является, например, 
следующее: если А -= Ви В = С, то 
А ==С (А, В, С — числа или геомет- 
рические фигуры). А равенства (3) 
такнм свойством не обладают. На- 

пример, можно записать, что 


: . : 9: 
5 = агв (1-0), ага (Ед --, 


л/2 





*} См., например В.В. Зайцев, 
В.В. Рыжков, И.М. Сканавни, 
«Элементарная математика», М№., «Наука», 
1967, с. 41: в формуле (15.1) сумма ф, -- ф2 
может быть больше 25, и поэтому смысл фор- 
мулировкн теоремы после этой формулы не- 
понятен, Аналогичная неточность допущена 
на той же странице в формуле (15.2) и в тск- 
сте после нее. 

Примечакие редактора. Сей- 
час готовится новое, переработанное изда- 
ние этой книги, о\ю выйдет из печати в 
1974 годх. 


НО 
ла 9л 


Таким образом, соотношения (3) 
можно читать так: «ф равняется ар- 
гументу числа 2» или «аргумент чис- 
ла г равняется ‹», но смысл этих фраз 
только один: ф является аргументом 


числа 2 или, другимн словами, ф 
является одним из аргументов чис- 
а 


Символ агр 2 применяется также 
в следующем случае. Если Фу = 
=: ага 2, то есть фо является одним из 
аргументов числа 2, то все значения 
аргумента этого числа 2, как отмеча- 
лось в 4, указаны в {2). Этот факт 
записывают в виде формулы 


аге 2 = Фь -1- 2Ал, 


Е =0, 1, 2, (4) 


Нанример, все значения аргумента 
числа { содержатся в формуле 


- --2кл, К:-0, +1. -2.... 


ага? 5 


Огметим, что «равенства» внда (4) часто 
встречаются при решении триговометриче- 
ских уравнений. Например, решение уравнс- 
ния 5х -= | записывается так: 


ЗА, К =0, +1, =, 


В п 
Хх 2 


Смысл последнего «равенства» такой же, 
как н соотношения (4): для каждого ислого 


л 
& число —;7 -- 2л удовлетворяет уравнению 


$тх == [и только эти чнсла являются кор- 
нями уравнения зпх:: 1. 


Для нахождения всех значений 
аргумента комплексного числа 2 = 
- 4-- М 520 нужно найти все чис- 
ла $, ‘удовлетворяющие обоим ра- 
венствам (1), то есть решить сов- 
местно уравнения (1). 


Пример 1. Найти все значения 
аргумента числа 2 = —5. 

Так как а = Кег = —5, В = 
г: НИ2 == 0, то решеннями первого 
уравнения <0$ ф == —1 из системы 
(1) являются числа ф == л - 2Ал, 
й=0, +1, -=2,..., а решениями 
второго уравнения $71 ф == 0 — числа 
ф = Ил, 1-0 1 32, 
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Общими корнями 
ний являются числа 


ф=дл- 2Ал, Е = 0, ЗЕ: ЕР: 


обоих уравне- 


Ответ: аге (—5) == п -- 2Ал, 
Е =0, 1, -2, 
Заметим, что ответ в иримере 1 


можно записать и в другом виде, 
например: 

аге (—5) == —л -!- 2ил, п = 0,1, 
52... Фа 
нли 

аге (—5) -= Зк -!- 2тл, т- 0, 
= =Е2, 


Нужно иметь в виду, что все эти 
формально различные записи эквн- 
валентны (в каждом из этих ответов 
содержатся все значения аргументов 
числа — 5), то есть это одинаковые 
ответы, написанные разными форму- 
Лами. 

Аргумент комплексного числа 2 

: а -- ы 2 Оможно находить проще: 
сначала определить, в какой четвер- 
тн находится точка 2 -= а -- Ш (на- 
пример, используя геометрическую 
интерпретацию комплексного  чис- 
ла), а затем воспользоваться одним 
(любым) из уравнений (1) (лока- 
жите!). 

Пример 2. Найти все зна- 
чения аргумента числа г == | 1-8. 

Так как Вег == —1, [т = 1, то 
точка 2-= —1 -- $ лежит во второй 
четверти. Вторсе нз уравнений (1) 
имеет вид $11 ф == 1/р 2. Одним из ре- 
нений этого уравнения, лежащим во 
второй четверти, является число 
Фо = 31/4. Окончательный ответ но- 
лучаем по формуле (4). 


Ответ: ащ(—1 10-2 --2Ал, 
№ -0, 1, =2, 
Заметим, что если $ -= агв (а -- 
- 5), а=0, то 
ь 
{еФ- а (5) 


Однако обратное утверждение не- 
верно: из равенства (5} нельзя заклю- 
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чить, что ф == агр (а -- &). Напри- 
мер, для числа —1-1-: значение ф =: 
= —л/4 является решением уравне- 
ния (5), но не является аргументом 
этого числа. 

Но если сначала определить, в 
какой четверти находится точка 
а —- 5, и затем найти таксе решение 
уравнения {5), которое является углом 
в этой четверти, то получим аргумент 
чнсла а --  (локажите!). 


Пример 3. Найти один из ар- 
гументов числа 1-1) 3. 


Точка 1 —ЁГу 3 лежит в четвертой 
четверти. Находим какое-нибудь ре- 


шение уравнения’ (5), то сесть 

45 ф-- —т 3, которое является углом 

в этой четверти, например: ф = —л 3. 
. э. д 

Ответ: ага (1; 31 си 


В этом примере по смыслу вонро- 
са ответ неоднозначен. Явл тСЯ вер- 
ными также следующие ответы: 


аги (1 —-1 | 3 —, 
ат (1—1 3) -— 5, 
аге (1—2 у 3) а 


м другие. 


Пример 4- 
числа 3-2. 
Аналогично тому, как это сдеда- 


но в примерах 2 или 3, находим (най- 
дите!): 


Найти ароумент 


ь т ь ы < 
аго (у зо 


6 
(то есть л/б является одним из аргу- 


ментов числа у 3-!-й). Остается вы- 
яснить, как писать ответ: достаточно 
указать одно значение аргумента или 
нужно найти все? 

“спомним, например, задачу: ре- 
щить уравнение х? -= |. Это уравне- 
ние имеет два корнях, = | ил, = —{. 
Чтобы ответ был полным, в него необ- 
ходимо включить оба корня. Часто и в 
геометрических задачах встречаются 


неоднозначные 
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ответы. Например: 


найти сторону АВ треугольника АВС, 
если АС -= 8 см, ВС =Тсм, ХА = 


== 5/3. Полный 


ответ должен быть 


таким: АВ -- 3 см или АВ -==5 см 
(докажите!). 

Так же и в нашем примере 4: 
чтобы ответ был полным, нужно най- 


тн 


все значения 
г 3--2. 


аргумента числа 
Так как один аргумент л/б 


уже найден, то все значения аргумен- 


та этого числа находим по форму- 
ле (4). 

Ответ: агё (у 3--4 А --2Ал, 
Е О -Ь =>, 


Таким образом, вопрос примера 4 
является просто короткой формули- 
ровкой вопроса примера 2. 

Обратим внимание на одну распро- 
страненную ошибку. Иногда абиту- 
ряеиты пытаются находить аргумент 


числа а -- по формуле ф. 


а некоторые даже 


$ 
агс—, 


приинмают эту 


формулу за определение аргумента. 


Однако для 


каждого х функция 


агсёо х имеет только одно зпачение, 


причем 


формула агё {а 


‚ВВ м 
->< агсе хо те Значит, 


: [и 
0) - агс15 —— верна 


только при а >> 0, причем дает только 


одно 


из зиачений 


аргумента. 


Можно доказать (докажите!) спра- 
ведливость следующей формулы: 


аги (0 


л 


По этой формуле 


‚ агсёа 


- 61) 


>, если а:-0, $>0: 


если 


#—0, 6< 0; 


в) * 
- 


Ь 
агся -—, если а > 0; 
р 2 
—_, сли а< 0. 


а 


хлюжио находить 


одно из значений аргумента, но часто 
проще поступать так, как сделано в 
примерах 2 или 3. 


Тригонометрическая форма 
комплексного числа 


Рассмотрим понятие тригонометри- 
ческой формы комплексного числа. 
Вспомним, что модулем комплекспого 
числа 2= а-- М называется число 


г е-- 6: г а?-- 6. 


Пусть ф :- агы (а-- 5%), 
формулы (1) так: 


неренишем 


со -.- Но ы 

-0 $ г: =? $ г’ 
откуда а-.гсо5ф, фо гзшф, а по- 
тому 

а-1- 06: г (с ф-т Ф). (6) 


‚ люЭое комплексное 
число а-1 01-20 можно записать 
в виде (6), оде г— модуль числа 
а-ы, а ф—оодин из аргументов 
этого числа: 


ной, Ф 
Верно и обратное утверждение (40- 
кажите!}: ссли компаексное число 
а-- & представлено в виде (6), где 
г>0, то 


г. -м-НЫ, Ф-- аты (а-- 00. 


Определение. Лредетавление 

комплексного чис. а. 2 в ве 

г (с05$ф -!- Гы 9), (7) 
еде г > о, называется тригонометри- 
ческой формой записи комплексного 
часла. 

Сказанное выше означает, чго каж- 
дое комплексное число 25-0 можно 
представить в тригонометрической 
форме (Т), причем 

г = |2], ф == агр 2 


Таким образом 


Г. аги («-- 60. 


Для того, чтобы найти тригоно- 
метрическую форму заданного ком- 
нлексиого чнсла, нужно найти мо- 
дуль этого числа, какой-нибудь ар- 
гумент этого числа, а затем занисать 
это число в виде (7}. Если прн этом 
[2] = г =: 1, то множитель г в форму- 
ле {7}, как обычно, опускается, то 
есть в этом случае тригонометриче- 
ская форма записи имеет вид 


= С0$ < -!- ГУМ ф. 
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Например, для числа ; запись 


В й се л 

6: 60$ > ЕЕ 5 
является тригонометрической формой 
записи этого числа. 

Заметим, что в силу многознач- 
ности ага г тригонометрическая фор- 
ма фиксироваиного комплексиого чис- 
ла также неоднозначна. Например, 


для числа г тригопометрической фор- 


мой являются также записи 
Зы СО ибо 
{ со Ш >, 


— 


[ сз { каз ета ( ре 
| Е 
н другие. 

Необходимо подчеркиуть, чго пе 
всякая запись комплексного числа 
через тригонометрические функции 
является тригонометрической формой 
этого числа. Например, запись чис- 

аня 
©0903 5-Е РУ = 


лаг в виде Г или 


ь О Зд 
: (—1 [с05 29 они по ль является 


тригонометрической формой числа г. 


Так как аргументами числа Е явля- 
ются числа 
д 


А 2Ал, Ё:=0, 1, +2, 
и только оии, 
ская форма 
имеет вид 


то и тригонометриче- 
числа Е обязательно 


[: со (5 + 28я) -- Я (5 -+2*м), 


где #й — любое целое число. 





"Рассмотрим еще один пример. 
Число 
ло 107. И 101 
В 9 * 9 
можно представить в виде (про- 
верьте!) 
2 о сов [оз р 
# 
особ М сов М геи М7 
2505 9 |9 —9-— 9 
Вторая из этих записей является 
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тригонометрической формой данного 


числа, а первая — нет, так как 
од 

со5 -9- < 0. 
Итак, ссли г`:|2], Фо атгб2 (то 


ссть фи Является одним из арегумен- 
юв числа :). то для каждого целого 
Ё зипись 


ГУ (фо -- 2АЛ)| 


является тригонометрической фор- 
мой комплексного числа 2, и никакая 
другая запись не является тригоно- 
метрической формой этого числа. 
На этом в школьном курсе матс- 


2: г [с0$ (ф,-- 281) 


матикн заканчивается рассмотрение 
свойств аргумента комплексного 
числа. 


Одно свойство аргумента 


С помощью тригопометрической формы лег. 
ко выводится следующее правило умноже- 


няя и дсления комплексных чисел (про- 
верьгс!): ег 
2, -- т, {605 Ф, ЕТ), 
2. >: 7. (60$ Ф, _- 5114), 
73 
2125 == пу» (605 (Фь >. фа) г РФ, -1- $], 
2, Г 


а ‚ [605 (4, — 9) 


а 


ст (4, — 4..] |. 


Из этого правила испосредетвенно вы- 
лекает следующая важная 

Теорема Пить $, 
=- аги 2.. Гогда 


Ч. . Ч -татв (2,2, 


ара, и Ф. - 





ф, -- 4: 


Всиюмиим, что запись ф--аге 2 озна- 
чает Только тел факт, что число ф является 
одним из аргументов комплексного числа 2. 
Значит, формулы в теореме следует читать 
так: сумма аргументов сомножителей яв- 
ляется аргументом произведения, а раз- 
ность ареулентов Зели мог [С делителя Яс- 
авется аргументом частного. 

Обратим внимание на одиу расиростра- 
нениую ошибку. Иногда первую часть тео- 
пемы  запнсывают в винде «формулы» 
агв (212:} == агы 2, -[` аги 2., которая не име- 
ет смысла, так как ата г — многозначная 
функция, а в школьном курсе математикн 
не рассматриваются понятия суммы и равен- 
ства двух многозначных функций. 

Следует иметь в виду, что если ф, = 
== ав 21, Фо == агни 2. и Ф-= ат (2,22), то 
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может оказаться, что 5, -- Ф.. Напри- 


мер, 27 == агр 3, = атр г, == == агр За, 


. л 
но 9 2л -- 


Поэтому исобходимо 


правильно понимать формулировку теоремы. 

Отметим одно следствие из теоремы — 
формулу возведения комплексных чиссл в 
целую степень (докажите ес!): если 2= 
= г (с0$ф -!- т $), то 


а ая уч (со пф -!- 1 Е п, 
п--:0, эт, . 


Упражнсния 
1. Доказать формулу 
Ь 


| агсут Уря 


Ь 
дат, если 20. 
атс Ура < 


‚ если а 0: 





ат (а-]-6г) 





2. Найти аргументы следующих чисел: 


| 1 8л 

2} (1-17 тен 1 605 5-1 
а бе Зы 
1511 76; п 1-'- соз о РЕ 


3. Записать в тригонометрической форме 


НЫ 
следующие числа: а) --3; 6) — 5 в) зт Е 


ь д ‚ 2 Я 2х 
г 7605 7} г} $57 +: (1 < >|; 
6х бл 
Л) ви 4-2 (14. соз 9). 
4. Пусть Ф :- ате2., $. — 276 2.. Дока- 


зать, что 2, == #, 
когда |2,|=]2.| н 


тогда и Только тогда, 
существует такое целое 


число А, что $, = $. -'- 281. 
5. Пусть $ -- агв 2. Найти агЕ (20) и до- 
казать, что ав произведение 2т 


п 


овначаст поворот вектора г ва угол 2 


$. Доказать, что ссли ф-- мг, то 
1 ё 
агв Е — фи аг6 2 -: —Ф. 
7. Пусть Ф, == агв 2,, 4» авг: и ф = 
= агв (2,2.). Доказать, что ф==ф, - Ф. -- 


-- 28л, где А — некоторое целос число. 

8. Доказать, что если ф-= агр (2,2.), то 
существуют такие числа 4 и Фр», что ф, = 
= АТВ 2;, Ф: -- ай 2. и ф=Ф, -, Ф.. 
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Московский 
государственный 
университет 


имени М. В. Ломоносова 





Мы уже рассказывали о факультетах 
физнко-математического профиля  Москов- 
ского государственного университста имени 
М. В. Ломоносова *). Ниже приводятся ма- 
терналы вступительных экзаменов 1973 года 
по математике и физике на этих факультетах. 


Математика 


Механико-математический факультет 
Варнант |1 
1. Рапить уравнение 


2 (0$ х}'2 -— с03 2х 5-1 


их ——— 
туз (1 — }/соз х). 
2. 3 траисцни АВСО точка К — сере- 
дина основания АВ, точка ЛМ — середина 
основания СВ. Найти площадь трапецин, 
ссли известно, что ОК сесть биссектриса 
угла О трацеции, ВМ есть биссектриса угла 
В трапецин, паиболыший из углов при ннж- 
исм основании тралеции равен 60°, а се пе- 
риметр равеи 30. 


3. Решить неравенство 


5х У м Юр, > (ах) Юах 


- 556 -х- д. 

34. Точки Ки М являются соответст. 
венно серединами ребер АВ и АС треуголь- 
ной инрамнды АВСО, площадь оспования 
АВС которой равна р. Найти площадь гра- 


ни ВРС, если сечение МОК имеет пло- 
цадь д, а основание высоты пирамиды ло- 
падаст в гочку перссечения меднаи тре- 


угольника АВС. 
5. Найтн все пары чисет х, м, удовлс- 
творяющие условиям 


| Уи хи) =. 


ИЖЕ х), 





*) См. «Кваит», 1973, №4. 


Вариант 2 
1. Решить уравнение 


| 20$ 2х -!- 6052 Х Е 518" х Зыпх=з 


25 х 106, ЦЕХ. 


2. В трапеции АВСО точки К и М яв- 
аяются соответственно середннами основа - 
ний ЛВи СО. Известно, что АМ_ДКи 
СК ВМ, а угол СКО равен 60°. Найти 
площадь трапеции, если ее высота равна 1. 

3. Решить неравенство 


2 — 5х — 3 2х > 2х Х 


я 3 У2— 5х — 342.1. 4.3%. 


4. В треугольной пирамиде АВСО через 
ребро 412, равное а, и точку Е — середину 
ребра ВС — проведено сечение, образующее 
с гранямн АСВ и АВО соответственно углы 
@ и В. Найти объем пирамиды, еслн пло- 
шадь сечения АОЕ равиа $. 

5. Найти все пары чисел х, у, удовзет. 
воряющие УСЛОВИЯМ 


р — 23. Уи сум, 
| ХИ 2-х. 
Факультет вычислительной математики 
и кибернетики 
Вирилит 3 
1. Решить систему уравнений 


| зп усо$х Янх =-0, 


| 2со5 у °. Знтузнах = 603 29 60$ Х. 
2. Рынить неравенство 
Ге ( Хх". 4х -:- 51 ей 
[9 —==———ыиы =. я 
о а 50 > 
15 


3. В прямоугольном треугольнике АСВ 
из всршины прямого угла С проведены бис- 
сектриса СЁ == а и меднаиа СМ =- Ь. Найти 
площадь треугольника АСВ. 

4. Точки А, В, С, О > Ва 
лежат на поверхности шара раднуса 1/5. 
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Отрезки др, ВЕ и СЕ пе 
секаются в одной точке 5$, которая на- 
ходится на расстоянин 1 от центра шара. 
Известно, что объемы пирамид ЗАВС н 
ЭДЕЕ относятся как 1:9, объемы пирамид 
ЗАВЕ и 5ДЕС относятся как 4 ; 9, а объемы 
пирамид ЗАЕС и 5ОВЕ относятся как 9 : 4: 
Найти данны отрезков $А, 5В, $С. 

5. Из пункта А одновременно стартуют 
трн бегуна и через некоторое вземя одновре- 
менно финишируют в том же пункте, нробе- 
жав по маршруту, состоящему из прямоли- 
нейных отрезков АВ, ВС, СА, образующих 
треугольник АВС, На каждом из указаипых 
отрезков скоростн бегунов постоянны и рав- 
ны у первого бегупа 10 лм, 165 кмч и 
14 км/ч соответствеино, а у второго богуна 
12 км/ч, 10 км/н и 16 км/ч соответственно. 
Третий бегун в нунктах В и С оказывался 
не один и менял скорость на всем маршруте 
лишь однн раз. Треугольник АВС —- ост- 
роугольный нли тупоугольиый? 


Физический факультет 


Варнант 4 
1, Решить уравиение 
Эт х-[- с0$ 2х == |. 


2. Решить уравнение 
| \3х |] \х-=1 
(+) - (+) — 128 = 0. 


3. Сумма первых пяти членов геометри- 
ческой прогрессин равна 62. Нзвестно, что 
пятый, восьмой и однинадцатый члены этой 
прогрессин являются соответственно пер- 
вым, вторым н десятым членамн арифмети- 
ческой прогрессии. Найги первый член гео- 
метрической прогрессии. 

4. Прямой круговой конус с вершиной $ 
вписан в треугольную пирамиду $5РОЮ 
так, что окружность основания конуса вии- 
сана В основание РОЮ пирамиды. Извест- 
но. что <Р5$А == д/2, <5$0Ю == 2/4, <Р$О-= 
=: 74/12. Найти отношение площади боко- 
вой поверхности конуса к площади осно- 
вания РОЮ пирамиды. 

5. Дан круг с центром О. Через точку 
внутри круга проведены диаметр АВ и хор- 
да СР. Из точки Р опущен перпекдикудяр 
ОЕ на хорду АС (Е — между А и С), а из 
точки А опущен нерпендикулял ЕН на АВ. 
Точка М — середина хорды СО. Известио. 
что АМ = 2мМ0, ВАН = 5АВ. Найти САМО. 


Физика 


Факультеты механико-математический, 
числительной математики и киберистики 


вы- 


Билет 1 


1. Небольшое тело соскальзывает без 
начальной скоростн © гладкой наклонной 
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плоскости, длина которой {= 16 см, а угол 
наклона © = 30°. Затем оно падает на глад- 
кую горизонтальную плоскость, находящую- 
ся на расстоянии Я == 20 см от инжнего 
конца наклоиной плоскостн. На какую наи: 
большую высоту Л от горизонтальной плос- 
кости поднимется тело после удара об нее, 
если этот удар абсолютно упругий? 

2: Электролиз. Законы Фарадея. 

3. Собирающие и рассеивающие лиизы. 
Формула линзы. Построение изображения 
в линзах. 


Билет 2 


1. Маленький шарик массы 1 = 1,3 о, 
имеющий заряд 4 == 2-10-$ к, подвешен на 
нити внутри заряженного плоского конден- 
сатора, пластины которого горизонтальны. 
Период малых колебаний этого шарика Т, == 
—1 с. Если же поменять знаки зарядов плас- 
тии кондепсатора на обратные, сохраняя ве- 
личниу зарядов, то период колебаний шари- 
ка станет Г», == 1,5 с. Найти напряженность 


-Е электрического поля внутри конденсатора. 


2. Законы Ройля — Марнотта, Гей-Люс- 
сака, Шарля. Графики этнх законов. Абсо- 
лютная температурная шкала. Объединенный 
закон Бойля — Мариотта — Гей-Люссака. 


3. Световой поток, сила света, осве- 
щенность. 
Билет 3 
1. Над столом подвешена маленькая 


лампочка, расположенная в вершине кону- 
сообразного абажура, у которого угол меж- 
ду осью и образующей < = 30°. На пути лу- 
чей параллельно поверхности стола помести- 
ли плоскопараллельную стеклянную нластин- 
ку с ноказателем преломления л = 1,5. 
При этом днаметр светового пятна на столе 
уменымнлся на величину 4 = 2 см. Какова 
толщина й пластинки? 

2. Примеры колебательных движений. 
Гармонические колебания. Период, частота 
ни амплитуда колебаний. Пернод колебаний 
математического маятцика (без вывода). 

3. Поток магиитиой илдукиии. Электро- 
магиитная нндукция. Электродвижущая Си- 
ла нидукции. Закон Ленца. Явление самоин- 


дукции. Индуктивность. 





Рис. 1 
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Рис. 2. 


Билет 4 


1. Горнзонтальный цилиндр объемом 
у = 5,5 2 разделен на две части тонким по- 
движным поршнем. Оба конца цилиндра за- 
крыты. С одной стороны поршня находится 
азот при температуре &; = 77° С, а с другой— 
гелий при температуре #, = —23°С. Массы 
газов одинаковы. Найти объемы И: и\.,. 
занимаемые азотом и гелием. Трение между 
стенками цилиндра н поршнем отсутствует. 

2. Упругие снлы. Закон Гука. 

3. Закон преломления света. 
тельный и абсолютный показатели пре- 
ломления. Ход лучей в призме. Полное 
отражение. Предельный угол. 


Отпоси- 


Физический факультет 


Ниже приводятся некоторые задёчи из 
варнантов вступительных экзамевов ла фи- 
знческий факультет. 

1. Два малых тела, массы которых от- 
носятся как 1:9, одиовременно начинают 
соскальзывать без трения по внутренней по- 
верхности полусферы радиуса Ю (рис. 1). Удар 
тел абсолютно неупругий. На какой угол & 
от вертикали отклонятся тела после удара? 

2. На краях подвижной платформы, 
длина которой {= 10 м, вес Р = 500 кг. 
стоят два человека; вес первого Р, = 60 хГ, 
а второго Р. == 40 хГ. В момент = 0 они 
начинают бежать по платформе навстречу 
друг другу, причем скорость первого в два 
раза больше скорости второго. На какое рас. 
стояние х откатится платформа, когда первый 
человек добежит до ее конца? Трением плат- 
формы о рельсы пренебречь. 

3. В сосуде с водой плавает кусок льда, 
в который вмерзла свинцовая дробинка. 
Масса льда М, масса дробинки п, температу- 
ра воды в сосуде 0°С. Какое наименышее 
количество тепла нужно затратить, чтобы 
дробннка начала тонуть? Плотность льда 
р1. скрытая теплота плавления льда Л, плот- 
ность свинца р.. 

4. Цикл состоит из двух изохор и двух 
нзобар (рис. 2). Температуры газа в точках 
1 и 3 равны соответственно 7 и Тз. Опреде- 
лить работу, совершенную одной грёмм-мо- 
лекулой газа за цикл, если известно, что точ- 
ки 2 н4 лежат на одной изотерме. 


Рис. 3. 


5. При включении лампочки в сеть с на- 
пряжением И = 200 в она потребляет мощ- 
ность \, = 40 ап и ярко горит, причем тем- 
пература нити {, == 3000° С. При включении 
в сеть с ( == 100 в ламлочка потребляет мощ 
ность №. = 25 вт и еле светится, так как 
температура нити при этом равна {. == 1000°С. 
Найти величину сопротивления нити лампоч- 
ки В, при температуре { = 0°С. 

6. Определить концентрацию эзектро- 
нов в пучке электронно-лучевой трубки ос- 
инллографа вблизн экрана. Сечение пучка 
$ = | мм2, сила тока / = 1,6 мка. Электро- 
ны вылетают из катода без начальной скорос- 
ти н ускоряются между катодом и анодом 
электрическим полем с разностью потенциа- 
лов ( = 28500 в. 

Заряд электрона е = 1,6-10-19 к, масса 
т = 9,.1.10-% кг. 

т. На зеркало-полусферу САБ радих- 
са Ю = 30 см падают два луча, параллель- 
ных линии АВ, которая проходит через цеитр 
О и перпендикулярна к СО (рис. 3). 

Один луч проходит на расстоянии а = 
— 24 см, а другой на расстоянии а, = | см 
от линии АВ. После отражения от Зеркала 
эти лучи пересекуг АВ в каких-то двух точ- 
ках. Найти расстояние х между этими точ- 


ками, 


8. На столе поставлены стеклянная приз- 
ма с преломляющим углом о-45° и показа- 
телем преломления стекла п н тонкая линза 
с фокусным расстоянием }. Главная 
оптическая ось линзы перпендикулярна к 
вертикальной грани призмы, на которую на- 
правлен горизонтальный параллельный пучок 
света определенной длины волны. На каком 
расстоянии х от главной оптической оси будет 
находиться точка, в которой сойдутся лучн, 
прошедшие сквозь призму и линзу? 





ПОПРАВКА 


В «Кванте» № 9 за 1974 год нас. 61 
конец решения залачи Г (НГУ, варнант 1) 
должен выглядеть так: и = 22, || — &*] = ЗН, 
откуда с учетом ОДЗ получаем 
у= — ИЗ 1. 

Редакция благодарит читателя В. С. Ма- 
рочкина (Пермь), обратнвьшего наше вни- 
мание на ошибку в решении. 
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Телевидение 
готовит в вуз 





Математика 


В апреле ка математическом отделении теле- 
курсов чнтаются лекции на темы: «Комплекс- 
ные числа», «Задачи на составление уравне- 
ний», «Прямые н плоскости в пространстве», 
«Многогранники», «Поверхности и объемы 
тел». Некоторые задачи из домашних заданий 
по этим темам предлагаются читателям 
«Кванта» для самостоятельного решения. 

1. Найти действительные значения х, 
при которых комплексные числа 


а = ИЗ 


2. = уУх- ВНЕ ге" 


являются сопряжениными. 

2. Произведенне некоторого натураль- 
ного числа на число, записанное теми же циф- 
рами, но в обратном порядке, равно 1008. 
Найти исходное число. 

3. В котловаи равиомерио поступает 
зода. 10 одинаковых насосов, действуя од- 
новременно, могут откачать воду из цапол- 
неиного котлована за 12 часов, а 15 таких же 
насосов, действуя одновременно, — за 6 ча- 
сов. За сколько часов могут откачать воду из 
наполнениого котлована 25 таких же насо- 
сов, действуя ‘одновременно? 

4. Полная поверхность прямоугольного 
параллелепипеда равна 192 см?; если умень- 
шить каждое из ребер на один сантиметр, то 
полная поверхность уменьшится на 70 см?. 
Найти длину диагонали параллелепипеда. 

5. В наклонном параллелепипеде две 
смежные боковые грани имеют площади $5, 
и 5: н образуют двугранный угол, равный 
150°. Найти объем параллелепипеда, если 
его боковое ребро равно а. 

6. Основанием пирамиды служит рав- 
нобочная трапеция, основания которой рав- 
ны аи 2а. Боковые грани пирамиды одинако- 
во наклонены к плоскости основания; высо- 
та пирамиды равна а. Найти боковую поверх- 
ность пирамиды. 

7. Сторона основания правильной че- 
тырехугольной пирамиды равна @, высота 
пирамиды равна Й. Через сторону основания 
пирамиды и середину бокового ребра, не 
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пересекающегося с этой стороной, проведено 
сечение. Определить расстояние от вершины 
пирамиды до плоскости этого сечения. 

8. Двугранный угол при боковом ребре 
правильной четырехугольной пирамнды ра- 
вен @. Определить двугранный угол при ос- 
иовании пирамиды. 

В этом номере мы публикуем также 
контрольные работы № 4, 5 по темам, прой- 
денным в феврале и марте. Решення задач 
контрольных работ можно присылать по 
адресу: 11362, Москва, Шаболовка, 53, 
Московские подготовительные  телекурсы, 
математика, КР № 4, 5. К решению прило- 
жнте иезаклеенный конверт © Вашим ад- 
ресом. 


Контрольная работа № 4 
1. Решить уравнение 
Ее 
4. 
2. Решить систему уравнений 
18 (2 -- 92) = 1812-51080), 


Тор; 49 
хи вы-и= Ток. 100 


р п \ 
$ИИХ -[- ©0$% (“-=) _- 
# 


3. Решить неравенство 


У 8—2— = 
с И 


4. Решить уравнение 


х 


2 с0$2х $т-- = 0. 


5. Решить неравенство 


ох (3х) == Уюв, (33) . 
Контрольная работа №5 


1 (МТУ, 1972}. Из двух расположенных 
на рекс пунктов А и В (В по течению ннже А), 
расстояние между которыми равно 36 км, 
одновременно выходят навстречу друг другу 
две лодки {первая выходит из пункта А} 
и встречаются через 3 часа лосле выхода. 
Скорость второй лодки в стоячей воде в че- 
тыре раза болыше скорости течения реки. 
Расстояние от пункта 4 до пункта В и обрат- 
но первая лодка проходит за 24 часа. Найти 
скорость течения реки. 

2 (МИФИ, 1972). Коллекция марок сос- 
тоит из трех альбомов. В первом из альбомов 
находится одна пятая всех марок, во втором 
— несколько седьмых и в третьем — 303 мар- 
ки. Сколько марок в коллекции? 

3 (МГУ, 1972). В прямую призму 
АВСОА'В’С'Р’, нижним основанием  ко- 
торой является ромб АВСР, а АА', ВВ", 
с ОО’ — боковые ребра, вписан шар 
радиуса Ю. Найти площадь сечения призмы 
плоскостью, проходящей через вершины А, В 
н С’, если нзвестно, что < ВАР == @. 


4 (МИФИ, 1973). В треугольной пнра- 
миде ЗАВС длина ребра $С равна а. Это 
ребро .наклонено к плоскости основания 
АВС под углом а. Двугранный Угол при 
ребре $С равен В, а двугранкый угол при 
ребре АВ — прямой; ЗА -= $8, АС == ВС. 
Найти раднус шара, вписазного в пирамиду. 

5 (МИФИ, 1972). Найти объем наимень- 
шего по объему конуса среди всех тех кону- 
сов, которые можно описать около шара 
раднуса В. 


физика 


На физическом отделении телевизионных фи- 
зико-математических курсов для поступаю- 
щих в вузы в марте — апреле 1974 года изу- 
чается раздел «Колебания и волны». На лек- 
цнях и практических занятнях обсуждаются 
вопросы, касающиеся механических коле- 
баний и воли, звука, электромагнитных ко- 
лебаний и волн. В заключение будет прочи- 
тана обзорная лекция по волновым процессам. 

Ниже приводятся типичные для домаш- 
них заданий задачи по разделу «Колебания 
и волны», 

1. К двум одннаковым невесомым вер- 
тнкальным пружинам подвешены грузы раз- 
ной массы. Периоды колебаний пружин с 
грузами составляют соответственно Т, == 
== 1,0си Т. = 1,1 с. Определить разность 
удлинений пружин в положении равновесня. 

2. Математический маятник колеблет- 
ся так, что расстояние между крайними по- 
ложениями маятника 2А = 6,0 см, а нан- 
большая скорость движения маятиика 
тах == 0,40 же. Определить пернод колеба- 
ний маятника. 

3. Частоты колебаний двух математи- 
ческих маятников, находящихся в одном и 
том же месте Земли, относятся как 
= - = 0.90. Определить 
инков [и [ь, если их разность &1 == 1 — 
— & = Шел. 

4. Кинетическая энергия математическо- 
го маятинка при прохождении им положення 
равновесия равна Ш, = 0,10 дж. Опреде- 
лить величину возвращающей силы в момент 
времени, равный одной восьмой периода 
колебаний маятника, сли длина инти {= 
== 1,0 м и масса материальной точки т == 
= },0 кг. 

5. Материальная точка массой т = 2,0е 
с зарядом 9 = -+8,0-10-8 к, укрепленная 
на конце изолирующей нити длиной {= 
—- 1,2 м, находится в электрическом поле 
напряженностью Е = 1,4.103 в/м и вращает- 
ся вокруг вертикальной оси так, что угол, 
составляемый нитью с вертикалью, © = 20°. 
Найти пернод обращения точки, если сило- 
вые линни электрического поля вертикаль- 
ны и направлены вверх. 

6. В однородном электрическом поле, 
снловые линии которого горизонтальны, на 
тонкой нити длиной [= 35 см подвешена 


Алины маят- 
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материальная точка массой т == 15 г с заря- 
дом 9 = 3,0.10-6 к. Найти период собствен- 
ных колебаний точки, если напряженность 
электрического поля ЕЁ == 4,0.108 в/м. 

7. Определить длнну поперечной вол- 
ны, распространяющейся вдоль шнура, еслн 
расстояние между двумя ближайшими точка- 
ми, нмеющими одинаковое смещение, {= 
== 0,40 м, а разность фаз колебаний этих то- 
чек равна ф, — ф. = 21/3. 

8. Катушка с иидуктивностью 2=0,13 гя 
включена в сеть переменного тока последо- 
вательно с конденсатором емкости С= 
== 1,5 мкф. Определить тепловую мощность, 
выделяемую в катушке, если действующее 
значение напряжения в сети И == 100 в, 
частота \ -= 400 гц, активное сопротивление 
катушки А = 15 ом. 

9. Два одинаковых по форме плоских 
электрода опущены параллельно друг другу 
в электролит с диэлектрической проницас- 
мостью # = 24. Найти удельное сопротив- 
ление электролита, если на частоте № = 108 гц 
активное н емкостное сопротивления электро- 
лита одинаковы. 

10. В цепь переменного тока частотой 
у = 50 гц последовательно с сопротивлением 
Ю == 100 ом поочередно включают сначала 
казушку с индуктивиостью 2 = 0,20 гн, 
а затем конденсатор емкостью С == [9 мкф. 
Определить отношение амплитудных значе- 
ний токов, текущих через сопротивление А. 

11. При изменении емкости переменного 
конденсатора на АС = 50 лф резонансная 
частота контура увеличилась с %, == 100 хги 
до %. = 120 кгц. Определить величину ии- 
дуктивности контура. 

12. Колебательный контур, настроениый 
на частоту ^ == 15 Мгц, состоит из катушки 
с индуктивностью 2. = 5,0. 10-8 гн и плоского 
конденсатора, в котором зазор между плас- 
тинами заполнен слюдой. Найти ширину 
зазора, если диэлектрическая проницаемость 
слюды Е= 6,0, а площадь пластины 
$ = 15 см. 

13. Колебательный коитур состонт из 
катушки индуктивности и двух параллельно 
соединенных одинаковых конденсаторов. Пос- 
ле того, как эти конденсаторы соединили 
последовательно, резонансная частота кон- 
тура изменилась на Ах == 2,0 Мгц. Найти ве- 
личину индуктивности контура, если емкость 
каждого конденсатора С == 40 пф. 

14. В колебательном контуре, состоя- 
щем из катушки с индуктивиостью Ё. = 15х 
Хх 10-вгн и двух последовательно соединен- 
ных конденсаторов, после пробоя одного из 
них длина электромагинтной волны, излучае- 
мой контуром, изменилась на АА = 20 м. 
Найти величину емкости пробитого конден- 
сатора, если емкость второго С, = 120 лф- 
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РЕЦЕНЗИИ, 
БИБЛИОГРАФИЯ 


Методическое пособие 


по разделу 
«Неравенства»? 





В настоящее время многие 
издательства нашей страны 
издают литературу по мате- 
матике, предказначенную 
для поступающих в высшие 
учебные заведения. Эти кни- 
гн и брошюры преследуют, 
в основном, две цели — чисто 
информационную н методи- 
ческую. 

Из книги, изданной тем 
нлн иным институтом, аби- 
туриент узнает варианты 
письменных работ, предла- 
гавшиеся поступающим в 
этот ниститут, знакомится с 
решениями типичных задач. 
Это помогает ему более пра- 
вильно  орнентироваться в 
вопросе выбора своей буду- 
щей специальности, судить 
об уровне требований, предъ- 
являемых к поступающим. 
Помимо этих матерналов 
справочного характера, в та- 
ких книгах, как правило, 
нмеются и разделы, в кото- 
рых освешаются — вопросы, 
наиболее трудные для по- 
стулающих. Эти разделы яв- 
ляются, ло существу, мсто- 
дическими нособнями по 
важиейшим разделам ‘про- 
граммы вступительных экза- 
менов. 


И если единственным 
требованием к материалам 
справочного характера мо- 
жет быть, пожалуй, только 
правильность ответов нли ре- 
шений, то методические раз- 
делы должны удовлетво- 
рять значительно более вы- 
соким требованиям. 

К сожалению, не все 
издательства относятся с 
должной ответственностью к 
книгам, предназначенным 
для поступающих. Иногда 


выпускаемыс 
ческие 
весьма 


ими методи- 
песобня страдают 
серьезными  недо- 
статками. Между тем со- 
вершенно ясно, что неудач- 
ное пособие может оказаться 
как мннимум бесполезным. 

Недавно Саратовский 
экономический институт вы- 
пустил небольшую книгу, 
предназначенную для посту- 
лающих в вузы инженерно- 
экономического профиля *)}. 
Почти половину сбъёма кнн- 
гн занимает рассмотрение 
неравенств, н этот материал, 
как указывает в предисло- 
вин автор, позволяет ее 
рекомендовать “как методи- 
ческое пособие по разделу 
«Неравенства»,,. Между тем 
ознакомление с книгой пока- 
зывает, что с этим мнением 
автора ни в коем случае 
нельзя согласиться — сТоль 


много в ней неряшливых 
формулировок, неразумных 
рекомендаций н прямых 
ошибок, 


Известно «классическое» 
недоразумение: очень мно- 
гие абитуриенты считают, 
что прежде чем решить нера- 
венство, надо найти его сб- 
ласть допустимых  значе- 
ний. Однако можно легко 
привести примеры, где пред- 
варительное нахождевие 
ОДЗ совершенно — излишие 
с логической точки зрения и 





вносит, кроме того, значи- 
*) А. И. Першин, 
Сборник конкурсных за- 


дач по математике (для по- 
ступающих в вузы), Изд-во 
Саратовского ун-та, 1973 г., 
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тельные усложнения в ре- 
щение. Между тем автор пн- 
шет: «В общем случае следует 
помнить, что — нахождение 
ОДЗ функций, входящих в 
меравенство, является нсоб- 
ходимым условием при реше- 
ни любого неравенства» 
(с. 50}. Сам автор, впрочем, 
решая линейные и квадрат- 
ные неравенства, не выпол- 
няет этого «исобходимого» 
условия. 

Конечно, нахождение 
ОЛЗ часто является полез- 
ным, но оно, — безусловно, 
ис является необходнмым, и 
решение, скажем, примера 5 
{<. 52) проводится гораздо 
прое без нахождения ОДЗ: 
Я4/ 3х — в 

2—х >! 


неравенству 


неравенство 


равносильно 
3—1 
№ 
решения последнего нера- 
венства автоматиче- 
ски входят в ОДЗ ис- 
ходного. Авторский текст 
можно — считать хорошей 
иллюстрацией хак раз 
того, почему нахождение 
ОДЗ ие всегда полезно: ведь 
автор сначала решает нера- 
Хх — 

венство 5 
8х — | _ 
т Г, что, по менывей 
мере, неэкономно. — Вссьма 
странно, что даже в тех слу- 
чаях, когда автор пользует- 
ся зквивалентностью нера- 
венств, он все равно отыскн- 
вает ОДЗ, не объясняя, за- 
сем (см. с. 47—49). 

В примере 3 (с. 65) 
автор находит ОДЗ тригоно- 
метрического неравенства, 


лоскольку все 


2 0/ затем 


однако (типичная ошибка 
абитурнентов!) — носле оты- 
скания решения ОН НИ ©лО- 
вом не обмолвился о том, что 
все полученные решения вхо- 
дят в ОДЗ, хотя как раз в 
рассматрнваемом иримерс это 
логически необходимо. 

В книге систематически 
используется, помимо обще- 
известного понятия ОДЗ, 
н иной, отиюдь не общепрн- 


нятый термин зобласть до- 
пустимых решений нери- 
венстваь, который автор 
нигде ме определяет. Это 


значительно затрудняет точ- 
ное поиимание текста, тем 
болес, что, скажем, в конце 
решения примера 6 (с. 54) 
этот термин имеет одни 
смысл, а прн решенни прн- 
мера 2 (с. 51} -- другой. 
Некоторые — тсоретиче- 
ские положения и рекомен- 
дапии книги либо не ясиы, 
либо просто ие верны. На- 
пример, перечисляя  основ- 
ные свойства неравенств, ав- 
тор формулнрует и следую- 
щее: «если а? В, то Па < 
< Ш (с. 35); нас. 39 ут- 
верждается, что неравенства 


ах? -{- 6х -1- с> 0, 
ах? 6х --с<0 


«равносильные, так как 
умножением на —1  приво- 
дятся друг к другу» и так 
далее. На с. 49—50 автор 
локазывает теорему: р 
венствс { (Хх) ©) >> не 
эквивалентно Е 
190-06. Но, во- 
первых, тсорема в такой 


формулировке не справедли- 
ва (следовало бы сказать 
«вообще говоря, не эквива- 
лентно»). А во-вторых, нега- 
тныная теорема для посту- 
пающего  бесполезва -— го- 
раздо важнее было бы дока- 
зать теорему «неравенство 
УФ {7-0 в своей ОДЗ 
эквивалентно — неравенстиу 
Ро) ФФ = 6» 

Особо следует сказать 
о приводимых на ©. 68 з 
качестве образца рассужде- 
ниях по поводу одного пока- 
зательного неравенства. По- 
лучив в результате иеобхо- 
димых преобразований сто 
решение х > 0, автор далее 
пишет: «Проверка. Подста- 


вим любое значение х >> 0, 
например, х = {..юы, про- 
ведя вычисления, прихо- 
днт к перпому числовому 
неравенству. Остается, од- 
нако, ие неным, какой смысл 
и какое значение придает 
автор этой проверке. 

При рассмотрении нера- 
венства "ТГ (х) < & (х) абиту- 
рневты часто проводят сле- 
дующее ошибочное рассуж- 


дение; так как Уго >20 го 
определенню корня, ал (5) 
больше, чем Д/{(х), то слело- 
вательно {2), #(х) >0. По. 
добный логический дефект 
допускает и автор, решая 
неравенство [х—а| < В: он 
пишет: «число 5 положитель- 
ино, так как оно больше неот- 
рицательного чнела |х—@» 
(с. 38), как будто, например, 
неравенства |х—-3! < —-1 не 
существует. 

Хотя автор приводит в 
параграфе об иррацнональ- 
ных неравенствах месть 
нримеров (<. 50—54), чита- 
тель вряд ли сможет  на- 
учиться правильно решать 
такие неравенства: в нриме- 
рах Ти 3 фактически не нуж. 
но решать неравенства, в 
примерах 2 и 4 неравенства 
просто не решены, в решении 
примера 5 большую часть 
занимают лишиие — выклад- 
кн и допущена логическая 
ошибка, а в примере 6 столь- 
ко неясных и неточных УТ- 
верждений, что понять его 
весьма сложно. При рас- 
смотренин  тригонометриче- 
ских неравенств скрушулез- 
но воспроизводятся нростые 
выкладки, но никаких ука- 
заний по самому  трулному 
для абитуриентов вопросу —- 
как решать простейшие трн- 
тонометрические меравен - 
ства -— ис дается. 

В книге имеется и значи- 
тельное число мелких погреш- 
ностей (не говоря об опечат- 
ках). Так, нас. 56 читатель 
может узнать, что перавен- 
ство Эзт”х —Зат х--8 2 0 
равносильно  неравенству 
2% зтх < —ы на с. 61 
сообщается, что «общей 
частью решений 0 5 х >: —2 
и0<х<2 будет область 
—9 = хх нас. 9 \т. 
верждается, что неравенст- 
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ву Ги« 2 «удовлетворяют 
только те значения у, кого- 
рые больше „> {видимс, для 
большей убсдительности это 
утверждение илаюстрирует- 
ся чертежом}, н так далее. 
Отнеты к ряду примеров 
приведены неверно (см. 
№№ 241, 291, 295, 296, 306 
н др.). Не могут не вызвать 
удивления безвкусно «ком- 
бннированные» задати тина: 
«Найти... опющение скоро- 
стей пешеходов, если извест- 
но, что расстояние от А до 
В равно х, км, где х, есть 
положнтельный корень 
уравнения  2х“—х—6 -= 0» 
(с. 1719). 

Указинный синсок вовсе 
не нечернываст всех недо- 
статков книги, но уже и 
этого слишком много для 
методического нособия, Сле- 
дует ясно понимать, что вы- 
сокий спрос ма кинги для 
ностунающих не может слу- 
жить основанием для сии- 
жения  требоватольности к 
этому виду литературы. 


Г. В. Дорофеев 
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«Ивант» для младших школьников. 





Задачи 


1. Грузы в город А предполага- 
ется доставлять по реке до нексто- 
рого пункта В, а затем автомашиной 
по шоссе ВА (см. рисунок). Цена 
перевозки по реке вдвое меньше, чем 
по шоссе. Как провести шоссе АВ, 
чтобы затраты на перевозки были 
наименьшими? 

2. В сосуде с водой удерживают 
под самой поверхностью воды два 
целлулоидных шарика одинаковых 
масс, но разных днаметров. Если 
отпустить шарики, какой из них под- 
скочит выше? (Силы сопротивления 
не учитывать.) 

3. Прогуливаясь по городу, тэое 
студентов-математиков заметили, что 
водитель автомашины грубо нарушил 
правила уличного движения. Ноыер 
машины (четырехзначный) студенты 
не запомнили, но каждый из них при- 
метил по одной его особенности: 

1} две первые цифры числа были 
одинаковы; 

2) две последние цифры совпадали; 

3) число являлось точным квад- 
ратом. 

Можно ли по этим данным узнать 
номер машины? 

4. Имеется металлический заря- 
женный шарик на изолирующей руч- 
ке. Каким образом можно заряд это- 
го шарика полностью передать элек- 
троскопу? 

5. На площади установлено 
5 громкоговорнтелей, разбитых на 
две группы: в одной 2, в другой 3 ап- 
парата. Расстояние между группами 
равно 50 м. Где надо встать, чтобы 
звуки обеих групп были слышны 
с одинаковой силой? 


Художник 3. Назаров 
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Турист 
в незнакомом 
городе 


Б. А. Кордемский 





Представьте себе город, улицы кото- 
рого, как линии тетради в клетку, — 
одни протянулись с севера на юг, 
другие — с востока на запад. В этом 
городе есть турбаза. Туристу, нахо- 
дящемуся в пункте А, нужно попасть 
на эту турбазу. Но у него нет карты, 
а в городе нет указателей, и расспра- 
шнвать жителей турист не может — 
он не знает языка. Он хочет всякий 
раз случайным образом определять и 
направление движения, и сколько 
кварталов нужно пройти в этом на- 
правлении, прежде чем снова изме- 
нить его. Но как это — «определять 
случайным образом»; как вообще мож- 
но реализовать «случайность»? 
Эврика! Туристу нужен набор так 
называемых «случайных чисел», объе- 
диненных в пары. Абсолютная вели- 
чина первого числа будет указывать, 
сколько кварталов туристу нужно 
пройти в горизонтальном направле- 
нии (горизонтальным естественно на- 
звать направление «восток — за- 
пад», «запад — восток»; а вертикаль- 
ным — «север — юг», «юг — север»), 
а знак числа — само направление: 
на восток, если плюс, и на запад, если 
минус. Аналогично, абсолютная велн- 
чина второго числа будет указывать, 
сколько кварталов нужно пройти в 
вертикальном направлении, причем 
на юг, если это число отрицательное, 
и на север — если положительное. 
Но где же взять «случайные чнс- 
ла»? Их может выдать ЭВМ, если за- 
дать ей соответствующую программу, 
но у туриста ЭВМ, конечно, нет. Зато 
у него есть газета с таблицей номеров 
вынгравших лотерейных билетов. Ту- 
рист наудачу выбирает часть табли- 
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Художник М. Златковский 


цы, затем в номере каждого  лоте- 
рейного билета берст две последние 


31013 179 Фотоапнарат 90 
31019 110 25 рублей — 
31026 060 25 рублей — 
31030 199 50 рублей — 
31031 115 Часы «Полет» 35 
31045 026 100 рублен = 
31047 От Фотоаппарат 15 
31068 178 50 рублей =— 
31069 #00 Часы «Поаеть 35 
31070 096 — 50 рублей — 





$5 
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цифры ти их уже 
как р юлучается такой набор 
пар случайных чисел: (7, 9), (1, 0), 
{6, 0), (9, 9), (@, 5), (2, 0), ©, №, 
(7. 8), (0, 0), (©, 6). Недостатком этих 
чисел является то, что все они оказы- 
ваются положительными. Но этот не- 
достаток легко исправить: вычесть, 
например, из каждого числа образо- 
вавшегося набора случайных чисел 
какое-нибудь фиксированное число, 
скажем, 5. При этом пара (7, 9) 
превратится в пару (2, 4), что означа- 
ет: «нужно идти два квартала на 
восток, затем четыре квартала на се- 
вер»; пара (1, 0) — в пару (—4, —5), 
то есть «четыре квартала на запад и 
пять кварталов па юг». Набор та- 
ких пар уже задает туристу марие 
рут. В данном случае «кол» полу- 
чившейся случайной маршрутной 
линии будет записываться так: (2, 4), 
(-—4, —5), И, —5), (44), (—% 0, 
(—3, 1}. (5, —4) (2. 3). 65, —5), 
(4, \). 

Теперь турист может отправлять- 
ся в путь. 

Заметим, что на турбазу  ту- 
рист может так и не попасть; впрочем, 
ему достаточно оказаться в любом из 
соседних с ней кварталов, так как 
оттуда дорога сему уже известиа. 

Выбранный маршрут изображен на 
рисунке; легко видеть, что оц слу- 
чайно оказался ие очень длинным, 
хотя и далеко не самым коротким: 
ведь от турбазы туриста отделяло 


всего 15 ча 


лось пройти 


кварталов, а ему 
больше 66' 


при- 
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В этом примере случайные числа 
дали нам возможность промодели- 
ровать реальную случайность, а имен- 
но, случайность, диктующую турнс- 
ту выбор того нли иного направления. 
При этом, правда, для каждого звена 
маршрутной лниии пришлось нскус- 
ственно ввести ограничения — це 60- 
лее четырех кварталов в направле- 
ниях, задаваемых положительными 
числами (восток и север), и не более 
пятн кварталов в направлениях, оп- 
ределяемых отрицательными — чис- 
лами (юг и запад). ИМ еще: заменив 
числа 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 3 ма 
—5, —4, —3, —2, 60, 2, 3, 
4, мы «подправили» случайные числа 
так, что «отрицательные» направле- 
ния — юг н запад — оказались пред- 
почтительнее (—5, —4, —3, —2, 

— их пять из десяти) «положитель- 
ных» — севера и востока (их четыре 
из десяти). 

Такую модель «случайности» мате- 
матикн называют «грязной», однако 
не считают ее иедопустимой- 

Задача. Пусть турист знаст, 
что турбаза находится на юго-запа- 
де города. Значит, сохраняя в выбо- 
ре направления принцип случайно- 
сти, все же целесообразнее направле- 
ния юг и занад сделать более пред- 
почтительными. Но эти направления 
задаются отрицательными числами; 
поэтому в наборе однозначных слу- 
чайных чисел нужно иметь больше 
отрицательных, чем положительных 
чисел. Чтобы выполнялось это тре- 
бование, можно, например, все чис- 
ла выписанного набора уменьшить 
ме на 5, а на 7. Интересно, попадет 
ли теперь турист на базу скорее, чем 
в первый раз? Составьте новый «код» 
и схему его случайного маршрута. 

В нашей заметке случайные числа 
оказались полезными: они помогли 
туристу найти турбазу. Помогают 
они н во многих ‘других задачах. 
Поэтому мы вам о них и рассказали. 








ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, 
РЕШЕНИЯ 





К статье «Свободное надение тел на вра- 
щающуюся Землю» 


1. К экватору. 


2. ® = И & — ускорение, 


свободного падения, измеренное на полюсе, 
А — экваториальный радиус Земли: Р =? 0; 
тм 


где 


Рт=м = {т — масса тела), 
К статье «Арифметика на географической 
карте» 


Заданне 1. Нанример. карта, <ос- 
тоящая из стран А. Ё, С. (см. рис. 2, с. 24). 

Задание 2. а) Воспользоваться ме- 
тодом математической индукцин по числу 
окружностей. Проводя очередиую  окруж- 
ность, нужно оставить раскраску вне ее не- 
изменной, аз внутри номенять цвега. 

6) Для этого необходимо и достаточно, 
чтобы в каждой вершине карты сходнлось 
четное число граняц. Необходимость этого 
условия очевидна: если в какой-нибудь вВер- 
вине карты сходится нечетное число границ, 
то уже страны, окружающие эту вершину, 
нельзя правильно раскрасить двумя крас- 
ками. 

Для доказательства достаточности усло- 
вня проведите нндукцию но числу стран Кар- 





Рис. \. 


Правильная раскраска графа окта- 
эдра в 3 цвета. Грань 8 октаэдра — это «тре- 
угольник» ХУ; понятно, что в данном случае 
она должна быть окрашена в зеленый цвет. 
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ты (для перехода от п -;- [ К п удалите стра- 
ну со всеми ее границамн). 

Задание 4. Каждая точка границы 
карты должна принадлежать не более чем 
трем странам. 

Задание 5. а) Смотри рисунок 1. 

6) Для этого необходимо и достаточно, 
чтобы в каждой вершине графа трнангуляции 
сходилось чегное число граней (см. задание 3). 

Задание 6. Доказательство утверж- 
дения 2) отлнчастся от доказательства 
утверждения 3) только двумя особенностями: 

а) рассматривается совокупность не всех 
граней триангуляции, а только тех. которые 
сходятся в данной вершине; 

6} эта совокупность разбивается на три 
части по чнслу граней тетраэдра, сходящих- 
ся в той вершние тетраэдра, па которую ото- 
бражастся данцая зерщинца тризаитуляции. 

Задание 7. Воспользуйтесь  индук- 
цией но числу ребер Р при заданном числе 
вершин В. Посылка индукции. 
Р— 0: Г== 1, К= В. 

Шаг индукции: добавим  реб- 
ро (не  нересекающес, разумеется, дру- 
гих ребер); Это ребро либо соедниит две 
компоненты и тем самым уменьшит А на 1, 
не изменив числа Г стран, либо соединит две 
вершины одной компоненты, не изменив чис- 
ла К компонент и увеличнв число Г стран 
на |1. Число В остается все время постоянным. 

Задание 8. Вот «географическая» 
формулировка этой задачн — из столицы 
любой страны можно проехать в столицу 
любой другой страны. 

Задание 9. Используйте теорему 
Эйлера, а также равенство 2Р = ЗГ, сле- 
дующее из того, что каждое ребро трнангу- 
ляции входит в две граин, а каждая грань 


нмеет три ребра. 
К статье «Аргумент комнлексного числа» 


. 1 


ы д 41 
2. а) -2 --2кл; 6) } --2%я; в) 5 
: 42 В к. 
= 2^л; —= 1- Ап; #2=0, +1, -2,, 


а Зл 
3. а) 3(<05д- :5т1); 6} < 
ве Эй ад 
= РЗ в) с0$ м 5-4; 
. м ‚. АИ. 
г) 25т —5 | <6$ нема =), 


5 5 
Эл 2. 9% 
чо +195. 


я 
5. Ф-- -2 + 2Ал. 


К статье «Московский государственный 
университет имени М. В. Ломоносова» 
Математика 

Вариант | 





т 
д) 25т 19 (59$ 


Г. д: = пл, д. = — -- 2, п, & — 


сз 


целые числа. 
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Рие. 2. 


Указание, 
в виде 


(Усс: — 0 (соя И 


Уравнение представить 


зтх 
я) 


н отобрать те корни двух получающихся урав- 
нений, которые удовлетворяют условию 
©0$ Х 0. 


2. $ = 15 УЗ. Решение. Из условия 
видио, что углы прин нижисм основании тра- 
пецин — острые, а потому се нижнее основа- 
ние болыше верхнего. Пусть АВ — верхнее 
основание трапецин АВС (рис. 2; убедн- 
тесь, что решелне не изменится, если верх. 
ним основанием считать СВ}, так что АВ < 
< СР. Положим АК = КВ=х, СМ = 
== МО == и; тогда х «у 

Так как < АЖКД == 5 м (почему), 
то треугольник ДАК — разнобедреиный, от- 
куда 40 -.х. Аналогично, ВС == у (дока- 
жите!). Провсдем ВР||/О; так как ВР = 
== х«у-: ВС, то в треугольнике ВРС 
угол ВРС больше угла ВСР (и этот факт 
получается независимо от того, ложит ли 
точка Р левее или правес точки М). Слело- 
вательно, в трапеия АРС > < ВСВ, а 
потому «АРС = 60°. 

По теореме косинусов из трехгольшика 
ВРС получаем: 


и ==". 4 (и — Хх) — 2х (у—х) 


(убедитесь в этом!); далее, 
дачи, 


(1) 


по условию за- 


ху = 10 {2) 
{локажите!). Решая систему уравнений (1}, 


(2), находим: 
хо нах, ЮР: 


Первое решение необходнмо отбросить (но- 
чему?), а второе решение (оно, кстати, но- 
казываст, что точка Р действительно лежит 
левее точки Л1) позволяст найти площаль 
трапеции (как?). 

3. 52<х=3. Решение. ОДЗ не- 
равенства — промежуток 0<х=53 (убеди- 
тесь В этом!) Неравенство переписывается 
в виде 


3, Уз - 


(5 — х1юв, х) (1—х-- Убт хх) <0 (3) 
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Рис. 3. 


(проведите соответствующие выклалки!). Так 
как при всех х из промежутка 0% х<3 
справедлива цепочка неравенств х ЮЯ. х = 
< 318.3<.5 (докажите), то вместо (3) 
получаем неравенство 1/62 х— хх 1. 
Его решения должны удовлетворять усло- 
вию х> | (ночему?) и находятся обычным 
методом (как?). 


р: 
4. $5 то Решенне. 


Ясно из условия, что ВМ н СК -- мелнаны 
треугольника АВС, так что сснованием вы- 
соты пирамиды является точка О’ пересече- 
ния этих меднаи (рис. 3). Обозначим высо- 
ту пирамиды через //, ребро ВС — через а. 
высоту треугольника АВС, ‹опущенную из 
вершины А на сторону ВС, — через Й (на 





«ертеже эта высота ис нарисована}. По ус- 
ловию 
ай 
р 13) 


В траненни АЖКВС (почему это трапс- 
ция?} проведем высоту ЁЁ, проходящую 
через точку 0- Тогда ДЕ — высота тре- 
угольника сечения) МОК, а ОЁ — высота 
треугольника (грани? 80С (локажите!. Так 

как РЕ -:Я (почему?) н так как ЕО:ОЁ-== 
=— 1:2 (откуда это следуст?), то 





РО -:- 1.6, 10 =1.3. 
Следовательно, по условию 
а я де = 
9:=-5 И "- 5 (5) 
(убедитесь в этом!), а искомая нлощадь 
грани ВОС 
я 
вы -- (4) н {5}, получаем: 
й= #? ыы: й°\. 
$2 = = (из -9 | =4=т т ( рН ‘5 = 
} 2:7? 5 
ты ВР. 
5. х-:1, и-= —1. Решеине. Выч- 


тем нз первого данного соотношение второе; 


получим 
Узни—яуг- УГРЕУ: > 
>92 -- 23, 
или 
Уг-и=- УГтати> 
> («+ у)". (6) 


Так как первый корень в левой части ис- 
равенства (6} всегда меньше нли равен 1, 
а второй — всегда больше или равен 1 
{почему?), то левая часть неравенства (6) 
всегда неположительна, тогда как его пра- 
вая часть, очевидно, всегда неотрицательна. 
Следовательно, неравенство (6) может вы- 
полняться, лишь если одновременно 
куй =о, Ут = 
- ИЕ Езия, 

Ули 

(кН =0, (1 — 2") = (х-- у =0 
{почему?). Эти равенства дают 

Хх, =], у = - 1; х, = 21 уг = 1, 


олнако вторая пара не удовлетворяет ис- 
ходным соотношениям. 


Варнант 2 
д 





1. Хх + Ал, № — целое число. 
2. 5-=4 3.3. 
$. — 1 <= 13. 
852 зто чт В 
4: У За т (@ -- В) 
5. = —2, щи =3/2; х,=0, у, = 
м о 
Варнант 3 
х я 
1х, == — щотпл, и = 27; 
№ = ия, Ио -= ия, п, #— 


целые числа. 

Указание. Выразить зшх из пер- 
вого уравнения н подставить во второе 
уравнение. 


2 
2: 2 <я=7--4 3. 


3. $ = та Ут. Указа- 


нне. Обозначив длнны катетов через хн 
у, составить по условию задачи систему 
уравнений 


ху? == 441, 


ху |2 
ху та ' 


и выразить из нее произведение хи. 
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4. $А=1, $8 = 23, $6 = УЗ. 

5. Треугольник АВС — тупоугольный. 
Указание. Рассмотреть следующие ва- 
рнанты, исчерпывающие все логические воз- 
можности, 

а) Третий бегун н в точке В, и точке С 
оказывается вместе с первым бегуном. До- 
хазать, что этот варнант невозможен (бегу- 
ны не могут финишировать одиовременно). 

6) Третий бегун н в лочке В, и в точке 
С оказывается вместе со вторым бегуном. 
Доказать, что и этот вариант невозможен. 

в) Трегий бегун в точке В оказывается 
олновременно с первым бегуном, а в точке 
С — со вторым. Доказать, что этот варнант 
также невозможен. 

г) Третий бегун в точке В оказывается 
одновременио со вторым бсгуном, а в точке 
С —с первым. Доказать, что это возможно, 
лишь если скорость третьего Сбегуна на от- 
резках АВ, ВС, СА равна соответственно 
12 км/ч, 12 км/ч, 14 км/м, в этом случае 

5 28 
АВ=-1_ ВС. АС = 1; 8С 


н такой треугольник существует. По тео- 
реме косинусов получаем, что угол В (про- 
тиволежащий. наибольшей стороне АС) — 
тупой. 


Варнант 4 


д 
1. х, = ДЛ, хЬ == +22, где й, п — 
целые числа. 


2. х=. — 4/3. 
3. Льбо 2, либо 12,4. 
$, лг.5 2 


И Ей РИЕЕЕА 
. ‚5+ т: 5) 
_ 4 УЗ—3з 
Е 


вершины $ на сторону РО). 


л (5Р — высота опущенная из 


5. < АМО = агссо$ 58 : Указание. 


Описать окружиость вокруг треугольника 
СОЕ ин вокруг четырехугольника СЕНВ. 


Фнзкка 


Факультеты механнко-математнческий, 
вычислительной математики и кибернетики 





Бнлет 1 
9—2 
Н=я + Е =й- {332729 см. 
(см. рис. 4). 
Билет 2 


Еслн конденсатор не заряжен, то пе- 
рнод колебаний шарика (математического 
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Рис. 4. 


маятника) Т=2л Уй=2а ИтПР, где 
{ — длина пити. Если конденсатор зарядить, 
внутрн него создается однородное электриче. 
ское поле, направленное вертикальио. По- 
этому на шарик кроме снлы тяжести Р=-лр 
действует электрнческая сила /= аЁ. По- 
этому в формуле для пюрнода колебаний 
иужно Р заменить ма Ё, = та -- 9Ё, если 
сила Г направлена вниз, н па Аз = пя — 9Ё|, 


ссли она направлена вверх. Так как 
Т, < Тау то 
1 Ш 
Га 
Т, = 21 } ти --аЕ * 
Х я 
т } [тр — 9Ё| ` 


Из этих формул находим 


Т1 ("Е -- 9Е) 
45?т 


ТУ тЕ — 98 
пт 


Если тя > 9Ё, то шарик до н 
зарядкн конденсатора качается 
подвеса нити. В этом случае 


ты (тр -- 9) = и (тр — 9Ё) 


и, следовательно, 


после пере- 
под точкой 


тат — т 
що 
9 (7+ Т.} 
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Бели же та<С9Е, то шарнк после переза- 
рядкн кокденсатора качаелся нал точкой 
подвеса. При этом 


т (тп --9Е) = Г. {2Е — тя) 
н, следовательно, 


тв (т - т) 
—_—_ 1690 в/м. 





" Чт 
Билет 3 
} ы: : 5 
} = 2: ЗН “ 24,5 см. 
ам 
ы ие — Е) 
ем. рис. 5). 
Биаст 4 
и. Г.И 
ЕЕ 1 =. 
МВ Н.Г. -- вТ, бани 
Т.И 
у. = Ее - 24,6 а. 


и, ба-НкьГ, 


Физический факульзет 


1. В момент удара скорости тел горизоп- 
тальны. Запишем закон сохранения импуль- 
са, учитывая, что масса одного тела равна 2, 
второго — 2 м: 

(1) 


Эт — Шо = Зе, 
где у = И2аА — скорость тел до удара, г— 
их скорость после удара. 

После удара тела подинмаются ла высо- 
ту Л (рис. 6), скользя по полусфере. При 
этом вся книстнческая энергия перейдет в 
потенциальную: 





Зло? 
о == 3 тай. (2) 
Тогда 3 
—й 
С0$ 6; = С. в: {3) 
Уз храввений (1), (©) и (3) получим 
8 


С0$ % = 9. 





60 


2. Заииием закои сохранения импульса: 


1 РА 7 
= Я-то 
где г; — скорость первого человека относи- 
тельно платформы, #. — скорость второго 
человека относительно платформы (по усло- 
вию &, = 25), а — абсолютная скорость 
платформы. Первый человек добсжал до кои- 
ца платформы за время /, то есть 

р и! = 222. (2) 

За это время платформа откатилась на рас- 
стояние 

(3) 


Из уравнений (2) и (3) найдем значения г, 

тэ И 9. Подставив их в уравнение (1). получим 
(2Р. = Р.} 

2 ЗЫ 


2.60 — 40 ЗЕ 
= 7160-Е 40 -*- 500) ``1* == 73 


х == ай 


{м). 
= тб: (р — Рноды) 

3. о И 
©>*|: П» (Рроды — Рь) т 


4. Работа на изохорах равна нулю. Ра- 
бота на изобаре 2—3 (рис. 7) совершается 
газом 

А, = р (У. — У). 
Воспользуемся уравнением состояния газа 
ру = ВТ в точках 2 и 3. Тогда 


А; = В (Т. — Т.), 


где Г. — температура изотермы 2—4. 
Работа на пзобаре 4—1! совершается над 
газозн; 


А =р(У, — И, = К (ТГ. — Ту. 
Полная работа, совершенпая газом: 
А=И, — А, = В(Т-- Т, — Ту 


Температуру изотермы Т. найдем, восполь- 
Ра Т. Та 


р, ЧЕХ 
то есть Т, = 1/ Т,Тз- Окончательно полу- 
чим: 


зовавшись законом Шарля: 


А=в(УТ,— Ут. 
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5. Сопротивление нити лампочкя В рас- 
тет с увеличением температуры: 


и 


Ю, == м, 


Ко -- 56}. (1) 
где я — температурный коэффициент сопро- 
тнваения матернала нити накала; 


и 
Из уравнений (1) н (2) получим: 
К. — Ю 
В, а — = 100 (022). 
В] —. 


Задачу можно решить графически (в коордн- 
натах К, 0. 

6. Сила тока электропного пучка / за- 
висит от числа электронов в единице объема 
п, их скорости и, заряда электрона е н 
сечения пучка 5 

[= леи$. 


Скорость можио найти из закона сохрапепия 
энергин электрона в пучке: 


ии? й 
5 ==еб. 


Таким образом, 


1 уг 1,6-10-8 —. 
= 5 И 27 = 1.610168 Х 
хи 


9,1-10-31 
2.1,6- 10-1. 28500 
7. Постронм ход лучей н обозначим че- 
рез А, и р точки пересечения отраженных 
лучей с линией АВ (рис. 8). Тогда 
х = ОА, — ОР. 


== 10° (э/см3). 


(1) 
Для луча 1 


и 


Ума = > (2) 


где © — угол падения луча на зеркало. Мз 
треугольника ОЛ.К 


(ОА, = (А.К?) К — 2 (А.К) В соза. (3) 
Из рисунка & ясно. что ОД, = А.К. Так 
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Рис. 9. 
1 а 
как соз а =: = ИВ — (1, то из равенства 
(3) получим: 
ОА в 25 (см) 
еж 1). 
2 Аа с. 


Аналогично рассмотрим треугольник ОНЕ 
(красные линии на рис. 8): ОН = А, ОЕ == 


= РН, а эт (МОР) = 5, Тогла ОБ = 
юз 
= УЖ 15 (см). Подставив в 
2у К — а. 
уравнение (1) значения ОЛ, и ОЕ, получим: 


х = Юл. 


8. Построим ход лучей (рас. 9). Призма 
отклоиит пучок лучей от главной оптиче- 
ской оси линзы на угол В — &, оставив его 
параллельным. Эти лучи соберутся в фю- 
кальной плоскости линзы в точке $ на 


расстоянии х от главной оптической оси. 
При этом 
3—1 
— ЗЕ = 
(поскольку ва =1). Извескно, чго 
зшй 
Ут = № (7 
7 пу? 
но 5ша = = Значит, тр = Е и 
п 
вв = =. {3) 


ПЕр:ЛКуаптссте.ги 


Подставив уравнеине (3) в (1), поаучим: 
п = и2— п? 
пт И — #2 





х—| 


К статье «Телевиденне готовит в вуз» 
(см. «Квант», 1974, № 3) 


Математика 
Вариант 1 
1. —2. 


1 
2. люба — си. 


Решенне. Поскольку ВНМ=1{.. 
то искомая площадь равна —5- А. МН. 


Для отыскания длины отрезка МИ следует 
рассмотреть все возможные случаи распо- 
ложения точек Л, С, Ли Я в зависимости от 
величины углов и В 


Если В < -- (рис. 10), то точка Н 


лежит внутри отрезка АСиАН > АМ (до- 

кажитс!). Тогда из треугольников АНВ 

и СНВ находим: АН = дева, НС == Вс В, 

а‘ поэтому АС = й (аа -- в В), АМ =: 
) 

= эй (ва -- сш В). 


рассматриваемом случай 


Следовательно, в 


! 
МН =: 5 Я (ера — В). {1} 


а 
Если В<а<, то аналогично за- 
ключаем, ито 


| 
МН = № (сы В — сча). (2) 


Если а =, М и Н совпа- 


дают, тах что & 


то ТоЗЕн 
АБМН 7 


Л а 
Если й = или @ = -5`, 10 форму- 


лы (1) или (2), очевидно, остаются справедли- 
вымн (убедитесь в этом!). 


л д 
Если в < 5, 5 (рис. И) то 
на продолжении стороны 


точка #/ лежит 
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Рис. 12. 


АС за точку С (докажите!). Тогда АН == 

= сша, НС= — всШВ, а поэтому АС = 
1 

= (са г с В), АМ=—- (сво В. 


Следовательно, в рассматриваемом случае 


1 
МИ = = в (са се В), 


что совпадает с формулой (1). Если а > 
Е л 
> 5, В <->, то снова прихедим к фор- 


муле (2). Формулы (1) и (2) можно объеди- 
нить в одну: 


И 
МН = 5 А ева — сШВ, 


которая спрагедлива ирн любых значениях 
углов < и В (убедитесь в этом!). Теперь 
легко получается отвег. 


3. = 0, и, = 0; х, = 0, и, = 2; х; =; 
уз = 0; х: = 2, у: = 2. 

Указание. Второе уравнеине удов- 
летворяется при х - у = 0, однако при этом 
первое уравиеине удовлетворяется лишь 
если х = у= 0. Такнм образом, найдено од- 
но решение. Для отыскавия других перспи- 
шем систему в виде 


рану = (хи), 
ежи 4, 


ли 
ии =2 иж, 


\ су =4 |3. 


Легко исключить ху, в результате получим 
уравнение 


(ху: —6бити-8= 0. 
Остается рассмотреть две 
хНу=? их-ту= +. 


д Ад 
4. х = Я, ОЕ Е... 


возможности; 


Рис. 13. 


Варнаит 2 
1. 34 и 51. 


УЗ в 


23 А сли окружности 
Ув р’ А № 


касаются внутренним образом; 
3 А 

—_.если окружности касаются 

У м р 


внешним образом, 

Решение. Когда речь идет о по- 
строении правильного треугольника, весьма 
полезно сделать поворот вокруг одной из 
вершин этого треугольника на п/ь. Это пре- 
образование (меньшая окружность повора- 
чивается на 7/3) сводит даиную задачу к сле- 
дующей (см. рис. 12, 13): две окружности 
Ни Г пересекаются в точках А и С, причем 


. д 
< О,АО. = —= (если окружности й и Г ка- 


саются внутренним образом, рис. 12), или 


-5 О, АО. = = (если окружности В и 1 


касаются внешним образом, рис. 13}; найти 
АС (радиусы К иг окружностей Ви ГГ 
заданы). Заметим, что точка М на рисун- 
ке 13 может находиться как между О и 
О., так и за О. (при 27> В). Замечая, что 
АС=2 АМ, а АМ — высота треугольника 
0, АО.’ находим 

1 Б ® ТВ 
== -2` АО, АО. - чп == 4 


Зао.Ао’ Кг, 
45 ло,ло' 
АС =2-АМ = Е _ 
УЗ 5 








ы я 
У = - г" — 2Агс05 55- 
уз Кг 


Уве ф№ 
— если окружности касаются внутренним 
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образом, а если окружности касаются внеш- 
инм образом, то, заменяя в этнх формулах 
х 2х 

т = лучаем 
3_ на -3-, получае 


уз Юг 

Обосноваине всех постросний предостав- 
ляется читателю. 

3. х= (— 1)” агсэт [3/14 И 


—- пл, 


АС = 





1 
у — З агссо$ < — =-экл, 
У -- У? 
лЕ=0, =1=2... 
4 ее, 2 ВИ 
„Хх: = 5 -РИЯ, хх, = (— 54 -г 
#: 
+7. п, #0, 1, +2, 
Задачи 
1. 14606 — оба. 
2. 6 <а<с. 


3. 0; 1. 


Указание. Ввести вспомогательное 
неизвестное у -=х— 1, получить уравнение 


у 
2у (> -- =) —=0, которое равносильно 
совокупности двух уравнений: 
и 
уО0и 2#-- = 0. 


Второе из этих уравнений имест единствен- 
ный корень у, -= —1 (так как левая часть 
прелставляет собой монотонную фуикцию\, 
а первое лает корень м. = 0 


29—5 

4. 1; 109. Ив Указание. Вге- 
дите вспомогательное неизвестное у =: 2% — 
—2—. 

5.2 

1 | 
6. х, = 9, у: =3; д = 3, = 9. 
7. 1<х<? 





Корректо? Т. С. Вайсбере 
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Физика 
Е, — Е. 
1 = С(Е, -- ИАТА „)= 
== 2,5.10-3 к, 
а 
2 а = В, 29,2 ом 
{ #. 
3 Ма 1-Е} =: 70 мин. 
3 Е (и | уе 70 мин 
НОР РИ Е 
4. 4 = —ИЯГ— == 1,25- 103 дм. 
5. В-=9-10-8 та. 
м Синд 
6. * ==Ев 7” 1,3 2ц. 
: 
7.0 = 0,1 м. С. 
Е Ю Р 
8. Ю. --: Т.й а ©. 
ое 5-10-в 
в ©, К —3,0-1 + 


10. у—5,7 гц. 


К задачам «Квант» лля младших школь- 
ников» 
{см. «Кванто, 1974, № 3) 


1. 10 метров. 

2. Одинаково. 

3. 6 коров. 

4. Свеча станет легче. 

5. Еели неизвестное сопротивление ма- 
ло ло сравнению с сопротивлением вольтмет- 
ра, лучше пользоваться схемой 1, в против 
ном случае — схемой 2. 


К задачам «Найти число...» 
(см. «Квант», 1974, № 3 с. 8) 
1. 345. 
2. Нег, одно из таких чисел доджио 


делиться на 3. 
3. 57:6 == 761, 





4. 27. 

2. 240Е = 7%, 

6. 400. 
Чеховский  нолиграфический кочбниат 
Союзполиграфпрома при Государстпеняом 
комитете Совета Министров СССР по делам 
издательств. полиграфии в кинжной торговля 
г. Чехов Московской сбласти 
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В. М. ЛЕНИН — 
ВЕЛИЧАЯШИЯ 
УЧЕНЫЙ ХХ ВЕКА 


22 апреля 1974 года Советский народ 
отмечает — 104 годовщину рожденмя 
В. М. Ленина — гениального продолжателя 
революционного учения Маркса м Энгель- 
се, создателя Коммунистической партии 
Советского Союза, основателя первого в 
мире социзалистического государства, вож- 
дя трудящихся всего мира. Ленин был не 
только великим государствемным м полити- 
ческим деятелем, на м революционером в 
науке, открывшим новый этап в развитим 
марксизма, обогатившим все составные ча- 
сти марксизма — философию,  политиче- 
скую экономию и научный коммунизм. 

В. М. Лемин дал глубокий и фипософ- 
ский анализ коремной перестройки физн- 
О ОТВ 

Эту сложнейшую работу он выполиил 
НТ О И 
риокритицизм», изданной в 1909 году. 

В. М. Ленин писал в своей книге о том, 
что атомы и электроны необычайно сложны, 
м мы имкогда не узнаем о них все, а будем 
м дальше находить у них новые, ранее не- 
известные мауке свойства. Он писал также, 
что физика первых лет ХХ века рождает 
диалектику, то есть подтверждает своммы 
исследованмями основные положения дма- 
лектического материализма. Он высказёл 
твердую уверенность в том, что. физика и 
далее будет развиваться по этому же путм. 
Оба этнх генмальных предвидения пол- 
ностью сбылись. 

С первых дней существования совет- 
ской власти В. М. Ленин уделял огромное 
внимание развитию науки. Молодое совет- 
ское правительство стремилось оказывать 
всю возможную в те трудные днм помощь 
ученым и научным организациям. Оно ус- 
тановипо тесный контакт с Академмей на- 
ук. В. И. Ленин внимательно следил за ра- 
ботой И. П. Паалоага, К, А. Тимирязева, 
И. В. Мичурина, И. М. Губкина, Г. М. Кржи- 
жановского и других русских ученых. Он 
стремился направить все усилия ученых ма- 
шей страны на решение важнейших проб- 
лем строительства соцмализма. 

В наши дни непрерывно возрастает 
число государств, вступивших на социали- 
стнческий путь развития. Такие страны име- 
ются теперь не только в Европе, нои в 
Азим, Африке м Латинской Америке. И в 
каждой такой стране имя Ленина окружено 
глубокой любовью и уважением. Это нё- 
ходит подтверждение в выпуске почтовых 
марок, посвященных Владимиру Ильичу. Мы 
помещаем здесь некоторые из марок, вы- 
пущенмых странами, недавно  освободив- 
шимися от колониальной зависимости. 


В. Рудов 


Бир:УКуаптесте.ги 


м%9$0+ В ран 


$+4-494224-6 #-4-49-4-52-4-4-409-409 9414 


ФОР РАЛА, 4, 


993-954-455 ААУ 7$ 


С 


мл е.- мили уаллиф : 


20° в 
У ТЕМ! МЕ 





Цена 30 коп. 
ИНДЕКС 70465 


ДЕНЬ КОСМОНАВТИКИ 


12 апреля 1961 года навсегда останется 
в памяты всего человечества как день выда- 
ющейся победы наукн м техники. В этот 
день человек впервые совершил орбиталь- 
ный космический полет вокруг Земного ша- 
ра. Первым космонавтом стал советский че- 
ловек, коммунист Юрнй Алексеевич Гага- 
рин. 

Тринадцать лет отделяет нас от этого 
события. И каждый год приносит новые до- 
стиження в области исследования и исполь- 
зования космического пространства. 
В 1973 году в Советском Союзе в соответ- 
ствни с программой космических исследо- 
ваний был осуществлен запуск двух косми- 
ческих кораблей: «Союз-12» с космонавта- 
ми Василием Григорьевичем Лазаревым и 
Олегом Григорьевичем Макаровым м «Со- 
юз-13» с космонавтами Петром Ильнчем 
Климуком и Валентином Внтальевичем Ле- 
бедевым. В этнх полетах проводились комп- 
лексные проверки и испытания усовершен- 
ствованных бортовых снстем космнческих 
кораблей «Союз» и спектрографирование 
отдельных участков земной поверхности с 
целью получения данных для решения на- 
роднохозяйственных задач, Космонавты 
Клнмук н Лебедев регистрировали ультра- 
фиолетовое излучение звезд с помощью 
установленной на борту «Союз-13» снсте- 
мы телескопоа «Орнон-2». Это излученне 
зедостулно для земных телескопов, так как 
оно поглощается атмосферой. 

Успешно проходнла подготовка к со- 
вместному советско-американскому косми- 
ческому полету, запланированному на 
1975 год. 

Американскне астронавты произвели 
серию экспериментов с орбнтальной кос- 
мической станцией «Скайлеб». Космический 
зонд «Пионер» прошел вблизи Сатурна и 
передал ценную информацию об этой за- 
гадочной планете. 
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250 ЛЕТ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Исполнилось 250 лет с момента об- 
разования высшего научного учреж- 
дения нашей страны — Академии на- 
ук СССР. Вся страна торжественио 
отмечает это выдающееся событие в 
нсторин отечественной науки. От- 
мечают его и во многих других го- 
сударствах далеко за пределами на- 
щей родины. Юбилей Академии на- 
ук — это смотр достижений отечест- 
венной науки. 

Об истории Академии наук с мо- 
мента ес возникновения и до Вели- 
кой Октябрьской революции мы рас- 
сказали в предыдущем номере жур- 
нала в статьях академнка С. И. Ва- 
вилова и академика АН УССР 
Б. В. Гнеденко. Теперь мы расска- 
жем о судьбе Академии наук в иос- 
ледиие 56 лет. 

Великая Октябрьская  револю- 
ция вызвала огромные перемены в 
деятельности Академии наук. Со- 
ветское правительство, возглавляе- 
мое В. И. Лениным, сразу раскрыло 
перед русскими учеными совершенно 
невиданные ранее возможности на- 
учной работы. Для победившей ре- 
волюции была ценна всякая научная 
инициатива, был дорог каждый уче- 
ный, старый и молодой, выдающийся 
и начинающий. С первых же месяцев 
существования советской власти, не- 
смотря на крайне тяжелую обстанов- 
ку в стране, правительство оказыва- 
ло большую помощь научным учреж- 
дениям н отдельным ученым. 
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В. И. Ленин прекрасио понимал, 
что в строительстве социализма на- 
ука должна принимать активное уча- 
стне. Поэтому он поставил такую за- 
дачу: «... все, что завоевала челове- 
ческая наука, человеческая техника, 
все усовершенствования, все знания 
специалистов, — все должно пойти на 
службу объединенному рабочему» *). 

Октябрьская революция = изме- 
нила место и роль науки в жизни 
общества. Теперь наука должна бы- 
ла служить интересам всего народа. 
Учитывая это, В.И. Ленин сказал 
в одном из выступлений в 1918 году: 
«Раньше весь человеческий ум, весь 
его гений творил только для того, 
чтобы дать одним все блага техники 
н культуры, а других лишить самого 
необходимого — просвещения и раз- 
вития. Теперь же все чудеса техникн, 
все завоевания культуры станут об- 
щенародным достоянием...» **). 

Об этом же прекрасно сказал 
в своей речи на 200-летнем юбилее 
Академин наук Председатель ЦИК 
СССР М. И. Калинин: «... именно 
социалистическое общество больше, 
чем какой бы то ни было обществен- 
ный строй, нуждается прежде всего 
в широком развитии как абстракт- 





*) Ленни В.И. 
Нэд. 5, т. 38, с. 26. 

**) Ленин В.И. 
Изд. 5, т. 35, с. 289. 


Полн. собр. соч. 


Поли. собр. соч. 


ных, так и практических научных 
дисциплин, и оно же впервые дает 
научной мысли и работе условия 
подлинной свободы и плодотворного 
общення с самымн широкимн мас- 
самн». 

Эти идеи настойчиво и последова- 
тельно проводились в жизнь. Совет- 
ское правительство сразу же приз- 
нало необходимость поддержки Ака- 
демни наук. 9 апреля 1918 года сек- 
ретарь Совета Народных Комнсса- 
ров Н. П. Горбунов по поручению 
В. И. Ленина сообщил руководству 
Академии, что «Совет Народных Ко- 
миссаров считает крайне желатель- 
ным возможно широкое развитие на- 
учных предпрнятий Академии и при- 
глашает Академню довести до сведе- 
ния Совета об имеющихся предполо- 
жениях экспедиций, предприятий и 
изданий Академии, с тем, чтобы им 
могло быть оказано скорейшее со- 
действие». 11 апреля 1918 года Народ- 
ный Комиссар просвещения А. В. Лу: 
начарский сообщил В. И. Ленину, что 
переговоры с руководством Акаде- 
мии, в которых участвовали Пре- 
зидент Академни наук академик 
А. П. Карпинский и вице-президент 
академик В. А. Стеклов, успешно за- 
вершены. На следующий день Совет 
Народных комнссаров принял реше- 
ние о дополнительном финансирова- 
нни работ Академии наук, которая 
получила возможность широкого раз- 
вития экспериментальных исследова- 
ний и экспедиционных работ. И все 
это было сделано в труднейшее для 
молодой советской республики вре- 
мя, в условнях гражданской войны, 
когда положение на фронтах было 
отчаянным, а разруха парализовала 
хозяйственную жизнь в стране. 

В это же время В. И. Ленин 
составил «Набросок плана научно- 
техинческнх работ» — первый шаг к 
перспективному планированию раз- 
вития советской науки. В нем В.И.Ле- 
нин выдвинул идею грандиозного 
экономического нодъема страны прн 
непосредственном участин науки. Этот 
документ начинается словами: «Ака- 


]* 
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демии наук, начавшей систематиче- 
ское изучение и обследование естест- 
венных производительных сил Рос- 
сни, следует немедленно дать от Выс- 
шего совета народного хозяйства по- 
рученне...ъ. 

Новые задачи требовали новых 
форм организации науки, прежде 
всего создания большого числа на- 
учных институтов, объединяющих ос- 
тавшихся в стране ученых и готовя- 
щих новые научные кадры из талан- 
тливой молодежи. Еще при жизни 
В. И. Ленина в Академии наук былн 
организованы — Физико-математиче- 
ский институт, Институт физико- 
химического анализа, Институт по 
изучению платнны и других благо- 
родных металлов. Тогда же при дру- 
гих ведомствах были организованы 
Физнко-технический институт, но- 
сящий телерь имя его основателя 
А. Ф. Иоффе, Государственный оп- 
тический институт имени Д. С. Рож- 
дественского, Радиевый институт име- 
ни В. Г. Хлопина, Центральный 
аэрогидродинамический институт име- 
ни Н. Е. Жуковского, Государствен- 
ный институт прикладной химии, Ин- 
ститут по изучению Севера и ряд 
других крупных научных центров. 
Впоследствии деятельность этих нн- 
ститутов была тесно связана с Ака- 
демией наук. 

В. И. Ленин внимательно следил 
за работами Академин наук по изу- 
чению Курской магнитной аномалии, 
природных богатств Кольского полу- 
острова. Большая помощь была ока- 
зана им Реликому русскому физиологу 
академику И. П. Павлову и выдаю- 
щемуся механику члену-корреспон- 
денту Академии наук Н. Е. Жуков- 
скому. Он привлек к участию в раз- 
работке плана электрификации Рос- 
сии (плана ГОЭЛРО) крупнейших уче- 
ных будущих академиков Г. М. Кржи- 
жановского, Г. О. Графтио, В. Ф. Мит- 
кевича, будущего члена-корреспон- 
дента Академни наук М. А. Шате- 
лена. 

Вскоре после смерти В. И. Ле- 
нина, в июле 1925 года, было при- 
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нято решение о преобразованни Рос- 
сийской Академии наук, сферой дея- 
тельности которой была в основном 
РСФСР, во Всесоюзную Академию 
наук. Академия получила ряд но- 
вых институтов. Ей было поручено 
руководство Всесоюзными конферен- 
циямн н совещаннями по различным 
проблемам науки и техники. 

В 1934 году Академия наук пе- 
реехала из Ленинграда в Москву. 
Здесь она стала быстро превращаться 
в штаб советской науки, тесно свя- 
занный с другими государственнымн 
органами. 

23 ноября 1935 года Совет На- 
родных Комиссаров СССР утвердил 
новый устав Академии наук. В пер- 
вом пункте этого устава сказано: 
«Академия наук Союза ССР является 
высшим научным учрежденнем СССР, 
объединяющим наиболее выдающих- 
ся ученых страны». 

В трудные годы Великой Отечест- 
венной войны Академия внесла боль- 
шой вклад в победу нашего народа 
над фашизмом. Героическую страницу 
в историю Академии вписали ее ле- 
нинградские учреждения во время 
блокады города-героя. 

После окончания войны ученые 
Академин наук решили целый ряд 
важнейших проблем науки и технн- 
ки. Под руководством академика 
И. В. Курчатова в необычайно ко- 
роткие сроки было создано советское 
атомное и термоядерное оружие. Ус- 
пешно были решены также проблемы 
мирного использования атомной энер- 
гии. Известно, что первая в мире 
атомная электростанция была по- 
строена в СССР. Академик С. П. Ко- 
ролев возглавил работы по созданию 
ракетно-космического комплекса для 
исследования и использования косми- 
ческого пространства. В нашей стра- 
не создана сложнейшая вычислитель- 
ная техника. Особенно важное значе- 
ние работа Академии приобрела в 
связи с происходящей в настоящее 
время научно-технической  револю- 
цией, в которой науке принадлежит 
решающая роль. 
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Академия наук сегодня — это сот- 
ни научно-исследовательских инсти- 
тутов н учреждений и десятки тысяч 
научных работников. В 1928 году 
весь штат Физико-математического ин- 
ститута Академни наук состоял из 
семи человек: директора, двух заве- 
дующих отделами н четырех научных 
сотрудников. Сегодня в одном лишь 
Физическом институте Академии на- 
ук имени П. Н. Лебедева работает 
несколько тысяч сотрудников. По 
данным на начало 1973 года в Ака- 
демии состояли 244 академика, 
449 членов-корреспондентов и 69 ино- 
странных членов. Вся деятельность 
Академии направляется Президиумом, 
возглавляемым президентом академи- 
ком М. В. Келдышем. 

Многочисленные — академические 
ниституты и учреждения объединены 
в отделения по различным разделам 
науки: математики — в отделение ма- 
тематики, физики — в отделение об- 
щей физики и астрономии и отделе- 
ние ядерной физики, механики — 
в отделение механики и процессов 
управления. Всего в составе Академии 
находится 16 отделений. Помимо этого, 
Академия наук СССР имеет очень 
крупное Сибирское отделение, в со- 
став которого входит более 30 ин- 
ститутов, а также Уральский и Даль- 
невосточный научные центры. В со- 
став Академии входят также 6 фили- 
алов: Казанский, Башкирский, Да- 
гестанский, Карельский, Кольский 
и Коми-филиал. 

Каждая союзная республика име- 
ет свою Академию наук, тесно свя- 
занную с Академией наук СССР. 

Академия наук внесла огромный 
вклад в развитие советской физики 
и математики. Мы рассказываем о нем 
в статьях, помещенных в этом но- 
мере. 
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В. И. ЛЕНИН. НАБРОСОК ПЛАНА 
НАУЧНО-ТЕХНИЧЕСКИХ РАБОТ 


Налясан в апреле 19)8 г. 


«Академыи наук, начавшей систематическое 
изучение и обследование естественных 
производительных сил °) Росси, следует не- 
медленно дать от Высшего совета народ- 
ного хозяйства поручение образовать ряд 
комиссий из специалистов для возможно 
более быстрого составления плана реорга- 
низации промышленносты и экономического 
подъема Россыи. 

В этот план должно входить: 

рациональное размещение промышлен- 
ности в России с точки зрения близости 
сырья м возможности намменьшей потери 
труда при переходе от обработки сырья ко 
всем последовательным стадиям обработки 
полуфабрикатов вплоть до получения го- 
тового продукта. 

Рациональное, с точки зрения новей- 
шей наиболее крупной промышленности и 
особенно трестов, слияние и сосредоточе- 
ние производства в немногих крупнейших 
предпрниятнях. 

Наибольшее обеспечение теперешней 
Российской Советской республике (баз 
Украины и без занятых немцами областей) 
возможности самостоятельно снабдить себя 
всеми главнейшими видами сырья и про- 
мышленности. 

Обращение особого внимания на элек- 
трификацию промышленности и транспор- 
та и применение электричества к земледе- 
лию. Использование непервоклёссных сор- 
тов топлива (торф, уголь худших сортов) 
для получения электрической энергии с 
наименьшими затратами на добычу и пере- 
воз горючего. 

Водные силы и ветряные двигатели во- 
обще и в применении к земледелию.» *® 





*) МВ: Надо ускорить издание этих ма- 
териалов изо всех сил, послать об этом бу- 
мажку и в Комиссарнат народного просве- 
щения, и в союз типографских рабочих, и в 
Комиссариат труда. 

**) Ленин В. И. Полн. собр. соч. Изд. 5, 
т. 36, с. 228—231. 


ия А. 
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ТА ФИЗИКА 
Е. В АКАДЕМИИ НАУК СССР 
(1917-1974 гг) 


В. А. Лешковцев 





аи Петром Г Академия наук 


на протяженни  ХУП] века 
была почти единственным центром 
физической науки в России. Но 


уже в самом начале ХХ века в 
стране начали возникать и успешно 
развиваться новые научные центры, 
где проводились физические нссле- 
дования. Это были университеты, 
Медико-хирургическая Академия, Мо- 
сковское общество испытателей при- 
роды. Со временем внеакадемическая 
физика стала играть очень важную 
роль в развитни физики в России. 
Александр Григорьевич Столетов, Ни- 
колай Алексеевич Умов, Петр Нн- 
колаевич Лебедев, Александр Степа- 
нович Попов и ряд других известных 
русских физиков не были членами 
Академии наук. Можно прямо ска- 
зать, что роль Академии в развитин 
отечественной физики в конце ХХ 
и начале ХХ века была весьма 
скромной. 

Это положение коренным обра- 
зом изменилось вскоре после Велн- 
кой Октябрьской революции. В на- 
чале тридцатых годов Академия на- 
ук становится высшим научным уч- 
реждением Советского Союза, объе- 
диняющим крупнейших ученых раз- 
личных отраслей знання, в том числе 
н физиков. Уже в эти годы в ее составе 
мы видим выдающихся советских фи- 
зиков Абрама Федоровича Иоффе, 
Дмитрия Сергеевича Рождественско- 
го, Леонида Мсааковича Мандель- 
штама, Сергея Ивановича Вавилова, 


Дмитрия Владимировича  Скобель- 
цына, Николая Дмитриевича Папа- 
лекси, Владимира Александровича Фо- 
ка, Игоря Евгеньевича Тамма, Пет- 
ра Леонидовича Капицу, Льва Да- 
вндовича Ландау и других. Быстро 
расширяется сеть научных институ- 
тов, занимающихся разработкой фи- 
зических проблем. 

Физика оказывает решающее влн- 
яние на различные отрасли техники — 
энергетику, связь, промышленное 
производство. В наши дни она яв- 
ляется одной из главных движущих 
сил научно-технической революцин, 
преобразующей современную  про- 
мышлениость. В связи с этим возни- 
кает необходимость усиленного раз- 
вития физических исследований. 

В настоящее время в состав Ака- 
демни наук СССР входит более двад- 
пати крупных научных. физических 
институтов. Среди них Физический 
институт имени П. Н. Лебедева, Фи- 
зико-технический институт имени 
А. Ф. Иоффе, Институт физических 
проблем имени С. И. Вавилова, Ин- 
ститут кристаллографии имени 
А. В. Шубвикова, Институт теоре- 
тической физики имени Л.Д. Лан- 
дау, Ииститут радиотехники и элек- 
троники, Институт физнки твердого 
тела, Институт физики высоких дав- 
лений и другие. Многочисленные на- 
учные физические институты созданы 
в республиканских Академиях. Кро- 
ме того, члены Академин руководят 
работой во многих физических ин- 


стнтутах, не принадлежащих Ака- 
демин паук (Институт атомной энер- 
гин имени И. В. Курчатова, Объеди- 
ненный институт ядерных исследова- 
ний, Институт физики высоких энер- 
гий, Институт точной механики и вы- 
числительной техники и т. д.). 
Академня наук СССР определяет 
развитие советской физики и обеспе- 
чивает подготовку научных работни- 
ков наиболее высокой квалификации. 
В небольшой статье совершенно 
невозможно рассказать о достижениях 
Академии наук в области физики за 
годы советской власти. Об этом уже 
написаны обстоятельные научные тру- 
ды. К тому же большинство работ 
по своему научному содержанию не- 
обычайно сложно и далеко выходит 
за рамки школьных представлений. 
Мы расскажем здесь лишь о неко- 
торых фундаментальных исследованн- 
ях выдающихся советских физиков — 
членов Академии наук СССР. При 
этом речь пойдет о работах, авторов 
которых уже нет среди нас. Что же 
касается ныне здравствующих ав- 
торов фундаментальных физических 
исследований, то мы надеемся, что 
они сами расскажут. о своих достиже- 
ниях на страницах нашего журнала. 
Несмотря на большое количество 
направлений, ина которые раздели- 
лась современная физика, основными 
ее разделами остаются физика твер- 
дого тела, оптика и радноэлектро- 
ника, физика атомного ядра и эле- 
ментарных частиц. В каждом из этих 
направлений советские физики вы- 
полнили исследования, ставшие те- 
перь классическими. 


Наш рассказ мы начнем с физики 
твердого тела. 

Огромный вклад в эту чрезвы- 
чайно важную область физики вне- 
сли работы академика Абрама Федо- 
ровича Иоффе и его учеников. 

Большинство твердых тел имеет 
кристаллическую структуру. При ис- 
следовании их свойств физнки всегда 
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Академик А. Ф. Иоффе (1880—1960). 


стремятся пользоваться образцами, 
максимально приближающимися к 
идеальным кристаллам как по совер- 
шенству кристаллической структуры, 
так и по степени химической чистоты. 
Это вполне оправдано, потому что 
только на совершенных образцах мож- 
но получить однозначные результаты 
нсследования. 

Долгое время в физике господ- 
ствовали представления о том, что 
реальные кристаллические тела мало 
чем отличаются от идеальных. Об- 
щепризнанная теория кристалличе- 
ской решетки, разработанная Мак- 
сом Борном, исходила из представле- 
ний об идеальном кристалле, где каж- 
дый атом находится на своем месте, 
а какие-либо нарушения структуры 
(примеси, внутренние дефекты) пол- 
ностью отсутствуют. Эта теория опи- 
сывала многие свойства кристалличе- 
ских тел (электропроводность, тепло- 
проводность и т. д.). Но как только 
дело доходило до определения проч- 
ности на разрыв, наблюдалось гро- 
мадное расхождение между теорети- 
ческими предсказаниямн ин эксперн- 
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ментальными результатами. Проч- 
ность реальных кристаллов оказалась 
в сотни раз ниже теоретической. 
Например, теория указывает, что ка- 
менная соль должна выдерживать иа- 
пряженния до 2.10 н/м?, а в дей- 
ствительности кристаллы каменной 
соли разрываются уже прн нагрузке 
4.108 н/м?. Теоретическая проч- 
ность железа должна быть порядка 
101° н/м?, а в действительности она 
на два порядка меньше. 

Если бы мы научились получать 
материалы с прочностью, близкой 
к теоретической, это произвело бы 
настоящую революцию во многих 
отраслях техники, в том числе и в 
новейшей из них — ядерной. 


Академик А. Ф. Иоффе первый 
понял причину этого громадного рас- 
хождения. Дело в том, что реальный 
кристалл существенно отличается от 
идеального. Как внутри, так и на 
поверхности его имеется много раз- 
личных дефектов. Например, в ка- 
ком-нибудь узле кристаллической ре- 
шетки поваренной соли вместо атома 
натрия оказался атом хлора или 
серы, а иногда вообще никакого ато- 
ма нет. На поверхности кристалла 
при сильном увеличении можно уви- 
деть разветвленную сеть микроскопи- 
ческих трещин. Такие дефекты резко 
понижают прочность кристаллов. 

Чтобы — убедиться в — Этом, 
А. Ф. Иоффе произвел в 1924 году 
поразительно простые опыты, кото- 
рые с тех пор вошли во все курсы 
общей физики под названием «эф- 
фекта Иоффе». Погружая кристаллы 
каменной соли в теплую воду, он 
растворял тонкий поверхностный слой 
вместе с присущими ему дефектами. 
При этом прочность кристаллов воз- 
растала более чем в 10 раз. 


В другой серни опытов выточен- 
ные из кристаллов каменной соли 
шары медленно охлаждались до тем- 
пературы жидкого воздуха, а затем 
быстро погружались в расплавлен- 
ный свинец. При этом, согласно тео- 
рии, внутри шаров должно было воз- 
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никать внутреннее напряжение (за 
счет быстрой смены сжатия на расши- 
рение) порядка 7.108 я/м?. Но ша- 
ры не разрывались, свидетельствуя 
© том, что подлииная внутренняя 
прочность каменной соли близка к 
теоретическому пределу. 

Идеально упругое крнисталличе- 
ское тело после прекращения воздей- 
ствия деформирующей силы должно 
возвратиться в исходное недеформи- 
рованное состояние. В действитель- 
ности же всякая деформация остав- 
ляет за собой медленио исчезающий 
след — так называемое упругое по- 
следствие. Кроме того, предсказыва- 
емый теорией предел упругости, за 
которым твердое тело начинает течь 
подобно вязкой жидкости, также зна- 
чительно выше реально наблюдаемой 
величины. 

А. Ф. Иоффе первым создал метод 
экспернментального исследования ме- 
ханизма пластической — деформации 
кристаллических тел. Суть этого ме- 
тода состоит в последовательном на- 
блюдении дифракции рентгеновских 
лучей, проходящих через кристалл, 
медленно деформируемый под влия- 
нием внешних сил. Проходя через 
кристалл, рентгеновские лучи дают 
на помещенной за ним фотопленке 
систему закономерно расположенных 
пятен. Опыты, проделанные с кристал- 
лами каменной соли, показали, что 
до определенного предела нагрузки 
никаких изменений на полученных 
рентгенограммах не наблюдается. При 
достижении предела упругостн пятна 
на рентгенограмме внезапно раздван- 
ваются, затем умножаются н, нако- 
нец, вытягиваются в длинные «хво- 
сты». Это свидетельствует о том, что 
за пределом упругости образцы пере- 
стают быть правильными монокристал- 
ламн; они распадаются на отдельные 
монокристаллики, которые смещаются 
и ловорачиваются относительно своих 
соседей. Каждый из них дает свою 
систему пятен,  суммирующуюся 
с пятнами от других монокристал- 
ликов. Такое явление было наз- 
вано астеризмом, а предложенный 


А. Ф. Иоффе метод стал одним из ос- 
новных методов исследования меха- 
низма деформаций кристаллических 
тел. 

Продолжая эти исследования, 
А. Ф. Иоффе установил, что пласти- 
ческая деформация пронсходит в кри- 
сталле не непрерывно, как думали 
до той поры все физики, а скачко- 
образно. При непрерывно действую- 
щей нагрузке деформация идет скач- 
ками, повторяющимися через одина- 
ковые промежутки временн и даже 
сопровождающимися слабыми щелч- 


ками, напомннающимн тиканье ча- 
сов. 
Этими, а также и некоторыми 


другими работами А. Ф. Иоффе за- 
ложил фундамент современных пред- 
ставлений о механизме прочности и 
пластичности реальных твердых тел. 
Он подал физикам глубокую идею 
о необходимости изучения различных 
дефектов кристаллической решетки, 
чрезвычайно сильно влияющих на 
многие свойства твердых тел. 
Другой областью физики твер- 
дого тела, в которую академик 
А. Ф. Иоффе также внес вместе со 
своими учениками огромный вклад, 
является физика полупроводников. 
Сегодня трудно себе представить раз- 
витие техники без полупроводников. 
Но сорок с лишним лет назад, когда 
А. Ф. Иоффе занялся систематиче- 
ским исследованием свойств полупро- 
водников, многие физики весьма кри- 
тически отнеслись к этому начина- 
нию. В то время казалось, что только 
металлы и диэлектрики являются ма- 
терналамн, достойными серьезных 
физических исследований. Провод- 
ники и изоляторы — это важно н 
нужно технике, а полупроводники, 
хотя к ним относится большинство 
природных соединений, — бесполез- 
ный и бесперспективный матернал. 
Но А. Ф. Иоффе гениально предвидел 
ту огромную революционизирующую 
роль, которую уже сегодня полупро- 
водники играют в технике. «Можно 
предполагать, — говорил он немного 
позднее, — что прогресс техники вто- 
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рой половины ХХ столетия опреде- 
лится в первую очередь атомным 
ядром и полупроводннками». 

На первых порах нужно было 
разработать методы получения доста- 
точно чистых полупроводников и спо- 
собы определения их основных фн- 
зических характеристик: концентра- 
ции носителей тока, типа проводи- 
мости (электронный или дырочный), 
подвижности электронов н дырок ни 
т. д. Многие из этих методов, виер- 
вые созданные А. Ф. Иоффе и его 
учениками, стали впоследствии клас- 
сическими. 

Школа Иоффе выполнила целую 
серию пионерских исследований элек- 
трических, гальваномагнитных, тер- 
моэлектрических и фотоэлектриче- 
ских свойств полупроводников раз- 
личных типов. 

Одним из важнейших результатов, 
полученных А. Ф. Иоффе и его сот- 
рудниками, было обнаружение огром- 
ного влияния примесей на электрн- 
ческие свойства полупроводников. 
А. Ф. Иоффе показал, что примеси 
не только меняют в широких преде- 
лах проводимость полупроводников, 
но могут изменять даже знак носн- 
телей тока, превращать электрон- 
ный полупроводник в дырочный н на- 
оборот. Причем, роль примеси могут 
нграть не только чужеродные атомы, 
но ин собственные атомы полупровод- 
ника при их избытке или недостатке. 
Например, избыток атомов свинца 
в полупроводнике РЬЗ делает этот 
полупроводник электронным, а из- 
быток атомов серы — дырочным по- 
лупроводником. 

А. Ф. Иоффе первым сформули- 
ровал и экспериментально обосновал 
современные представления о меха- 
низме выпрямляющего действия по- 
лупроводников. Он показал, что в ре- 
зультате контакта двух полупровод- 
ников с различными носителями то- 
ка — электронного и дырочного — 
образуется запирающий слой (по сов- 
ременной терминологии «р — п-пе- 
реход»). При этом ток может свобод- 
но проходить через соприкасающие- 
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ся участки только в том направлении, 
при котором электроны и дырки дви- 
жутся навстречу друг другу по на- 
правлению к контакту, где они встре- 
чаются и рекомбинируют. В противо- 
положном случае электроны и дырки 
расходятся друг от друга и проводн- 
мость контактного слоя резко падает, 
так как в нем остается крайне мало 
носителей тока. Этн работы открыли 
путь к созданию полупроводниковых 
выпрямителей (днодов). 

Особенно большое — внимание 
А. Ф. Иоффе уделял исследованням 
термоэлектрических и фотоэлектри- 
ческих свойств полупроводников. Ис- 
пользуя эти свойства, можно создать 
новые методы прямого преобразования 
энергии тепла и света в электриче- 
скую энергию. Работами А. Ф. Иоф- 
фе были заложены основы современ- 
ных солнечных батарей, успешно ис- 
псльзуемых на космических аппа- 
ратах. 

А. Ф. Иоффе создал теорию тер- 
моэлектрогенераторов и термоэлек- 
трическнх холодильников, открыв для 
современной техники новую обшир- 
ную область — полупроводниковую 
энергетику. Под его руководством 
были сконструнрованы десятки новых 
типов полупроводниковых приборов 
и энергетических устройств, полу- 


чивших разнообразные  практиче- 
ские применения. 
© 


С давних пор была известна ана- 
логия между электрическими и маг- 
нитными полями. Известна н фор- 
мальная аналогия между магнитной 
н диэлектрической проницаемостями. 
Но долгое время средн диэлектриков 
не было обнаружено вещество с ано- 
мально большой диэлектрической про- 
ницаемостью, подобной аномальной 
магнитной проницаемости ферромаг- 
нетиков. Только в двадцатые годы 
было найдено несколько таких ве- 
ществ, в том числе сегнетова соль. 
Их исследованнем занялся академик 
Игорь Васильевич Курчатов со сво- 
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ими сотрудникамн. В течение корот- 
кого времени них работы положили на- 
чало новой области физики диэлек- 
триков, которая называется сегнето- 
электричеством. Оказалось, что за- 
висимость электрического момента 
сегнетовой соли от внешнего электри- 
ческого иоля такая же, как и намаг- 
ничивания ферромагнетиков от маг- 
нитного поля: наблюдается такая же 
гистерезисная петля. Исследовалнсь 
точка Кюри (их оказалось две) и яв- 
ления, сопровождающие переход че- 
рез эту точку. Словом, был воспроиз- 
веден электрический вариант длинной 
истории изучения ферромагнетиков. 

В истории советской физнки имя 
академнка И. В. Курчатова нераз- 
рывно связано с решением грандиоз- 
ной проблемы создания отечествен- 
ного атомного и термоядерного ору- 
жия ни развития атомной энергетики. 

Рассказ об этих исследовани- 
ях вы найдете в статье академика 
И. К. Кикоина «Он прожил счастли- 
вую жизнь», помещенной в этом же 
номере нашего журнала. 


В современной физике твердого 
тела важную роль играет теоретиче- 
ская физика с ее весьма сложным 
математическим аппаратом. Кристал- 
лическое тело, которое прежде рас- 
сматрнвалось как система, состоящая 
из колеблющихся атомов ин молекул, 
теперь рассматривается как объем, 
заполненный фононным газом. Фоно- 
нами называют кванты поля колеба- 
ний решетки — по аналогии с фото- 
нами, квантамн электромагнитного по- 
ля. Фонон, как н фотон, во многих 
отношениях ведет себя так, как если 
бы он был частицей; поэтому их ча- 
сто называют квазичастицами. Честь 
введения в науку понятия «фонон» 
принадлежит академнку Игорю Ев- 
геньевичу Тамму, который в 1930 го- 
ду использовал понятие «квант упру- 
гости» прн рассмотренни вопроса о 
рассеянии света в кристаллах. Тер- 


мин «фоном» в том же году ввел в 
физическую литературу  член-кор- 
респондент АН СССР Яков Ильич 
Френкель. Поведение фононного газа 
описывается тем же математическим 
аппаратом, что и излучение абсолют- 
но черного тела. Без понятия фонона 
трудно было бы представить себе, 
как любое возбуждение, например 
колебание отдельного атома, переме- 
щается в твердом теле. 

В 1931 году Я. И. Френкель тео- 
ретически предсказал весьма инте- 
ресное физическое явление. Решая 
задачу о возбуждении атомов светом 
в ндеальном кристалле, он показал, 
что возбужденное состояние, которое 
возникает у’ какого-либо атома такого 
кристалла после поглощения кванта 
света, не может быть локализовано 
Там, где находится этот атом, а не- 
пременно должно перемещаться по 
кристаллу в виде своеобразной ква- 
зичастнцы, которую Френкель наз- 
вал «экситоном». 

Дело в том, что, как показывают 
расчеты, энергия кристалла не изме- 
нится, если в таком же возбужден- 
ном состоянии окажется не первона- 
чальный возбужденный атом, а любой 
другой атом кристалла. Состояння, 
в которых любой из атомов кристалла 
оказывается возбужденным, физичес- 
ки неразличимы. Поэтому энергия воз- 
буждения будет переходить от атома 
к атому до тех гор, пока один из по- 
лучивших се атомов не перейдет в 
нормальное невозбужденное состоя- 
нне, испустнв полученный им квант. 
Существование экситонов было в даль- 
нейшем подтверждено в эксперимен- 
тах члена-корреспондента АН СССР 
Евгения Федоровича Гросса. Теперь 
существует широкая научная область, 
которую можно назвать «экситонной 
физнкой». 

Для описания электрических н 
оптических свойств ряда полупро- 
водников и диэлектриков оказалось 
необходимым ввести еще одну квазни- 
частицу — «полярон». Она возникает 
вследствие поляризации электроном 
окружающей среды. В результате 
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Академик Л. Д. Ландау (1908—1968). 


электрон становится как бы тяже- 
лее и характер его движения в кри- 
сталле меняется. Полярсн ввел в 
физику твердого тела академик Лев 
Давидович Ландау (совместно с ака- 
демнком АН УССР С. И. Пекаром). 

Квазичастицы имеют весьма важ- 
ное значение для развития наших 
представлений о природе кристаллов 
и разыгрывающихся в них процессах 
поглощення, передачи и излучения 
энергии. 

В учебном пособии по физике 
для 9 класса последние параграфы 
посвящены описанню  ферромагне- 
тизма. Основы теории этого явления 
заложены советскнми  физниками-те- 
оретнками. Член-корреспондент АН 
СССР Я. И. Френкель первый пока- 
зал, что природа ферромагнетизма 
связана с взаимодействием собствен- 
ных магнитных моментов электронов. 
Академик Л.Д. Ландау (совместно 
с членом-корреспондентом АН СССР 
Е. М. Лифшнцем) создал теорию до- 
менной структуры ферромагнетиков. 
Оказалось, что возникновение доме- 
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нов является следствием стремления 
кристаллической структуры прийти 
в состояние с минимальной энер- 
гней. 

Л. Д. Ландау предсказал теорс- 
тнчески, что свободные электроны 


(электроны проводимости) в металле’ 


должны создавать во внеинчем маг- 
нитном поле дополнительный маг- 
нитный момент, направленный в сто- 
рону, протнвоположную  ипаправле- 
нию внешнего магнитного поля, то 
есть днамагнитный момент. Это — 
так называемый днамагнетизм Лан- 
дау. 

Мы не останавливаемся здесь на 
классической работе Л. Д. Ландау по 
теорин сверхтекучестн жидкого ге- 
лня. О ней подробно рассказано в 
статье А. Ф. Андреева («Квант», 
1973, № 15}. 


ереходя к работам по оптике, 

остановимся лишь на замсчатель- 
ных нсследованиях академиков Дмит- 
рия Сергеевича Рождественского, Ле- 
онида Исааковича Мандельштама н 
Сергея Ивановича Вавилова. 


Академик Д. С. Рождественский 
разработал отечественную технологию 
приготовления оптического стекла, 
благодаря чему уже в 1925 году Со- 
ветский Союз полностью отказался 
от покупки такого стекла в других 
странах. Он внес очень важный 
вклад в изучение резонансного по- 
глощения света парами щелочных ме- 
таллов и развитие спектрального ана- 
лиза. Им была существенно усовер- 
шенствована теорня мнкроскопа. 


Физика долго не могла дать пра- 
вильного ответа на такой, казалось 
бы, простой вопрос: «А ночему небо 
голубое?» Даже Ныотон, посвятив- 
тий этой проблеме много лет упор- 
ного труда, так и не сумел ее ре- 
шить. Первым удовлетворительную 
теорию рассеяния света в атмосфере 
создал другой английский физик — 
Рэлей. Предположив, что свет рас- 
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Академик Д. С. Рождественский (1876—1940). 


сенвают молекулы воздуха, он полу- 
чил хорошее совпадение с результа- 
тами наблюдений. 


Казалось бы, все ясно, проблема 
полностью решена. И только один 
физик, академик Л. И. Мандельштам, 
не согласился с этой интерпретацией. 
Он доказал, что истинной причиной, 
порождающей голубой цвет неба, яе- 
ляются флуктуации плотности (слу- 
чайные изменения плотностн воздуха 
по отношению к средней плотности), 
происходящие под влиянием теплового 
движения. Л. И. Мандельштам по- 
казал, что формула Рэлея верна, 
а физическая сущность картины рас- 
сеяния света совершенно иная. Эта 
работа была опубликована еще в 
1907 году. Она явилась одной из 
первых работ по теории флуктуаций, 
то есть микроскопических отклонений 
той нлн нной физической величнны от 
среднего значения. 

Л. И. Мандельштам был первым 
физиком. обратившим внимание на 
то, что флуктуацин давления, тем- 
пературы, концентрация или ориен- 


тации молекул (если молекулы не- 
изотропны) должны накладывать свой 
отпечаток на рассеяние падающего на 
них света, как говорят, модулировать 
его. В работах, начатых еще в 1308 го- 
ду, он обосновал нензбежность рас- 
сеяния света на флуктуациях пло- 
тности, приводящего к появлению 
в рассеянном свете, помимо падаю- 
щей волны длины А,, еще двух сосед- 
них волн А, и А,, смещенных в оба 
конца спектра на одинаковую вели- 
чину АЛ. Этот дублет Мандельшта- 
ма — Бриллюэна *), близко примыка- 
ющий к основной линни А, был 
впервые обнаружен членом-коррес- 
лондентом АН СССР Е. Ф. Гроссом. 

Триумфом оптических нсследова- 
ний академика Л. И. Мандельштама 
было открытне совместно с академи- 
ком Григорнем Самуиловичем Ланд- 
сбергом комбинационного рассеяния 
света. 

В 1927 году ими был поставлен 
следующий эксперимент. Монохрома- 
тнческий свет, полученный от ртут- 
ной лампы с помощью фильтра, падал 
на кристалл максимально чистого и 
однородного кварца. Свет, рассеян- 
ный этим кристаллом, анализировал- 
ся спектрографом. После чрезвычай- 
но долгой экспозиции им удалось 
заметить слабые спектральные линин 
на равных расстояннях от первичной. 
Это значит, что свет при рассеянии 
в кристалле изменяет свой цвет! 
Тщательное исследование этих ли- 
ний показало, что они сопровожда- 
ют каждую спектральную лниню пер- 
внчного света. Разность между ча- 
стотамн этих линий н частотой пада- 
ющего света совиадает с частотами 
внутренних колебаний молекул рас- 
сеивающего вещества. Кроме того, 
интенсивность линий, смещенных в 
красную сторону спектра, значнтель- 
но выше интенсивности линий, сме- 
щенных в синюю сторону. 


*) Л. Бриллюэн — французский 
физик, одновременно пришедший к тем же 
выводам, 
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Академик Л. И. Манделыитам (1879—1944). 


Грубую картину механизма этого 
взаимодействия можно получить сле- 
дующим образом. Каждая молекула 
данного вещества может совершать 
различные внутренние колебания. Им 
соответствует определенный набор 
квантов электромагнитной энергии, 
пу, которые молекула способна при- 
нимать от окружающей среды н воз- 
вращать обратно. Если квант падаю- 
щего света с энергией Ау, взаимо- 
действует с невозбужденной молеку- 
лой, он отдает ей часть своей энергии, 
равную йу;. При этом в рассеянном 
свете ноявляется смещенная в «крас- 
ную» сторону линия с частотой 
Ук = \ -— Уь ТО есть свет с болышей 
длиной волны. Если же квант встре- 
чается с возбужденной молекулой, 
обладающей энергией возбуждения 
ру, он сам может получить эту 
энергию от молекулы, и тогда родит- 
ся смещенная в «синюю» сторону 
линия с частотой %е = \ т \;. Не- 
трудно видеть, что смещенные линни 
должны располагаться симметрично 
по обе стороны от основной линни па- 
дающего света. 
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Так как в обычных условиях число 
невозбужденных молекул значитель- 
но больше, чем возбужденных, нн- 
тенсивность линий, смещенных в 
«красную» сторону спектра, должна 
быть значительно выше, что соответ- 
ствует действительности. 

Продолжая свои исследования, 
Л. И. Мандельштам и Г. С. Ланд- 
сберг создали новый метод спектраль- 
ного анализа молекул, основанный 
на изучении спектров комбинацион- 
ного рассеяния. Этот метод получил 
широкое распространение и применя- 
ется теперь во всех странах *)}. 

Мы не можем здесь, ввиду их слож- 
ности, рассказать о фундаменталь- 
ных работах академиков Л. И. Ман- 
дельштама и Н. Д. Папалекси по те- 
орнн и технике колебаний, послужив- 
ших основой развитня радиофизики 
н раднотехники. 


% 


Академик С. И. Вавилов с первых 
лет научной деятельности заинте- 
ресовался явлением  фотолюминес- 
ценции, изучение которого он не 
прекращал до конца своей жизни. 
Под действием света некоторые ве- 
щества сами испускают характерное 
для них свечение, которое получило 
название люминесценции. Это све- 
чение продолжается и после прекра- 
щения облучения. Прн люминесцен- 
цви происходит поглощение возбу- 
ждающего света и нспускание (с пе- 
которой задержкой по времени) све- 
та люминесценцин, длина волны 
которого отлична от длины волны 
ноглощенного света. 

Люминесценция различных  ве- 
ществ чрезвычайно разнообразна по 
спектральному составу испускаемого 
излучения. Длительные поиски за- 
конов, управляющих люмннесценци- 


*) Только случайная задержка с пере- 
сылкой в редакцию журнала уже готовой 
научной статьи лишила авторов этого круй- 
нейшего открытия Нобелевской премни. 
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Академик С. И. Вавилов (1891—1951). 


ей, привели лишь к установлению 
некоторых эмпирических правил, ко- 
торые не охватывали всех основных 
опытных фактов и допускали зна- 
чительные исключения. Примером яв- 
ляется так называемое правнло Сток- 
са, согласно которому длина волны из- 
лучения люминесценции должна быть 
больше длины волны возбуждающего 
света. Так как энергия излученных 
квантов прямо пропорциональна ча- 
стоте * (и обратно пропорциональна 
длине волны А), то увеличение длины 
волны при люминесценции свидетель- 
ствует о том, что некоторая доля 
энергии, поглощенной люминесцент- 
ным веществом, остается в нем, пе- 
реходя в тепло. Однако это правило 
нередко нарушается на опыте. Под- 
линные законы спектрального пре- 
образования света были открыты 
С. И. Вавиловым в результате длн- 
тельного экспериментального и тео- 
ретического нсследовання энергетики 
люминесцентных процессов. Они яв- 
ляются теоретической основой не толь- 
ко для науки о люминесценции, но 
и для ее технических приложений. 


За последние десятилетия люмн- 
несценция широко используется в 
различных областях науки и техники. 
На ее основе разработаны новые ме- 
тоды химического и сортового ана- 
лиза различных веществ — так на- 
зываемый люмннесцентный анализ. 
В развитии этих практических при- 
менений люминесценции большая за- 
слуга принадлежит С. И. Вавилову. 
Но особенно большое значение нмеют 
его работы по созданню люмине- 
сцентных источников света, открыв- 
шие новый этап в нсторин светотех- 
НИКИ. 

Основной источник света в наши 
дни — электрические лампочки на- 
каливания — имеют очень крупные 
недостатки. Коэффициент полезного 
действия этих ламп не превышает 
8%. Более 90% энергнн теряется ими 
на создание невидимого инфракрас- 
ного излучения. Спектральный состав 
видимого света у этих ламп значн- 
тельно отличается от состава солнеч- 
ного света, к которому наиболее прн- 
способлен человеческий глаз. Тем- 
пература накала вольфрамовой нити 
в ламие 2200—2300° С. Для получе- 
ння света, близкого к солнечному, 


и увелнчения светоотдачи пришлось - 


бы поднять ее до 6000?С. Однако 
еще задолго до этого нить лампочки 
распылится. | 

Недостатки электрических ламп на- 
каливания побуждают ученых искать 
новые, более экономичные и удобные 
источники света. Такими источника- 
мн и оказались люмннесцентные лам- 
пы. Люминесцентные вещества явля- 
ются световыми трансформаторамн. 
Онн могут превращать один внд све- 
та в другой, например, невидимые 
ультрафиолетовые, то есть бесполез- 
ные в светотехническом отношеннн, 
лучи в видимые, или однородный 
свет — в широкие спектральные по- 
лосы самого различного состава. 

С. И. Вавилов первым предложил 
нспользовать мощное ультрафиоле- 
товое излучение ртутных ламп для 
получения видимого света с помощью 
люминесцентных веществ. Идя по 
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этому путн, он создал люминесцент- 
ные лампы дневного света. 

Основной частью люминесцентных 
лами Вавилова является газоразряд- 
ная трубка, заполненная парами рту- 
тн при низком давлении. Электроны, 
проходя через трубку при разряде, 
возбуждают ультрафнолетовое излу- 
чение ртутн. Если наблюдать разряд 
через прозрачные стенки трубки, то 
можно заметить, что внутренность ее 
светится слабым голубым светом. Ос- 
новная доля излучения ртути сосре- 
доточена в ультрафиолетовой об- 
ластн. Для преобразования ее в ви- 
димый свет на внутреннюю стенку 
трубки наносят слой «светового транс- 
форматора» — кристаллического лю- 
минесцентного порошка. Применяя 
различные порошкн, можно получить 
свет любого цвета. Наибольший прак- 
тический интерес представляют по- 
рошки, свечение которых близко к 
дневному рассеянному солнечному 
свету (например, дневному свету при 
облачном небе). Коэффициент полез- 
ного действия и средний срок службы 
таких ламп значительно больше обыч- 
ных. 


ерейдем теперь к работам в об- 

ластн физики атомного ядра. 

Атомные ядра включают в себя 
заряженные частицы — протоны, 
сблнженные до расстояния порядка 
10-13 см. Казалось бы, они долж- 
ны немедленно разрушаться под вли- 
яннем громадного электростатиче- 
ского отталкивания протонов друг от 
друга. Но мы знаем, что этого не 
происходит. Только очень тяжелые 
ядра элементов, стоящих в конце 
пернодической системы Менделеева, 
оказываются неустойчивыми, и это 
приводит к радноактнвному распаду. 
Что же придает такую необычайную 
прочность атомным ядрам? Атомные 
ядра существуют только потому, что 
между всеми входящими в них ча- 
стицами действуют могучие ядерные 
снлы. 
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Основная идея, на которую опн- 
раются современные представления 
о природе ядерных сил, была выд- 
винута в 1934 году академиком 
И. Е. Таммом. Он первым понял, что 
эти силы могут быть только обмен- 
ными. К этому времени уже былн раз- 
работаны основные представления о 
квантовой природе электромагнитного 
поля, согласно которым взаимодей- 
ствиё двух заряженных частиц осу- 
ществляется посредством квантов, ис- 
пускаемых н поглощаемых этими ча- 
стицами. Таким образом, взаимодей- 
ствие есть результат обмена промежу- 
точными частицами, создающими эле- 
ктромагнитное поле. 

И. Е. Тамм предположил, что не 
только электромагнитное, но и ядер- 
ное взаимодействие носит квантовый 
характер и осуществляется путем об- 
мена какими-то промежуточными ча- 
стицами. Предположив, что ядерные 
частицы обмениваются электронами, 
И. Е. Тамм ностроил первую мате- 
матическую теорню ядерных сил. Од- 
нако величина этих сил оказалась на 
несколько порядков меньше их дей- 
ствительного значения. 

Вскоре лосле этого японский фн- 
зик Юкава показал, что если масса 
обменной частицы будет примерно 
в 300 раз больше массы электрона, 
то теория И. Е. Тамма хорошо опи- 
сывает основные особенности ядер- 
ных сил. Впоследствии физикн об- 
наружили частицы, отвечающие за 
перенос ядерных сил. Ими оказались 
так называемые пи-мезоны. Масса 
пи-мезонов и их свойства соответ- 
ствуют теории Тамма—Юкавы. 

И. Е. Тамм первый пришел к 
казалось бы парадоксальному выводу 
о том, что у нейтрона должен быть 
собственный магнитный момент, хотя 
эта частица не имеет электрического 
заряда. В 1934 году он не только те- 
оретически предсказал существование 
магнитного момента у нейтрона, но 
и правильно определил знак этого 
момента. 
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Успехн ядерной физики второй 
половины двадцатого века неразрыв- 
но связаны с ускорителями заряжен- 
ных частиц. Ускорители позволяют 
создавать новые элементарные ча- 
стицы, которые рождаются в момент 
взаимодействня ускоренных частиц- 
снарядиков с частицами, входящимн 
в состав мишеней. При этом чем вы- 
ше энергня ускоренных частиц, тем 
более разнообразные новые элемен- 
тарные частицы и античастицы (ме- 
зоны, гипероны, резонансы) могут 
быть получены с их помощью. Уско- 
рители используются также для изу- 
чения строения элементарных частиц 
(протонов и нейтронов). На них же 
создаются сверхтяжелые химическне 
элементы, стоящие после урана в 
периодической системе Менделеева (нх 
называют трансурановымн} н атом- 
ные ядра с необычным отношением 
числа протонов и нейтронов, 

В настоящее время наиболее ра- 
спространены циклические ускорни- 
тели, в которых заряженные части- 
цы движутся по путям, близким к 
окружностям, многократно ускоря- 
ясь в специальных ускорительных 
устройствах. Первым таким ускори- 
телем был циклотрон. Однако предел 
энергин, которую можно сообщать 
протонам в циклотроне, сравнительно 
невелнк и составляет несколько де- 
сятков миллионов эдектрон-вольт. 

Созданне современных ускорите- 
лей на десятки н сотни миллиардов 
электрон-вольт стало возможным бла- 
годаря работам академика Владимира 
Иосифовича Векслера. В 1944 году 
он предложил знаменитый принцип 
«автофазнровки» ускоряемых частиц, 
открывший новые горизонты перед 
ядерной физикой и физикой элемен- 
тарных частиц. Этот принцип позво- 
лил создать новые типы ускорите- 
лей — фазотроны, синхротроны н син- 
хрофазотроны. 


Одной из важнейших проблем сов- 
ременной науки и техники является 
проблема управляемых  термоядер- 
ных реакций, при которых легкие 
ядра объединяются в более тяжелые. 
Неуправляемые термоядерные реак- 
ции происходят прин взрывах водо- 
родных бомб. Они приводят к вы- 
свобождению громадного колнчест- 
ва ядерной энергин. 

Теперь задача ученых — найти 
пути осуществления — контролируе- 
мой термоядерной реакцин. Ее ре- 
шенне открывает необозримые энер- 
гетнческие возможности, превращая 
воду в отличное ядерное топливо. 
Если управляемый термоядерный син- 
тез будет технически реализован в 
больших масштабах, будущие поко- 
ления смогут черпать из океана энер- 
гию, запасов которой хватит на гро- 
мадный срок. Но эта энергия может 
быть получена лишь после того, как 
мы научимся нагревать водород до 
огромных темнератур н удерживать 
его в таком необычном состоянии на 
протяжении заметных интервалов вре- 
менн. Даже первые признаки ядер- 
ных взаимодействий в нагретом ве- 
ществе можно надеяться 
лишь при температуре около миллио- 
на градусов. В этих условиях атомы 
любого вещества распадаются, обра- 
зуя своеобразный газ низ положи- 
тельно и отрицательно заряженных 
частиц, именуемый плазмой *). 

Основная и наиболее трудная за- 
дача, стоящая на пути к осуществле- 
нию интенсивных управляемых тер- 
моядерных реакций, заключается даже 
не в том, чтобы нагреть плазму до 
гигантских температур, а в том, чтобы 
изолировать такую плазму от стенок 





*) См. статью Л.А. Арцимовича 
«Плазма — четвертое состояние веществаз, 
«Квант», 1974, №3. 
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сосуда, в котором она заключена. 
Эта задача облегчается тем, что прак- 
тически все частицы горячей плазмы 
несут на себе электрические заряды 
и потому могут удерживаться спе- 
цнально подобранными комбинациями 
магнитных полей. 

Исследования управляемых тер- 
моядерных реакций были почти од- 
новременно начаты в СССР и США 
в начале 50-х годов. Первоначально 
они велись в условиях сугубой сек- 
ретности. Советский Союз первым 
в 1956 году рассекретил эти нссле- 
дования. С тех пор наши работы в 
этой области физики неизменно за- 
нимают ведущее место в мнре. На 
протяжении длительного времени пос- 
ле смертн И. В. Курчатова ими руко- 
водия академик Лев Андреевич Арци- 
мович. . 

Советские физики первыми на- 
блюдали появление нейтронного н 
рентгеновского — излучения плазмы, 
причем они сразу же дали правиль- 
ную оценку этим фактам, показав, что 
возникающие нейтроны не являются, 
к сожалению, результатом термоядер- 
ных реакций. Они первые построили 
ряд крупных установок для исследо- 
вання горячей плазмы (Огра-1, Ог- 
ра-2, Токамаки и т. д.). Им удалось 
впервые осуществить кратковремен- 
ные термоядерные реакцин в экспе- 
риментальных условнях и получить 
плазму с рекордными характеристн- 
камн. Особенно важным является 
резкое увеличение времени жизни 
горячей плазмы, достигнутое нашими 
ученымн. Однако сравнение этих ре- 
зультатов с данными, необходимыми 
для работы промышленного термоядер- 
ного реактора, показывает, что хотя 
нашим физикам и удалось пройти 
большой путь, полное решение про- 
блемы потребует еще немалого вре- 
мени и усилий. 


Приведенные в этой статье приме- 
ры убедительно свидетельствуют об 
огромном вкладе ученых Академни 
наук СССР в развитие современной 
физики. 
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АКАДЕМИЯ НАУК 
И ПРОГРЕСС 
МАТЕМАТИКИ 


Б. В. Гнеденко 





Великая Октябрьская социалисти- 
ческая революция 1917 года сущест- 
венно изменила роль Академин наук 
в жизни страны, формы ее работы и 
размах ее деятельности. 

Академия наук не только начала 
численно расти, но, что самое важ- 
ное, существенно изменила свое на- 
учное лицо: стала ближе к жизнен- 
ным нуждам страны, к нотребностям 
ее экономики, промышленности, куль- 
туры. В составе Академии наук поя- 
внлись крупнейшие научно-исследо- 
вательские учреждения, в которых 
под руководством выдающихся уче- 
ных производятся исследования нан- 
более важных проблем наукн, а так- 
же рассматриваются вопросы, пред- 
ставляющие особый интерес для раз- 
витня страны. Необходимые для это- 
го расходы взяло на себя государство. 
Наука стала важной частью жизнн 
советского общества, а Академия на- 
ук взяла на себя ответственную функ- 
цию руководителя советской науки, 
как принято у нас говорить, стала 
штабом советской науки. 

Но такая перестройка не могла 
осуществляться сама по себе, она 
требовала огромных организационных 
усилий, постоянного внимания руково- 
дителей партии и правительства. Ис- 
тория сохранила в воспоминаниях 
современников и в документах память 
о героических днях революции и 
гражданской войны, когда страна 
нстекала кровью и напрягала все 
усилия, чтобы выстоять в отчаянной 
борьбе с контрреволюцией, интервен- 


тамн, голодом, разрухой. Но ив эти 
дни В. И. Ленин и его соратники за- 
ботились о научном и техническом 
прогрессе страны, о выходе ее на 
передовые позицни во всех областях 
знания. Уже в 1918 году Ленин не 
только принял меры к сохранению 
лучших представителей русской до- 
революционной науки, но и к прив- 
лечению их на сторону советской 
власти, к сотрудничеству с новым 
общественным строем, к активному 
решению тех научных проблем, ко- 
торые стояли перед страной. Харак- 
терный эпизод, непосредственно от- 
носящийся к этим событиям, приве- 
ден М. Горьким в воспоминаниях 
о Ленине *). 

«Помню, я был у него с тремя 
членами Академии наук. Шел раз- 
говор о необходимости реорганизацин 
одного из высших научных учрежде- 
ний Петербурга. Проводнв ученых, 
Ленин удовлетворенно сказал: 

— Это я понимаю. Это умники. 
Все у них просто, все сформулиро- 
вано строго, сразу видншь, что лю- 
ди хорошо знают, чего хотят. С та- 
кими работать — одно удовольствие. 
Особенно понравился мне этот... 

Он назвал одно из крупнейших 
нмен русской науки, а через день 
уже говорил мне по телефону: 

Спросите С., пойдет он работать 
с нами? 





*”) Горький ЛА. М., В. И. Леиин. — 
В кни.: «Воспоминания © В.И. Ленине». 
Ч. Г М.. 1955, с. 383. 


И когда С. принял предложение, 
это искренне обрадовало Ленина; по- 
тирая, руки, он шутил: 

— Вот так, одного за другим, 
мы перетянем всех русских и евро- 
пейских архимедов, тогда мир, хочет 
не хочет, а перевернется!» 

Эти воспоминания касаются при- 
ема В. И. Леннным А. М. Горького, 
академиков В. А. Стеклова — вице- 
президента Академии наук, С. Ф. Оль- 
денбурга — ученого секретаря Ака- 
демии наук, а также президента Во- 
енно-медицинской академин В. Н. Тон- 
кова, тогда еще не академика (он 
стал им в 1944 году). 

Владимир Андреевич Стеклов 
{(1864—1926)— ученик А. М. Ляпуно- 
ва—воспринял от своего учителя ннте- 
рес к проблемам матёматнческой физн- 
кн и механики. Им были исследованы 
многочисленные задачи  гидромеха- 
ники, теорни упругости, механики 
твердого тела. Он построил теорию 
движения твердого тела в жидкости, 
теорию движения твердого тела с 
эллипсоидальной полостью,  напол- 
ненной жидкостью, а также предло- 
жил ряд новых методов, вошедших 
в современную науку. 

Как ни велики заслуги В. А. Стек- 
лова в механике, основные уснлия в 
своих исследованиях он направил на 
развитие математической физики, где 
им был сделан ряд фундаментальных 
открытий. Развитые нм математиче- 
скне методы исследования физичес- 
кнх задач прочно вошли в совре- 
менную науку. 

Труды Стеклова были замечены, 
нв 1912 году он был избран академн- 
ком, в 1916 году — членом правле- 
ния, ав 1919 году — випе-презнден- 
том Академии наук. На плечи Стек- 
лова было возложено тяжелое бремя 
забот по преобразованию Академии 
наук, ее обновлению и приближению 
ее интересов к нуждам страны. Од- 
нако этим не ограничилось его. уча- 
стие в стронтельстве фундамента со- 
ветской науки. По его инициативе 
был организован Временный Коми- 
тет науки при Совете Народных Ко- 
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Академик В. А. Стеклов (1864—1926) 


миссаров СССР. При непосредствен- 
ином участии В. А. Стеклова этот Ко- 
митет разработал н осуществил ряд 
постановлений, направленных на раз- 
витне советской науки и в том числе 
Академии. Внутри Академни В.А. 
Стеклов принимал участие в работе 
ряда комиссий— строительной, по изу- 
ченню тропических стран, по делам 
Главной астрономической  обсерва- 
тории, гидрологического института, 
а также был членом международной 
комнсснн по изданию трудов Л. ЭйЙ- 
лера. М, следует заметить, си ак- 
тивно участвовал в работе ‘комиссий, 
заражая всех своей энергией, ини- 
циативой, целеустремленностью и тём- 
лераментом. 

В самом начале 1919 года, в тя- 
желейший период гражданской вой- 
ны, В. А. Стеклов вместе с академи- 
камн А. А. Марковым и А. Н. Кры- 
ловым обратился в физико-матема- 
тнческое отделение Академин наук 
с обоснованным предложением об об- 
разовании Математического кабннета. 
В известном смысле этот кабинет, 
названный Математическим кабинетом 
имени П. Л. Чебышева и А. М. Ля- 
пунова, носил в себе зародыш бу- 
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дущего спецнализнрованного мате- 
матического института. Возглавил этот 
кабинет сам автор предложения — 
В. А. Стеклов. 

Идея создания кабннета в науч- 
ном отношении себя оправдала, н 
уже через два года В. А. Стеклов счел 
необходимым представить в бюро фи- 
знко-математического отделения за- 
инску с предложением и полноцен- 
ным обоснованием необходимости ор- 
ганизацни в Академии наук сиеци- 
ального научного учреждения — фн- 
знко-математического института. В 
этой записке он писал: «Ни одна из 
естественных наук, если дело идет 
не о собирании сырого материала, 
а о действительном творчестве, не 
обойдется без математики, матери 
всех наук. Что же касается физики, 
поставленной впереди всех других 
наук, как и следует в проекте Ломо- 
носовского института, то в настоящее 
время математика и физика до такой 
степени слились в одно целое, что 
иногда трудно отделить — где кон- 
чается математика и начинается фи- 
зика» *]}. 

Предложение В. А. Стеклова было 
единодушно поддержано как в Физи- 
ко-математическом отделении, так и 
в Президиуме Академии наук. В ре- 
зультате в том же 1921 голу ввиду 
«назревшей в науке потребности свя- 
зать теснейшнм образом физические 
наукн с чисто математическими» был 
основан физико-математический ин- 
ститут Российской Академии наук. 
Директором института был избран 
В. А. Стеклов. Институт был орга- 
низоваи на базе Математического ка- 
бинета, Физической лаборатории н 
Сейсмической сети. 

Физико-математический институт 
просуществовал до 1934 года, а за- 
тем он был разделен на два самостоя- 
тельных учреждения — Математиче- 
ский институт им. В. А. Стеклова *) 


*) Протоколы заседаний физико-мате- 
матического отделения АН, 1921. Приложе- 


ние к протоколу первого заседания (10 янва- 
ря 192] г.}. 
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и Физический институт им. П. К. Ле- 
бедева. С первых дней существования 
самостоятельного математического ин- 
ститута его возглавил академик И. М. 
Виноградов — крупнейший в совре- 
менной науке специалист по теорин 
чисел. 

Отметим еще несколькими штри- 
хами и другие стороны широкой, 
кипучей деятельности В. А. Стеклова. 
В годы гражданской войны он при- 
нимал деятельное участие в иссле- 
довании Курской магнитной анома- 
лни, заведуя теоретической и вычн- 
слительной частью экспедиции се- 
верного района. Совет Труда и Обо- 
роны высоко оценил эту его работу, 
н в апреле 1923 года объявил ему 
благодарность. Немедленно после свер- 
жения царского режима В. А. Стек- 
лов вместе с Горьким начал актив- 
ную деятельность по популяризации 
науки. Он нанисал ряд биографиче- 
ских очерков о выдающихся уче- 
ных прошлого — П. Л. Чебышеве, 
А. М. МЛяпунове, А. А. Маркове, 
А. Пуанкаре, В. Томсоне и других, 
две кннги научно-биографического 
характера о М. В. Ломоносове и 
Г. Галилее, а также интересную кни- 
гу историко-философского содержа- 
ния — «Математика и ее значение 
для человечества». 

В некрологе, который был напи- 
сан выдающимся деятелем советского 
просвещения А. В. Луначарским че- 
рез день после смерти В. А. Стеклова, 
особое виимание уделялось философ- 
ским взглядам покойного. Там было 
написано, что ‹... он был убежденным 
сторонником чисто эмпирического воз- 
никновения математики и с величай- 
шим неодобревием относился к иде- 
алистам и формалистам в этой на- 
уке. Он беспрестанно повторял, что 
математика — вся земная, но вместе 
с тем верил, что математическая фор- 
мулировка явлений природы пред- 
ставляет собой предельную ясность 





*) Ммя В. А. Стеклова было присвоено 
институту в 1926 году. 


истины. Он мне говорил как-то: «Лю- 
дн непременно все согласятся между 
собой ин притом по всем вопросам, 
но это будет тогда, когда наука о при- 
роде, то есть вся нстина, будет ма- 
тематически формулирована» *). 
Расскажем теперь о еще одном 
замечательном члене нашей Академии. 


Алексей Николаевич Крылов 
(1863—1945) прожил долгую и 
полнокровную жизнь. Математика, 


механнка,  кораблестроение—в каж- 
дой из этих областей он сочетал 
талант ученого и энергию организа- 
тора, высокую культуру теоретнче- 
ских исследований и глубокое понн- 
манне роли практических приложе- 
ний. 

Свои первые научные работы 
А. Н. Крылов выполнил в компас- 
ной части Главного гидрографическо- 
го управления. Эти работы были по- 
священы нсследованию девиации маг- 
нитных компасов — отклонений 
стрелки компаса от направления на 
магнитный полюс Земли, вызванных 
влняннем намагниченных тел (сталь- 
ного корпуса судна) или электро- 
магнитных полей судовых  электрн- 
ческих и радноустановок. 

В течение года А. Н. Крылов ра- 
ботал на кораблестроительном  за- 
воде. Затем он поступил в Морскую 
академию, которую окончил за три 
года (в 1890 году}, а после этого пре- 
подавал в ней почти 50 лет. В ака- 
демин он руководил занятиями по 
математнке, а с 1892 года стал также 
читать лекции по теорни корабля. 

Созданные А. Н. Крыловым учеб- 
ные курсы составили подлинную клас- 
сику корабельной науки, а принад- 
лежащие ему методы вычисления ос- 
новных характеристик корабля н ны- 
не являются фундаментом теории 
непотопляемости судна. В этой об- 
ласти А. Н. Крылов следовал идеям 
замечательного русского флотовод- 
ца и ученого адмирала С. О. Мака- 
рова. 





*) Луначарский. В. , В. А. Стек- 
лов. — «Наша газета», 1996, | июня. 
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Академик Л. Н. Крылов (1863— 1945) 


А. Н. Крылов развил и усовер- 
шенствовал теорию бортовой качки 
корабля, которая до его работ носн- 
ла чисто приближенный характер, 
и по существу создал теорию килевой 
качки. Следует отметить, что до работ 
А. Н. Крылова создание подобной 
теории считалось невозможным ввн- 
ду «непреодолимых математических 
трудностей». 

К концу 1890-х годов относятся 
работы А. Н. Крылова по теорин 
колебаний корабля при волнении, 
эти работы до сих пор служат осио- 
вой для решения важнейших вопро- 
сов прочностн и мореходных качеств 
кораблей. Впоследствии (к 1908 го- 
ду} А. Н. Крылов разработал спе- 
цнальную теорию вибрации судов и 
первым в мировой науке создал курс 
этой дисциплины. Строгая матема- 
тическая теория колебаний различ- 
ных упругих систем, содержащаяся 
в этом курсе, выходит далеко за 
рамки кораблестроения, она нграет 
важнейшую роль во всей строитель- 
ной механике. В развитии этой ин- 
женерной дисциилины выдающуюся 
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роль сыграла ин работа А. Н. Крыло- 
ва «О расчете балок, лежащих на 
упругом сснованин» (1930 год). 

В артиллерии А. Н. Крылову 
принадлежат исследования продоль- 
ных и поперечных колебаний ору- 
дийных стволов во время выстрела, 
в так называемсй звнешней баллн- 
стике» — исследование  вращатель- 
ного движения снаряда в полете. К 
этим исследованням примыкают за- 
мечательные работы А. Н. Крылова 
по теорин гнроскопов ин практическим 
приложениям гирсскопических при- 
боров и устройств для сбеспечения 
устойчивости судов н летательных 
аппаратов. 

С теории компасов началась науч- 
ная деятельность Алексея Николас- 
вича, и, спустя более чем 50 лет, он 
вновь обратился к этой теме, опубли- 
ковав в 1938—1940 годах цикл работ, 
посвященных теории девиации маг- 
нитных компасов, теории гиросковн- 
ческих комласов и вопросам влияния 
качки корабля на показания комла- 
са. За эти работы А. Н. Крылов од- 
ним из первых в стране был удсстсен 
Государственной  премин. 

Отдавая силы прежде всего раз- 
витию прикладных исследований, 
А. Н. Крылов внес важнейший вклад 
в развитие разделов математики и 
теоретической механики, требуемых 
для практических приложений. Еще 
в 1906 году он прочитал курс *О прн- 
ближенных вычислениях», н поны- 
не не потерявший свсего“”значения 
для многих сбластей физики и тех- 
НИКИ. 

«Причина, побудившая меня к 
составлению этого курса, следующая: 
в современных руководствах мате- 
матического анализа преимущест- 
венное внимание сбращается на впол- 
не строгое установление ссновных 
понятий н на строгое доказательство 
всех получаемых из них выводов. 
Ввиду этого зачастую весьма обстоя- 
тельно доказывается существование 
решения какого-либо вопроса и уста- 
навливается теоретическая возмож- 
ность получения его с любою степенью 
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точности, Н гораздо ухеньщее вни- 
мание уделяется практической части 
дела, то есть действительному  по- 
лученню решения с данным, сбыкно- 
венно Грубым, приближением, ко- 
торсе только и требуется в прило- 
жениях, но которое надо получить с 
возможно меньшею тратою труда н 
времени», — пишет А. Н. Крылов в 
предисловии к первому изданию это- 
го курса — первого в мировой лн- 
тературе курса приближенных вы- 
числений. 

В курсе А. Н. Крылова «О неко- 
торых дифференциальных уравне- 
ниях математической физики, имею- 
щих приложение в технических во- 
нпросах» (1912 год) содержится ряд 
крупных результатов, относящихся 
к исследованию вынуждениых коле- 
баний упругих систем ни споссбов 
улучшения сходимости тригономет- 
рических рядов. Последний пример 
убедительно демонстрирует глубокое 
теоретическое значение работ 
А. Н. Крылова, стимулируемых, ка- 
залось бы, «чисто прикладными» за- 
дачами. 210 сих пор могучая фигура 
А. Н. Крылова является опроверже- 
нием всех теорий с делении науки на 
«чистую» и «ирикладную». Например, 
в 1931 году А. Н. Крылов получил 
выдающиеся результаты в такой «да- 
лекой» от его традиционных интере- 
сов области, как небесная механика, 
предложив наилучший из всех су- 
ществующих метод решения так на- 
зываемого «векового уравнения», а 
ведь над этой задачей в свсе время 
работалн всемирно известные уче- 
ные — Ж. Лагранж, П. Лаплас, У. 
Леверье, К. Якоби! 

А. Н. Крылов был не только уче- 
ным-энциклонедистом, но и выдаю- 
щимся знатоком истории науки, его 
труды по разработке наследия вели- 
ких классиков пауки — И. Ньюто- 


‚на, Л. Эйлера, К. Ф. Гаусса, Ж. Лаг- 


ранжа, Н. Л. Чебышева — сами ны- 
не являются классическими, ему же 
принадлежат сбразцовые переводы с 
латинского языка на русский таких 
трудов, как «Математические начала 


натуральной философии» И. Ньюто- 
на (с рядом важных дополнений) и 
«Новая теория движения Луны» 
Л. Эйлера. Им же написан ряд ярких 
очерков о жизни и деятельности за- 
мечательных ученых, его предшест- 
венников и современников. А его кнн- 
га «Мои воспоминания» — это не 
только выдающийся вклад в историю 
русской и мировой науки и куль- 
туры, но и замечательно талантли- 
вый, живой рассказ о всей жизни 
общества, которое по праву может 
гордиться таким достойным своим 
членом. 

Алексей Николаевич Крылов был 
Учителем в подлнином и высоком 
смысле этого слова. Он создал шко- 
лу кораблестроителей, из которой 
вышли многие замечательные уче- 
ные: В. ЛП. Поздюнин, П. Ф. Пап- 
кович, Ю. А. Шиманский и другие. 

А. Н. Крылов был и замечатель- 
ным изобретателем, он построил пер- 
вую в России машину для интегриро- 
вання дифференциальных уравнений, 
ряд важных корабельных и артил- 
лерийских приборов. 

И, конечно, А. Н. Крылов памятен 
нам как замечательный гражданин, 
общественный деятель, патриот. Еще 
в дореволюционные годы они начал 
применять достижения науки к нуж- 
дам обороны страны: с 1900 года 
А. Н. Крылов заведовал Опытовым 
бассейном для испытаний моделей 
судов, в 1908—1910 годах он был 
Главным инспектором кораблестрое- 
ния н председателем Морского тех- 
нического комитета, в последующие 
годы консультировал на Металличе- 
ском, Путиловском, Обуховском и 
других заводах. С новым размахом 
развернулась его работа после Ве- 
ликой Октябрьской социалистической 
революции, за год до которой 
А. Н. Крылов был избран действи- 
тельным членом Академии наук. В 
1919 году А. Н. Крылов стал во гла- 
ве Морской Академии. В 1921—1927 
годах А. Н. Крылов в составе комис- 
сии для возобновления научных свя- 
зей находился в заграничной коман- 
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дировке, выполняя важное задание 
Советского правительства: он наблю- 
дал за постройкой судов, заказанных 
для советского флота. По возвраще- 
нии Алексей Николаевич продолжал 
руководить Морской академией, ак- 
тивно участвуя в решении важней- 
ших технических вопросов военного 
и гражданского судостроения. В годы 
Великой Отечественной войны эта 
многогранная деятельность А. Н. 
Крылова прнобрела особо важное зна- 
чение. 

В 1943 году за выдающиеся до- 
стижения в развитии советской науки 
н оборонного дела Алексей Николае- 
вич Крылов был удостоен звания Ге- 
роя Социалистического Труда, триж- 
ды он награждался орденами Ленина. 
Ныне имя А. Н. Крылова носит Во- 
енно-морская академия в Ленинграде. 


® 
С организацией математического 
ннститута им. Стеклова характер 


математических исследований в Ака- 
демии наук резко изменился. Прошло 
время великих математнков-однночек, 
и наступил период работы больших 
коллективов над проблемами, которые 
требуют не только выдвижения круп- 
ных ндей, но и систематической ра- 
боты многих ученых над различными 
аспектами одной проблемы. Сказан- 
ное совсем не означает, что талант 
отдельного ученого перестал нграть 
роль в развитии науки, но он пере- 
стал быть единственной движущей 
силой. Все большую и большую роль 
стал играть организованный коллек- 
тив, мысль которого н стремления 
направлены в одну сторону, на опре- 
деленные решающие вопросы науки. 

Влияние Академин наук распро- 
странилссь и на высшие учебные за- 
ведения, поскольку они стали широ- 
ко привлекаться к совместным круп- 
ным исследованиям. Ученые, рабо- 
тающие в вузах, включались в спе- 
циальные комиссии, создаваемые Ака- 
демией наук для решения конкрет- 
ных научных проблем. 
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Академические институты в на- 
стоящее время отвечают за созыв Все- 
союзных съездов по областям науки, 
а также Всесоюзных научных сове- 
щаний. Редколлегии основных науч- 
вых журналов также сосредоточены 
в Академии наук. Время от вре- 
мени Академия наук нздает проблем- 
„ные записки, в которых подводятся 
итоги исследований по определенной 
проблеме и намечаются перспективы 
ее дальнейшего развития. В академн- 
ческих институтах способные ученые 
заняты исключительно научными ис- 
следованнями. Окружающий коллек- 
тив, увлеченный научными изыска- 
ниями, стимулирует поиски в наибо- 
лее трудных вопросах науки. 

Общенне с аспирантами и орга- 
низацня научных семинаров, доступ 
на которые открыт для всех желаю- 
щих, обеспечнвают постоянные свя- 
зи с молодежью, стремящейся к науч- 
ным исследованиям н находящейся 
еще на первичной стадин формирова- 
ния творческих ннтересов и научных 
идеалов. 

Вопрос о подготовке научной сме- 
ны, 0 более широком привлечении 
молодежи к научным исследованиям 
с особой остротой возник в конце 
двадцатых годов, когда страна опра- 
вилась от разрухи, вызванной пер- 
вой мировой и гражданской войнами, 
н перешла к развитию промышленно- 
сти, подъему экономики. В резуль- 
тате уже в 1928 году, а затем вновь 
в ноябре 1929 года ЦК ВКП (6) при- 
нял постановления о расширении и 
улучшенни подготовки научно-иссле- 
довательскнх кадров как для возра- 
стающей сети вузов, так н для Ака- 
демни наук. Одни университеты с этой 
огромной задачей справиться не мог- 
ли, и поэтому вполне естественно, 
что к ее решению была привлечена 
и Академия наук. Аспирантура в Ака- 
демии была организована в 1929 го- 
ду, в том же году был объявлен прн- 
ем. Заявлений было подано 365. Спе- 
циальная комиссия по приему в ас- 
пирантуру, в состав которой входили 
крупнейшне ученые, приняла лишь 


24 


ВИр:ИКуапетесте.ги 


69 человек и притом всех в кандидат- 
скую аспирантуру. На следующий 
год принято было уже 97 человек 
(из них один в докторантуру). 
В 1931 году Академия нриняла уже 
207 человек, причем 7 кандидатов бы- 
лн приняты в докторантуру. 

Нужно сказать, что организация 
аспирантуры в институтах Академии 
принесла замечательные результаты. 
Многие ее воспитанники выросли в 
крупнейших представителей науки на- 
ших дией и внесли заметный вклад 
в прогресс не только избранных ими 
направлений научных исследований, 
но и в развитие многих областей 
практики. В качестве прнмера я поз- 
волю себе привести следующий факт: 
аспирантом Математического — ин- 
ститута им. В. А. Стеклова в 1934— 
1937 годах был М. В. Келдыш, кото- 
рый получил результаты первостепен- 
ного значения в теорни функций, тео- 
рии дифференциальных уравнений и 
аэродинамике. Им быля объяснены 
страшиые для авиации прошлого яв- 
ления флаттера (колебаний типа по- 
лоскання флага на ветру) и вхожде- 
ния в штопор, а также указаны ме- 
тоды борьбы с ними. Эти научные 
результаты были широко использова- 
ны нашей промышленностью в пери- 
од Великой Отечественной войны. 
В настоящее время М. В. Келдыш яв- 
ляется президентом Академии наук 
н проявляет глубокое понимание нужд 
не только математики и механики, 
но и других наук. 

Из аспирантуры Академии вышли 
многие выдающиеся представители 
науки союзных республик. Им прн- 
шлось взять в свои руки организа- 
цию научных исследований и подго- 
товку национальных научных кадров 
во многих случаях буквально на пу- 
стом месте. В этом им помогла Ака- 
демия которая организовала в союз- 
ных республиках свои фнлиалы, позд- 
нее преобразованные в республикан- 
ские Академии наук. Сейчас матема- 
тические институты в большинстве 
Академий союзных республик зани- 
мают твердые позиции в прогрессе 


науки, а в некоторых направлениях 
занимают руководящие познцин. 
Великая Отечественная война н 
последовавший за ней период восста- 
новления народного хозяйства пока- 
зали` важность математических мето- 
дов. Математики Академни наук, на- 
ряду со всем советским народом, 
внесли свой весомый вклад в дело 
победы. Здесь и участие в расчетах 
новых конструкций, и составление 
таблиц бомбометания, н проблемы 
контроля качества промышленной 
продукции, и помощь в поисках но- 
лезных ископаемых новыми метода- 
ми. Родина высоко оценила эту ра- 
боту советских математнков, в том 
числе сотрудников Академии наук. 
В послевоенное время математики 
Академин наук приняли активное 
участие в решенни важнейших про- 
блем, связанных с восстановлением 
народного хозяйства н укрепленнем 
обороны страны. Овладенне атомной 
энергией, завоевание космоса, созда- 
ние современных вычислительных ма- 
шин и разработка методов програм- 
мирования, решение проблем опти- 
мального управлення процессами — 
во всех этих работах содержится ог- 
ромный труд советских математиков. 
Но наряду с этим никогда не прекра- 
щается систематический поиск новых 
математических методов исследова- 
ния, решения задач самой математи- 
ческой науки, построения ее теорин. 
В послевоенные годы выяснилось, 
что одного института им. Стекло- 
ва уже не хватает для полнокровного 
прогресса советской математики. 
В недрах этого института выросли 
новые крупные научные учрежде- 
ния — Ленинградское отделенне Ма- 
тематического института (ЛОМИ), Ин- 
ститут прикладной математнки, Вы- 
числительный центр Академни наук, 
Уральский математический институт. 
Но, пожалуй, самым крупным собы- 
тием в развитии Академии наук сле- 
дует считать образование ее Сибнр- 
ского отделения. Инициатором орга- 
низации этого отделения и бессмен- 
ным его руководителем является круп- 
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ный представитель теорин функций 
комплексного переменного и гидроме- 
механикн — академик М. А. Лав- 
рентьев. Представители этого 
отделения участвуют как в раз- 
работке чисто прикладных проблем, 
так н в решении труднейших теоре- 
тических проблем математикн. Те- 
перь начинается новый этап разви- 
тия Академии — создание Дальнево- 
сточного научного центра. 

Математики, работающие и рабо- 
тавшие в Академни в советский пери- 
од ее существования, могут с гордо- 
стью оглянуться на пройденный путь. 
Они внесли неоценимый вклад в раз- 
витие теоретической математики н ее 
применений буквально во всех обла- 
стях знания. В результате их тру- 
дов существенно развились многие 
области математической науки, ряд 
“из них существенно изменил свое 
содержание, появились новые направ- 
ления нсследований. 

Академия сильна не только тем, 
что в ней трудятся многие выдающине- 
ся ученые, но и свонми постоянными 
связями с университетами и другими 
учебными заведениями страны. Ака- 
демнческие институты ежегодно впи- 
тывают в себя научную молодежь. 

„В свои 250 лет Академия наук 
по-прежнему молода, она берется за 
труднейшие научные проблемы и ус- 
пешно их решает, она постоянно при- 
нимает участие в решении актуаль- 
ных проблем, стоящих перед нашей 
страной, она сама не остается неиз- 
менной, а растет н развивается так же, 
как развивается вся наша страна. 
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Пеонарл Эйлер (1707—1783) 
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ЛЕОНАРД ЭЙЛЕР 


Б.Н. Делоне 





За время существования Академни наук в Россин, видимо, самым знаменитым ее 
членом был математик Леонард Эйлер. В этой статье мы рассказываем о его жизнн н 


некоторых его математических работах: 


ХУП век был для математики не- 
обычным веком. Декарт и Фер- 
ма создали аналитическую геомет- 
рию,а Ньютон и Лейбниц — 
дифференциальное и интегральное ис- 
числения. Эти два величайших до- 
стнжения математики подняли чело- 
вечество на существенно новую науч- 
ную ступень. Открылась возможность 
решать задачн, совершенно не доступ- 
ные прежним эпохам. Методы, раз- 
витые в интегральном и дифферен- 
циальном исчислениях, позволили ре- 
шать задачу о касательной, о макси- 
мумах и минимумах исследуемой 
переменной величины, о кривизне ли- 
нии в разных ее точках, а после то- 
го как Ньютону и Лейбницу удалось 
доказать знаменитую теорему анали- 
за, связывающую дифференциальное 
н интегральное исчисления, оказа- 
лось возможным вычислять площади, 
объемы, находить центры тяжести та- 
ких фигур, для которых до того нель- 
зя было н мечтать это сделать. Пос- 
ле всех этих достижений наиболее 
глубокие дальнейшие результаты в об- 
ласти анализа *) принадлежат Я ко- 


ву Бернулли, его младшему 
брату Иоганну и сыновьям 
Иоганна — Н нколаю и Да- 


*) Математическим анализом или анали- 
зом бесконечно малых обычно называют тесно 
связанные между собой дифференциальное и 
интегральное исчисления. 


ниилу Бернулли — швей- 
цариам из небольшого города Базе- 
ля на Рейне. 

Но первым, кто в своих работах 
стал возводить последовательное зда- 
ние анализа бесконечно малых, был 
ученик Иоганна Бернулли — Леонард 
Эйлер. Только после его исследова- 
ний, изложенных в грандиозных то- 
мах его трилогии «Введение в анализ», 
«Дифференциальное исчисление» и «Ин- 
тегральное исчисление» анализ стал 
вполне связной. наукой — одним из 
самых глубоких научных достижений 
человечества. 


Биография Эйлера 


Эйлер родился в швейцарском городе 
Базеле в 1707 году. В 13 лет Эйлер 
поступил на факультет искусств Ба- 
зельского университета. Среди дру- 
гнх предметов на этом факультете 
изучались элементарная математика 
и астрономия, которые преподавал 
Иоганн Бернулан. Вскоре Бернулли 
заметил талантливость юного слуша- 
теля и начал заниматься с ним отдель- 
но. Эйлер стал бывать в доме своего 
учителя, и между ним и сыновьями 
Иоганна Бернулли — Николаем и 
Даннилом— возникла дружба, сыграв- 
шая очень большую роль в жизни 
Эйлера. 

Когда в 1724 году по указу Пет- 
ра {| была организована Академия на- 
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ук в Петербурге, нз-за недостатка 
собственных ученых было решено 
привлечь зарубежных специалистов; 
перспектива работы в новом крупном 
центре науки и образования была для 
многих весьма заманчивой. В числе 
первых получили приглашение не- 
сколько математиков — видный по- 
следователь Лейбница Я. Герман, 
преподававший в университете 
Франкфурта-на-Одере, а также моло- 
дые Николай и Даниил Бернулли — 
друзья Эйлера. Осенью 1725 года 
все трое базельцев были уже в Пе- 
тербурге. В своей автобиографии Эй- 
лер рассказывает, что он «пренспол- 
нился невыразимым желанием по- 
ехать вместе с ними в 1725 году в Пе- 
тербург»*). Друзья исхлопотали при- 
глашенне Эйлера на вакантную долж- 
НОСТЬ. 

В Петербурге имелись самые бла- 
гоприятные условия для расцвета ге- 
ния Эйлера: материальная обеспечен- 
ность, возможность заниматься лю- 
бимым делом, наличие ежегодного 
журнала для публикации трудов. 
Здесь же работала самая большая 
тогда в мире группа специалистов 
в области математических наук, в ко- 
торую входили, кроме упомянутых 
Я. Германа и Д. Бернулли {его брат 
Николай скончался в 1726 г.), раз- 
носторонний Х. Гольдбах, с ко- 
торым Эйлера связывали общие нин- 
тересы к теории чисел и другим воп- 
росам, автор работ по тригонометрин 
Ф. Х. Майер, астроиом и геог- 
раф Ж.Н. Делиль, математик 
н физик Г. В. Крафт ин другие. 
С этого временн петербургская Ака- 
демия стала одним из главных цент- 
ров математнки в мире. 

Открытия Эйлера, которые благо- 
даря его оживленной перепнске не- 
редко становились известнымн задол- 
го до издания, делают его имя все 
более широко известным. Улучшает- 
ся его положение в Академии наук: 


*) См. Историко-математические  иссле- 
довання, вып. Х, с. 14, 
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в 1727 году он начал работу в зва- 
нии адъюнкта, то есть младшего по 
рангу академика; в 1731 году он стал 
профессором физикн, то есть действи- 
тельным членом Академии, ав 1733 го- 
ду получил кафедру высшей матема- 
тики, которую до него занимал 
Д. Бернулли, возвратившийся в этом 
году в Базель. Рост авторитета Эйле- 
ра нашел своеобразное отражение 
в письмах к нему его учителя И. Бер- 
нули. В 1728 году Бернулли обра- 
щается к «ученейшему и даровитей- 
шему юному мужу Леонарду Эйле- 
ру», в 1737 году — к «знаменитейше- 
му и остроумнейшему математику», 
а в 1745 году — к «несравненному 
Леонарду Эйлеру — главе математи- 
ков»*}. 

... В конце 1740 года власть в Рос- 
син попала в руки регентши Анны 
Леопольдовны и ее окружения. В сто- 
яице сложилась тревожная обстанов- 
ка. В это время прусский король 
Фридрих | задумал возродить осно- 
ванное еще Лейбницем Общество на- 
ук в Берлине, долгие годы почти 
бездействовавшее. Через своего пос- 
ла в Петербурге король прнгласил 
Эйлера в Берлин. Эйлер, считая, что 
«положение начало представляться до- 
вольно неуверенным», приглашение 
принял. 

Покинув Петербург, Эйлер сохра- 
нил самую тесную связь с русской 
Академией наук, в том числе офи- 
циальную: он был назначен почетным 
членом, и ему была определена круп- 
ная ежегодная пенсия, а он, со .сво- 
ей стороны, взял на себя обязатель- 
ства в отношении дальнейшего сотруд- 
ничества. Он закупал для нашей Ака- 
демни книги, физические и астроно- 
мические приборы; он подбнрал за ру- 
бежом сотрудников, сообщая подроб- 
нейшие характеристики возможных 
кандндатов; редактировал математи- 
ческий отдел академических записок, 
выступал как арбитр в научных спо- 


*) За эти интересные сведения я горячо 
благодарю Адольфа Павловича Юшкевнча. 


рах между Петербургскими учены- 
ми, присылал темы для научных кон- 
курсов, посылал информацию о но- 
вых научных открытиях ит. д. 


Из Берлина. Эйлер, в частности, 
вел переписку с Ломоносовым, в твор- 
честве которого он высоко ценил 
счастливое сочетание теории с экспе- 
рнментом. В 1747 году он дал бле- 
стящий отзыв о присланных ему на 
заключение статьях Ломоносова по 
физике и химни, чем немало разоча- 
ровал влиятельного академического 
чнновника Шумахера, крайне враж- 
дебно относившегося к Ломоносову. 


Эйлер пробыл в Берлине 25 лет 
и так же напряженно работал, как 
в Петербурге. Однако обострение от- 
ношений с королем Пруссин Фридри- 
хом И (который, хотя и преклонял- 
ся перед Вольтером и французской 
культурой, но по существу был ти- 
пиуным солдафоном) привело к тому, 
что Эйлер в 1766 году решил вернуть- 
ся в Петербургскую Академию наук, 
где он был встречен с величайшим 
почетом и устроен так хоройю, как 
только было можно. 


Последние 16 лет жизни Эйлер 
опять жиа в Петербурге. Там он 
и умер в 1783 году. 

Эйлер отличался несравненной ра- 
ботоспособностью и за свою жизнь 
написал около 900 научных работ, 
и это несмотря на то, что он потерял 
один глаз еще в возрасте 31] года 
ни почти ослен на второй в 66 лет. 


Нет ученого, имя которого уноми- 
налось бы в учебной математической 
литературе столь же часто, как имя 
Эйлера. Достаточно открыть 48 том 
второго издания Большой Советской 
Энциклопедии на страннцах 338— 
340, чтобы найти сведения о двадца- 
ти формулах, уравнениях, интегра- 
лах и т. д., носящих имя Эйлера. 
В учебниках для высшей школы их 
еще больше; а многие введенные им 
в обиход теоремы и методы давно 
пересталн связывать с чьим-либо име- 
нем. Даже в средней школе логариф- 
мы и тригонометрию изучают до сих 
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пор в значительной степени «по Эй- 
леру». 

Кроме математики, Эйлер зани- 
мался также многими другими, в том 
числе и совсем прикладными, вопро- 
сами — оснасткой корабля, картогра- 
фией, механикой, астрономней, физн- 
кой, дноптрикой. Но все же главные 
достижения Эйлера относятся к ма- 
тематике. 

Полное собрание сочинений Эйле- 
ра рассчитано на 72 тома (вышло 
уже 62 больших тома). 30 из них 
посвящено математнке, 31 содержит 
его работы по механике и астроно- 
мин, 1[ будут содержать работы по 
физике и другим предметам. В про- 
центном отношении работы по мате- 
матике распределяются (но объемам, 
а это даст лучшую характеристнку, 
чем по числу работ, так как работы 
чрезвычайно отличаются по разме- 
рам) так: анализ — 60%, геометрия — 
17%, теория чисел — 13%, алгеб- 
ра — 7%, теория вероятностей —3%. 

Внутри анализа особенно большое 
место занимают работы по интеграль- 
ному исчислению — 33%, по диффе- 
ренциальным уравнениям — 25%, но 
рядам — 22% и по вариационному 
исчислению — 11%. В остальные 9% 
входят том «Дифференциальные нс- 
числення» н первый том «Введения 
в апализ бесконечно малых». В це- 
лом эта статистика довольно верная. 

Перейдем теперь к разбору неко- 
торых математических работ Эйлера. 


Работы Эйлера по теории чисел 


После работ древнегреческого мате- 
матнка Днофанта уже в новое время 
(в 1600-е годы} французский матема- 
тик, советник суда в Туллузе, Пьер 
Ферма рассмотрел ряд глубоких 
задач элементарной теорин чисел и 
сообщил полученные им результаты, 
но по обычаю того времени скрыл 
нх доказательства. Эйлер нашел до- 
казательства всех теорем Ферма, по- 
казал неверность одной из них, а зна- 
менитую «великую теорему 
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Ферм а»*), не доказанную и не оп- 
ровергнутую и до сих пор, о целых 
решениях уравнения х”-Ру"==2”, до- 
казал для п=3 н п=4. 

Эйлер начал последовательно стро- 
ить элементарную теорию чисел. Он 
начал с теорни степенных вычетов. 
Эта теория исследует остатки (выче- 
ты), которые получаются, если де- 
лнть степени фиксированного нату- 
рального числа а на простое число р 
(модуль), не являющееся делителем а. 
Оказывается, вычет а? всегда ра- 
вен единице. (Это так называемая 
«малая теорема Ферма»*). 
Эйлер`дал и ее доказательство.) Но 
а" при делении на р может дать оста- 
ток, равный едикице, и при т, мень- 
шем чем р—1. Тогда т есть делитель 
р—|! и вычеты степеней а до р 1-й 
повторяются периодически. Особенно 
важны те значения а, для которых 
при делении на р остаток равен 1 
только при показателе, равном р—1, 
а не при меньших. Их Эйлер назвал 
первообразнымн корня- 
ми р. Для таких значений а степе- 
ни а, @*,..., @Р-® дают все р—| раз- 
личных ненулевых возможных остат- 
ков по модулю р. Если два числа 
н с имеют такие же вычеты, как ай 
на*, то В и ф называются и ндек- 
сами чисел Бис. При умножении 
6 на с индексы складываются (то есть 
получается аналогия с теорней лога- 
рифмов). 

Далее Эйлер занялся квадратич- 
нымн вычетами. Назовем а квад- 
ратичным вычетом про- 
стого числа р, еслн вычет а такой же, 
как у некоторого квадрата. Все вы- 
четы разбиваются на две совокупно- 
сти: квадратичные вычеты и квадра- 
тичные невычеты р (при р>2 их 
равное число, нулевой вычет ие рас- 
сматривается). 





*} См. «Квант», 1972, № 8. 

**) См. статью С.Г. Гиндикина 
«Малая теорема Ферма», «Квант», 1972, 
№ 10. 
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Если а — произведение несколь- 
ких сомножителей, то квадратичная 
вычетность или невычетность а по мо- 
дулю р зависит от того, какое число 
его сомножителей — невычеты. Если 
это число нечетно, то а — невычет, 
если четно — вычет. Самый трудный 
вопрос, связанный с квадратичными 
вычетами,— найти при фиксирован- 
ном а вид тех простых чисел р, для 
которых а является квадратичным 
вычетом. Эйлер заметил, что это те р, 
которые находятся в некоторых опре- 
деленных арифметических прогресси- 
ях, зависящих от а. Это так называе- 
мый квадратичный закон 
взаимности*). 

Эйлер также много лет занимал- 
ся решеннем неопределенных уравне- 
ний 2-й степени с двумя нензвестны- 
ми. Еще Ферма в 1651 году предло- 
жнл всем математикам мира показать, 
что при целом положительном А, не 
являющемся квадратом, неопределен- 
ное уравнение х*?—Ау? —1 (его теперь 
называют уравнением Пелля) нмеет 
бесконечно много решений (х, у) в це- 
лых числах. Эйлер исследовал общее 
неопределенное — уравнение ах? -- 
-- ху сут ах + ви += 0, где 
а, в, с, ден|{— целые числа их 
и у также ищутся целые. 

Такие же уравнения 1-й степени 
ах г фут с-= 0 были решены еще 
в древности: если с делится на наи- 
больший общий делитель а и 6, то 
такое уравнение всегда имеет беско- 
нечно много решений. 

Эйлер понял, что для уравнения 
2-й степени задача, поставленная Фер- 
ма, сводится к доказательству того, 
что квадратный корень из натураль- 
кого числа А (если А не квадрат) 
всегда разлагается в периодическую 
непрерывную дробь**) 


*) Ему посвящена статья С. Г. Гнн- 
дикина «Золотая теорема», помещенная 
в «Кванте», 1973, № 1. 

**) См. статью Н.М. Бескина в 
«Кванте» № 1 за 1970 год. 
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Очень большую роль в упорядочива- 
нин элементарной теорин чисел, сыгра- 
ла и введенная Эйлером функция 
ф (^), равная числу чисел, меньших 
пн взаимно простых с п. 

Во всех этнх трех фундаменталь- 
ных вопросах (которые больше двух 
столетий после Эйлера и составляли 
основной объем элементарной теории 
чисел) — степенные вычеты, закон 
взаимности, решение неопределенно- 
го уравнения 2-й степени—Эйлер ушел 
очень далеко, однако во всех трех 
его постигла неудача: существование 
первообразного корня для всякого р 
доказал Гаусс, и как доказал! 
Закон взаимности тоже доказал Гаусс, 
причем дал 6 разных, но, правла, 
весьма трудных доказательств. Пе- 
риодичность разложения ]/ А дока- 


зал Лагранж в 1768 году, и тем самым, 
как это ранее показал уже Эйлер, 
решил общее уравненне 2-й степени 
и, в частности, уравнение Пелля. Эта 
работа Лагранжа несомненно явля- 
ется коронным бриллиантом в венке 
славы Лагранжа как математика. Она 
имела в дальнейшем целый ряд за- 
мечательных обобщений, над которы- 
ми работают еще и сейчас. 


В переписке Эйлера с его другом 
академиком Петербургской Академии 
наук Гольдбахом находятся две зна- 
менитые «задачи Гольдбаха»: дока- 
зать, что всякое нечетное натураль- 
ное число есть сумма трех простых 
чисел, а всякое четное — двух. Первое 
из этих утверждений было при помо- 
щи весьма замечательного метода до- 
казано уже в наше время (1937 г.) 
академиком И. М. Виноградо- 
вым, а второе не доказано до сих 
пор. 

Эйлеру прннадлежит инициатива 
создания и второй части теорни чи- 
сея — аналитической тео- 
рин чисел, в которой глубо- 
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чайшие тайны целых чисел, напри- 
мер, распределенне простых чисел в ря- 
ду всех натуральных чисел, получают- 
ся из рассмотрения свойств некото- 
рых аналитических функций. 

Эйлер первый начал рассматри- 


] 
вать функцию «дзета» 8 ($) = Д-з }, 
Я 


где сумма берется по всем натураль- 
ным числам л. Он доказал свою зна- 
менитую формулу 

со 


хх |! 
УЕ П— 
п=1 


где П обозначает произведение, ко- 
торое берется по всем простым чис- 
лам р. Из этой формулы он получил 
новое аналитическое доказательство 
бесконечности числа простых чисел, 
нз нее же он вывел (правда, без до- 
статочно строгого обоснования) прн- 
ближенное равенство 





УТУ 
РИС 
р«&х лах 


(здесь р, как и выше, — простые чис- 
ла, а п — целые). 

Из этого равенства возник наибо- 
лее сильный в настоящее время метод 
нсследования закона распределения 
простых чисел р в натуральном ря- 
де чисел и в прогрессиях. С его по- 
мощью П. Л. Чебышев впоследствин 
установил, как ведет себя функция 
л (х) — число простых чисел р, не пре- 
вышающих числа х — при х, стремя- 
щемся к бесконечности**), а Ж. А да- 
мар, используя глубочайшие со- 
ображения Римана о поведенин 6 (5$) 
в комплексной плоскости доказал пре- 
дельный закон: 


л (1. 


“) в знак суммирования; например, 
запись Х [ (п} обозначает такую сумму: 
= 
НВ -- тут... Ро. 
**) См. «Квант», 1971, №5. 
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Созданная Эйлером аналитическая 
теория чисел продолжает свое раз- 
витне н в наши дни. Один из самых 
глубоких в ней методов создан в 
1934 году академиком И. М. Вино- 
градовым. 

Эйлер также интересовался вопро- 
сом арифметической прнроды чисел. 
От него идет постановка Гольдбахом 
вопроса о трансцендентности чисел 
ав , где © и В — алгебраические чис- 
ла*). Эта задача была решена уже 
в наше время (1930 г.) членом Ака- 
демии наук СССР А. О. Гельфон- 
дом. 

В работах Эйлера по теорин чисел 
поражает не только глубина идей 
н тонкость методов, но и то, что он 
никогда не останавливался перед вы- 
числительными трудностями задачи. 

Болышая часть работ Эйлера по 
теории чисел, напечатанных в раз- 
ных академических изданиях, была 
затем собрана в издании его учени- 
ка Фусса под названием «Сот- 
петфаНопе$ Агёртейсае СоПефас», 
то есть «Собрание арифметических ис- 
следованийя. 


Работы Эйлера по геометрин 


Всех работ Эйлера по геометрии 75, 
и они занимают три из томов полно- 
го собрания его сочинений. Часть 
из них хотя и любопытна, но не очень 
важна. Некоторые же просто соста- 
вили эпоху. Во-первых, Эйлера надо 
считать одним из зачинателей иссле- 
дованний по геометрни в пространст- 
ве вообще. Он первый дал связное 
изложение аналитической геометрии 
в пространстве (во «Введенни в ана- 
лиз») и, в частности, ввел так назы- 
ваемые углы Эйлера, позволяющие 
нзучать повороты тела вокруг точки. 


*) Напомним, что число @ называется 
алгебраическим, если оно является корнем 
некоторого уравнения 

ах" -- ах'Ъ—й --... 
где все числа 4, а), 
алгебраические числа 
ценделтнымн. 


> ал — 0, 
.., ал — целые. Не 
называются  транс- 
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В работе 1752 года «Доказательство 
некоторых замечательных свойств, ко- 
торым подчинены тела, ограниченные 
плоскими гранями» Эйлер дал дока- 
зательство того, что у выпуклого мно- 
гогранника числа В — его вершин, 
Р — его ребер и Г — его граней всег- 
да связаны соотношением В—Р-Г-= 
—= 2. Это в некотором смысле пер- 
вая в истории математики крупная 
теорема топологии*) (самой глубокой 
части геометрии), которая (в несколь- 
ко более общем внде) не утратвла зна- 
чения до сих пор. 

Доказательство Эйлера основано на 
последовательном уничтожении вер- 
шин многогранника, Если бы его из- 
лагать сейчас, надо было бы сказать 
следующее. Всякий выпуклый мно- 
гогранник определяется заданием сво- 
их вершин — он есть «выпуклая обо- 
лочка» своих вершин, то есть наимень- 
шее выпуклое тело, которому при- 
надлежат эти вершины**). Пусть чнс- 
ла его вершин, ребер и граней суть 
В, РиГ. Выкинем одну из его вер- 
шин Ои рассмотрим выпуклый мно- 
гогранник, вершинами которого яв- 


*) Топология изучает свойства фигур, 
не меняющиеся, ссли фигуру можно как 
угодно растягивать, сжимать и изгибать, но 
нельзя склеивать и рвать. 

**) Выпуклым называется тело, которое 
наряду с двумя точками содержит и сосдиня- 
ющий их отрезок. 


ляются оставшиеся В—| вершин. Как 
будет выглядеть этот многогранник? 
Если грани, сходящиеся в вершине 
О, все треугольные, их А, и много- 
гранник рассматривать как поверх- 
ность, то все эти А граней исчезнут 
и исчезнут Ё их боковых ребер, ис- 
ходящих из О. Ребра же, являющие- 
ся их основаниями, все останутся 
н образуют, вообще говоря, непло- 
ский многоугольник АВСОЕР (прило- 
женная фигура и обозначевия на ней 
взяты из работы Эйлера). Этот мно- 
гоугольник окажется покрытым но- 
выми треугольными гранями, такн- 
мн, как АВС, АСЕ, СЕР и ЕВЕ, 
имеющими вершины только в точках 
А, В, С.Б, ЕиЕ. Число этих гра- 
ней будет всегда А—2. А число их 
ребер, отличающихся от ребер АВ, 
ВС, Ср, РЕ, ЕЁ и РА будет всегда 
# —3. Если никакие две из этнх 
треугольных граней не лежат в од- 
ной плоскости, то у получившегося 
после выбрасывания вершины О мно- 
гогранника будет число вершин В 1, 
чисяо ребер РАФ З= 
=Р— 3, число граней ГА -- 
--  — 2 = Г— 2. Поэтому наща зна- 
копеременная сумма, называемая ха- 
рактеристикой Эйлера многогранни- 
ка, не изменится. Если некоторые со- 
седние новые треугольные грани ока- 
жутся в одной плоскости, то настоль- 
ко же меньше будет разных новых 
граней, насколько ребер, по которым 
они сложены, и поэтому эта сумма 
тоже будет такая же. Наконец, если 
какая-либо грань из сходившихся 
в вершине О, будет не треугольная, 
например АОЁР будет иметь продол- 
жение РОРА, то часть се РОРА при 
выбрасыванни О сохранится, но за- 
то появится новое ребро АР (которое 
было днагональю у грани АОЁРО), 
и характеристика по-нрежнему не из- 
менится. Выкидывая так вершину за 
вершиной, мы, наконец, дойдем до то- 
го, что все оставшиеся вершины бу- 
дут лежать в одной плоскости. Весь 
многогранник сведется к «моноэдру», 
то есть к одному выпуклому много- 
угольнику, сосчитанному дважды. Но 





3 «Квант» №5 
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если число сторон этого многоуголь- 
ника /, то и число вершин его /[, а чис- 
ло его «граней» 2, и поэтому его ха- 
рактеристика { —{ 2 будет рав- 
на 2. Но при каждом очередном вы- 
брасывании вершины характеристика, 
как мы видели, не мепялась, а следо- 
вательно, и характеристика В —Р -- 
-— Г исходного многогранника тоже 
равна 2*). 

В работе «Исследование о кривиз- 
не поверхностей» (1760 год} Эйлер рас- 
сматривает вопрос, до того никем 
подробно не изучавшийся. Ответ на 
вопрос о том, какова изогнутость лн- 
нин на плоскости в данной ес точке, 
состоит просто в нахождении радну- 
са такой окружности, которая так же 
изогнута. Он был решен Ньютоном. 
Ю и. (1 + ше 

5 
где у = [(х) — уравнение линни, а 
у’ иу’— ее первая и вторая произ- 
водные в этой точке. 

Для поверхности все гораздо слож- 
нее. Метод исследования этого вопро- 
са очень характерен для Эйлера. 
Пусть М — точка поверхности. Он 
сначала находит формулу раднуса 
кривизны А в точке М для кривой, 
получающейся сечением поверхности 
совсем произвольной плоскостью, про- 
ходящей через /М. Формула получа- 
ется сложной. Затем он рассматрива- 
ет только нормальные сечения— 
такне, когда секущая плоскость про- 
ходит через нормаль (то есть через 
перпендикуляр) в М к плоскости, ка- 
сающейся поверхности в точке М. 
Формула становится проще. Наконец, 
он обнаруживает, что есть такие два 
взаимно перпендикулярных («глав- 
ные») нормальные сечения, радиусы 
кривизны для которых Ю; и Ю. — 
наибольший и наименьший. При их 
помощи получается уже совсем про- 
стая формула для раднусов кривиз- 
ны любого нормального сечения. 


Этот радиус равен 





*} Постарайтесь самостоятельно дока- 
зать все 1е промежуточные утверждения, ко- 
торые Эйлер счел очевидными. 
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Работа 1769 года «Об ортогональ- 
ных траекториях» Эйлера содержит 
блестящие соображения о полученин 
с помощью функции комплексной 
переменной из уравнений двух взанм- 
но ортогональных семейств кривых 
на поверхности (то есть таких линий, 
как мериднаны и параллели на сфе- 
ре) бесконечного числа других взаим- 
но ортогональных семейств. Работа 
эта в истории математики оказалась 
очень важной. В следующей работе 
1771 года «О телах, поверхность ко- 
торых может быть развернута в пло- 
скость» Эйлер доказывает знамени- 
тую теорему о том, что любая поверх- 
ность, которую можно получить, лишь 
нзгибая плоскость, но не растягивая 
ее и не сжимая (как лист бумаги, ко- 
торый легко изгибается, но почти не- 
растяжим), если она не коническая 
н не цилиндрическая (то есть не по- 
лучается движеннем образующей пря- 
мой, проходящей постоянно через 
одну точку или параллельно са- 
мой себе), представляет собой сово- 
купность касательных к некоторой 
пространственной кривой (ее ребру 
возврата). 

Столь же замечательны работы 
Эйлера по картографическим проек- 
ЦИЯМ. | 

В заключение онисания геометри- 
ческих работ Эйлера мы виолне прн- 
соединяемся к высказыванию немец- 
кого математика В. Коммереля: 
«Слава и заслуги Гаусса не пострада- 
ют, если мы укажем на то, что ряд 
мыслей и методов, которые Гаусс так 
блестяще использовал в «015ди1Ню- 
пез депега!ез» (правда, частично лишь 
в специальной форме или лишь не- 
полно формулированные), нмеется 
уже у Эйлера, например сферическое 
отображение (когда куску поверхно- 
сти ставится в соответствие кусок 
сферы радиуса 1, состоящий из всех 
таких точек, в которых радиусы этой 
сферы параллельны нормалям к но- 
верхностн в точках этого ее куска), 
задание поверхности в параметриче- 
ской форме, совпадение линейных 
элементов как условие наложимостн 
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при изгибании, исследование геоде- 
зических линий (то есть кратчайших 
линий на поверхности между двумя 
ее точками} при помощи угла, который 
они образуют с кривыми некоторого 
семейства на поверхности и другие». 

Можно себе представить, каким 
откровением для математиков той эпо- 
хи явились хотя бы работы Эйлера 
о кривизне поверхностей и о развер- 
тывающихся поверхностях. Работы 
же, в которых Эйлер исследует ото- 
браженне поверхности, сохраняющие 
подобие в малом (конформные отобра- 
жения), основанные на теории функ- 
ций комплексного переменного, долж- 
ны были казаться прямо-таки транс- 
цендентными. А работа о многогран- 
никах начинала совсем новую часть 
геометрии и по своей принципиаль- 
ности и глубине стояла в ряду с от- 
крытиями: Эвклида. 


О работах Эйлера по анализу 


Работ этих так много, и они столь 
всеобъемлющи, что мы не решаемся 
здесь давать нх описания. Скажем 
только, что он упростил и дополнил 
целые большие отделы анализа беско- 
нечно малых, интегрирование функ- 
ций, теорию рядов, дифференциаль- 
ных уравнений, которые были нача- 
ты уже до него, так, что они прнобре- 
ли примерно ту форму, которая за 
ними в большой мере остается и до 
сих пор. Эйлер, кроме того, начал 
целую новую главу анализа — ва- 
риационное исчисление. Это его на- 
чинанне вскоре подхватил Лаг- 
ранж и получилась новая наука. 


Влияние Эйлера на развитие 
математики в России 


Плодотворное влняние Эйлера испы- 
тывали практически все творчески 
работающие математики в России. 
Стиль и направленность работ Эйле- 
ра оказали онределяющее влняние 
на все дальнейшее развитие матема- 


тики в Петербурге (М. В. Остро- 
градский, В.Я. Буняков- 
ский, П.Л. Чебышев и его 
школа: А.Н. Коркин, Е.И. Зо- 
лотарев, А. М. Ляпунов, 
А.А. Марков, Г. Ф. Воро- 
ной, В. А. Стеклов, 
И. М. Виноградов идр.). Зна- 
менитая Петербургская математиче- 
ская школа есть, собственно говоря, 
школа Эйлера—Чебышева. Это од- 
на из самых своеобразных и глубо- 
ких математических школ в мире. 
Основным ее принципом является 
принцип Эйлера—Чебышева: исходя 
из трудной математической задачи, 
и Часто такой, которую ставит дру- 
гая наука или техника, строить боль- 
шине и глубокие математические тео- 
рии, а при решении математических 
задач всегда доводить их решение до 
удобного на практике результата, то 
есть до числа, не останавливаясь ни 
перед какими вычислительными труд- 
ностями. 

Болышая математика в Москве 
стала развиваться в начале двадна- 
того века (Д. Ф. Егоров, 
Н.Н. Лузин. Молодое москов- 
ское направление, быть может, более 
принципиальное, более глубокое и 
более современное, чем петербургское, 
значительно углубило и усилило на- 
шу математику. 

После переезда Академин наук 
в Москву (1935 г.) постепенно произо- 
шло слияние обоих направлений, пе- 
тербургского и московского, которые 
вместе со школами Казани, Киева 
и других научных центров и дали то, 
что мы теперь называем советской 
математикой. 
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Ампер славился своей рас- 
сеянностью. Про него рас- 
сказывали, что однажды он 
с сосредоточенным — вндом 
варил в воде три минуты свон 
часы, держа яйцо в руке. 
Другой часто приводнмый 
случай: Ампер шел по ули- 
це, пронзводя, как всегда, 
в уме сложные расчеты. Он 
ничуть ие удивился, когда 
прямо перед инм возникла 
прекрасная чериая доска, 
спокойно достал из сюртука 
непременный кусок мела н 
стал записывать  результа- 
ты; он не удивился н тогда, 
когда доска начала двигать- 
ся вперед, н для того, что- 
бы поспевать за ней, ему 
пришлось идтн, а затем... 
бежать. Доска оказалась зад- 
ней стенкой кареты. 


В иачале ХУ1Ш века в Рос- 
сии не существовало физики; 


.не было никаких пособий по 


физике ‘и даже научной тер- 
минологии. Еще в 1728 году 
в «Кратком описании ком- 
ментарисв Академин наук» 
(так назывались труды Ака- 
демии,  нздававшиеся на 
латинском языке) перевод- 
чнкн этих комментариев на 
русский язык н редакто- 
ры перевода ие знали, как 
лучше писать: «фиснка», 
«фусика» или «физика». Из- 
давая в 1746 году сокращен- 
ный перевод «Эксперимен- 
тальной физики» немецко- 
го ученого Вольфа, М. В. Ло- 
моносов предупреждал чн- 
тателей о том, что он при- 
нужден был «искать слова 
для наименования  некото- 
рых физических ниструмен- 
тов, действий и натураль- 
ных вещей, которые хотя 
сперва покажутся несколь- 
ко страниы, однако... со 
временем через употребление 
знакомее будут». 


В. Л. 
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ОН ПРОЖИЛ СЧАСТЛИВУЮ ЖИЗНЬ 


И. К. Кикоин 


В истории физики известны имена 
выдающихся ученых, которые свон- 
ми трудами более или менее значи- 
тельно опередили свой век. Так, на- 
пример, Ломоносов почтн на столе- 
тне раньше «срока» сформулировал 
ндею молекулярно-кинетической тео- 
рии. То же можно сказать и о Цнол- 
ковском, который примерно на ипол- 
столетия опередил эру ракетной тех- 
никя. Заслуженное признание и сла- 
ва этих учеи»ях пришли для них слип 
ком поздно. Они сами при жизни 
не могли участвовать в развитии сво- 
их идей. Современные этим ученым 
наука и техника не были подготовле- 
ны для восприятия их ндей. И это 
обстоятельство в некотором смысле 
было бедой для таких, безусловно ве- 
ликих, ученых: они не были призна- 





Статья впервые опубликована в журнале 
«Тонрода», 1974, № 1. Перспечатыьвается с 
небольшими изменениямн. 

Фото Д. С. Переверзева 
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ны сопременниками. Истинно счастлив 
ученый, который ндет «в ногу» со вре- 
менсм, 

Академик Игорь Васильевич Кур- 
чатов был именно счастливым уче- 
ным. Он нензменно интуитивно чув- 
ствовал развятие современной ему фи- 
зики. Он всегда занимался наиболее 
животренешщущими вопросамн физики. 
Так, в середине 20-х годов электри- 
ческие свойства диэлектриков были 
одной из актуальных проблем физи- 
ки. Именно к этому времени относят- 
ся работы Курчатова в области элект- 
рической прочности диэлектрических 
кристаллов, которые затем привели 
сго к замечательным исследованиям 
сегнетоэлектричества. Здесь Курча- 
тову, можно сказать, вдвойне повез- 
ло. Его исследования явления сегне- 
тоэлектричества совпали по времени 
с появлением квантовой теории фер- 
ромагнетизма, электрическим анало- 
гом которого и является сегнетоэлект- 


Академик 


И. В. Курчатов и академик 


ричество {его часто называют ферро- 
электричеством). Таким образом, ра- 
боты Курчатова сразу оказались в рус- 
ле развития двух актуальных проблем 
современной ему физики твердого те- 
ла: физики диэлектриков и физики 
магнетизма. В это время Игорь Ва- 
сильевич энергично «озадачивал» (од- 
но из любимых его выражений) теоре- 
тиков из Ленинграда (Я. И. Френкс- 
ля) и из Харькова (Л. Д. Ландау}, 
которые занимались теорией магнис- 
тизма. Этот цикл работ Курчатова 
заверигается изданием известной мо- 
нографии «Сегнетоэлектричество», из 
данной одновременно и во Франции. 

С 30-х годов, как известно, нача- 
лось бурное развитие ядерной физи- 
ки, которое сопровождалось каска- 
дом крупнейших открытий. Это — 
открытне нейтрона, позитрона, искус- 
ственной радиоактивности ит. д. Кур- 
чатов решительно переключает свою 
лабораторию на работы в этой мно- 
гообещающей области физнкн. 

В это время в Ленинградском фн- 
знко-техническом институте (ЛФТИ), 
где работал Курчатов, практически 
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Е. Тамм. 


не было «культуры» физики атомно- 
го ядра, кроме небольшой лаборато- 


рни Д. В. Скобельцына, — который 
в основном занимался космическими 
лучами. 


Курчатову с его группой прнхо- 
дилось все начинать практически на 
нустом месте. В это время Игорь Ва- 
снльевич целыми днями просиживал 
в библиотеке и изучал литературу. 
«Литературный» период длился срав- 
нительно недолго. Очепь скоро в ла- 
боратории Курчатова начались экспе- 
риментальные работы по ядерной фи- 
знке. Довольно быстро определилось 
основное направление его интересов: 
искусственлая радноактивность при 
облучении иейтронамн. Тогда можно 
было видеть типичную картину: Игорь 
Васильевич мчится из одного конца 
коридора в другой с облученным об- 
разцом в руке для исследования оче- 
редного короткоживущего ядра. 

В те времена в стране ке было еще 
ни одного действующего циклотрона 
н только в Радиевом институте за- 
канчивалось строительство первого 
никлотрона с вертикально располо- 
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женными метровыми полюсами маг- 
нита. Этот циклотрон долго не могли 
наладить. Курчатов немедленно свя- 
зывается с заведующим физическим 
отделом Радневого института 
Л. В. Мысовским и начинает с ним 
целую серню физических работ. Мы- 
совский с давних пор занимался ис- 
следованием природной радиоактив- 
ности. Практически все руководство 
работами по налаживанию циклотро- 
на взял на себя Игорь Васильевнч, 
и довольно быстро циклотрон был за- 
пущен. 

Работы в лаборатории Курчатова 
велись с максимальной интенсивно- 
стью. Для химической идентифика- 
ции искусственных ядер он привлек 
своего брата Бориса Васильевича Кур- 
чатова, н очень скоро были налаже- 
ны радиохимические исследования с 
нндикаторнымн (то есть ничтожно ма- 
лыми) количествами вещества. Сло- 
вом, в течение полутора лет работы 
по ядерной физике в лабораторик 
Курчатова достигли, как принято 
говорить, мирового уровия. 

Вскоре после начала работ выш- 
ла монография И. В. Курчатова под 
названием «Расщепление атомного яд- 
ра» (1935 г.). В евязи с этим не могу 
не вспомнить о трагикомическом со- 
бытия в институте, одним из героев 
которого был и автор этнх строк. 
В начале 30-х годов мне понадобилось 
облучать а-частицами алюминиевый 
порошок, который служил источни- 
ком позитронов (это было вскоре пос- 
ле открытия супругамн Жолно-Кю- 
ри нскусственной радноактивности). 
Для этой цели я использовал ампулу 
с радоном, которая была закрыта тон- 
ким слюдяным окошком. На слюде 
помещался облучаемый образец. Что- 
бы избежать опасности утечки радо- 
на, ампула хранилась в другой ком- 
нате, которая неизменно запиралась. 
Однажды по какой-то случайности 
комнату не закрыли, кто-то вошел 
в нее и, по-видимому случайно, про- 
рвал слюдяное окошко ампулы. Сра- 
зу же защелкали счетчикн во всех 
лабораториях института. Поднялась 
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паннка. Немедленно были приняты 
меры: открыты все окна, включена 
вся наличная вентиляция. Через не- 
сколько часов «авария» была ликви- 
дирована н счетчики пришли в нор- 
му. На этом можно было бы и усно- 
конться, если бы не рвенне одного 
из сотрудников, который решил об 
этом случае доложить директору ин- 
ститута Абраму Федоровичу Иоффе. 
У А. Ф. Иоффе была сильно развн- 
та боязнь радноактивных излучений. 
Происшествие очень расстроило его, 
и он назначил комиссию для рассле- 
дования, выяснения причин и опре- 
деления последствий. Председателем 
комиссин был назначен Курчатов. 
Подсчет показал, что даже если бы 
долгоживущий продукт распада ра- 
дона — радий Е с периодом распада 
23 лет — из всей ампулы осел на по- 
верхностях здания института, то ра- 
дноактивность оказалась бы на по- 
рядок меньше естественного фона. 
Комиссия составила соответствующий 
акт, который н успокоил А. Ф. Иоф- 
фе. Однако в течение нескольких ме- 
сяцев об этом событии не раз вспо- 
минали, и оно было отражено в од- 
ном из очередных капустников. 

На подаренной мне монографин 
Игорь Васильевич сделал следующую 
надпись: «Дорогому Исааку на доб- 
рую память. В книге много недостат- 
ков. Ты их сам заметишь; укажу 
только на один, который может от те- 
бя ускользнуть: ничего не написано 
об ампулах для а-частиц и их ковар- 
ных свойствах. 20ДУ 1935 г. 
И. В. Курчатов». Видно, это собы- 
тне надолго врезалось в его память. 

Работы по ядерной физике непрс- 
рывно велись до самой войны. Прав- 
да, начиная с 1937 года я уже ие мог 
за ними следить, потому что уехал 
в Свердловск и практически не встре- 
чался с Игорем Васильевичем. И толь- 
ко в конце 1942 года Курчатов не- 
ожиданно появился в Свердловске, 
зашел ко мне в лабораторию и поин- 
тересовался, чем я занимаюсь. Внеш- 
не его посещение тогда ни на чем 
не сказалось, но позже стало ясно, 


что он имел поручение прозондиро- 
вать возможность привлечь меня к но- 
вой тематике. Действительно, в на- 
чале 1943 года я был вызван в Моск- 
ву, где встретился с И. В. Курчато- 
вым нА. И. Алихановым у С. В. Каф- 
танова. Мне сообщили, что нмеется 
поручение правительства заняться во- 
просами практического использова- 
ния деления урана. Едва ли нужно 
упоминать, что после открытия де- 
лення урана это был самый животре- 
пещущий вопрос, который интересо- 
вал всех физиков. На ядерной кон- 
ференцин 1940 года в Москве пробле- 
ма деления урана обсуждалась весь- 
ма оживленно. при активном участин 
Курчатова. По его инициативе была 
составлена записка правительству, в 
которой указывалось на важность 
этой проблемы и на необходимость 
организации широких исследований 
в этой области. 

В начале 1943 года организация 
работ по практическому использова- 
нию явления деления урана была 
оформлена правительственным зктом. 
Началась совместная деятельность с 
И. В. Курчатовым уже на новом по- 
прище, в новой роли. Понятно, что 
более актуальной физической пробле- 
мы в то время нельзя было себе пред- 
ставить. Конечно, проблема защиты 
кораблей от магнитных мин, кото- 
рой занимался тогда Игорь Василье- 
вич, тоже была очень актуальна. Из- 
вестно, что работы А. П. Александро- 
ва и И. В. Курчатова в этой обла- 
сти позволили спасти жизнь многим 
тысячам моряков. Но проблема ура- 
на не терпела никаких отлагательств. 
Так началась напряженнейшая эно- 
пея решения практической задачи 
создання атомного оружия. Первое 
время непосредственно работами за- 
нималось  считанное число людей. 
Вскоре Игорь Васильевич привлек 
крупных теоретиков (Я. Б. Зельдо- 
вича, И. Я. Померанчука н др.). До- 
вольно быстро было произведено раз- 
деление сфер влияния. Проблемы, 
не связанные непосредственно с ядер- 
ной физикой, были поручены мне: 
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как выразился Курчатов, «ты у нас 
специалист по пузырькам» (он в шут- 
ку называл все работы, не связанные 
с ядром, пузырьковой физикой). Во- 
просами ядерной физики занимался 
он сам и А. И. Алиханов. 

Начался бурный организационный 
период, когда нужно было собирать 
людей, доставать гомещення, обору- 
дование. Временно нам было предо- 
ставлено помещение в Пыжевском 
переулке и в Институте неорганиче- 
ской химии на Калужской улице. 
И снова Игоря Васильевича можно 
было видеть бегущим с облученными 
мншенямин низ одного конца коридора 
в другой. Казалось, мы снова в ФТИ. 
Наряду с этой работой Курчатов вы- 
полнял огромную организаторскую 
работу. Засиживались мы на Пыжев- 
ском до поздней ночи. 

Однажды было сказано, что нужно 
готовить доклады о программе работ 
с указанием конечных сроков прак- 
тического решения проблемы. Мы за- 
селн за составление такого доклада — 
каждый по своей части. И в один 
из вечеров предсталн перед правн- 
тельством. Докладывали тоже каж- 
дый по своей части. В каждом докла- 
де содержался пункт, указывающий 
сроки получения практических ре- 
зультатов. Как известно, эти сроки 
были выдержаны. 

В это время Игорь Васильевич ор- 
ганизовал работы не только по созда- 
нию института. Теоретики и экспе- 
риментаторы взанмно обучались ос- 
новам будущей ядерной техники. Кол- 
лективно обсуждались основные про- 
блемы, связанные с практической за- 
дачей, которая была поставлена. Все, 
особенно Курчатов, чувствовали ог- 
ромную ответственность, ’возложен- 
ную на коллектив, Большое бесно- 
койство вызывал вопрос, не обгонит 
ли нас фашистская Германия. Не бы- 
ло никакой уверенности, что Герма- 
ния усиленно не занимается пробле- 
мой урана. Было ясно, что еслн в 
1941 году все публикации, относя- 
щциеся к делению урана, вдруг пре- 
кратнлись, то все, в том числе н 
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Академии 


И. В. Курчатов и 


немны, должны были понимать, что 
начались работы по использованию 
этого явления для важных целей. 
Нужно было принять во внимание 
н то, что в печати появился ряд ста- 
тей с оценкой того действия, кото- 
рое может вызвать цепная ядерная 
реакция, еслн она осуществится. 

В лаборатории поначалу экснери- 
менты осуществлялись в очень малом 
маснитабе: не было места. Но теоре- 
тические н расчетно-оценочные рабо- 
ты велись с чрезвычайной интенсиз- 
ностью. После наших докладов о пер- 
спективах решения проблемы процесс 
организации лаборатории резко уско- 
рился. Довольно быстро было выделе- 
но новое помещение и лриведено в 
порядок старое. К концу 1944 года мы 
уже имели достаточно приличные по- 
мещення для работы. 

Организация работ но этой про- 
блеме в нашей стране шла очень ин- 
тенсивно. Число сотрудников возрас- 
тало по экепонснинальному закону: 


М== Мея 
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академик С. ИП. Королев. 


{№о— начальное число сотрудииков, 
А — число сотрудников в момент 
времени {}. | 

Научная и организационная дея- 
тельность Игоря Васильевича была 
предельно напряженной. Тогда сн 
рукойодил работами но  измере- 
нию основных ядерных констант ура- 
на. Необходихю было получить с боль 
ной точностью данные о колнчестве 
нейтронов, освобождающихся в одном 
акте деления ядра урапа, определит Ь 
энергетические  сиектры — нейтро- 
нов и др. 

Как и в прошлом, Курчатов «оза- 
дачиваст» теорстиков: необходимо раз- 
вить теорию цепных ядерных реак- 
ций. Как известно, паши теоретики 
с болыним успехом справились с этой 
задачей. Курчатов непосредственно 
занялся строительством первого атом- 
ного реактора. Он целиком был захва- 
чен этим делом и сам руководил про- 
еАТПЫМИ, конструкторскими } науч- 
ными разработками. Он сумел при- 
влечь к проблеме большое количест- 
во научных ниститутов и ученых са- 


мых разных специальностей. Его ин- 
тересовал не только сам реактор. 
Он понимал, что предстоят большие 
химические исследования по выделе- 
нию плутоння*). Я помню, однажды, 
когда мы были в Кремле, Игорь Ва- 
сильевич демонстрировал первую стек- 
лянную ампулочку с несколькими 
микрограммами плутония, который 
был получен на нашем первом реак- 
торе, находящемся в «здании» монтаж- 
ных мастерских. 

Вскоре Курчатов высхал на пло- 
щадку, где началось сооружение про- 
мышленного реактора, и в Москве 
бывал наездом, как и другие руково- 
дителн. 

Наконец, наступил день, когда 
все было готово для испытания атом- 
ного оружия. Непосредственное ру- 
ководство первым взрывом осущест- 
влял Курчатов. И несмотря на то, 
что на месте испытания присутство- 
вали ответственные члены правитель- 
ства, было сказано, что руководство 
всеми работамн поручается Курчато- 
ву. И все работы были подчннены 
лично ему. Доверие правительства 
Игорю Васильевичу было неогранн- 
ченным. 

Игорь Васильевич быстро нонял, 
что актуальнейшая проблема после- 
военного времени — мирное исполь- 
зование атома в энергетике. И поэто- 
му ие удивительно, что первая атом- 
ная электростанция была создана под 
его непосредственным руководством. 
Курчатов понимал также, что для даль- 
нейшего развития атомной наукн тре- 
буется обеспечить ве тылы, создать 
современные установки для изучения 
физики элементарпых частиц. И по 
его инициативе, также весьма свосв- 
ременно, началась организация Объе- 
диненного института ядерных иссле- 
дований (ОИЯИ) под Москвою в Дуб- 
не. Можно сказать, что Дубна — это 








*) Плутоний — трансурановый элемент, 
занимающий 94-ю клетку периоднческрй си- 
стемы Менделеева. Пригоден для создання 
атомного оружня и мирного использования 
атомной энергии. 
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детнще Курчатова, хотя физика эле- 
ментарных частиц была далека от 
личных научных интересов ученого. 

Едва ли нужно доказывать, на- 
сколько своевременно были начаты 
работы по управляемым термоядер- 
ным реакциям. Тогда еще не было 
нзвестно, что в других странах тоже 
ведутся такие работы. Это было на- 
чало 1952 года. Курчатов вниматель- 
но следил за ходом работ, хотя пер- 
вое время непосредственного участия 
в них сам не принимал. Не менее 
своевременно он оценил полученные 
ирн нсследованнях результаты и по- 
нял, что первоначальные надежды 
на быстрое решение проблемы ока- 
зались слишком оптимистичнымн. Он 
понял, что необходима серьезная сн- 
стематическая работа в этой области, 
и опять же своевременно оценил це- 
лесообразность рассекречивания этих 
работ. Как известно, в 1956 году он 
в своем докладе в Англии изложил 
наши результаты по управляемому 
термоядерному синтезу. 

Помню, с какой тщательностью 
Курчатов готовил свой доклад: от- 
тачивая каждую фразу, обсуждал, 
исправлял, переделывал. Доклад в 
Англии произвел сенсацию. Только 
после этого стало известно, что ана- 
логичные работы велись и в США, 
ив Англин. С тех пор начался пери- 
од широкого международного сотруд- 
ничества в достижении управляемой 
термоядерной реакции. Личные ннте- 
ресы Курчатова также переместились 
в эту увлекательную область. В по- 
следние годы он сам руководил ра- 
ботамн по термоядериому синтезу. 
Он привлек к ним многие научные 
учреждения, конструкторские орга- 
низации. Причем, он решил придать 
исследованиям  отчетливую — целе- 
направленность и даже настаивал, 
чтобы началось проектирование буду- 
щей термоядерной электростанции. 

С самого начала организации Ин- 
ститута атомной энергии (ИАЭ) Иго- 
ря Васильевича беспокоил вопрос, 
сумеем ли мы наладить работу так, 
как она была организована А. Ф. Иоф- 
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фе в ЛФТИ, где в основе лежал 
беспредельный энтузиазм сотруднн- 
ков. Все мы чувствовали себя от- 
ветственными перед Иоффе, автори- 
тет которого был чрезвычайно высок. 
Это Курчатов понимал и хотел обес- 
печить такую же интенсивную рабо- 
ту у себя в институте. Он не раз вы- 
сказывался в том духе, что нам при- 
дется надеяться не на личное обая- 
ние руководителей, а на важность 
и гранднозность решаемой проблемы. 
В действительности его личный авто- 
ритет был велик. Что касается обая- 
ния, то ему тоже было его не зани- 
мать. Он сам в этом не был убежден, 
но когда ему на это указывали, ухмы- 
лялся и говорил: «Посмотрим». Опыт 
показал, что и личное обаяние Кур- 
чатова, н его большой научный ав- 
торитет, наряду с грандиозностью 
проблемы, которая была поручена 
институту, действительно, обеспечи- 
ли высокую интенсивность и произ- 
водительность научного труда. Со- 
трудники ИАЭ тоже работали, не счи- 
таясь со временем, не за страх, а за 
совесть. 

Термоядерный синтез — это ле- 
бединая песня Курчатова. Последние 
дни он проводил непосредственно в 
лаборатории, за пультом, за рабочим 
столом, на термоядерных установках 
нашего института н был полон на- 
дежд, что в самое ближайшее время 
термоядерный синтез будет практиче- 
ски осуществлен. 

Можно утверждать, что Курчатов 
прожил счастливую жизнь. Игорь Ва- 
снльевич занимался самыми актуаль- 
ными, самыми животрепещущими, са- 
мыми многообещающимн вопросами 
науки. Он верил в беспредельную 
мощь науки и заразил этой верой сво- 
их сотрудников. На этом и сейчас 
зиждутся успехи атомной науки в 
нашей стране. 
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Биосфера и ЭМИ 


Изобретатель радио А. С. По- 
пов когда-то говорил, что 
человеческнй организм не 
имест еще такого органа 
чувств, который замечал бы 
электромагнитные волны. 
Это высказывание расшиф- 
ровывалось как вывод об 
отсутствии биологического 
действия радиоволн. — Сс- 
годня такой вывод имсет 
лишь исторический интерес. 

Биосфера — область рас- 
пространення жизни на зем- 
ном шаре — подвержена 
влиянию различных ЭМП 
(электромагнитных — полей), 
источниками которых служат 
Земля, Солице и космическое 
пространство. — Все живое 
на Земле растст и развива- 
ется в геомагнитном поле, 
величина которого в среднем 
равиа около 0,5-10-* тл. 





Этот факт до недавнего вре- 
мени считался несуществен- 
ным. Однако начавдаяся эра 
космических — исследований 
поставила на повестку дня 
вопрос о детальной оценке 
условий жизни на Земле. 
Выяснилось, что сниженне 
теомагнитного поля до уров- 
ня магнитного поля Луны, 


(скомчание см, г. 63) 
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Правдоподобные 
рассуждения 
и математика 


Д. С. Пюдмилов, С. Д. Людмилова 





«Написав, что нечто очевидно, вы, наверное, 
так и думали. Но когда, спустя месяц, или 
Эва, или шесть, вы вынуаи рукопись и пере- 
читали ее заново’вы по-прежнему продолжае- 

те так считать? 
Когда вы объясняли это другу или на семинаре, 
было ли это место воспринято как очевидное? 
Или кто-нибудь задавал вопросы и усаживал- 
ся, ворча, после вицих уговоров? Вы его ибе- 
дили или запугали? Ответы на эти ритори- 
ческие вопросы ограничивают использование 
слова «очевидно». Есть еще и другое правило, 
главное, его знает каждый; нарушение этого 
правила — самый частый источник матема- 
тических ошибок: удостоверьтесь в том, что 

«очевидное» — верно.» 
П.Р. Халмош. Как писать 
математические тексты. 


Правдоподобные рассуждения, 
подсказываемые интуицией, нграют 
значительную роль в математических 
исследованиях, в поиске решения за- 
дачи. Математику было бы труднее 
находить решение новых математи- 
ческих проблем, если бы он не полу- 
чал «подсказок» от своей математниче- 
ской интуиции. 





Рис. 1. 


То же самое можно сказать об 
ученике, который ищет способ реше- 
ния задачи. Поиск решения — это 
формулировка различных гипотез и 
последовательная нх математическая 
проверка. 

Но... будьте осторожны! Нельзя 
недооценивать математическую стро- 
гость и переоценивать интунцию. То, 
что интунтивно очевидно, не всегда 
соответствует действительностн. 


Переправа 


Рассмотрим один поучительный при- 
мер, который объясняет, почему ма- 
тематики стремятся строго доказы- 
вать «очевидное». 

В кинге П. Ю. Германовича «Сбор- 
ник задач но математике на сообразн- 
тельность» (М., Учнедгиз, 1960) есть 
такая задача. 

Канал шириной 3,5 м имеет пово- 
рот (рис. Г). Как организовать пере- 
праву через него, если имеются две 





Рис. 2. 
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доски, но длина каждой из досок 
только 3 м? 

Авторское решение задачи показа- 
но на рисунке 2. Судя ло этому ри- 
сунку, автор предполагает, что 

(1) края А и В первой доски долж- 
ны упираться в края рва (мы счита- 
ем, что доски не изгибаются); 


(2) первая доска АВ должна обра-- 


зовывать с краями рва углы 45°; 

(3) вторая доска СР должна быть 
перпендикулярной АВ (точка С — 
вершина противоположного угла 
рва). 

(4) такое расположение досок ука- 
занных размеров возможно (и, следо- 
ватсльно, обеспечивает переправу). 

Все. эти гипотезы интуитивно прав- 
доподобиы, ие так ли? Но... давайте 
займемся проверкой. 


Первый сюрприз 


Начнем с гипотезы 4. Вероятно, очень 
легко поверить в ес справедливость: 
неужели за счет лишних 2,5 м (6 м — 
—3,5 м) доски нельзя указанным на 
рисунке 2 снособом получить недо- 
стающие 0,5 м (3,5 м — 3 2 

Однако проведем расчеты. Из ри- 
сунка 2 имеем: 


ОС=3,5И 8 м. ОБ= > АВ=1,5 м, 


СР—0е—@0 = ВИ --аВу м. 


Переправа возможна, если выполия-. 
неравенство 


3,5/2—1,5=3 


ется 
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Рис. 4. 


наи 3,5 2= 4,5, откуда 7/29, 


а это неверно. Поэтому в действитель- 
ности СО > 3 м! 

Следует лн отсюда, что перепра- 
виться невозможно? Пока что нет, 
ведь этот вывод получен из предпо- 
ложения, что первые три гипотезы 
выполняются. Быть может, существу- 
ет другое расположение досок, обес- 
печивающее переправу? 


Второй сюрприз 


Из рисунка 3 видно; что гипотеза 
1 верна: действительно, если одни 
из концов А первой доски (или оба 
ее конца) не лежит на самом краю 
рва, то эту доску удается нередвинуть 
в более выгодное положение. 

Нетрудно полтвердить и гипотезу 
3: если вторая доска СР не будет 
перпендикулярна АВ (см. рис. 4), 
то она должна будет иметь большую 
длину. 








Рис. 6. 


Остаелся провернть гипотезу 2. 
На первый взгляд кажется, что и эта 
гипотеза подтверждается. Действи- 
тельно, рассмотрим два положения 
первой доски (рис. 5): ММ (2. МАО 
= 45°) н АВ (2АВО -- 45°). Пусть 
Ср 1 ММ, СР Г АВ, К — точка пе- 
ресечения СР и ММ. Ясно, что СР > 
> СР, так как СР > СК и СК> 
>> СР (гвиотенуза болыше катета). 

Однако отрезкн ММ и СР могут 
н не пересекаться, соответствующее 
расположение досок указано па рн- 
сунке 6. Обратите внимание, что на 
этом рисунке СВ = СР. Предыдущее 
рассуждение ие проходит. По-види- 
мому, непосредственно геометрически 
проверить гнпотезу 2 нелегко. 

Попытаемся сделать это алгебраи- 
чески. Обозначим ширнну канала че- 
рез а, длину каждой доски — через [ 
{2 >], АВО через © (рис. 7) и бу- 
дем считать величины а и / постоян- 
нымн, а величину а переменной. 
Гипотеза 2 утверждает, что минимум 
длины отрезка СР (СР 1 АВ) до- 
стигается при © = 45°. Поэтому надо 
выразить у == СР как функцию от <. 

Проведем ЕСЕ [| АВ и ОГК + АВ 
(рис. 7). Тогда 


а а 





ЕЕ =ЕС--СЕ са Г тя’ ОЕ 

г = 26059 
= ЕЁ ©0$ & НЕА ОК 
= ОРяпа =ачпа--ас05а; ОВ= 


—= АВ со а = {с05“; ОГ, = ОВ зта 
= [со спо; Уу= ЕК-=СР = ОК — 
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Рис. 7. 


— 01. =а$т9-- ас0$ а — [514 ©05 ©. 


Исследуем функцию у (©) на мак- 
симум и минимум. Пусть 


х = то -| с0$ © == (Зап (45?-- 5). 
Тогда х? =. 15 2 5тас0$ @, 





: х— | 
$11 9505 @ == —— , 
#“—П 
у (х) = И о 
— ра 2 
= ах — 
Е п 
Если бы область определения 


функции и (х) не была ограничена, то 
она не имела бы минимума, а имела 


бы максимум при х = (рис. 8). 


Этот максимум равен 
и, | ое 
и [1 2а 1 +) 9] 
Одкако область определения функ- 
цин 9(х) ограничена, так как 
х-- И 2 эп (а + 45°) н 09 90°. 
Функция х(@) имеет минимум 
х= 1 при & = 07° (этот минимум дости- 
гается, когда 5х = 0°— доска АВ вся 
лежит на одном берегу) и максимум 
х=И 2 ири а == 45°. Отсюда нахо- 
дим область определения функции 
у=! (<): 1х И 2 *). 





*) На самом деле, при а, близком к 0” 
(90°) и ДВ, менылем а, точка Р на рисунке 7 
окажется на продолжении АВ, то есть ва бе- 
регу ин потребуется доска длинны, меньшей 
чем СР, но если хонец Р доски СР лежит на 
берегу, то СР — наименьшее при &=0” и 
совладает с и (х) при х = 1. 


Е - 


45 
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Рис. 9. 


Рис. 8. 


Точка х=1| на оск абсцисс рас- 
положена всегда между точками 


а 
х=б0их=- (а>04. Точка же 
х=у 2 может занимать два поло- 
а 
жения: слева от точки х = -`- (рис. 9) 


или справа от этой точки (рис. 10). 

В том и в другом случае графи- 
ком функции [(х) является дуга АВ 
параболы между точками х=| и 
х=р иг. 


В первом случае (у? | 


` 


функция у(х) при х= У 2 («=45°) 
достигает максимума (!), равного 


ги { 
а’ 2—5, апри х= 1 — минимума, 


равного а (рис. 9; переправа в этом 
случае невозможна, так как при лю- 
бом 1<х=—{ 2 будет у а). 

Мы получили результат, прямо 
противоположный интунтивно пред- 
полагаемому! Рисунок 6 ие напрасно 


ё НЕ» 
настораживал нас. Если вы =у2, 


то при «=45° расстояние СР от 
точки С до первой доски будет пе 
наименьшим, а наибольшим! Согла- 
ситесь, что нитуиция, нодсказавшая 
типотезу 2, очень даже красиво об- 
манула нас. Кроме того, невозмож- 


у с 


аУ 2 
ность переправы при {=—^5—— (на- 


2 
пример, при @а=3,5 м, [22,4 м) 
трудно предсказать интуитивно, хо- 
тя ясно, что какое-тс ограничение 
на { должно быть, при очень малом / 


переправа невозможна. 
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Рис. 10. Рис. 11. 


Продолжим исследования 


Посмотрим. всегда ли возможна пе- 
реправа, если <-—<у2.В этом 
случае функция и(х) имеет максн- 
мум, равный Ее (рис. 10). Нас 
иитересует минимум этой функции. 
Функция достигает минимума при 
х=1Т или при х=И 2. Пусть 
у (1) зу (И 2) (рис. 10}. Поскольку 
у(И=а, уу 2) -а/8—, то 


ау? - >а, откуда -- 
У? +1 ИР --1 


2 7 


а — 
= <. 2 переправа  неосущест- 


—-- 
— Итак, при = 


вима, так как при 1<ах< 2 бу- 

дет у(х)>а (рис. 9). Остается рас- 
а Ир 

смотреть случай 1<: т №: Били 

В этом случае у(х2) =а и. — 


1 
—5<а =и(1), минимум функцин 5(х) 


т 
равен ау2 —- (рис. Ц) и досли- 


гастся при х=ри2, а-45°. Пе- 
реправа возможна, если этот мини- 
мум не превосходнт длины { второй 


доскн, то есть при ах? —-5-=< 1, 


а — ЗУ? |. 2+1 
о ЗУ? | да жь з 
Подытоживая, получаем, что пе- 
в 9 
реирава нсвозможиз при т >> —4 





н возможна п рн 
ЗИ? 





а 
ее 


(*) 
условию (*ж) пе 


5 2 

удовлетворяет, так как И 
|1 3 Го 

Из неравенства Зе = у находим, 


{ 
возможна, 


4 
а 3,5 
Отношение р = 











что переправа 
772 
> Ра ЗВ и 


1 > 

Невозможность переправы гео- 
метрически означает, что множества 
точек, «заметаемые» первой и вто- 
рой доской, ис пересекаются (рис. 12). 

а Зу2 
сли— = 
Е 1 и 
имеют лишь одну ро точку. 
а 32 

5 Е 

Если = 
ресечения указанных множеств 
‚ держит бесчисленное множество 
чек. 


если 








то эти множества 


‚ то область 


зи2 

4 
(область пересечения множеств дос- 
таточна велика), первую доску мож- 
но располагать и не нод углом, 45° 
к берегам, а вторую доску — не пер- 
пендикулярно к первой, можно даже 
отодвинуть ее конец от вершины угла 
(точки С)- 


а 
Если —г ближе к 1, чем к 


Итоги 


Какой же вывод можно сделать из 
всего сказанного? Подтверждают ли 
все наши рассуждения тот факт, что 





Рис. 12. 
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интуитивное предсказание гипотезы 
2 является верным? 
Мы видели, что гипотеза 2 в фор- 
мулировке 
а) первая доска окажется на наи- 
меньшем расстоянии от С,еслио-—45°, 
не ссответствует действительности. 
В формулировке же 
6) если переправа 


(+ < Е _ ть }. то первая доска окажет- 


ся на наименыием расстоянии от С, 
если & = 45°, 

гипотеза 2 соответствует действи- 
тельности. Однако предсказать этот 
результат ннтуитивно трудно. 

В связн с рассмотренной задачей 
возникают новые интересные задачи. 
Вот некоторые нз них. 


возможна 





Упражнения 


1. При какой мниимальной длине двух 
одннаковых досок (ширина канала равна 
3,5 м) переправа возможна, если запас по- 
крытня для каждой доски должен составлять 
20 см (по 10 см для каждого конца)? 

2. Вывести условие возможностн пере- 
правы через канал ширнны а с помощью двух 
досок различной длины: ти п (т<а, 
п < а). В частности, выяснить, возможна ли 
переправа, если а== 3,5 мит-- п= 6 м. 

3*. Черсз канал пытаются переправить- 
ся с помощью трех досок. При ка- 
ких длинах а, 6, с досок это возможно? Хва- 
тит ли трех досок ло 3 м каждая?*) 

4*. Цве ветви канала имеют различную 
ширину: а (м) и 8 (м) (@> В), причем имс- 
ются две доски одинаковой нли различной 
длины: ми п, — каждая из которых мень- 
ше 65. Вывести необходимое и достаточное ус- 
а - „возможности переправы. 

. Ветвн канала образуют произволь- 
НЫЙ С не прямой) угол ф, их ширина равна а 
и В, доски — различной длины (тн п). 
Пон каком условин возможна переправа? 
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*) Задачи 3— 5 решать ие обязательно, нх 
решения очень трудные, громоздкие, тре- 
буют знаний, выходящих за пределы школь- 
иой программы. 
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задачник подиты 








Решения задач из этого номера можно посылать не позднее 1 июля 1974 г. по адре- 
су: 447074, Москва, В-71, Ленинский проспект, 15, издательство «Наука», журнал 
«Квант». После адреса на конверте напишите, решення каких задач вы посылаете, 
напрнмер: «Задачник «Кванта», №256, №257» милы «...2268». Решення задач по каж- 
дому из предметов [математике и физике], а также новые задачи просьба прнсы- 
лать в отдельных конвертах. Задачи низ разных номеров журнала присылайте также 
в разных конвертах. В письмо вложите конверт с написанным на нем адресом [в этом 
конверте вы получите результаты проверкм вашнх решения]. Успозия оригинальных 
задач, предлагаемых для публикации, присылайте в двух экземплярах вместе с ва- 
шими решеннями этих задач [на конверте пометьте: «Задачник «Кванта», новая за- 
дача по физике» или и... новая задача ПО математике»). 

После формулировки задачи мы обычно указываем, кто предпожип нам эту задачу. 
Разумеется. не все эти задачи публичуются впервые. Наиболее трудные из них от- 
мечены звездочкой. 


Задачи \262. Какое наибольшее число: 


Ч а) ладей, 
№261. Обруч радиуса К, висев- можно расставить на шахматной доске 
ший на неподвижном круге радиуса 


| 8 < 8 так, чтобы каждая из этих фи- 
г<< К, начинают катить по этому кру- гур была под ударом не более чем 
гу. а что точка обруча ойи- одной из остальных? 
сывает ту же траекторию, которую Гу 
описывала бы точка колеса радиуса | Е а 
Ю — г, катящегося снаружи по тому М263. Даны два числа ри 4, 
же кругу радиуса г (рис. 1, а, 6). большие 1. На сторонах ВС ирС нря- 
(Качение происходит без скольже- моугольника авсор берутся точки Р 
ния — так, что длины прокатившихся И @ так, что [ ВС и 
друг по другу дуг равны.) [РС | = 4: 1694 |. При каком отно- 
С.Г Гиндикин чении длин сторон АВ и АО 
угол РАО будет иметь наибольшую 
величину? Какова эта наибольшая 
величина в частном случае р = 2, 


= (ис. 2)? 


в! 


Э. Г. Готман 


М264. В городе одна синяя пло- 
щадь и я зеленых, причем каждая 
зеленая площадь соединена улицами 
с синей и с двумя зелеными (рис. 3). 

а б На каждой из 2л улиц ввели односто- 
Рис. 1. роннее движение так, что на каждую 








Рис. 2. 


площадь можио приехать и с каж- 
дой — уехать. Докажите, что с лю- 
бой площади этого города можно, не 
нарушая введенных правил, доехать 
до любой из остальных. 

(Для города, илан ксторого изоб- 
ражен на рисунке 4, аналогичное 





утверждение было бы неверным.) 
Б. Роземитейн, ученик 9 класса 





Рис. 3. Рис. 4. 


М265. Диагональ & прямоугольво- 
го параллелепипеда образует с его 
ребрами а, 6 нс углы ©, Вит. Дока- 
жите, что < -- В -- } меньше пл. 

М. Л. Гереер 


Ф273. Для получения газов при 
сверхвысоких температурах и давле- 
ннях нногда применяется установка, 
состоящая из закрытого с одного кон- 
ца цилиндра-ствола и поршня-пули, 
влетающей в цилиндр с открытой сто- 
роны. При хорошей обработке ствола 
н пули удается добиться малой утечки 
газа через зазор. Благодаря очень 
высоким температурам сильно сжа- 
тые газы в этих условиях еще можно 
считать ндеальнымн. Оценить верх- 
ний предел температурн аргона, иод- 
вергнутого сжатию в такой установке, 
ссли пуля хассы т = 100 г влетаст 
в ствол, имеющий объем У, == 200 см?, 


БИр:УКуап.тссте.ги 


с начальной скоростью я == 250 м/с. 
Начальные температура и давление 
газа равны соответственно Т» = 
—= 300° Ки р = Гатм. 


$274. Решите задачу Ф232 или 
прочтите ее решение в этом номере 
журнала. Какое количество тепла 
°выделится на сопротивлении Ю после 
замыкания ключа А, если — вольт- 
амперная характезистика диода будет 
такой, как иоказано на рисунке = 





Рис. 5. 


$275. На обод массивного колеса 
массы М надет дополнительный груз 
малого размера и массы т, причем 
М : т = 15. С какой скоростью долж- 
но катиться колесо, чгобы оно под- 
прыгизало? 


Ф?276. Какие 
писать человеку, 
дит нормально? 


очки сл?здует про- 
если в воде он вп- 





Рис. 6. 


Ф277. Определить период коле- 
баний грузика С, шарнирно прикреп- 
ленного двумя очень легкими стерж- 
нями длины Ё к стержню 48, укреп- 
ленному под углом @& к горизонту 
(рис. 6). ВАС = ЗАВС == В. Тре- 
нием пренебречь. 
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Решения задач. 


М219—М221; Ф228—Ф232 





№219. В пространств? заданы 4 точки, не 
лежащие в одной плоскости. Сколько сище- 
ствует различных параллелепипедов, для ко- 
торых эти точки служат вершинами? 


Сначала решим аналогичную плоскую 
задачу. Даны трн точки, не лежащие на од- 
ной прямой. Сколько существует параллело- 
граммов, для которых эти точки служат вер- 
шинами? 

Эта задача значительно проще прострам- 
ственной. Ответ в ней: 3 параллелограмма. 

Убедиться в этом можно, например, так. 
Предположим, что параллелограмм имеет 
три данные точкн всршинами. Тогда одна 
из вих (С на рис. 1) играет особую роль: 
она соединена с двумя другими точками сто- 
ронами параллелограмма (а те две между со- 
бой — диагональю). Ясно, что такой точкой 
С можно «назначить» любую из трех данных 
точек, после чего параллелограмм строится 
единствейиным образом (рис. 2). 

Перейдем тсперь к пространственной 
задаче. Самое замечательное в ней — ответ: 
29 параллелепипедов. 

1-е решенне. Сначала, как полага- 
ется в задачах «на построение», проведем не- 
большой анализ, то есть представим себе, что 
параллелелипед (имеющий четыре данные 
точки вершинами) построен. 

Из восьми вершни параллелепипеда че- 
тыре вершины, не лежащие в одной грани, 
можно выделить четырьмя существенно раз- 
личными способами *), как показано на ри- 
сунках 3, а, б, в, г. Чтобы отличить этн спо- 
собы, достаточно, например, посмотреть, 





*) Словам «существенно различными» мож- 
но придать такой точный смысл: два 4-под- 
множества вепщии считаются существенно 
различными, если нельзя отобразить мно- 
жество из восьми вершин на себя так, чтобы 
вершины одной грани перешли в вершины 
одной гранин, а подмножество из четырех вер- 
шин — одно в другое. На этом языке можно 
было продолжить решение, но мы выбрали 
более наглядный сиособ изложения. 
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сколько в каждом случае иместся граней, 
содержащих три выделенных вершины, — 
такие грани мы будем называть жесткими 
{оин сразу строятся по трем своим вершинам): 
в случае а три жесткие грани, 6 — две, в — 
одна, г — ни одной. Более трех жестких 
граней быть ие может: две жесткие грани не 
могут быть параллельны, поскольку каждая 
содержит три данные точки, а всего точек — 
четыре. 

Теперь для каждого случая отдельно 
посчитасм, сколько параллелепипелов та- 
кого типа можно построить По даниым че- 
тырем точкам. 

а) Три жесткие грани должиы иметь 
общую вершину А. После того как на роль 
этой общей вершины А рыбрава одна из че- 
тырех точек, параллелепипед строится од- 
нозначно. Итак, в этом случае можно цостро. 
нть 4 параллелепипеда. 

6) Две жесткие грани должны иметь 
общее ребро. На роли концов этого ‘ребра 
В’В” можно выбрать любые две точки из 
четырех (6 способов); после этого одну из 
двух оставшихся точек нужно соединить © 
В* (2 способа). Тем самым судьба оставшейся 
четвертой точки будет решена — она будет 





Рис. 1. 





Рис. 4. 


соединена с точкой В”” — и обе жесткие гра- 
ни, а тем самым, и параллелепипед будут оп- 
ределены однозначно. Всего в этом случае 
можно построить 12 параллелепипедов. 

8) Здесь — одна. жесткая грань, содер- 
жащая три из четырех точек, а четвертая 
точка С’ должна быть, очевидно, противо- 
положной вершиной параллелепипеда по 
отношению к точке С — «главной» вершине 
жесткой грани. На роль С можно назначить 
любую из четырех точек, на роль С’ — лю- 
бую из трех остальных. После этого жесткая 
грань, а затем и весь параллелепипед стро- 
ятся однозначно. Итак, получим еще 12 па- 
раллелепипедов. 

г) Жестких граней нет, и поэтому, как 
нетрудно доказать, в каждой грани должны 
быть две выделеиные точки, не лежащие на 
одном ребре. Три возможных разбиения мно- 
жества из четырех точек иа два подмножества 
по две точки в’ каждом позволяют постро- 
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ить три пары скрещивающихся прямых (диа- 
гоналей противоположных граней паралле- 
лепипеда), а значит, и три пары параллельных 
друг другу плоскостей, при пересечении ко- 
торых получается нужный параллелепипед. 
Здесь он только один (это исудивительно, 
лоскольку роли всех точек совершенно одн- 
наковы). 

Складывая, получаем ответ: 4- 12 = 
-- 12-- 1 = 29. На рисунке 4 воспроизве- 
дены все 29 штук. 

Прнведем теперь второе решение задачи 
(где тот же ответ получается совсем иначе, 
что уже гарантирует от ошибки), но раньше 
вернемся на минуту к плоской’ задаче. 

Ответ «3» можно обосновать еще так. 
Заметим, что «средние линии» будущего па- 
раллелограмма (прямые, параллельные сто- 
ронам и расположениые посередние между нн- 
ми) — это прямые, равноудаленные от всех 
трех данных точек. Имся две такие «средине» 
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Рис. 5. 


прямыс, легко построить параллелограмм — 
достаточио провести параллельные им пря- 
мые через данные точки. Всего прямых. рав- 
ноудаленных от трех данных точек, сущест- 
вует три (онн идут по средним линиям тре- 
угольника с вершинами в данных точках). 
Выбрать две из ийх можпо тремя способами 
(рис. 5). 


2-е решенне. Три «кредвие плос- 
кости» искомого параллелепипеда (плоско- 
сти, равноудаленные от всех восьми сго вер- 
шин) должиы удовлетворять следующим ус- 
ловиям: 

13 каждая из инх равноудалена от дан- 
ных четырех точек; 

2? все три ллоскости 
озной точке. 

Обратно, если удастся указать тройку 
плоскостей, удовлетворяющих условням 1% 
и 2°, то параллелепипед, в котором оин слу- 
жат «среднимн», определяется однозначно: 
лостаточио через четыре дайные точки про- 
вести все различные плоскости, параллель- 
ные каждой плоскости из этой тройки, — 
н параллелепнипед готов. 

начала выясним; сколько существуст 
плоскостей р, равиоудаленных от четырех 
данных точек К, 1., М, Х (не лежащих в од- 
ной плоскости)? Докажем, что семь. Действи- 
тельно. достаточно указать, какие точки ле- 
жат по одну сторону р, а какие — по другую. 
Возможно, что по одиу сторону будет три 
точки, а по другую — одна (четыре плоско- 
сти), а, возможно, что ло обе стороны будет 
по лве точки (три плоскости). 

Легко видеть, как строить все эти семь 
плоскостей: все они пересекают ребра тетра- 
эдра К2МА в серединах, а его грани — по 
срединм линиям (четыре плоскости пересе- 
кают тетраэдр по треугольнику. а три — по 
параллелограмму, рис. 6). 

Тфн плоскости из семн мы можем выб- 

7.6.5 
1-2.3 
из этих троек удовлетворяет услевню 17; сс- 
тается выяснить, сколько из этих троек «пло- 
хихь, не удовлетворяющих условню 2”, то 
есть параллельных одной прямой. 


пересекаются в 





рать СЗ = = 35 способёми. Каждая 
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Рис. 6. 


Пользуясь тем, что линия пересечения 
каждых двух из ссми плоскостей либо сое- 
диняст середины двух нротнвоположных рс- 
бер тетраэдра КЁЕММ (таких случаев всего 
три — Пересечение двух плоскостей), лнбо 
параллельна одному из ребер этого тетраза- 
ра {причем каждому ребру иараллельны три 
из семи плоскостей), — получим, что «пло- 
хиха троек столько же, сколько ребер У тег- 
раздра — нксть. 

Вычнтая, получаем ответ: 35 —6-- 29. 


Н. Б. Васильев 


№220. Король обошел шахматную доску 
8 8. побывав на каждом поае ровно один 
раз и верниашись последним ходом на исход- 
ное поле. (Король ходит ло обычным прави- 
лем: за один ход он может перейти по го- 
ризонтаалн, вертикали или диасовали на лю- 
бог соседнее поле.) Когда нарисовали его путь, 
последовательно соединив цешары подев, ко- 
пюрые он проходил, получилась замкнутая 
зоманая без самопересетсний. Какую наимено- 
шую и какую наиболыную длину может она 
нметьз (Сторона клетки равна единице). 


Король сделал 64 хода. Поскольку 
ланна каждого хода равиа либо сдиннис. 


дибо У 2, то длина всего путин заведомо не 
меньше 64. (Путь длины 64 действительно 
существует — см. пример на рнсунке ?.} 
Покажем теперь, что ллина пути короля не 
хожет быть больше 28 -- 26 У2. Для этого 
достаточно показать, что путь короля со- 
держнт не меньше 28 «прямых» ходов. Рас- 
смотрим два соседних выхода короля на гра- 
нину поля. Легко сообразить, что эти гра- 
ничные поля должны быть соседними, Нначе 
путь короля окажется самоперссекающимся 
(см. рис. 8; постарайтесь строго доказать это 
утверждение). Так как цвет этих полей раз- 
пичен. а прин ходах но диагонали цвет не мс- 
няется, то между двумя соседними выходами 
на гралицу должен быть «прямой» ход. Пс- 
скольку граничных полей 28, то и выходов 
на границу — тоже 28, и, слеловательна, пря- 
молниейных ходов действительно не меньше 
28. Из примера нутн короля, приведенного на 
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Рис. 7. Рис. 8. 


рисунке 9, следует, что можно обойтись ров- 
но 28 «прямыми» ходами. 


М221. На бумаги поставили кляксу. Дая каж- 
дой точки кляксы определили наименьшее рас- 
стояние от границы кляксы, а также наиболь- 
шее расстояние от границы кляксы. Среди 
всех наименьших расстояний выбрали наиболь- 
шее — п, а среди’ наибольших выбрали на- 
именыцее — Ко. Какую форму имеет каякса, 
если то = КЮ? 


Пусть А — точка кляксы, нанменьшее 
расстоянне от которой до границы кляксы 
равно го. Тогда круг радиуса гу с центром в 
точке А содержится внутри кляксы (если бы 
этот круг не содержался полностью внутрн 
кляксы, то какая-то точка границы кляксы 
оказалась бы внутри круга, и расстояние до 
нес от точкн А было бы меныше гу, что протн- 
воречит выбору г›,— см. рис. 10). 

Аналогично, если В — точка кляксы, 
нанбольшее расстояние от которой до границы 
кляксы равно КЮ. то вся клякса содержится 
в круге радиуса Ю с центром в точке В 
(рис. 10}. 

Итак, нервый построенный круг содер- 
жится в кляксе, а клякса в свою очередь со- 
держится во втором круге. Но по условию 


т в № р. 


откуда следует, что круги совпадают; зиз- 





Рис. 10. 


Рнс. 9. 


чит. совпадают и точкн А н В, а клякса име- 
ет форму круга с центром в точке А {-==В) ра- 
динуса р. 

Г. А. Гальперин 





$228. На конце доски длины [. и мавсы М на- 
ходится короткий брусок массы т (рис. 1). 
Доска может скользить без трения по го- 
ризонтальной плоскости. Коэффициент тре 
ния скольжения бруска по поверхности доски 
равен и. Какую скорость хх нужно толчком 
сообщить доске, итобы она выскользнула из- 
под бруска? 





Рис. 11. 


Так как доске скорость сообщается толч- 
ком, то в начальный момент брусок покоится 
относительно плоскости, а доска имеет ско- 
рость го. В горизонтальном направленин на 
брусок и доску действуют только снлы тре- 
ния скольжения Ётр, д. и Ётр.б. Между ними 
(рис. 12). Эги свлы равны по абсолютной 
величине тр и сообщают бруску и доске 
ускореиня, равные соответственно 


киа 
Ч” в ОН 





ва т 
МИ Ты = щт 


Таким образом, скорость бруска будет 
увеличиваться со временем. а скорость доски 
уменьшается. 

Если начальная скорость доски невели- 
ка, то через некоторое время после иачала 
движения скорости бруска н доски станут рав- 
ными, после чего брусок и доска будут дви- 
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Рис, 12. 


саться как одио целое, то ссть с одной н той 
же скоростью. Если разность перемещений 
бруска и доски к этому моменту равиа длине 
бруска (рис. 12), то брусок в дальнейшем 
будет двигаться, находясь на краю доски. 
Брусок соскользнет с доскн, если эта разность 
перемещений будет больше Г. 

Найдем скорость и совместного движения 
бруска и доскн. Так как на систему доска — 
брусок в горизоитальном направленни пе 
действуют внешние силы, то импульс этой 
системы со временем не меняется. Поэтому 

Мо - т:0 = ([М-т) г, 
откуда 
м 
= тм 


Для нахождения величин перемещений 
доски и бруска воспользуемся формулой, ко- 
торая связывает скоростн тела г, и га в неко- 
торые моменты времени с его ускорением а 
и перемещением 5 за время между этими мо- 
меизами: 


5? — 5? = 2 а5. 


Начальная скорость бруска и, == 0, а втот мо- 
мент, когда скорости бруска к Ааски стамут 
равными, 9, =. Поэтому величина пере- 
мещения бруска к этому моменту равна 
де 
#= М0 
50 — аб — 2 (М -- тия 
Аналогиино найдем величину перемещения 
доски: 
. 5 
М {т--2М) 5 
2:2 (М -— т) * 





Брусок соскользиет с доски, если 
д—55>А, 
илк 
М (т--2М) 5 
Вим т: 79 — 
м2 а 
— ЭаРиние 6 > ^. 


Отсюда найдем, каким должно быть и: 


> Ул (1 + 3"). 
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$229. Однорадной тонкой шайбе, лежащей 
на горизонтальной гшероховатой поверхности. 
сообщают вращательное движение с угловой 
скоростью в и поступательное го скоростью 
25 (рис. 13). Ло какой траектории движется 
центр шайбы? В каком случае шайба пройдет 
больший путь д0 остановки: пры 6% == © ыли 
при ® 20 (55 одинаково в обоих случаях)? 


Для нахождения траектории донжения 
центра шайбы пеобходимо выяснить, какие 
силы действуют па шайбу. Так как шайба на- 
ходится на шероховатой поверхности, то 
очевидно, что сдинственная сила, которая 
действует на шайбу в горизоитальной пло- 
скостн, эта снла трения, которая всегда на- 
правлена противоположно возможному пере- 
мещению тела. Каждая точка шайбы одио- 
временно участвует в двух движеннях: н по- 
ступательном н вращательном. Поэтому ве- 
лнчина н направление результирующей ско- 
рости для каждой точкн свои. Значит, н си- 
лы трения, действующие на разлнчные участ- 
ки шайбы, различны. Поэтому для опреде- 
ления результирующей силы трения разобьем 
шайбу иа элементарные участки и рассмот- 
рим снлы, на них действующие. 

Выделим два одннаковых участка шай- 
бы / н 2, расположенных симметрично отно- 
сительно днаметра шайбы, перпендикулярно- 
го направлению скорости гу (рис. 14). На эти 
участки действуют одинаковые по абсолютной 
величине снлы трения |Е, | = !Е.| = ЁЕти 
(т — масса участка, В — коэффициент трс- 
ния). Направления же сил треиня Ён РЁ. 
различны. Найдем эти цааравлечия. 

Скорость каждого из участков равна 
сумме скоростн поступательного движения 


центра шайбы \, и линейной скорости вра- 
щения этого участка относительно цептра 
шайбы и, перпендикулярной раднусу В, про- 
веденному к этому участку из центра шайбы. 





Рис. 13, 


Так как К, = В», то [щ |= [м.| = @?2А, 
то есть линейные скорости по величине рав- 
ны. Кроме того, углы, которые составляют 
скорости и; и и. с направленнем векторам, 
одинаковы. Это означает, что скорости у, н 
у. участков /.и 2 тоже равны по абсолютной 
величине, составляют с направлением век- 
тора \› одинаковые углы В, но отклонены от 
направления вектора \% в разные стороны. 
Силы трення Е, и Е, н направлены противо- 
положно векторам \, и\, соответственно. 
Их вертикальные составляющие, очевидно, 
равны между собой по абсолютной величине, 
но направлены в противоположные стороны, 
лоэтому их сумма равна нулю. Следователь- 
но, суммарная сила трения, действующая на 
симметричные элементарные участки шайбы, 
равна сумме горизоптальных составляющих 
и направлена противоположно вектору \,. 

Рассматривая и другие подобные пары 
элементов, мы придем к пъводу, что резуль- 
тирующая сила трения, действующая на весь 
диск, тоже направлена протнвоположно ско- 
рости \. Эта сила может изменить абсолют- 
ную величниу скорости поступательного дви- 
жения центра шайбы, но не может изменить ее 
направление (ускорение, сообщаемое шайбе 
снлой трення, направлено протнвоположно 
скоростн цеитра шайбы). Следовательно, 
траскторней движения шайбы будет прямая 
яНнниЯ. 

Еслн в начальный момент ©, == 0, то 
все снлы трения, действующие на элементар- 
ные участки шайбы, направлены одинаково, 
то есть против скоростн У. Поэтому резуль- 
тнрующая сила трения, равная их сумме, 
больше по величине, чем в предыдущем слу: 
чае. Больше будет и величина ускорения. 

Следовательно, путь, пройденный шай- 
бой до остановки, будет меньше в том случас, 
когда ®, = 0, и больше, когда © 52 0. 


Ф230. Ни систему, состоящую из двих сое- 
диненных пружиной шариков массы т, по- 
коящиуюся на гладкой горизэнтальной поверх- 
ности, наяетает слеванарик массы М (рис. 15}. 
Происходит лобовой абсолютно упругий 
удар. Найтч приближенно отношение масс 





Рис. 4. 
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при котором удар произойдет еще 


раз. 


После соударения шарнков Ги 2 шарик / 
будет двигаться поступательно с некоторой 
постоянной скоростью. Центр масс снстемы 
марнков 2 ин `3 тоже будет двигаться посту- 
пательно с постоянной скоростью, и, кроме 
того, нарики 2 и 3 будут колебаться отно- 
сительно их центра масс. Для тсто: чтсбы от 
ветить на вопрос, столкнутся ли шарнки 
[н 2 второй раз. нужно пайти зависимость 
координат этих шариков от времени ин по- 
смотреть, могут ли эти коордннаты совпасть. 

удем считать, что удар мгновенный. 
В этом случас ои происходит так же, как соу- 
дарение двух свободных шариков, не свя- 
занных с другими теламн, и можно восполь- 
зоваться законами сохранения Импульса н 
энергии”). Обозначим скорость шарика ? до 
соударения $, его скорость после соударе- 


ния г, н скорость марика 2 после соу- 
дарения 2©,.. Тогда можно записать 

Мос = Мы, - тиь, 

р о о 

М5 Мл т 

пота 
Из этих уравнений нетрудно найтн у, и #.: 

г ` 


м—т | 
а еж 
2м р 


И У 
г: = ми: ТУ 


После соударения первый шарик будет 
двигаться равномерно, н его координата 
будет меняться со временем по закону 

1 
М = ТУ 1. 
Центр масс шариков 2 и 3 будет тоже 
двигаться равномерно, но со скоростью 
у. | 
и 
(так как шарикн 2 и 3 одинаковые). Это 


означает, что координата центра масс ме- 
няется со временем по формуле 





*) Время соударения т должно быть та- 
ким, чтобы можно было ие учитывать сме- 
щения шарика 2 и деформации пружины. 
Для этого должно выполняться неравенство: 
т < Т, где Т — период колебаний шарика 2 
относительно центра масс шариков 2 и 3. 


$5 
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Рис. 16. 
| 
Хи бо 1%% РЕ {. 
т 
Рассмотрим движение шариков 2 и 3 


в системе координат, связанной с их цеит- 
ром масс. В этой системе в начальный мо- 
мент шары движутся навстречу друг другу 
с равными по абсолютной величине скоро- 
стями, поэтому в дальнейшем каждый из 
наров будет совершать гармоническое коле- 
бание (относительно центра масс} по закону: 


х = Азпоё. 


Если жесткость половины пружины 
обозмачить #, то частота этих колебаний 


® = ГА/т. Амнлитуду колебаний А можно 
найти, воспользовавшись законом сохране- 
ния знергии. В начальный момелт пружина 
не деформирована, шарик 2 имеет скорость 


#5 тб 
п Эту змергию иру- 


— 4) 
равняем энергин упругой деформацин пру- 
жины в тот момент, когда отклонение ша- 
рика от положения равновесия максималь- 
но и равно амплитуде колебаний А: 


п ЕАЪ 


т 2 


Отсюда найдем А: 





[1 


А = | (1 ЕЕ уе (1 — ?) ГО] 


Теперь можно записать зависимость коорди- 
наты шарнка 2 от временн в системе коорли- 
нат. связаииой с горизонтальной плоскостью: 


Ха = ЭЦЁ- А чп о = 
1 НА 


бот |- - 
от ГАО 


ИТР. 


Шарики { и 2 столкнутся еще раз, сели воз- 
можно равенство х, = хо. то ссть 
1—-т о! } 
| [-- Ш 51 Е | 
р т ый 


у 


56 


Рнс. 17. 


НН 
$! == —\ 0, 

Подобиые уравнения удобно решать графи- 
чески. Нарисуем графики для правой и ле- 
вой частей последпего уравнення как функции 
ф = @Е {рис. 16). Решения урависния опре. 
деляются точками пересечения прямой у 

=ф и синусоиды у = ий Ф. Очевидно, ре- 
шецке суцествует, если 1 = \, 2 4 1,. Из 
рисунка видно. что 


7 З а 0,27. 
2 


(>=) 


то есть отноненне масс равпо приблизитель- 
но 0.21. 


$231. Заряженный металлический шор ра- 
диуса ЕЮ разрезан на две части по плоскости, 
отстоящей на расстоянии В опецектра (рис. 
17). Найти силу, с которой отталкиваются 
эти части. Полный заряд шара О. 


Так как шар металлический, заряд О 
распределится равномерно по его поверх- 
ности, поэтому в дальнейшем мы будем го- 
ворить о заряженной сфере. Для того чтобы 
определить силу, действующую, папример, 
на верхнюю часть сферы со’ стороны нижней, 
разобьем эту часть сферы на элементарные 
участки и найдем сначала силу Рё, действу- 
ющую на один из таких участков (рис. 18): 


Ее аё, 
где 9 — заряд выделениого участка, Е — 
напряженность поля, созданного всей ос- 


05 


тальной частью сферы. Величина й = Ч-АЕ, 


где 5 — площадь выделенного участка. 
Как нзвестно, напряжениость поля вие 
сферы у се поверхности равна 


1 О 


Ес 4 лесе - 
а иаиряжениость поля внутри сферы равма 
нулю. Из принципа суперпозиции следует, 
что поле как внутри, так и вне сферы скла- 
дывается из поля выделенного участка сферы 
н поля остальной части сферы. Будем счи- 





Рис. 18. 


тать, что выделенный участок достаточно мал, 
так что его можно считать плоским. Тогда 
напряженности поля этсго участка как внут- 
ри, так и вне сферы равны по абсолютиой 
величине, направлены перпендикулярно пло- 
щадке, но противоположно яруг другу, то 


есть 
Е, = —Е, и |Е, | = Е. |. 

Пусть для определенности заряд сферы по- 
ложителен, тогда векторы Е, и Е› направле- 
ны так, как показано на рисунке 1В. 

Поскольку напряжениость поля внутри 
сферы равна нулю, то сумма векторов Е, и 
Е (напряженность поля остальной частн 
сферы) равна нулю, то есть 


Е. = —Еи Е. [= Е |. 
Тогда, для напряженности поля вне сферы 
можно записать 
Ес = Е Е: ЕЕ, = 
ткуда 


2Е, 


1 1 [9] 
РР Е Зааи В 


Это означает, что сила Ё; равна по абсолют- 
ной величине 


ЕЩЕ 925: 
= 29 — ЗолаеЕК4" 

Теперь найдем силу Е, действующую на 
всю верхнюю часть сферы. Для этого нужно 
найти сумму сил ЕР; действующих на эле- 
ментарные участки «верхушки» сферы. Из 
симметрии очевидно, что горизонтальные со- 
ставляющие сил Е; при сложении уничто- 
жают друг друга. Поэтому 


Е= Е р, = Ерсоз о = 


—- —щ—д—3д—джд_—_—_—_—о—х ; 
32л2е К $ <05 С: 


(& — угол, который вектор Е; составляет с 
вертикалью). Так как $1 со5 а; — это про- 
екция Площади участка на  горизон- 
тальную плоскость, а она равна площади 
проекции этого участка, то ясно, что сумма 
$91 с05а; равна площади $ поверхности «дна» 
верхней части сферы, раднус которой равен 


У — #2. То ль $=л (В? — #2) 
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0? {2 
Мы З2леЕ В? ( —=| ; 


# 


$232. Диод включен в цепь, изображенную 
на рисунке 19, а. ИЭеализированная вольтам- 
перная характеристика диода приведена на 
рисунке 19, 6. Конденсатор предварительно 
не заряжен. Ключ К замыкают. Какое коли- 
чество тепла выделится на сопротивлении Ю 
при зарядке конденсатора? Емкость кон- 
денсатора С, э. д. с. источника Е. Внутрен- 
нее сопротивление источника пренебрежимо 
мало. 

После замыкания ключа в цепи возникает 
ток, величина которого будет постепенио 
уменьшаться. Как следует из вольтамперной 
характеристнки днода, напряжение иа дноде 
равно И, при всех значениях тока вплоть до 
нуля. Поэтому зарядка коиденсатора и ток 
в цепи прекратятся тогда, когда напряжение на 
копденсаторе станет равным 


Ис = Е-— 6. 
при этом по цепи пройдет заряд 
[2] — СИс = С(Е =— 5). 


Согласно закону сохранения энергин ра- 
бота источника тока по перенесению заряда 
по всей цепи равна сумме работ на отдельных 


участках: 
= Арт Аз-- с. 


Здесь А = Ед — работа источника тока; 
Ад-= Иод— работа на участке цепи, содержа- 


щем диод; Яс=-5- 90 с =-5-9 (Е — (в) — 


энергия заряженного конденсатора) Ар— 
работа по перенесению заряда через сопро- 
тивление Ю, которая целиком перешла в теп- 
ло 0. 
Поэтому 


1 
9 = Е9 — ЦИоч— 5-9 (Е— Ц = 


1 1 
== 9(Е — Ио) = 752-С(Е— (о. 


Н. Ш. Слободецкий 
$7 
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Задачи 
о пересечении тел 


И. Ф. Шарыгин 





ПРАКТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 





В этой статье разбираются решения нескольких довольно трудных и, на наш взгляд, по- 
лезных задач на вычисление объемов пересечений тел. Основная трудность подобных 
задач заключается в том, что прн их решеини требуется хорошо развитое пространст- 
венное воображеине. В частиости, при решенин любой задачн о пересеченни тел очень 
важио суметь сделать хороший м Нередко именно от чертежа зависит успех в 
решенни задачн. Прежде чем перейти к разбору задач, даднм вам следующий совет: 
прочтя условие той или нной задачя, не смотрите сразу же ее решение, подумайте не- 
которое время, попытайтесь сделать чертеж и решить задачу самостоятельно. Тогда вы 
получите и удовлетворенне, и возможиость сравнить свое решение с предлагаемым в 
статье (вполие возможно, что вам удастся придумать решение, отличное от приводн- 
мого в статье). Если ваши усилия не увеичаются успехом, то все равно время, потра- 
ченное на раздумья, пойдет на пользу н облегчит чтение статьн. 


Задача 1. В кубе с ребром а 
помещены три правильные четырех- 
угольные призмы, вершины каждой 


разить искомое тело, поступим сле- 
дующим образом. Поместим сначала 
в куб одну призму (рис. 1), затем 


из которых являются середиками ре- 
бер двух противоположных грачей ку- 
ба. Найти объем части куба, принад- 
лежащей всем этим трем призмам. 

Поскольку довольно трудно пред- 
ставить себе, а тем более сразу изоб- 





посмотрим, что «отсечет» от нее вто- 
рая, ин, наконец, что останется, ког- 
да мы добавим третью призму. 
Пусть вершинами второй призмы 
являются середины ребер АА,, А.Др,, 
2,0, АО, ВВ,, В.С,, С.С и СВ 
(основания этой призмы лежат в 
«передней» и задней» гранях куба). 
Ребро второй призмы, соединяющее 
середины ребер ОО, ин СС, куба, 
пересекает отрезок ММ, в его середи- 
не. Значит, грань второй призмы, 
прохедяшая через точки КМ, и 
середины ребер РО, н СС., пере- 
секаются с гранью КК, №.№ по 
прямой К.Р, а вся эта грань второй 
призмы отсекает от первой пирамнду 
Проведя аналогичные рассужде- 
ния для остальных граней второй 
призмы, мы можем изобразить об- 
щую часть первых двух призм (рис. 2). 
Она представляет собой две четырех- 
угольные пирамиды: АК,М.МР н 
КК,М.МО (Р и @ — центры граней 
РСС, и АВВ,А,), сумма объемов 


23 
равна —3`, 
5$ккм,м = @а* и РО = а. 

Теперь посмотрим, что «отрежет» 
от этого тела третья призма, основа- 
ния которой лежат в гранях АВВ,А, 
ни РСС.О;. Боковые трани этой прнз- 
мы «срежут» четыре вершины: А,, 
М,, Ким. На рисувке 3 изображена 
пнрамнда КК, М, МР со «срезанны- 
ми» третьей призмой углами. «Отрезан- 
ные» углы являются равными тре- 
угольными пирамндами. (Одна из 
них — РТ$К., где Ю Ти $ — 
середины АК,, К, М, и РК,). Объем 
каждой из них составляет 1/16 часть 
объема пирамиды КК, М, МР (это лег- 
ко проверяется; например, объем пн- 
рамнды ЮТ$К, в вссемь раз меньше 
объема пнрамиды КМ,РК,, который 
вдвое меньше объема пирамиды 
РКК,М,М; подробные вычисления и 
доказательства проведите самостоя- 
тельно). 

Таким образом, от пирамид отсе- 


кается 4х 1/16=1/4 часть. Объем 
общей части всех трех призм состав- 
ляет 3/4 объемаобщей части первой и 


которых так как 


= аз 
второй призм, равкогс-5-, то есть 
23 
он равен 4. 





НЕр:;ЛКуап.тссте.ги 





Рис. 3. 


Задача 2. Даны две равные 
правильные треугольные пирамиды 
объема У каждая, расположенные сим- 
метрично относительно точки 0. 
Найти объем общей части этих двух 
пирамид, если точка О лежит на 
высоте одной из них и делит эту 
высоту в отношении 2 : 1, считая от 
вершины пирамиды. 

В этсй задаче чрезвычайно важ- 
но, хотя и достаточно трудно, сде- 
лать правильный, хороший, обосно- 
ванный чертеж. Пусть $АВС — пер- 
вая пирамида. Основание А,В;С, вто- 
рой пирамиды пересекает высоту 5Н\ 
в точке МН, делящей ее в отно- 
шении [1:2 (считая от вершины $5}, 
а в пересечении с пирамидой $ЗАВС 
дает треугольник ММР, подобный 
треугольнику АВС, ММ = - АВ. 

Отсюда легко вывести  (про- 
верьте!), что треугольник ММР це- 
ликом находится внутри треугольни- 
ка А,В,С,. Аналогично внутри осно- 
вания АВС будет находиться тре- 
угольник М,М:Р., являющийся се- 
чением второй пирамиды плоскостью 
треугольника 48С. 

Телерь можно изобразить тело, 
являющееся общей частью рассмат- 
риваемых двух пирамид (рис. 4), 
причем положение, например, точ- 
ки Г. находится так: надо соединить 
точку $ с серединой ребра ВС, пере- 
сечение этой прямой с прямой $:А, 
даст точку Ё (для доказательства 
рассмотрите сечение пирамид плос- 
костью $4А,5,). Аналогично нахо- 
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дятся остальные точки на рисунке 4. 
Для вычисления искомого объема 
мы должны от объема пирамиды 
5АВС отнять объем пирамиды 


1 
5ММР (этот объем составляет 57 у) , 


затем отнять объемы трех одннаковых 
пнрамид, равных КТКС, н прибавить 
объемы трех «маленьких» пирамид, 
равных ОМА. 

Найдем объем пирамиды КТЮС. 
Так как плоскость КАТ параллельна 
ТК \з у 
АВ р 


М.К \3 

яв} И. Но 

ЗТА — АВ 
6 





плоскости $ АВ, то Иктвс = ( 





Аналогично, ом, вЕ = ( 


МВ = ия 3 


р] ‚ Нам 





Тю 
в” Треугольники 


АВСи М, М.Р, правильные, имеют со- 
ответственно параллельные стороны, 


их центры совпадают, и М, М, ==. 


осталось найти 


Е] 
у тв 5 
Отсюда легко найти, что дв =-5 , 


№ В 
и = к (проверьте!). Искомый объ- 


ем равен У 3-5) У+ 


1 \3 110 
+3 (+) Уи. 
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Задача 3. Дан киб с ребром а. 
Второй куб получается из данного 
поворотом вокруе его диагонали на 
угол © (с << 60°). Наши объем общей 
части этих кибов. 

В этой задаче представить себе 
и изобразить пересечение тел в це- 
лом трудно, легче понять, как пере- 
секаются отдельные элементы одного 
тела с элементами другого тела. 

Обозначим вершины данного куба . 
буквамн АД, В, СР, А, В, СО, 
(см. рис. 5), н пусть куб поворачива- 
ется вокруг днагонали В.О против хо- 
да часовой стрелки. Посмотрим, какие 
куски исходного куба могут срезаться 
при его повороте. Вершины куба рас- 
положены дальше всего от центра 
куба О — середины диагонали В.О, 
которая остается ма месте. Поэтому 
уйтн при повороте внутрь куба вер- 
шины не могут, наоборот они окажут- 
ся вне куба и срезаться будут куски 
куба около вершин. Далее, срезать 
куски куба могут только грани. По- 
этому достаточно найти, какой кусок 
куба срезает каждая грань. 


Найдем, что срежет грань 
РСС,О,. Подскажем сразу ответ: 
срезается пирамнда Д,ЁРО (см. 
рис. 5), где Р,[, = Б.К = СР, при- 
чем  ссновання  перпендикуляров, 
опущенных из точек 2, и К на В, О, 





Рис. 


совпадают (докажите!) в точке, ко- 
торая на рисунке 5 обозначена бук- 
вой М, и -Х ЁЕМК =«. Таким обра- 
зом, при повороте куба точка К пе- 
реходит в точку Ё. Обозначим 20, 
через х (его мы найдем позднее). 
Пусть О— точка на ребре СС,, 
С. 9=С.:Р=х. Тогда при повороте 
куба точка @ переходит в точку Р 
(докажите!). Итак, грань РСС, 
пересекает куб по треугольнику [РО 
и отсекает пирамиду Р,Ё.РО объема 


- ах(а—х) (докажите!). Анало- 


гично рассматриваются остальные 
гранн — они отсекают такие же 
пирамиды. Поэтому объем общей 
части кубов будет а“— ах (а—-х). Ос- 
талось найти х. 

Пусть Мр— точка пересечения 
В.О, и ГК. Изобразим на отдельном 
чертеже (рис. 6) прямоугольник 
ВЬР.В,. Пусть Т — основание пер- 
пендикуляра, опущенного из 0. на 
В.О. Имеем: ЁМ = МО, == = г 
(см. рис. 5). Из АЁМК получим: 


= Ема = 2-2, 


В,\ =В.0, —МО, =а и? — 
_ в 
ты 











Рис. 6. 
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Легко из ДВО.) найти Б.Г: 
> 
р.Г=а =. Из нодобия треу- 
гольников В, \М и В,О.Т получим; 
вм ММ. 
Вр, — ат" 
и — Е: и” 2 
а} х 5 х 5 с 5 
у 2 а /2. | 
Уз 
2а 


откуда д — Л НСкКОмыЙ 


— [#2 
1- из СЕ 
объем равен 


2а* 


у. т Е В 
Е 3 = 


р. 
““ 


2а 
ии ® |^ 
1-И 3 > 


Заз 
2-2 с0$ («—60°}] * 


Задача 4. Дан куб 
АВСРА.В,С.О, с ребром а. Сере- 
дины двух его противоположных ре- 
бер АВ и С.0, служат серединами 
двух скрещивающихся ребер правиль- 
ного тетраздра, причем на одном 
из этих ребер лежит соответству- 
ющее ребро куба. Найти объем об- 
щей части куба и тетраэдра. 

Пусть точка К— середина АВ 
является серединой ребра РО пра- 
внльного тетраэдра, а Л — середина 
О.С, ин однозременно середина реб- 
ра Ю$ тетраэдра (2,С, лежит на Ю$ 
(рис. 7)). 

Если ребро тетраэдра равно 6, 
то расстояние между серединами его 
скрещивающихся ребер легко вычис- 
у = (проверь- 
те!). С другой стороны, МК =-а} 2. 
Значит, 6 =23а. 

Мы знаем длину ребра тетраэд- 
ра, однако не так просто изобразить 
пересечение данных тел — неясно, 
будут ли ребра тетраэдра пересекать 
куб. Чтобы ответить на этот вопрос, 


х ый 


ляется, оно равно в 
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Рис. 7. 


спроектируем данные тела на плос- 
кость АВСР (рис. 8). Поскольку 
РО составляет с этой плоскостью 
угол 45° (докажите!), то длина про- 
екции РО на эту плоскость будет 





5 = 
Ь Е зву 2. 
Пусть [—точка пересечения 


проекций прямых АВ и РК. Из подо- 
бия треугольников РЕК и РМА легко 
найдем: 
ЮМ.РК 1 а 
аи тт 


ГИ 


Значит, ребро РК тетраэдра (а сле- 


довательно, и другие ребра: Р5$, 
ОЮ м 05) пересекает куб. 
Для вычислення объема удобно 


изобразить заданное тело как тет- 
раэдр со срезанными углами. Чтобы 
определить, какую часть объема тет- 
раэдра составляет каждая из сре- 
занных пирамид, удобно воспользо- 
ваться следующим утверждением (до- 
кажите его самостоятельно), которое 
оказывается полезным довольно часто. 
Даны 06ве ‘пирамиды 5$АВС и 
5А,В,С:, причем А, лежит на $А: 
В, на 58; С. на $С. Тогда отноше- 
ние объемов этих пирамид равно от- 
ношению произведений длин ребер, 
выходящих из вершины $, а имемно 
Увив:С, „. 9:98:50, , 
УЗАВС 5А.58.5С 
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Рис. 8. 


Теперь легко можно найти объемы 
пирамид, «отрезанных» от вершин Р 
н О. Каждый из них составляет 
РК ОР. РМ 
РО `РЮ`Р5 — 


1 ь #3 | 
= (--у=) — 2(3--2 2) 
часть объема тетраэдра, а объемы 
пирамид, «отрезанных» от вершин Ю 
н 5, составляют 1/,в объема тетраэдра 
(проверьте!). Объем тетраэдра равен 


5 ие’ ИР 


я 
—„_^. Значит, объем общей 





| Е. 
частн куба и тетраэдра будет равен 
27 ( 1 З0.. 

ЗА Зуй ЕР 


= 22. 46217. 
Упражистия 


1. Даны две равные правильные трс- 
угольные пирамиды, симметричные относи- 
тельно точки О, расположенной на высоте 
одной из этих пирамид. Найти объем общей 
части этих двух пирамид, если точка О де- 
лит эту высоту, считая от вершины пирами- 
ды, в отпошении: а) 3:1; 6) 1: Ив) 3:1. 

2. Дан правильный тетраэдр объема У. 
Второй тетраэдр получается из данного по- 
воротом сго на угол а вокруг прямой, соеди- 
няющей серсдниы скрещивающихся ребер 
тетразара. Найти объем общей части этих. 
двух тетраэдров. 

3. Треугольная пирамида РОММ н куб 
АВСРА,В,С\Р, расположены следующим 


образом: середина ребар РО совпадает с се- 
рединой ребра АВ и РО = 2АВ, ребро О.С, 
лежнт на ребре ММ, их середины совпадают, 
ММ = 3ЗБ.С,. Какая часть объема пирамиды 
расположена внутри куба, если известно, 
что РО перпендикулярно плоскости АВБ.С;?> 

4. Ребро одного правильного тетраздра 
служит апофемой другого тетраэдра. Апофе- 
ма противоположной данному ребру грани 
первого тетраэдра лежит на ребре второго. 
Какая часть объема первого тетраэдра рас- 
положена внутри второго? 

5. Центры куба н правильного тетра- 
эздра совпадают, два ребра тетраэдра парал- 
лельны днагоналям одной из граней куба. 
Найти объем частн тетраэдра, находящейся 
внутри куба, если ребро куба равно а, ребро 


тетраэдра равно 28. 2. 


6. Внутрн правильной треугольной пи- 
рамиды находится вершииа трехгранного 
угла, все плоские углы которого прямые, а 
биссектрисы плоских углов проходят через 
вершнны основання пнрамнды. В каком ст- 
ношенин поверхиость трехгранного угла де- 
лит объем пирамиды, если известно, что бо- 
ковая поверхность пнрамиды разделена на 
две равные по площади части? 

7. Диагональ единичного куба лежит на 
ребре двугранного угла в 60°. Доказать, что 
объем части куба, находящейся внутри дву- 
гранного угла, имеет постояниую величину, н 
найти этот объем. 

8 (МГУ, физфак, 1963). Ребро ку- 
ба равио а. Сфера с центром О пересекает 
три ребра, сходящиеся в вершине А, в их 
середниах. Из точки В пересечения сферы 
с одним из ребер куба опущен перпендикуляр 
на днагональ куба, проходящую через вер- 
шину А, причем угол между этим перпенди- 
куляром и радиусом ОВ делится ребром куба 
пополам. Найти радиус сферы. 

9 (МГУ, физфак, 1968). В правильной 
треугольной пирамиде высота равна №, сто- 
рона основания равна а. Одна из вершин ос- 
нования является центром сферы, касающей- 
ся противоположной грани пирамиды. Най- 
тн площадь тех частей боковых граней пн- 
рамиды, которые расположены внутри сфе- 


ры. 

10 (МФТИ, 1968). В тетраздре АВСР 
ребра АВ и СВ взаимно перпендикулярны и 
равны аи & соответственно. Общий перпен- 
дикуляр к этим ребрам пересекает ребро АВ 
в точке М и ребро СБ в точке №; ММ-=-с. 
В тетраэдр впнсан куб так, что четыре ребра 
куба параллельны МА и иа каждой граин 
тетраздра лежат в точности две вершины ку- 
ба. Найти ребро куба. 
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Биосфера и ЭМП 


{Окончание. Начало сы. с. 42} 


то есть в несколько тысяч 
раз, изменяет деятельность 
зрительного анализатора у 
человека, вызывает наруше- 
ния поведеиия и деятельности 
внутренних органов у мы- 
шей, затормаживает рост ра- 
стений и угнетает размноже- 
ниё бактерий. Эти немного- 
численные еще исследования 
приводят к выводу, что элект- 
ромагиитное поле является 
существенным фактором, оп- 
ределяющим нормальную 
жизнедеятельность  бносфе- 
ры, наряду © температурой, 
давлением — атмосферы, со- 
ставом воздуха и Т. п. 

Электромагнитный фон 
Земли зависит и от солнечной 
акзивности. При анализе и 
выяснении тех физических 
факторов, которые, будучи 
связанными с колебаинями 
солиечной активностн, мог- 
ли повлиять на биологиче- 
ские земные процессы, астро- 
номы и астрофизики назы- 
вают в первую очередь элект- 
ромагнитное поле. В экспе- 
риментах иа — жЖивотиых 
биологи успешно подтверж- 
дают этн гипотезы. 


Таким образом, можно 
говорить о существоваиин 
своеобразного — электромаг- 
нитного «моря», которое пи- 
тают естественные и искус- 
ственные источники, земные 
и космические. — Человече- 
ству, живущему в этом море, 
необходимо знать его  те- 
чения, мели и острова, чтобы 
управлять  нитенсивностью 
биологических процессов, 
охранять больных от пагуб- 
ных для них магнитных бурь, 
излечивать некоторые забо- 
левания. Без правил пла- 
вать в этом море стаиовит- 
ся все опаснее. 

{Из статьи Ю. @. Холодова 
«Электромагнитные поля — 
новые раздражители», 
помещенной в международном 
ежегоднике «Будущее науки» 
за 1971 год.) 
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И.А. Зав Электрические 
машины 
постоянного тока 





В этой статье мы не будем подробно 
обсуждать устройство различных 
электрических машин. Мы рассмот- 
рим работу электромотора и дннамо- 
машины (динамо-машина — старое 
название иядукционного генератора 
электрического тока), используя два 
ссновных закона — закон Ома и за- 
кон сохранения энергии. 

Статья состоит в основном из 
вопросов и ответов. Работая над 
статьей, прежде чем прочитать ответ, 
попробуйте ответить на вопрос само- 
стоятельно. Даже если вам это не 
удастся, размышление над вопросом 
принесет несомненную пользу, бла- 
годаря чему лучие запомнится пра- 
вильный ответ. 


Электромоторы 
Во всех электромоторах (или, ио- 
другому, электродвигателях) — обя- 


зательно есть одни и те же основные 
части. Это, прежде всего, нндуктор 
н якорь. Индуктор являстся источни- 
ком магнитного поля. Когда по обмот- 
ке якоря пропускается электрический 
ток, якорь, находящийся в магнит- 
ном поле, приходит во вращение. 
Таким образом происходит преобра- 
зованисе электрической энергии в ме- 
ханическую. Если, иапример, вал 
мотора соединить со станком, станок 
можно привести в движение. 
Вопрос. Рассмотрим мотор по- 
сътоянного тюка с независимым в03- 
биждением (8 нем индуктором явля- 
ется или постоянный магнит, или 
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электромагнит, облотка которого 
питается независимо от обмотки яко- 
ря. Как записывается закон Ома для 
цепи якоря такого мотора, подклю- 
ченного к источнику постоянно- 
го тока? 

Ответ. В электрической цепи 
якоря нмеются две электродвижущие 
силы — напряженне нсточника то- 
ка из. д. с. индукции Е„, возни- 
кающая в обмотке якоря при сго 
вращении в магнитном поле индук- 
тора. Причем э. д. с. индукции, со- 
гласно иравилу Ленца, иротивоно- 
ложна по знаку напряжению источ- 
ника тока. Поэтому закон Ома запи- 
шется так: 

иИ—Е, :- 1, (1) 


где / — ток в цепи, а Ю — общее 
сопротивление обмотки якоря и под- 
волящих проводов. 

Вопрос. Как записывается за- 
кон сохранения энерени для такой 
цепи? 

Ответ. Энергия И, == (Л, по- 
требляемая от источника, тратится 
на джоулево тепло, которое выделяет- 
ся на сопротивлении КЮ, и на соверше- 
нне полезной работы А. Поэтому, сог- 


ласно закону сохранения энергии 
(ПЕ = РЮ--А. 

или для мощностей 
= РВ Р. (11) 


Из равеиств (Г) и (1) можно полу- 
чить много важных следствий. 

Вопрос. Чему равна полезная 
мощность Р? 


Ответ. Умножив обе части ра- 
венства (1) на ток /, получим 
{1 — Рь/ == > 


в — Рю -- Ги 
Сравнивая полученное равенство с 
равенством (1), можно сразу же 
заметить, что 

Р = ЕЁ, 
то есть полезная мощность мотора 
равна произведению 5. д. с. индук- 
ции на ток. 

Вопрос. Получив какой-нибудь 
результат, всегда полезно проанали- 
зировать возможные частные случаи. 
Мы только что выяснили, что полез- 
ная мощность мотора равна Еи{. 
Посмотрим, при каких условиях мэ- 
тор не будет созерматье механиие- 
ской работы, то есть Р = 0. Что при 
этом происходит в цепи — якоря? 

Ответ, Произведение ЁЕ,„! мо- 
жет быть равно нулю, если Е, = 0 
няй Г = 0. 

Чтобы э. д. с. индукции была рав- 
на нулю, магнитный поток, проходя- 
щий через витки обмотки якоря, не 
должен меняться. Это возможно, если 
якорь мотора заторможен, то есть 
не вращается. При этом по обмотке 


заторможенного НКОРЯ идет ток 
= 
Мотор не совершает работы еще 
в одном случае, когда 7 = 0. Это воз- 
можно не только тогда, когда мотор 
не подключен к источнику тока. Из за- 
хона Ома следует, что РЁ = 0 еще и 
в том случае, когда 
Ев =, 
то есть мотор вращается с такой ско- 
ростью, что э. д. с. индукции равна 
но абсолютной величине напряжению 
источника тока. При этом мотор не 
потребляет электроэнергии от источ- 
ника: так как / = 0, то и потребляе- 
мая мощность Р‚ = И/ = 0. Якорь 
мотора вращается по инерции*). 


НЛИ 





*) Это следует еще н из того, что при 
/ =0 равиы нулю и снлы, действующие в 
магнитном поле индуктора на обмотку яко- 


ря. 
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Рис. 1. 


Вопрос. Вернемся к формуле 
(11). Из нее следует, что полезная 
мощность мотора ровна 


Р = И! — ЁВ. 
Как сыгаядит график зависимости Р 
ст тока 1/2? 


Ответ. Это парабола, пересе- 
кающая ось Г в точках Г=0и 


и 
Т = —в (рне.1). Из соображений сим- 


метрии очевидно, что полезная мощ- 
ность мотора максимальна при Г = 
= (/2Ю и равна 
#12 
фе м. 

Вопрос. Чему равен коэффици- 
ент полезного действия мотора с 
независимым возбуждением при усло- 
вии, что развиваемая им. мощность 
максимальна? 

Ответ. Как мы видели, меха- 
ническая (полезная) мощность мо- 

[7] 
тора максимальна прн Г = -5 р; и равна 
[12 
К к. Мощность, потребляемая 
мотором от источника, 


Ры- т 


коэффициент полез- 
в рассматриваемом 


равна 


Следовательно, 
ного действия 
случае 








Вопрос. Интересно заметить, 
что одной и той же величине полез- 
ной мощности такого мотора соот- 
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Рыс. 2. 


ветствуют два значения тока. Так, 
мощность равна Ру при токах 1 
и Г. (рис. 1). 

Посмотрим, с чем это связано. 

Ответ. Полезная мощность за- 
висит от 3. д. с. индукции, возникаю- 
щей в якоре, и от тока, текущего по 
его обмотке: 

Р = ВХ. 

При неизменных И и А величина то- 
ка зависит от э. д. с. индукции: 


И —Ен 
=. 
Г 
Иззакона электромагнитной индук- 
ции следует, что э. д. с. индукции, 
возникающая в обмотке якоря, про- 
порциональна скорости изменения ма- 
АФ 
гннтного потока `дг через эту об- 
мотку: 
АФ 
Ек УЗАЕ . 
В свою очередь скорость изменения 
магиитного потока пропорциональна 
угловой скоростн вращения якоря ©. 
Таким образом 
Ея и о, 
ИЛИ 
Ех == Ко, 


где № — коэффициент — пропор- 
циональности. 

График зависимюсти Еи от ® по- 
казан на рисунке 2. 

Теперь посмотрим, как зависят от 
® ток в цепи якоря и полезная мющ- 
ность двигателя. Из закона Ома 

г ПЕНЫ 
[2 
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Рис. 3. 


а из закона сохранення энергии 


Р=(1—РЮ=Е = 
_ #0 — (&6)? 
а - 

Графики зависимости Ги Рот о 
приведены на рисунках Зн4. 

Итак, каждому значению угловой 
скорости в соответствуют определен- 
ные значения э. д. с. индукции Е» 
и тока Г. Причем при увеличении © 
величина Е, увеличивается, а величи- 
на / уменьшается. При этом полезная 
мощность, развиваемая мотором, ока- 
зывается одинаковой при двух раз- 
ных значениях скорости вращения 
якоря. 

Вопрос. В свою очередь угло- 
вая скорость вращения якоря зависит 
от нагрузки двигателя. Как? 

Ответ. Электрические силы, 
действующие ина якорь в магнитном 
поле индуктора, пропорциональны то- 
ку, ндущему по обмотке. Пропорцио- 
нальны току и моменты этих сил, то 
есть 


Му = В, 


где коэффициент пропорциональности 
&, зависит от конструкции двигателя. 
Так как 
и— кю 
Г=—— 
ты 
то 
С! — Ко 
К Ю - 
То есть суммарный момент электри- 
ческих сил, действующих на якорь, 
линейно зависит от угловой скорости 
вращения якоря. Прин малой угловой 
скорости вращения якоря момент сил 


М, 





о и 
К 


| 2 Г: | 


Рис. 4. 


большой, при увеличении угловой 
скорости он уменьшается и становнит- 
ся раввым нулю при 


С другой стороны, на вал двигате- 
ля действует момент механических 
сил, так называемый момент нагрузки 
М. Например, если двигатель равно- 
мерно поднимает на веревке груз, то 
момент нагрузки равен произведению 
снлы натяжения веревки, которая 
равна весу груза, на радиус вала. 
В установившемся режиме якорь мо- 
тора, очевидно, вращается с такой 
скоростью ®, при которой момент 
электрических сил, действующих на 
якорь, равен моменту нагрузки. 
Действительно, пусть, например, ско- 
рость вращения якоря меньше ©. 
В этом случае момент электрических 
сил больше момента нагрузки, так 
что угловая скорость вращения яко- 
ря будет увеличиваться. Еслн угловая 
скорость вращения якоря больше ©, 
то момент электрических сил меньше 
момента нагрузки. Это будет приво- 
дить к уменьшению скорости вра- 
щения якоря до ©. 

Таким образом, устанавливается 
такая угловая скорость вращения яко- 
ря, при которой 

М, = М, 
то есть 
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откуда 


ви— МЮ 


Е. Г 


То есть угловая скорость вращения 
якоря линейно зависит от момента 
нагрузки. 

Итак, нагрузка определяет ток 
в обмотке якоря и угловую скорость 
его вращения. 

Рассмотрим такую задачу. 

Задача. Электродвигатель 
присоединен к нсточнику постоянного 
напряжения. При числе оборотов п. = 
= 1000 об/мин ток в цепи якоря ра- 
вен Г, = Юа, а при числе оборотов 
п. = 900 об/мин он равен Г» == 15 а. 
Найти число оборотов двигателя на 
холостом ходу (без нагрузки). 


И — х` 
Так как Г: `—^ ‚аюф=2дл, то 
аа и — пп, 
ь К 
и 
и — 2дЕл 
=, 
= Г 


В режиме холостого хода Г; = 0, 
поэтому 

И — 2яЁп. = 0. 
Решая эти уравнения 
но, найдем 


совмест- 


по АЙ _ 
ь- — 
15-1000 — 10-900 


п; 
— 1200 (об/мин). 


Обратимость электрических машин 
Все машины постоянного тока обра- 
тимы. Если на клеммы машины подать 
постоянное напряжение, то якорь бу- 
дет вращаться, совершая мезаниче- 
скую работу, то есть получим элект- 
ромотор. С другой стороны, если вра- 
щать якорь с помощью другой маши- 
ны, то электрическая машина будет 
работать как динамо-машина, выра- 
батывающая ток. 

Вопрос. Предположим, одна 
и та же машина вращается с оди- 
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наковой скоростью, работая один 
раз в качестве динамо-машины, а 
другой раз — в качестве мотора. Что 
можно сказать об з. д. с. индукции, 
возникающей в якоре в обоих слу- 
чаях? 

Ответ, Так как э. д. с. индук- 
ции зависит только от конструкции 
якоря н угловой скорости вращения 
якоря, то э. д. с. индукции в обоих 
случаях будет одна и та же. 


Вопрос. А если угловые ско- 
рости вращения динамо-машины и 
мотора разные? 

Ответ. В этом случае отношение 
электродвижущих сил индукцин бу- 
дет равно отношению угловых ско- 
ростей вращения якоря. 


Вопрос. Мы уже говорили о 
законе Ома и о законе сохранения энер- 
гии для мотора и записали соответст- 
вующие равенства (Г) и (И). Как бу- 
дут выглядеть аналогичные равенст- 
ва для динамо-мащины? 


Ответ. Пусть сопротивление це- 
пи динамо-машины равно Ю. Тогда, 
согласно закону Ома 


Ед = АВ, 
где Е. —э. д. с. индукции динамо- 
машины и /; — ток. 
Далее, если пренебречь потерями 
энергии (например, на трение), то 


можно записать закон сохранения 
энергин так: 
Ры = Ед. 

Здесь Ри — механическая мощность, 
затрачиваемая на вращение, якоря, 
Ед/д — электрическая мощность, 
развиваемая динамо-машиной. 

Решим теперь несколько задач. 

Задача 1. Электромотор по- 
стоянного тока с независимым воз- 
буждением, включенный в цепь ба- 
тареи с напряжением И = 24 в, при 
полном сопротивлении цепи В -= 
= 20 ом делает нп. == 600 об/мин при 
токе в цепи Г = 0,2 а. Какую э. д. с. 
разовьет тот же мотор, работая 
в качестве динамо-машины, при п. = 
= 1400 об/мин? 
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3. д. с., развиваемая днинамо-ма- 
шиной, равна 


по 
ры — т Бы, 


гдеЕ„ —э. д. с., возникающая в 
обмотке якоря мотора при скорости 
вращения п, = 600 об/мин. Ее мож- 
но найти из закона Ома: 


Е и. 
Поэтому 
Ед = (И — 1) = 
1 
1400 
= 506 (24—0,2-20) = 46,7 (6). 


Задача 2. Груз массой т под- 
вешен на нити, намотанной ка 066 
якоря динамо-машины с независимым 
возбуждением. Нить сматывается с 
оси так, что груз опускается с по- 
стоянной скоростью и. Динамо-ма- 
шина замкнута на сопротивление Ю. 
С какой скоростью и, будет подни- 
маться вверх тот же груз, если дина- 
мо-машину включить как электромо- 
тор в цепь постоянного тока с напря- 
жением И и с тем же сопротивле- 
нием цепи В? 

Мощность мотора, поднимающего 
груз массой лт со скоростью и», равна 
трио. Из закона Ома н закона сохра- 
нения энергни следует, что 


И — Е = В (1) 


ИТ == ВЮ + тво., (2) 
где / — ток и Е, — 3. д. с. индукции 
в обмотке якоря. Эта э. д. с. связана 


с э. д. с. индукции динамо-машнины 
соотношением 


и 





{3) 


Запишем тенерь закон Ома и за- 
кон сохранения энергии для дина- 
мо-машины: 

Ед = 14Ю 


н 
Ех Гл = тб. 


Отсюда 
Вд=у тво. В, 


н из соотношения (3) 


Е, = Е 


аа] 
о. улов. 


Подставив полученное выражение для 
Е„ в уравнение (1) и решая затем 
уравнения (1) и (2) совместно, найдем 


Утаи В И — три. В _ 
|9 ЕВС аи 
Е тЕк 
Е 
теЮ А. 

Задача 3 ($226). Электромо- 
тор постоянного тока с независимым 
возбуждением (с постоянным магни- 
том) поднимает груз со скоростью и, 
при помощи нити, маматывающейся 
на ось мотора. В отсутствие груза 
невесомая нить поднимается со ско- 
ростью ц. С какой скоростью и. 
будет опускаться тот же груз, если 
8 цепи якоря произойдет замыкание, 
в результате которого обмотка яко- 
ря окажется замкнутой накоротко? 
Трением в подшипниках пренебречь. 

После того как обмотка окажется 
замкнутой накоротко, мотор превра- 
тится В динамо-машину, причем ток 
Г в якоре динамо-машины будет та- 
ким же, каким он был, когда машина 
работала как электромотор. Действи- 
тельно, в обонх случаях один и тот 
же груз движется (поднимается или 
опускается) равномерно. Поэтому мо- 
мент сил, действующих на якорь со 
стороны магнитного поля индуктора 
и пропорциональный величине тока, 
равен моменту силы тяжести груза. 
При подъеме невесомой нити (в ре- 
жиме холостого хода} момент нагруз- 
ки равен нулю, следовательно, и ток 
| = 0. Запишем закон Ома для всех 
трех случаев. 

При подъеме груза с помощью 


мотора 
И—Е, = В, (1) 
где {/ — напряжение на клеммах мо- 
тора. 
Прн опусканин груза, когда мо- 
работает как динамо-машина 


Ед = ГВ. (2) 


тор 
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Когда мотор работает на холостом 
ходу , 

[93 р: Ен а 0. (3) 
Для трех э. д. с. Ех, Ени Ед можно 
записать следующие соотношения: 

Ен = -5° Ед (4) 

и 

Ен == И = Ед. (5) 


Окончательно из равенств (1} — (5} 
находим 
г. Е % — от. 


Упражнения 


1. Электромотор без нагрузки  дела- 
ет 1000 об/мин, а с некоторой нагрузкой — 
700 об/мин. Какой будет частота его враще- 
ния, если момент нагрузки увеличится на 
20%? 

2. Электродвигатель присоединили к 
источнику напряжения 500 а. Зная, что при 
токе 10 а он развивает мощность 4 квт, най- 
тн его мощность при токе 20 а (ток меняется 
вследствие изменення нагрузкл). 

3. Угловая скорость вращения якоря 
динамо-машины с постоянным магнитом уве- 
личилась на 10%. На сколько процентов 
увеличилась при этом полезная мощность 
дниамо-машины? 

4. Сопротивление обмотки якоря мото- 
ра равно Ю:, а обмотки индуктора — К.. 
Если обмотки якоря и нндуктора соединены 
последовательно и подключены к одному 
источнику тока, говорят о моторах с после- 
довательным возбужденнем, или о сернесных 
двигателях, Если же обмотки соединены по- 
раллельно, говорят о моторах с парадлель- 
ным возбуждением, или о шунтовых двига- 
телях. В каком случае максимальная по- 
лезная мощность будет больше? Каковы прн 
этом коэффициенты полезного действия шун- 
тового и сериесного двигателей? Напряже- 
ние на клеммах мотора равно Ц. 
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Ниже помещены варнанты вступительных 
экзаменов ло математике 1973 года на гу- 
манитарных факультетах Московского госу- 
дарственного универсытета им. М. В. Ломо- 
носова. 


Отделение планирования экономической 
кибернетики экономического факультета 


Варнант 1 


1. График функцин и-= | — 3х? пере- 
сскается в двух точках с прямой, наклонсн- 
ной к оси х под углом Ф. Вычислить абсинссу 
середины отрезка, соединяющего проскцни 
точек пересечения на ось х. 

2. Найти все пары чисел х, у, для которых 
выполняются одновременно следующие усло- 
вия: 

а) х" — 2хи г 12 = 0; 

6) хЁ-- 4? = 60; 

с) х является целым числом. 


3. Дан прямоугольный параллелепипед 
АвсрА,В, СО, с площадью основания $ 
и высотой Л. Через вершииу А, верхисго 
основания 4,8,С,0, проведена секущая 
плоскость. пересекающая боковое ребро ВВ; 
в точке В.. боковое ребро СС, в точке С, 
и боковое ребро РО; в точке О.. Найтн объем 
той части параллелепипеда, которая распо- 
ложена под секущей плоскостью, если извест- 
но, что СС. == с. 

4, 5100 шаров, из которых 300 красных, 
а остальные — белые, разложены в некото- 
ром числе ящиков так, что в каждом ящике 
находится не болсе трех шаров красного цвс: 
та. Доказать, что найдется два ящика, содер- 
жащих одинаковое число шаров (белых 
н красных в совокупности). 


Вариант 2 


\. График функции и-=- 2х? — х пере- 
сскается в двух точках с наклонной пря- 
мой, проходящей черсз точку оси и с ордина- 
той №. Найтн среднее геометрическое между 
длинами отрезков, соединяющих начало коор- 
динат с лроекциями точек пересечения на 
ось абсцисс. 

2. Найти все пары чисел х, и, для кото- 
рых одновременно выполняются следующие 
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условия: 

а) 22 — лу 9= 0; 

6) 2-й 81; 

в) х является целым числом. 

3. Точки Е и Е лежат по одну сторону 
от плоскости треугольннка АВС, причем 
отрезок ЕА перпендикулярен этой плоско- 
сти, а основание Н перпендикуляра ЕН, 
олущенного нз точки ЁР на эту плоскость, 
лежит на отрезке ВС. Найти объем много- 
гранника, ограниченного треугольннкамн 
АВС, АЕС, ЕЕРС, ЕСВ, ВЕЕ и АЕВ, если 
известно, что ЕА == а, ЕН == Ь и площадь 
треугольника АВС равна $. 

4. В 100 ящиках разложено 4000 белых 
и 300 красных шаров, причем вес каждого 
красного шара в три раза больше веса каж- 
дого белого шара. Доказать, что найдется 
два ящнка, содержимое которых имест одн- 
наковый вес. 


Отделение политической экономин 
экономического факультета 


Варнант |} 


1. Катер прошел вверх, против течения 
реки, 4 км, затем прознел вниз, по течению, 
сще 39 км, затратнв ма все | час времени. 
Найти скорость катера.в стоячей воде, ссли 
скорость течения реки 7,5 км/ч. 

2. В окружность вписан равнобедрен- 
ный треугольник с основанием п н углом 
при основании ©. Кроме того, построена 
вторая окружность, касающаяся обенх боко- 
вых сторон треугольника и первой окружно- 
сти. Определить радиус второй окружности. 

3. Решить уравнение 


1— 13-342 = 2%. 
4. Решать уравпеннс 


их -. т 2х — 45 Зх -:- 2 с05 х —4 ыы 
них — |] ме 


5. Решить неравенство 


1 
0х —3 < 10. —. 


Варкант 2 


1. Моторная лодка прошла вниз, по 
течению реки, +5 км н вверх, против течения, 
еще 4 км, затратив на все это [| час временн. 
Скорость течения реки 8,5 км/ч. Найти ско- 
рость лодки в стоячей воде. 

2. В равнобедренный треугольник с ос- 
нованнем а и углом пря основапин их вписана 
окружность. Кроме того, построена вторая 
окружность, касающаяся основання, одной 
из боковых сторон треугольника и вписан- 
ной в чего окружности. Определить радиус 
второй окружности. 

3. Решить уравчсние 


У — 2х = 8—1. 


4. Решить уравненне 
с0$ 4х —— с05 2х -+- 4 с0$ Зх -1- 2 с05х .!. 4 
Е 
5. Решить неравенство 
ЮЕк 3 > 10а: 3. 
Факультет психологии 
Вариант 1 


1. Двое рабочих получили задание обра- 
ботать партию из 72 одниаковых деталей. 
Первый рабочий обработал за 3 часа часть 
этой гартии, после чего был сменеи вторым 
рабочим, обработавшим за 4 часа оставшуюся 
часть партин. Сколько деталей обрабатывает 
за час второй рабочий, если для обработки 
18 деталей ему требустся время, ина М, Часа 
больше, чем то, за которое обрабатывает 
18 деталей первый рабочий? 

2. Найти все корви уравнения 

2109, т х -- дор, (3 с” х) -= 108.3. 

3. В правильной четырехугольной пира- 
миде ЗАВСО ($ — вершина) сторона осно- 
вания равна а, боковое ребро пирамиды равно 
5а/у 2. Пусть А и С — противоположные вер- 
шины основания пирамиды, Е — середина 
ребра 5С. Найтн расстояние от центра мара, 
вписанного в пирамиду ЗАВСО, до плоско- 
сти, проведенной через точки А н Е парал- 
лельно диагонали ВР основания АВСО. 

4. Найти все целые числа х, удовлетво- 
ряющине неравенству 


3 16: {21 — 5х) 


9 < 32 = од; (8х7). 


Варнант 2 


}. Два автоматических стаика обрабаты- 
вают фанеру. Первый станок приступил к об- 
работке партии в 64 м? фанеры ин за 4 часа 
обработал часть этой партии, после чего 
оставшаяся часть партии была обработана 
за 2 часа вторым станком. Сколько фанеры 
обрабатывает за час второй станок, если 
24 м? он обрабатывает за время, на один час 
большее, чем требуется на обработку 24 м 
первому станку? 

2. Найти все корни уравнения 

оз (2187 х) = юр 2 — 21083 (2 с05 х). 

3. Стороны основания правильной чс- 
тырехугольной пирамиды $ЗАВСР ($ — 
вершина) равны а, высота пирамиды равна 
Зу3 

2 
вершины оспования пирамиды, Е — сере- 
днна ребра 5С. Найти расстояние от центра 
нара, опнсанного около пирамиды ЗАВСО, 
до плоскости, проведенной через точки А, 
О. Е. 

4. Найтн все целые числа х, удовлство- 
ряющие неравенству 





а. Пусть В и ДР -- противоположные 


8 од, 13—12) 


32 — 3105: (3х —*) < Ч. 
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Отделение структурной н прикладной 
лингвистики филологического факультета 


Вариант |1 


1. Сумма, равная 53 коп., составлена 
из трехкопсечных и пятикопеечиых’ монет, 
общее число которых меньше 15. Если в этом 
наборе монет трехкопеечные мозеты заме- 
нить пятнкопеечными, а пятнкопеечные — 
трехколеечными, то полученная в результате 
сумма уменьшится по сравнению с первона- 
чальной, но не более чем в 1,5 раза. Сколько 
трехкопеечных монет было в наборе? 

2. Плоскость, не содержащая вершин 
заданной правильной л-угольной пирамиды, 
делит совокуиность этих вершин на две части. 
Сколькими способами можно осуществить 
подобное деление? 

3. Найтн минимальное значение сле- 
дующего выражения: 


с0$ 2х — 8 с0$х. 


4. Можно ли вокруг четырсхугольника 
АВСРО описать окружность, если АРС = 
:= 30’, ЛВ = 3, Вб-4 и АС-= 6? 

5. Решить уравнение 


а 1 
ох у 2х: — 8х -:- 9 = >. 


Варнаит 2 


1. В классе, в котором учнтся менее 
27 человек, писали контрольную работу. 
Среди выставленных за нсе оценок встре- 
заются только оценки 23», &4® и «5». Оценки 
«3» ИН о» получило одинаковое чнсло учени- 
ков, а оценок выше «3» поставлено больше 23. . 
Оценку 4» получило нечетное число учеников. 
Сколько оценок «3» и «4» было поставлено? 

2. Грани трехграниой призмы, зануме- 
рованные числамн от | до 5, окрашиваются 
пятью разиыми красками так, чтобы грани, 
имеющие общее ребро, были окрашены раз- 
ными цветами, Сколько различных способов 
такой окраски существует, еслн лва способа 
окраски счнтаются одунаковыми только тог- 
да, когда при каждом из них грани © оди- 
наковыми номерами окрашиваются в один 
и тот же цвет? 

3. Найтн мннимальное значение следую- 
щего выражения: 


— о Цех. 
с0$ х Е 


4. Вокруг четырехугольннка АВСР мож- 
о опнсать окружность. Кроме того, АВ=3, 
ВС=4, Ср-=5 и АР == 2. Чему равна длнна 
отрезка АС? 

5. Решить уравненне 


Тов» 2х? — 3х 1-2 = 1 
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РЕЦЕНЗИИ, 
БИБЛИОГРАФИЯ 





Новые книги 


Академия наук всегда уде- 
ляла большое внимание лро- 
паганде научных достижений. 
Этой цели, в частности, слу- 
жит серия «Научно-популяр- 
ная литература», издаваемая 
с 1931 года. За сорок с лиш - 
ним лет выпущено около 
1300 книг. Среди них — 
вошедшие в класскку миро- 


вой литературы произведе- 
ния С. И. авнлова, 
В. А. Обручева, 
А. Е. Ферсмана, 


Е. В. Тарле и других 
ученых. Успешными были 
издания коллективных на- 
учно-популярных трудов, 
дающих обзор современного 
состояния и проблем науки в 
ее ведущих областях, на- 
пример: «Глазами ученого» 
под редакцией А. Н. Не- 
смеянова, «Раука и мо- 
додежь», «Химия больших 
молекул» год редакцией 
А. В. Топчиева идр- 
В последнее время редакция 
научно-популярной лите- 
ратуры издательства «На- 
ука» ежегодно выпускает 
50—60 — научно-популяркых 
кинг. 


В 1974 году в редакции 
научно-популярной литерату- 
ры издательства «Наука» 
выйдут следующие научно- 
популярные книги по мате- 
матике н физике. 


1. Виленкин Н. Я. 
Полулярная комбинаторика. 
Объем 12 л. Тираж 25 000 экз. 
Цена 40 коп. (ТУ квартал), 


С комбинаторными зада- 
чами приходится иметь дело 
математикам, физикам, хими- 
кам, биологам, лингвистам, 
специалистам по кодам и 
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многим другим. Комбинатор- 
ные методы лежат в основе 
решения многих задач тео- 
рни вероятностей и ее при- 
ложений. В книге в популяр- 
ной форме рассказывается об 
интересных  комбинаторных 
задачах и методах их реше- 
иня. 


2.  Фаермарк Д. С. 
Задача пришла с картины. 
Объем 8,2 л. Тираж 90000 экз. 
Цена 54 коп. (Г квартал). 


Книга представляст собой 
своеобразную попытку. созда- 
ния научно-беллетристичес- 
кого произведения на матс- 
матической основе. Расска- 
зав о знаменнтой картине 
Н. П. Богданова-Бельского 
*Устный счет», о жизни ху- 
дожника и о его школьном 
наставнике — известном пс- 
дагоге и просветителе С. А. 
Рачинском, нзображенном на 
картине среди крестьянских 
детей, автор обращается к 
задаче, условие которой на- 
пнсано на классной доске. 
Далее читатель узнает о мно- 
гих интересных задачах, о 
русских, советских и зару- 
бежных математиках, внес- 
ших большой вклад в тео- 
рию чисел. Книга содержит 
много интересных математи- 
ческих фактов, наблюдений, 
теорем, и несомнеино будет 
полезна читателям «Кванта». 


3- Гегузин Я. Е. 
Очерки о диффузии в кристал- 
лах. Издание второе, допол- 
ненное. Объем 12 л. Тнраж 
30 000 экз. Цена 40 коп. 
(П1Г квартал). 


В книге около семидесяти 
глав-очерков, в каждой из 
которых популярно расска- 
зано о каком-нибудь диф- 
фузиониом явлении, процес» 
се или механизме. Темы очер- 
ков выбраны так, что книга 
охватывает практически все 
те проявления диффузион- 
ного перемещения атомов, 
которые представляют науч- 
ный интерес или важикы для 
практики. Каждая из глав- 
очерков — это самостоятель- 
ный рассказ, который с дру- 
гими связан только един- 
ством темы. Автор книги — 
доктор физико-математичес- 
ких наук, исследователь, нс- 
посредственно изучающий 
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диффузию, поэтому о многом 
в книге говорится на основе 
личного опыта. В новом 
издании книга дополнена 
очерками об эффектах и яв- 
лениях, обнаруженных и 
изученных в последнее вре- 
мя. В частности, изложены 
представления о так иззы- 
ваемой квантовой диффузии. 


4. Губкин А. Н. 

Электреты. Объем 10 л. 
Тираж 20000 экз. Цена 65 
коп. (ПТ квартал). 


Электрет — это постоянно 
наэлектризованный  диэлск- 
трник, несущий на одной сто- 
роне положительный заряд, 
а на другой — отрицатель- 
ный и способный создавать 
электрическое поле в окру- 
жающем его пространстве. 
В книге дается описание ме- 
тодов изготовления электре- 
тов из разных диэлектриков, 
их свойств, теорий электрет- 
ного эффекта, принципов ра- 
боты различных электретных 
прнборов. Обсуждаются но- 
вые направления техничес- 
кого применения электретов. 


5. Жданов Г. Б. 
Множественная — генерация 
частиц. Объем 8 л. Тираж 
12 000 экз. Цена 50 коп. 
(ТТ квартал). 


Новые — астрофизическне 
открытия познакомили нас 
с миром сверхвысоких тем- 
ператур н давлений. В этих 
условиях частицы атомных 
ядер — нуклоны — могут 
ускоряться до энергнй, ко- 
торые эквивалентны нагреву 
материи до триллионов гра- 
дусов. При столкновениях 
таких частиц концентрирует- 
ся невообразимо огромная 
энергия, что приводит к од- 
новременному рождению (ге- 


верацни) множества новых 
частиц — мезонов,  возбуж- 
денных нуклонов и анти- 


частиц. О методах эксперн- 
ментального изучения про- 
цессов множественной гене- 
рации частиц с помощью кос- 
мическнх лучей и мощных 
ускорителей заряженных 
частни и рассказывает эта 
книга. 


В. П. /ишевекий 





_ И 


Задачи 


1. Из цилиндрического бревна на- 
до вырезать прямоугольный брус нан- 
большего объема. Какой формы долж- 
но быть сечение этого бруса? 





2. Из прямоугольного  металли- 
ческого листа надо согнуть желоб с 
сеченнем в форме равнобочной тра- 
пеции (см. рисунок). Какой ширины 
должны быть боковые полосы и под 
каким углом надо их отогнуть, чтобы 
сечение желоба имело наибольшую 
площадь? 





«Квант» для младших школьников 


ражаются целыми 
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3. Почему кероснновая лампа гас- 
нет, если подуть сверху в ее стеклян- 
ный колпак? 





4. Вам нужно определить вес те- 
ла. Известно, что чашечные весы, 
которыми вы можете пользоваться, 
«неправильные». Зато гири — «пра- 
вильные». Как определить с нх по- 
мощью вес тела? 





5. Почему вола в проруби не под- 
инмается до верхней кромки льда? 





6. Стороны прямоугольника вы- 
числамн. Какой 


длины должны они быть, чтобы пе- 
риметр прямоугольника численно рав- 


Рисунки Э. Назарова иялся его площади? 
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После окончания занятий в вечерней 
математической школе, когда послед- 
нне школьники уже ушли домой, мы 
увидели забытую кем-то тетрадь. Это 
был дневник без имени автора. За- 
писи показались нам интересными, и 
мы решили напечатать выдержку из 
дневника. . 

«... Козы прожорливы и съедают 
все, до чего могут дотянуться. Мой 
прнятель ловко использовал это об- 
стоятельство. Он жил в деревне и хо- 
рошо знал грибные места. Но когда 
приходили друзья и спрашивали, 
куда пойти завтра за грибамн, он 
отвечал: «Коза покажет». В самом де- 
ле, к вечеру его коза съедала траву на 
участке в форме стрелки, направлен- 
ной к самому грибному месту (рис. 1). 
Мне стало ннтересно, как это у него 
получается. Вчера я рассказал об 
умной козе моему соседу-математику, 
и вот.что он мне ответил. = 

Математнк. — Это совсем не 
так сложно, как ты думаешь. Давай 
разбираться с самого начала. Если 





в поле привязать козу к колышку де- 
сятиметровой веревкой, то она съест 


траву, конечно, в круге раднуса 
10 метров. Попробуем привязать ее 
по-другому. В точках А ни В вобьем 
колышки, между нимн натянем ве- 
ревку. У второй веревки один конец, 
закрепим на «ошейнике» козы, а на 
другом конце сделаем петлю, которая 
будет скользить по первой веревке. 
Теперь коза сможет съесть траву на 
участке, состоящем из прямоуголь- 
ника н двух полукругов с центрами 
в точках А и В (рис. 2). Расстояние 
от точки границы «выеденного» 
участка до первой веревки всегда 
равно длине второй веревки. 

Я. — А что такое «расстоянне от 
точки до веревки»? Ведь можно изме- 
рять расстояние от точки М до точки 
А, или до точки В, или до какой- 
нибудь внутренней точки С отрезка 


‚АВ (рис. 3). Все время мы будем по- 


лучать разные результаты. 
Математик. — Расстоянием 
от точки М до отрезка называется 





Рис. 2. 


наименьшее из расстояний от точки М 
до точек отрезка. На рисунке 3 рас- 
стоянием от точки ЛМ до отрезка АВ 
является длина отрезка МА, потому 
что МА — наименьший из отрезков, 
соединяющих точку М с точками от- 
резка` АВ. Если же основание С’ 
перпендикуляра, опущенного на пря- 
мую АВ из точки Л”, попадает в от- 
резок АВ, то в качестве расстсяния 
надо взять длнну этого перпендику- 
ляра М’С’”. 

Теперь попробуем «ограничить» ко- 
зу прямоугольным участком. Поста- 
раемся использовать предыдущий ре- 
зультат. Вбив колышки в точках А 
и Ви привязав козу, как мы делали 
раньше, ограничим ее уже знакомой 
фигурой, которую нарисуем черным 
карандашом (рис. 4). Если вбить ко- 
лышки в точках С и р, то козе при- 
дется питаться внутри фигуры, об- 
веденной красным. Как ты думаешь, 
что будет, если мы к ошейнику козы 
прнивяжем две веревки, по одной «от 
каждой фигуры»? 

Я. — Здорово придумано! Теперь 
она будет есть траву только внутри 
общей части черной н красной фигур, 
то есть внутри прямоугольника. 

Математик. — Да, так и 
получится. Математики называют об- 
шую часть двух фигур их пересече- 
нием. Всегда, когда мы сумеем при 
помощи веревок н колышков ограни- 
чить козу какими-то двумя фигура- 
ми, мы сможем ограничить ее н пере- 
сечением этих фигур. Просто надо 
к ошейнику козы привязать веревки 
н «от первой», и «от второй» фигур. 





Рис. 3. 
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Рис. 4. 


Я. — Но если козу привязать к 
колышку десятиметровой веревкой, то 
она, вытянув шею, доберется до тра- 
вы, которая растет дальше, чем в де- 
сяти метрах. Шея-то у нее длинная! 

Математик. — Ты прав. 
Мы упрощаем дело — строим мате- 
матическую модель. Например, мы 
считаем, что земля ровная, коза съе- 
дает всю траву, до которой может до- 
тянуться, причем коза маленькая, а 
веревки длинные, н изображаем козу 
точкой. 

Я. —И считаем, что веревки не 
растягиваются ин скользят друг по 
другу. И еще — очень важно! — что 
коза не запутывается в веревках и 
может перепрыгнуть через них. 

. Математик. — Совершенно вер- 
но. Теперь вернемся к твоему прияте- 
лю. Стрелка — это пересечение парал- 
лелограмма и прямоугольника 
(рнс. 5), так что ничего удивительно- 
го в поведенин козы нет, она может 
«постронть» и более интересные фн- 


гуры- 


Задача. 1. Попробуй огра- 
ничить козу — параллелограммом. 
Задача 2. Ограничь козу 


а) треугольником; 

6) правильным шестнугольником; 

в) заданным выпуклым  много- 
УголЬником. 
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Я. — Решив эти задачи, я смогу 
заставить козу «съесть» и сектор. 

Математик. — Конечно, 
ведь сектор — это пересечение тре- 
угольника с кругом, а обе этн фигуры 
ты сможешь получить. Кстати, вот 
тебе еще задача. 

Задача 3. Как заставить козу 
съесть полукруг? 

Я. — Я подумаю над твоимн зада- 
чамн. Интересно, ты сам полностью 
придумал «Теорию голодной козы» 
нли воспользовался какими-нибудь 
математическими понятиями? 

Математик. —Я уже го- 
ворнл о таких вещах, как расстояние 
от точки до отрезка, пересечение фи- 
гур. Но, по-моему, самое нужное ма- 
тематическое понятне, которое исполь- 
зовалось, — это понятие «окрестности 
фигуры раднуса А». 

Определение. —Окрест- 
ностью радиуса Ю фигуры Ф называет- 
ся множество всех тех точек, расстоя- 
ние от которых до фигуры Ф не пре- 
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восходит Ю (здесь ЕЮ — неотрица- 
тельное число). 

Я. —А что такое «расстояние от 
точки до фигуры»? 

Математик. — Это естест- 
венное обобщение понятня «расстоя- 
ние от точки до отрезка». 

Определение. —Расстояни- 
ем от точки М до фигуры Ф назы- 
вается наименьшее из расстояний от 
точки М 00 точек фигуры Ф. 

Я. — Значит, окрестность радну- 
са А точки — это круг радиуса Ю, 
окрестность раднуса Ю отрезка АВ — 
та самая фигура, с которой ты иачал 
разговор (рис. 2). А что такое окрест- 
ность радиуса 0? 

Математик. — Сама фи- 
гура Ф. Вообще, еслн А < А., то 
окрестность радиуса Ю,; фигуры явля- 
ется частью окрестности раднуса Ю.. 

Я. — А прямоугольник является 
пересечением окрестностей отрезков 
(рис. 4). Интересно... 

Математик. — Заметим, что 
окрестность раднуса Ю фигуры Ф 
состоит из тех и только тех точек пло- 
скости, что лежат в окрестности ра- 
диуса Ю хотя бы одной из точек Ф, 
то есть лежат в одном из кругов ра- 
днуса А с центрамя в точках Ф. Кста- 
ти, вот тебе еще задачи. 

Задача 4. Что является ок- 


рестностями радиуса 1 следующих 
фигур (см. рис. 6): 

а) креста; 

6) окружности; 

в) прямоугольника; 

г) границы этого прямоугольника? 





Задача 5. Какова площадь 
окрестности радиуса А выпуклого 
многоугольника с периметром Р 
и площадью $? 

Я. — Мы забыли про козу. 

Математик. — Нет, по- 
чему же? Если у нас есть проволока, 
можно петлю веревки длины А на- 
девать на нее. Тогда коза съест ок- 
рестность раднуса А проволочного 
контура. Мы считаем, ковечно, что 
контур прниварен к единственному 
колышку, так что он неподвижен, и 
петля свободно скользит по нему. 

Я. — Значит, с помошью  про- 
волоки можно заставить козу съесть 
окрестности радиуса К окружности н 
границы прямоугольннка? 

Математик. — Да. Вот с 
окрестностью креста дело обстоит 
сложнее. 

Задача 6. Подумай, какой ну- 
жен проволочный контур, чтобы по- 
лучнть скрестность креста. 

Я. — Действительно, сам крест в 
качестве контура не подойдет — ведь 
через точку О (рис. 6, ‘а) петля не 
пройдет. Надо подумать... Интересно, 
можно ли в «Теории голодиой козы» 
нспользовать окрестность самого пря- 
моугольника, а не его границы? 

Математик. — Построим низ- 
кую загородку по границе пря- 
моугольника так, что коза легко пе- 
репрыгивает через нее. Один конец 
веревки длины А привяжем к ошей- 
нику, а другой — к рогульке — «яко- 
рю», который может двнгаться толь- 
ко внутри прямоугольника. Перета- 
щить его через загородку коза не мо- 
ЖеЕТ. Тогда коза будет питаться в 
окрестности радиуса К прямоуголь- 
ника. 

Ты, может быть, знаешь, что 
разностью Ф, /Ф, двух фигур Ф, иФ, 
называют фигуру, состоящую из всех 
тех точек Ф., которые не лежат в Ф.. 
Например, разностью прямоугольни- 
ка со сторонами 30 м и 40 м и окрест- 
ностью его границы радиуса 5 м бу- 
дет прямоугольник со сторонами 20 м 
и 30 м {фис. 7). 
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Рис. 7. 


Я. — В «Теории голодной козы» 
это можно использовать так. К пря- 
моугольному проволочному контуру 
30мх40 м пятиметровой цепью при- 
вяжем собаку. Она будет бегать по 
окрестности раднуса 5 м границы 
этого прямоугольника и не пускать 
козу за пределы прямоугольчи- 
ка 20 мх30 м. 

М атематик. — Вот похожая 
задача. 

Задача 7. Как одной собакой 
удержать непривязанную козу в по- 
лукруге? 

«Теорию голодной козы» можно 
развивать в разных направленнях. 
Напэнмер, можно пользоваться толь- 
ко колышкамн и веревкамн и требо- 
вать, чтобы все веревкн были постоян- 
но натянуты. Тогда заставить козу 
ограничиться прямоугольником 
АВСО можно так: вбить колышки в 
вершинах прямоугольника, натянуть 
веревки между А и В и между Сир, 
наброснть веревочное кольцо на ве- 
ревки АВ и СО, натянуть его до от- 
каза и привязать козу к кольцу. Ведь 
для точек прямоугольннка сумма рас- 
стояний до двух противоположчых 
сторон постоянна. Теперь ты 
сможешь заставить козу «съесть» 
треугольник н при новых ограниче- 
НИЯХ...». 

Следующий лист был выдран, и 
мы не узнали о дальнейшем развитни 
«Теорин голодной козы». Может быть, 
читатели «Кванта» помогут нам ни 
предложат свон варианты теорни? 
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ОТВЕТЫ, УНАЗАНИЯ. 
РЕШЕНИЯ 





К статье «Задачи о пересечении тел» 
| 12 
1. а) >; 6) 5 И: в) 55 И. 


д 
2. При = а= = объем общей части 


а 
1-1 42 5 
равен У зд. 
(= 


смотрите прямоугольник, получающийся при 
пересечении тетраэдра плоскостью, перпен- 
дикулярной оси вращения и такой, что 
угол между его диагоналями с“(таких прямо- 
угольникой будет два}. 

3. Отношение объема части тетраздра, 
находящейся внутри куба, к объему всего 


Указание. Рас- 


54-28 72 
тетраэдра равно Перо. О 
4. 2(2—У3). 
23 
5. 35 аз. 


3 
6. ити (счктая от вершяны пирамиды). 


1 
7. 5. Указание. Лусть одна грань 


двугранного угла пересекает какое-то ребро 
куба в точке М, а другая грань — другое 
ребро в точке №, тогда эти ребра непремен- 
но выходят из одной вершины, обозначим 
се А, причем МА-- МА = 1. 


т 





6 
5 


$ Зазн? - УАЗ а? 
- Та а ра агс а мы Уз : 
@бс 
и, атас °* 


К статье «Электрические машины постоян- 
иого тока» 
1. 8100 об/мин. 
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2. 6 квт. 
3. 21%. 
и. | 
4. Ро. тах = ЦЕ -В): = 5: 
(0 1 Г’ 
Ри. тах = 40. ; Иш во 
ю. 


К статье «Московский государственный 
университет нмени М. В. Ломоносова 
Отделение планировання ин экономической 
кибериетикн... 


Вариант 1 
!. —-& 8$. Указание. Уравне- 


ние прямой имеет вид Ух ШФ-Ь, 
ф э2 1/2. Абсциссы точек пересечения пря- 
мой и параболы являются корнями уравнения 
1 — 3х2 == хеФф-РЬ, а искомая абецисса 
середины отрезка, соединяющего проекции 
точек пересечения на ось х, равна полусумме 
корней этого квадратного уравнения. 


Ста ит м-в и- 
3. СЯ) 5/2. Указание. Про- 
должив боковые ребра АА, В8,, СС, 


РО, за верхнее основаяне А,8,С,0!, при- 
стронть к данному параллелепипеду сверху 
параллелепипед 2А,8,С.2.А'В'С'О’ высо- 
ты с. Доказать, что секущая плоскость 
А,В.С.). делит объем параллелепипеда 
АВСРА’В’С’О’ пополам. 

4. Доказательство провсдем от против- 
ного. Допустим, что все шары удалось разло- 
жить в № ящиков так, что в каждом ящике 
находится не более трех красных шаров 
н никакие два ящика ие содержат одинако- 
вого числа шаров. Занумеруем ящики в по- 
рядке возрастания числа лежащих в них 
шаров и обозначим через п; число шаров (бе- 
лых и красных в совокупности) в {-м ящике. 

Непосредственно из ‘сказанного следует 
справедливость соотношений 


пр 1, Из 2 па 1, 
пал. 1... 
откуда заключаем, что имеют место оцени 


па 1, Пр 2, ..., Вы М. 
Складывая все эти неравенства н вспоминая, 


о пм р пм 1 
Ю 


что пт ...-- пх=- 50, получаем 
(УИ 
91.0055 —, 
откуда ХМ = 100. Но, с другой стороны, 


№ > 100, поскольку лишь при этом условии 
можно разложить 300 красных шаров, не 
помещая болыше трсх красных шаров в каж- 
дый ящик. 

Итак, А == Ю0 и, следовательно, в каж- 
дый ящик положено по три красных шара. 
Тогда 

п: = 3, Па 4, Я в, ..., Ино = 10%, 


и, складывая эти неравенства, придем к про- 
тиворсчию: 

5100 = Л, +... -2 Я. 00о г 

105.100 
253.-...-- №2 = 5 =5250. 





Вариант 2 
1. Ув 2. 











2. х, =2, и, = 17.2; х.= — 2, = 
=: — 17/9. 
а 6 
3. З $. 
Вариант 3 
1. @-- 102. 
2. х, ==2, и -=9; х, = — 9, у =: — 9. 
3 а-| Б-.с 
. 3 5. 
Отделение политической  экономнн... 
Варнаят 1 
р. 37,5 км и. 
а 
2. 2япа(1- с05 5) ° 
3 х=— 2. 
4 ВЕ Ил р 
В -:- ПА: Хз = т 2мл, 
п =0, И, 2, т 
5. Ох. 
Варнант 2 
1. 42,5 ^м.ч. 
а 
а (1—5 =) е 
2. Ш. 
.&“ 2 
2+ та 
3. х= 1,2. 
4. х= лил, п--0, ЕР 2,. 
5. х> 1/2. 


Факультет психологии 
Вариант 1 
1. 9 деталей. 


5 5х 
2. х, = 5. -Н2яд, х, = в 2”, п=0, 


ой 
5 УИ 
а 
4. х, -= 3; х. =. 4. 
Варваит 2 
1. 8 м? 
и 
2. х= -- 2ля, п= О, +... 
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7а уз 
72 ° 
4. х, =, х. =3. 


Отделение структурной и прикладной 
лингвистикн 





Вариаит 1 
1. Шесть. 
2. пп — 1) -- 2 способа. 
3. Минимальное значение равно —7. 
4. Нельзя. 
5. х=4. 


Вариант 2 


. | оценка +3» и 23 оценки #4». 
. 240 способов. 
. Минимальное значение равно |. 


. “29971. 
Е 2 


К статье «Телевидение готовит в вуз» 
(см. «Квант», 1974, № 4) 
Математика 


я > съ 


Задачи 
1. х=-2. 
2. 24, 42. 
3. За 3 часа. 
4. 13 ем. Указание. Если х, и, 2— 


ребра прямоугольного параллелепипеда, то 
его диагональ равна 


Ук-у2 — 2 бу уг 2х). 





$152 
5. Эа 
36 
6. у а’. Указание. Доказать, 


что в осиование пирамиды можно вписать 
круг, причем высота пярамиды проходит 
через центр этого круга. 


ай 
7. ———. 
} Эа? -;- 41" 
8. агссоз |/ — соза. 


Контрольная работа № 4 


л 
То х; = дл, х.= — т дА, п, №=0, 
=] 


. Е. -.. 
2. х=8, н=6. 


УПА 








3. — 4 х< 0, 5 — «ха. 
4 9 
. х = -- д бАА, #=0, +12, ... 
| 
5. 0 <х= у х>3. 
УЗ 


Указание. Обозначить 108 ‚3 через ы. 
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Контрольная работа № 5 


1. 2 ^м.ч. 
2. 3535. 


т. 2: 
’ эта “ 
ат 2а зт (8/2) 


4. > — 2 (та -|- 0$ @) “п В/2 


Ука- 


занне. При решении задачи полезно вос- 


3 
пользоваться формулой г = 7, ге У 


объем пирамиды, 5’ — площадь полной ло- 
верхности пнрамиды, г — радиус шара, впи- 
санного в пирамиду. 











8 
5. —3 ^АЗ. 
Физика 
1. М = а (7? — Т!) =0,05 м. 
2. Г^ 0,49 с. 
м 
3. В = -#=1,!1 м; = — М = 
= 0,89 м. 
4. Рь = 0,96 к. 
И 1с08а 
5. Г==2я и; в 
6. тж / РЕ ВЕТ 
у м 92Е= 
у | 
= 1,05 с. 
7. А = 2; =1,2 . 
$, " 
ета 
Ш (им. — тс) 
2536 вт. 


1 
9. р = Элуеое = 750 ом-м. 
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'Ленинскнй проспект, 15, 
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———— 





аа 


Ую+ ват ва У + ебу. 2 


Г. 
1. = 2,8. 
Г. УЕ: @дм»я 
1 1 1 
= 15,5 
1 Г 82 АС ( я)- х 
х Ю-З гн. 


12. Ч = 4721 ее. 5 = 3,6-10-3 м. 
13. = Е =7,8-10-$ гм. 
4. С, = 
Сь (ле У ГС, — А^)* = 
4лае? С, — (21 УГО, — ^^) 
=150 яф 
(где с =3-108 м’с — скорость света). 


К задачам <Кваит» для младшнх школьников» 
(см. «Квант», 1974, №41) 

1. Шоссе надо провести под углом 60° 
к реке. 

2. Шарик большего диаметра подскочит 
выше. 

3. 7744. 

4. См. рисунок. 

5. Искомое геометрическое место точек— 


окружность радиуса 100 м, се центр 


ки 
2 
каходится на прямой, соединяющей группы, 
на расстоянии 100 м от группы из двух гром- 
коговорителей н 150 м — от группы из 
трех громкоговорителей. 


Чеховский полиграфический комбиат 
Союзполнграфпрома 

при Государственном комнтете Совета Министров 
СССР по делам нэзлательств, поляграфни и книж- 
ной торговли, г. Чехов Московской областн 


Рукописи не возвращаются 





Уголок коллекционера 


На марках — 
Академия наук СССР 


В нашей стране неоднократ- 
но выпускались марки, по- 
О 
СССР, ее ннститутам м уч- 
режденмям. Первые две та- 
кие марки былин выпущены в 
4925 году в связи с праздно- 
ваннем 200-летия Академим. 

На этих марках был мзо- 
С О О 
русского академика, выда- 
ющегося ученого нашей ро- 
дмины, М. В. Ломоносова на 
фоне главного здания Ака- 
демим наук в Ленинграде. 
Одну мз этих марок мы вос- 
производим в верхней ча- 
сти нашей подборки. 

В 1945 году, в связм с тор- 
жествамм по поводу 220-ле- 
тия Академии, была выпу- 
Щена серия из двух марок, 
На одной мз них изображе- 
но здание Президмума Ака- 
деммии наук в Москве, на Ле- 
нинском проспекте. Это же 
И ТТ 
частм недавно выпущенной 
марки, посвященной 250-ле- 
тию Академии наук. 

В 1940 году в серим из 
трех марок. посвященных 
М. В. Ломоносову, была вы- 
пущена марка с мзображе- 
ннем старейшего здания, 
принадлежащего Академим 
наук в Ленинграде, — знаме- 
нитой петровской кунстка- 
меры, в которой допгое 
время находились физиче- 
ский кабинет и астрономиче- 
ская обсерватория. 

Здание кунсткамеры вос- 
промзведено также на юби- 
лейной марке 1974 года (ле- 
вая часть) м още на трех 
приведенных здесь марках. 
Две мз ных посвящены 
М. В. Ломоносову. Третья 


4" 
ИЕ 


уча вай * 


230 

ча, Марон 
1 чл 
ЕТ мМАТиА 
АКААСЬИЕ 


марка была выпущена в 
1957 году в связм с 250-ле- 
тием со дня рождения од- 
ного из основателей Акаде- 
мии наук выдающегося ма- 
тематика м механика Лео- 
нарда Эйлера. 

8 1839 году Академня обо- 
гатилась Пулковской обсер- 
затормей, которзя м сейчас 
С и Е - 
мической обсерваторией на- 
шей страны. Она была осно- 
вана русским астрономом 
В. Я. Струве. Главный корпус 
этой обсерваторим мы ви- 
дмм на двух представленных 
здесь марках. Первая мз них 
вышла в 1954 году к откры- 
тию обсерваторим, восста- 
новленной мз руин после 
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почтл 
СССР 


Великой Отечественной вой- 
ны, во время которой на ее 
территории проходил перед- 
Е 
роны Ленинграда. На этой 
же марке воспроизведены 
портреты трех крупнейших 
русских астрономов — ака- 
демиков В. Я. Струве (в 
центре], Ф. А. Бредихина 
{спева) и А. А. Белопольско- 
го [справа]. Вторая марка 
была пыпущена двумя года- 
ми позже, в 1956 году. Она 
посвящена 125-летию со 
дня. рождения академика 
Ф. А. Бредихина, выдающе- 
тося меследователя комет. 
А. В. Алтыкис 
В. А. Лешковцев 


Ю 
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На фотографыч приведен проект нового здания Президнума 
Академим наук СССР [авторы проекта Ю. Платонов, А. Заез- 
дин, А. Батырева, С. Захаров, А. Леаенштейн]. 

Е а СТ 
щееся в Ленинграде. 
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В современной жизни нас буквально 
захлестывает поток разнообразной нн- 
формации, объем которой неуклонно 
возрастает. Эта информация переда- 
ется при помощи радио, телевидения, 
телефона и телеграфа в виде сигна- 
лов. Весьма важной характеристи- 
кой любых сигналов является их 
спектр, органически связанный с фор- 
мой и длительностью сигналов. Спек- 
тральные представления позволяют 
сравнивать разные по природе физи- 
ческие процессы и изучать акустиче- 
ские, электромагнитные, оптические 
и другие явления с единой точки 
зрения. Поэтому полезно иметь по- 
нятие о сигналах и их спектрах, 
знать связь между спектрами н дру- 
гими характеристиками сигналов. Об 
этом и будет ндти речь в настоящей 
статье. 


О сигнале 


Первоначальную информацию о бо- 
гатом и разнообразном мире, окру- 
жающем нас, мы получаем при пс- 
мощи глаз и ушей. Мы любуемся во- 
схитительным зрелищем восхода или 
заката солнца на море или на опуш- 
ке леса, радугой и северным сияни- 
ем, полотнами прославленных ма- 
стеров живописи, стройными здани- 
ями, разнообразными машинами и 
т. п, Глядя на текст и формулы, мы 
воспринимаем выраженные ими мыс- 
ли других людей. То же самсе про- 
исходит, когда мы слушаем речь 
или музыку. Во всех этих случаях 
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человек воспринимает сообщения, ко- 


торые играют роль носителей ин- 
формации. С этой точки зрения раз- 
личные звуки и изображения явля- 
ются примерами сообщений. 

Для передачи звука или изобра- 
жения на далекие расстояння сооб- 
щение прежде всего преобразуют в 
ссответствующий электрический си- 
гнал, то есть в электрический про- 
цесс и (0, характеризуемый опреде- 
ленной зависимостью электрической 
величины и от времени 1, или, как 
говорят, кодируют сообщение. Звуки 
сравнительно просто кодируются ми- 
крефонным устройством. На микрофон 
воздействуют упругие колебания воз- 
духа, роль сообщения играет звуко- 
вое давление р на мембрану микро- 
фона, изменяющееся во времени по 
закону р (0. При этом, например, 
в угольном микрофоне соответству- 
ющим образом изменяется сопротив- 
ление микрофона и ток в его цепи, 
в результате чего на выходе микро- 
фонного устройства напряжение и (8 
изменяется во времени по тому же 
закону, что и звуковое давление 
р (9. 

Значительно сложиее кодировать 
изображение. Сначала специальное фо- 
тоэлектрическое устройство преобра- 
зует оптическое нзображение в элек- 
трическое, в котором распределение 
напряжений соответствует яркости ра- 
зличных участков изображения. За- 
тем с помощью электронного луча, 
обегающего электрическое изображе- 
ние, осуществляется последователь- 


ное преобразование этого изображе- 
ния в электрический сигнал и (1, 
характеризуемый определенной за- 
висимостью и от времени [. В зави- 
симости и (1) и зашифрована ннформа- 
ция о данном изображенин. 

При изученни электрического си- 
гнала обычно несущественно, какая 
именно электрическая величина под- 
разумевается под и — напряжение, 
ток или заряд. Важно не что изме- 
няется, а как изменяется эта величи- 
на во времени. Можно отвлечься 
от физической природы этой вели- 
чины и ннтересоваться характером 
математической зависимости и (1), то 
есть функцией времени {, например, 
непрерывная она или импульсная, 
синусондальная или несинусондаль- 
ная ит. д. В конечном счете для нас 
важно, что независимо от физической 
природы сообщения кодирующий его 
сигнал передается в виде определен- 
ной функции вреуенн. 


Временное и спектральное 
представления сигнала 


Изучая некоторое событие, мы обыч- 
но интересуемся тем, где и когда 
оно произошло, какие перемещения 
в пространстве и изменения во вре- 
менн имели место. Поэтому мы при- 
выкли рассматривать большинство ве- 
личин как функции пространствен- 
ных координат и времени. 

Инсе дело сигнал. Значение про- 
странственных координат источника 
сигнала не имеет ссобого смысла, 
поскольку в земных масштабах си- 
гналы, перенссимые электромагнит- 
ными волнами, распространяются пра- 
ктически мгновенно (напомним, что 
в воздухе скорость электромагнит- 
ной волны = 3-108 м/с). Например, 
при трансляции спектакля из москов- 
ского театра радиослушатели во 
Владивостоке услышат звук, произ- 
несенный на сцене, даже раньше 
сидящих в задних рядах партера мо- 
сквичей, поскольку электромагнитные 
волны распространяются примерно в 
миллион раз быстрее звуковых. 
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Зато очень важно знать, как си 
гнал изменяется со временем, так 
как именно в зависимости и (1 и со- 
держится передаваемая информация. 
Эту зависимость можно записать ана- 
литически или представить в виде 
графика и (1). Но можно сигнал оха- 
рактернзовать по-другому, с точки 
зрения его спектрального состава, 
и тоже представить графически со- 
ответствующим образом. Что же та- 
кое спектр сигнала? Попробуем в 
этом разобраться. 

Будем рассматривать, 
образом, такие сигналы, которые 
являются периодическими, то есть 
функция и (Ё удовлетворяет соот- 
ношению 


и (Е - пТ) = и (0, 


главным 


где Т — постоянная величина, 
зываемая периодом, п — любое це- 
лое число. Периодический процесс 
можно характеризовать также , ча- 


стотой 


на- 


"=. 
полагается, что такая пернодичность 
длится вечно и не имеет начала и 
конца во времени. Практически к пе- 
риодическим процессам относят та- 
кие процессы, длительность которых 
намного больше периода. 

На рисунке 1! представлены гра- 
фики трех различных периоднческих 
процессов. Легко заметить, что у них 
одинаковая частота, но различная 
форма колебаний. В дальнейшем вы 
увидите, что эти различные по форме 
колебания имеют разный спектраль- 
ный состав. 

Рассмотрим такой опыт. Пусть 
ссть много различных резонансных 
контуров, настроенных на частоты 
Ус, 2 №, З\о ИТ. Д., и электрические 
сигналы, соответствующие — указан- 
ным процессам, одновременно воздей- 
ствуют на эти контуры. Оказывается, 
что первый сигнал и,(Ё) возбуждает 
колебання в трех контурах, настро- 
енных на частоты у 2% и Зу,; 
на второй сигнал и.({) откликнется 
значнтельно болыше контуров, а при 
воздействии последнего сигнала из(й) 


Теоретически пред- 
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колебання возникают только в одном 
контуре с собственной частотой \. 
Очевидно, для таких колебательных 
контуров перноднческий процесс 
из является простейшим, посколъ- 
ку он вызывает возбуждение только 
на одной частоте, равной у.. Этот 
процесс вам, безусловио, знаком, он 
представляет собой так называемое 


синусондальное, или Гармоническое, 
колебание, описываемое — соотноше- 
ннем 


и (1) = Аз (а Е): 
== А ча (м, -- $}, 





БЁр:/Куап.тссте.ги 


н удовлетворяющее условиям 
А, в, ч = соп&, 


где А — амплитуда, ф — начальная 
фаза, ®, = 2 п, — круговая часто- 
та колебаний. 

Как же объяснить тот факт, что 
каждый из сигналов и(ои ий 
одновременно возбуждает песколько 
коитуров, настроенных па разные 
частоты? Можно заметнть, что эти 
сигналы ведут себя так, как если бы 
каждый из них представлял собой 
сумму пескольких синусоидальных 
колебаний с разными частотами. Стро- 
го это свойство было доказано фран- 
цузским ученым Фурье и сформули- 
ровано нм в виде замечательной тео- 
ремы. Она утверждает, что практи- 
чески любую периодическую функцию, 
частота которой равна у„, Можно 
представить в виде суммы сннусоид 
с соответствующим образом подобран- 
ными амилитудами н начальными фа- 
зами и частотами, кратными у» (такие 
сннусоиды часто называют гармони- 
ками), или, как говорят, эту функцию 
мажио разложить в ряд Фурье. Эта 
теорема может быть записана следу- 
зощим образом: 


н (0 = А, за (<, Ё-Ф,) 


| Аз (Ро, Ё- $.) + 
+ Азмя Зо Р-Р Ф |... 
. + Арзт (оо Ё- 9) -... 
илн, более кратко, 
и (1) = х^ 5т (2 0 -- Ф»), 
где А — момер гармоники, опредс- 


ляющий ее частоту, А, — амплиту- 
да тармоники, ф, — начальная фаза 
гармоники, ®, — круговая частота 
исследуемого процесса. 

Таким образом, сигнал, представ- 
ленный в виде суммы синусонд, мож- 
но удобно и просто охарактеризозать 
совокупностью величин А; и ф. 
Совокуйность величии А, называет- 
ся спектром ампантуд. Этот слектр 
наглядно представляют графически, 
откладывая но оси ординат значе- 
ния А; н по оси абсцисс у и изобра- 
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Рис. 3. 


жая амплитуды отдельных гармоник 
вертикальными отрезками соответству- 
ющей длины. Такой спектр является 
линейчатым и гармоническим. По- 
следнсе означает, что между часто- 
тами гармоник существуют просгые 
кратные соотношения. Если процесс 
не периодичен, он также может быть 
представлен суммой сннусояд, но 
спектр подобного процесса не будет 
гармоннческим. Совокупность вели- 
чин 4, называют спектром фаз. При 
анализе сигналов в большинстве слу- 
чаев достаточно знать только ампли- 
тудные спектры. Поэтому для крат- 
кости амплитудные спектры называют 
часто просто спектрами, что мы и бу- 
дем делать в дальнейшем. 

Как правило, с увеличением но- 
мера гармоник их амплитуды убыва- 
ют, и, начиная с некоторого номера, 
амплитуды последующих гармоник 
становятся столь малыми, что ими 
можно пренебречь. Поэтому практи- 
чески спектры имеют ограниченное 
число спектральных линий. Одной 
из характеристик спектра является 
его ширина. Шириной спектра назы- 
вают интервал на шкале частот, в 
котором размещается такой спектр. 

На рисунке 2 приведены сисктры 
функций и:(10), ц-(0) и из(0, получен- 
ные, например, с помощью упомяну- 
того выше набора резонансных кон - 
туров. Они наглядно иллюстрируют 
связь между временными и спект- 
ральными представлениями  сигна- 
ла. Мы видим, что чем резче измене- 
ния функции во времени, тем богаче 


и шире ее спектр. Это естественно. 
Чтобы, складывая непрерывные и 
плавно изменяющиеся синусонвды, по- 
лучить резкие изменения результиру- 
ющей функции, требуется сложить 
большюе число синусоид с разными 
частотами, амплитудами и фазами. 
Для воспроизведения же непрерыв- 
ного процесса, близкого к синусон- 
дальному, достаточно небольиого чи- 
сла таких синусоид. В качестве прни- 
мера на рисунке 3 показано графиче- 
ское сложение трех  синусоинд с 
частотами н амплитудамн, соответству- 
ющими спектру рнсунка 2, а, и 
начальными фазами, равными нулю. 
Результирующая кривая (она пока- 
зана синим) по форме совпадает с 
кривой на рисунке 1, а. 


Спектры звуков 


Звуковые сообщения обычио под- 
разделяют па музыкальные звуки и 
ШУМЫ. 

Музыкальный звук представляет 
собой периодически изменяющийся 
процесс, например, такой, как на 
рисунке 4, а. В частности, если этот 
и роцесс — гармонический, говорят о 
музыкальном тоне. Используя раз- 
ложение Фурье, музыкальный звук 
можно рассматривать как совокуп- 
ность основного музыкального тона 
и нескольких высших гармоник — 
обертонов. В спектре соответствую- 
щего сигнала наибольшую амплитуду 
имеет основной тон, с ростом номера 
гармоник амплитуда их заметно 


5 





Рис. 4. 


падает, так что практически спектр 
музыкального тона имеет  сравни- 
тельно немного гармоник. Роль этих 
гармоник в эмоциональном восприя- 
тии музыки очень велика. Они опре- 
деляют тембр музыкальных звуков. 
Беря одну и ту же ноту на различных 
ннструментах, мы получим звуки с 
разным числом гармоник н разными 
ссотношеннями между их амплитуда- 
‘ми. Соответственно и спектры этих 
звуков будут различными, благодаря 
чему наше ухо различает, на каком 


о 1000 2000 3000 4000 
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нменно ‘инструменте звучит данная 
нога. На рисунке 5 представлены 
графики и спектры звуков рояля и 
кларнета для одной и той же ноты. 

Такие отрывистые звуки, как уда- 
ры барабана, стук кастаньет, явля- 
ются шумами. Сигналы шумов отлн- 
чаются непериоднчностью и сложной 


зависимостью от времени (папри- 
мер, такой, как на расуике 4, 6}. 
Одии из таких спектров — спектр 


шума компрессора — показаи на рн- 
сунке 6. В нем очень много различ- 
ных частотиых компонеит. Сиектр 
шума значительно шире и богаче 
сиектра музыкальных тонов. В этом 
легко убедиться, произведя, напрни- 
мер, иростой опыт © камертонами, 
имеющими различные собственные ча- 
стоты колебаний. На длительное зву- 
чание чистого музыкального тона 
откликиетея только одни из камер- 
тонов. Если же вблизи резко ударять 
по барабану, зазвучат многие ка- 
мертоны. То есть чистый тои может 
быть представлен одной частотой. 
а Удары барабана — большим числом 
частот. 
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Качественное отличие различных 
шумов выражается в том, что спектр 
одного шума может иметь более изч- 
тенсивные спектральные компоненты 
в области низких частот, а другого 
шума — на более высоких  часто- 
тах, то есть в различных про- 
псрциях между спектральными ком- 
пснентами. 


Какого цвета шум? 


Спектральные представления позво- 
ляют создать единый и наглядный 
язык для описания процессов раз- 
алнчной физической ирироды, исполь- 
зовать подчёс неожиданные ассоцу- 
ации и аналогин. 

Так, например, специалисты инсг- 
да используют термин «белый шум». 
С точки зрения филологов это — 
бессмыслица, и они могут язвитель- 
но заметить, что шум не имеет цвета, 
мы его не видим, а слышим. Однако 
для физика это вполне понятное, до- 
вольно точное и емкое определенее, 
нспользующее аналогию между зву- 
ком и светом. 

Известно, что ощущение белого 
цвета является результатом воздей- 
ствия на глаз целой гаммы световых 
лучей, от красного до фиолетового. 
Белый свет имеет сплошной спектр, 
в котором представлены все частоты 
видимой части шкалы электромагнит- 
ных. волн (от 3,8.10% до 7,5-10Н гц). 
Хотя существует определенное рас- 
пределение энергни по частотам н 
максимум энергии, излучаемой нсточ- 
ником белого света, приходится на 
конкретный участок вндимого спект- 
ра (в частности, максимум ‹энергин 
излучення Солнца находится в жел- 
то-зеленой части), нзлучение в осталь- 
ных участках видимого спектра тоже 
достаточно интенсивное, то есть в бе- 
лом свете энергия красного, зеленого, 
сннего и других цветов более нли 
менее равномерно распределена по 
всему днапазону видимых световых 
волн. } 

‚ Аналогично этому «белый шум» — 
это такой шум, в сплошном спектре 
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Вис. 8. 


которого присутствуют все звуковые 
частоты, причем различные спектраль- 
ные компоненты отличаются по энер- 
гии пе очень сильно. 


Спектры импульсных сигналов 


В современной технике, наиример, 
в телеграфии, радиолокации, телевн- 
дении часто используются сигналы 
в виде периоднчески повторяющихся 
нмпульсов прямоугольной формы 
(рис. 7 и 8). Как видно из этих ри: 
сунков, такие сигналы имеют бога- 
тый спектр, содержащий много спек- 
тральных линий, сгруппированных в 
своеобразные «лепестки», причем ча- 
стоты, соответствующие «узлам» этих 
лепестков, равны п/‹, где л — номер 
лепестка. Теоретически — подобные 
спектры имеют бесконечную протя- 
женность по частоте, но поскольку 
после третьего лепестка амплитуды 
гармоник становятся пренебрежимо 
малыми, практически можчо огра- 


ничиться первыми тремя лепестками. 
Ширина такого ограниченного спект- 
ра А» связана с длительностью им- 
пульса т простой зависимостью: 
РЕЯ 
ть 
то есть ширина спектра прямоуголь- 
ного импульса обратно пропорцио- 
пальна его длительности. 

Это соотношение имеет болышое 
практическое значение. Оно показы- 
вает, что чем меныше длительность 
импульсов, то есть чем меньше занн- 
мается линия связи, тем более широ- 
ким является сисктр такого сигнала 
и тем более широкая полоса частот 
требуется для достаточно правиль- 
ного его воспроизведения. 

Так, например, лри передаче те- 
леграфных сигналов средняя длитель- 
ность импульсов (точек и тире) при- 
мерно равна 0,Р с. Этому соответ- 
ствует ширина спектра Ах = 30 гц. 
Если, для того чтобы меныше време- 
ни занимать линию связи, передавать 
телеграфный сигнал в 100 раз быстрее 
(т -= 0,001 с), АУ возрастает до 
3000 гц. Следовательно, чем быстрее 
передается сигнал, тем шире его 
спектр. 

Иногда сама природа сообщения 
требует быстрой передачи соответ- 
ствующего сигнала. Так, в частности, 
обстоит дело в телевидении. Поскольку 
зрительное ощущение изображения 
сохраняется в нашем глазу только 
в течение примерно 1/25 секунды, 
нужно за это время успеть передать 
один кадр, то есть в виде импульсов 
последовательно передать ннформа- 
цию о яркостях примерно 500 000 
элементов изображения (по совре- 
менным стандартам). В данном случае 
кажлый импульс длится меньше 
миллионной доли секунды, при этом 
спектр телевизионного сигнала зани- 
мает полосу частот шириной в де- 
сятки миллионов герц что обу- 
словливает ссобые трудности его пе- 
редачи. 

На примере прямоугольных 
пульсов мы 


НМ- 
столкиулись с весьма 
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любопытной закономерностью, спра- 
ведливой и для других видов нм- 
пульсов. Эту закономерность можно 


выразнть математически, переписав 
приведенное выще соотношение в виде 
т. Ау = с0п$4. 


Физический смысл этого соотношения 
состоит в том, что невозможно одно- 
временно сконцентрировать такой си- 
гнал во времени и по частотам. Если, 
например, стремясь сжать сигнал во 
времени, то есть быстрее передать 
ннформацию, мы уменьшаем длитель- 
ность импульсов 1, при этом увели- 
чивается полоса частот и спектр сн- 
гнала расширяется. 

Из приведенной формулы также 
следует, что ширина спектра Ау пря- 
моугольных импульсов определяется 
только их длительностью т и не за- 
висит от частоты повторения импуль- 
сов у=1/Г. Это важно практиче- 
ски, так как позволяет легко опреде- 
лить минимальное значение т, при 
котором полоса частот, занимаемая 
данным сигналом, не превысит допу- 
стнмую для данной системы передачи 
ни приема импульсных снгналов. 

Однако, с изменением частоты % 
изменяется число спектральных лни- 
ний в каждом лепестке, то есть нх 
густота. Так, с увеличением ннтер- 
вала между импульсами уменьшается 
*, И число этих линий в лепестках 
спектра увеличивается (рис. 7и8). 
Очевидно, в предельном случае пе- 
рехода от пернодически повторяю- 
щихся импульсов к одиночному им- 
пульсу (Т — < иу- 0) спектр дол- 
жен стать сплошным, что действи- 
тельно подтверждается опытом. 

Болыной практический интерес 
представляет спектр импульсов, во- 
зникающих при включении рубиль- 
ников, контактов различных элек- 
трических цепей, когда ток в цепн 
резко возрастает от нуля до опре- 
деленной величины (рис. 9, а). Та- 
кой сигнал имеет сплошной спектр, 
показанный на рисунке 9, 6, где по 
горизонтальной осн отложена непре- 
рывно меняющаяся частота у. Из 





Рис. 9. 


рисунка видно, что наибольшую ин- 
тенсивность имеют спектральные ком- 
поненты низких частот. Действие та- 
ких импульсов мы часто обнаружи- 
ваем, сидя за радиоприемником, кс- 
гда вблизи проходят трамваи, троллей- 
бусы, работает электросварка ит. п. 


Заключение 


Спектральные представления унни- 
версальны, они объективно характе- 
ризуют практически важные свой- 
ства любых колебаний и волн. Как 
мы видели, спектры самым тесным 
образом связаны с формой и длитель- 
ностью соответствующих процессов 
и сигналов. Спектральные представ- 
ления позволяют сравнивать разные 
объекты информации (музыка, речь, 
помехи, изображения и др.) с еди- 
ных позиций, определять ширину 
спектра кодирующих их сигналов и 
на основании этого судить о возмож- 
ности передачи этих сигналов по 
тем или иным линиям связи. 


Упражнения 


1. Попробуйте убедиться в том, что не- 
синусоидальный пернодический процесс из(2) 
(рис. 1, 6) можно приближенно представить 
суммой пятн сииусонд с частотами и ампли- 
тудами, соответствующими спектру рисун- 
ка 2, 6, и начальными фазами, равными ну- 
лю. Сложите алгебраически ордннаты этих 
синусоид для иескольких периодов снгиала 
из(1) и постройте результирующую кривую, 


2. В днапазоие каких частот могут со- 
здавать помехн прямоугольные электрические 
импульсы длительностью 10 мкс каждый, 
повторяющиеся 2 000 раз в секунду? 
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Задачи 


1. Семиклассинк Петя 
утверждает, что с помощью 
циркуля и лннейки можно 
построить приближение лю- 
бого острого угла с абсолют- 
ной погрешностью не более 
0,0000001 градуса. Прав лн 
он? 


2. Решить снстему урав- 
нений: 


а'УБ-Ь "У = 1973, 


а ббНь Иа = 1974. 


3. Можно ли располо- 
жить на плоском столе четы- 
ре одинаковые монеты, чтобы 
каждая из них касалась трех 
остальных? 


4. Расшифровать ра- 
веиства: 

2) 16х48 = в; 

6) зт Х эт = агсзт. 


5. Будет ли при каких- 
либо натуральных значениях 
букв верно равенство 


3/3 
УГ+УИЕ=У? 


6. Сколькими  способа- 
ми можно «расшифровать» 
пример: 

_ фунт 
фут 
пуд? 


В. Ф. Акулич 
И. Ф. Акулич 
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вс левкискич ЧИФЛА 
БЕРНУЛЛИ 


В,= В, = „=...2О — 


, 7) Ут+ #т?+ п; 
мя) ал“ + п; 


2 





С древних времен математики пытались постичь тайны удивительного мира 
чисел. Этот мир привлекает своим многообразием, строгостью и совершен- 
ством законов. Здесь есть «великаны» и есть «карлики», обычные «трудяги» 
н такие «знаменитости», как л ие. Но еще более многообразен мир число- 
вых последовательностей. Здесь и последовательность натуральных чисел 


Виа 
и полная глубоких тайн последовательность простых чисел 
Ро Зи 


и последовательность «биномиальных коэффициентов» 
и и 
появляющихся при возведении в степени 2, 3, 4, ... «бинома» а + 68: 
(а 6) = а + Са + Сл... + Ета. (1) 


Числа Сл являются основным инструментом увлекательной области мате- 


матики — комбинаторики *). Они нам будут нужны и в этой статье. Напом- 
ним, что вычисляются они очень просто — по формуле 


Е(Е—1)(#—2)..(&—т-+ 1) 
т — У— до 
СР= а (2) 
| т=А, с помощью которой вы легко выведете их важнейшее свойство: 


—1 гы 
с ЕСИ, (3) 
(теорема Паскаля). Формулу (2) можно переписать еше и в 
таком, более «компактном» виде: 


ити (2*) 


^ т! (Е — ту 


где п! = 1.2.... п прип_> 0; значение 01 полагается равным единице 
(значок | называется  факториалом). Из формулы (2“) иемедленно 
вытекает еще одно свойство биноминальных коэффициентов: 


а (3*) 





*) Об этой науке рассказано в книге Н. Я. Виленкина с одноименным назва- 
инем, М., «Наука», 1969. 
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Очевидно, что С?=1. (Это также сразу получается из (2*), если учесть, 
что 0! =1.) Кроме того, будем считать, что при т > # числа С” =0 по 
определению. 

В этой статье речь пойдет об одной замечательной  последовательно- 
сти чисел, которую открыл выдающийся швейцарский математик Якоб 
Бернулли (1654 — 1705). 

Последовательность эта играет в математике важную роль, что объ- 
ясняется ее связью с вопросами суммирования функций, простыми  чис- 
лами, великой теоремой Ферма, а также другими задачами. 


1. Что такое числа Бериулли? 


Возникли эти числа у Бернулли в связи с изучением им сумм*) 


5» (п) = 1+2 +... + п^. (4) 
С помощью разложения (1) напишем тождество 
(а— ТА! — а! = — СА аа - Су а" +... + (— Са (С- А+". 


Полага а=|, 2,... п и складывая результаты слева и справа, 
мы получим: 


Е! = — С}, 5 (п) + 02, бк (п) +... + 
+(— 1)^С, 1$, (п) + (— 1)* 1$, (п), $ (п) =. 
Отсюда вытекает рекуррентное соотношение 


$® (п) = Е [ПА + 22$, (п)... + 





+ (— 1401 $, (п) + (— 1)^ +15. (м)], (5) 


из которого легко получить сумму $, (п), если известны суммы $, (п), 
5:(п),..., Эла (п), причем по индукции следует, что 5, (п) является 
многочленом степени # -- 1 без свободного члена. 
Например, проверьте, что 
1 


5, (п) аи, 


$а (п) и п, 


5, (п) = “+ пп, 


Определение. Числами Бернулли В, называются — коэф- 
фициенты при первой степени л в многочленах $, (п), # =0, 1,2,... 
Так например, из формул для $, (п), 53 (п), $3 (п) следует, что 
1 1 
Ве =1, В =, Вз=-, В,=0. (6) 
Из определения ин рекуррентного соотношения (5) вытекает простой способ 
вычисления чисел Бернулли. Так как 5, (п) является  многочленом 
без свободного члена, то, разделив обе частн формулы (5) напи 


*) Подробио о суммах $‹ (п) см. в статье В. С. Абрамовича «Суммы однна- 
ковых степеней натуральных чисел», «Кваит», 1973, № 5. 


ч 
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полагая затем п.-=0, получим рекуррентную формулу для вычисления 
чисел В»: 

1 
Вь ЕТ [С Вы, — Саи Вл-а +... + (— *СЕ В, — (— П* Ве а 
Ве = 1. 


Проверьте с помощью этой формулы значення первых четырех чисел 
Бернулли (см. (6)). 

Бернулли удалось доказать, что и другие коэффициенты многочлена 
$» (п) вычисляются с помощью чисел В‚. Коэффициент при п? оказывается 


Вк— Вь- 
равным -^—+ С}, коэффициент при п? равен-^-®.С}, наконец, коэффициент 
Е 
5. 
Особняком стоит коэффициент при старшей степени &--1, который сра- 
зу находится нз формулы (5). Он равен 








В 
при степени л* оказывается не зависящим от А и всегда равным —=* С = 


+1 * 
Таким образом, формула Бернулли имеет вид 
5к (п) = Влп -|- 


Вы, Вь_ в ЕТ 
Ве С? НУР... + ДС +Ерг. 8) 








В следующем параграфе мы покажем, что формула (8) на самом деле 
вдвое короче. 


2. Числа Бериулли с нечетными номерами 


Теорема. Все числа Бернулли с нечетнымл номерами, кроме В, рав- 
ны нулю: Вт: = 0 при т>1. 

Для доказательства воспользуемся равенством (1); применим его к 
разности (1+ а)?" — (1 —а)?”: 

(1+ 2)” — (1 — а)?” = 2 (СБ а-+ Са -- СВ а +... + С2т-—1а2т-1 }, 


Полагая здесь а =1, 2,..., п и складывая полученные результаты, сле- 
ва получим: 


(Зэт (п) + (п + 1)" — 1) — ($2 (п) — п2") = (п -- 127 4. 127" — 1. 
Справа же получим выражение 
2 (С. $, (п) + (35, (п) +... + С" 15$ т— 1 (п). (9) 
Итак, имеем 
(п 1)?” + 227 —1=2(С1 5, (п) + (3.5, (п) +... + С2"-! $2т-—1 (п)). 


Вычислим коэффициент при п в выражениях, получившихся в правой и 
левой частях. В выражении, стоящем в левой части, этот коэффициент бу- 
дет равен 2 т (очевидно). Получить вид коэффициента при первой степе- 
ни Л в выражении, стоящем в правой части, немногим сложнее: для этого 
достаточно в формуле (9) заменить суммы 5, (п) (= 1,3,....2т-— 1) 
числами Бернулли с теми же иомерами (это утверждение следует из самого 
определения чисел Бернулли). Значит, имеет место такое тождество: 


СВ, + С3„В, + С$ „Вь + ао -|- Ст 1 Ват—1 = т. 
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| 
Но так как С'}„=2т, а В, = _, то должно быть: 


В, -- С „Въ -- ... + Ст —1В. 


2т ?т—1 


вр 


2т 


0. (10} 


Полагая здесь последовательно т =: 2, 3, 4,... и учитывая, что Са : 0 
при Кл, получим: 
Вз = В, = В; =... О. 


3. Связь с простыми числами 


Христиан Штаудт (1798—1867), исследуя числа Бернулли, по- 
лучил красивый и глубокий результат. раскрывающий арифметическую 
природу этих чисел. Пусть задано число В,. Рассмотрим все простые 
числа р, не превосходящие А -|- 1, и такис, что р — 1 нацело делит А (го 
есть номер данного числа Бернулли). По всем таким р составим конечную 


кз ! р г 
сумму вида № ->`— назовем ее суммой, соответствующей данному числу 
| 


Бернулли В, (рассмотрением как раз таких сумм и занимался Штаудт). 
1 
Оказалось, что число В, и соответствующая ему сумма а взаимно 
за 


р .\ 1 = . 
дополняют друг друга до целого числа. Итак, В, -+ Х- — всегда число 


целое! 

Прнведем пример, позволяющий оценить важность этого результата 
Штаудта. Пусть нам известно, что В‹ таково, что 0 < В; < 1. Мы хотим 
найти его точное значение; оказывается, что ‘теперь это уже сделать легко. 

Действительно, делителями 6 являются числа 1, 2, 3, 6. Увеличив 
нх на единицу, получим числа 2, 3, 4, 7. Из них простыми являются чис- 








1 
ла 2, Зи 7. Подсчитываем сумму \ —: 
ыы. Р 
в 
273 ет 


41 . 
Таким образом, по теореме Штаудта а = Вв должно быть целым числом, 


но так как по условию 0 < В, < 1, то единственным подходящим целым чн- 
слом является 1. Поэтому 


41 1 
Ве = 1—4 =ч2. 


Упражнение 1. Найдите В, д, которое заключено между числами Ёи 2. 


4. О теореме Куммера 


В 1850 году великим немецким математиком Эрнстом Кумме- 
ром (1810—1893) был получен важный результат, относящийся к пробле- 
ме существования решения в целых числах уравнения Ферма х” - у" = 2", 
п=3—к проблеме Ферма. Хотя результат этот и не решает пол- 
ностью проблемы, тем не менее он и по сей день сстается одним из самых 
значительных, полученных в этом направлении. Этот результат оказыва- 
ется тесно связанным с числами Бернулли. 

Прежде, чем сформулировать теорему Куммера, введем следующее 
определение (предложеннсе Куммером). Пусть задано простое 
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число р = 3. Назовем его регулярным, если ни один из числителей чисел 
Бернулли В., В., ...-, Вр_з не делится на него нацело. Тогда теорема 
Куммера читается так: уравнение Ферма хР - уР -- 2Р, где р — регуляр- 
ное, ме решается в целых числах х, у, 2, отличных от 0. Можно прове- 
рить, что простые числа 3, 5, Т, 11, 13, 17, будут регулярными. 
Возникает вопрос: а ие являются ли все простые числа регулярными? Ока- 
зывается, что нет. Однако первое нерегулярное простое число обнаружива- 
ется не так быстро. Это — двенадцатое по счету простое число 37. Удалось 
показать, что нерегулярных простых чисел бесконечно много. Что же ка- 
сается регулярных простых чисел, то до сих пор неизвестно, является лн 


их число конечным или нет. 


Упражнения 
2. Покажнте, что функция 


(=) 


А 
$ (<) —- ол 


г. 
г х 


является четной при незетном А и нечетной при четном &. 
3. С яомошью теоремы Куммера проверьте сиравелливость великой теоремы Фер- 


ма для р=3. 5, 7. И. 13. . 


4. Пользуясь теоремой Паскаля (3). найдите коэффицниеиты разложения 


$ (п— за, С1 0.01". ..- 


Выведите отсюда явную формулу для чисел 


ет. и ИО 


я 


Бернулли {оиппраясь на эту формулу. 


Имаудт и показал свою знаменитую теорхму]. 


5. Пусть $ (п) =: бо, кпА+ 1-6, ки® бк. вн. Обозначим 
Зы (т 2, впй Ва, кп... Фь, д- 
Иснользуя формулу (5) и метол математической индукшиь докажите. это 


5 (п) - АЗ (п -- В» * 


(12) 


6. Подумайте, как использовать соотномение (12) аля онределения коэффиииептов 
мпогочлена $» (т), то есть для доказательства формулы Бернулли. 


Первый учебник математики, 
напечатанный в России 


Первым российским учебинком матема- 
тики была книга «Арифметика» Леонтия Фи- 
липповича Магницкого, изданная в 1703 г. 
в Москве. В течение полустолетия книга эта 
служила единственным учебником. По ис- 
му занимались в Московской Навигацкой 
школе и цифирных иди арифметических 
школах будущие астрономы, геодезисты, 
ученые капитаны и адмиралы Российского 
флота. Среди них учившиеся у самого 
Л. Ф. Магницкого в Навигацкой школе 
исследователь Камчатки и Курильских ос- 
тровов С. И. Челюскин, — геодезисты 
Ф. Ф. Лужин и И. М. Евреннов, составив- 
шие первые географические карты Кач- 
чатки, вице-адмирал — гидрограф и карто- 
граф, исследователь Каспийского моря, Чу- 
котского полуострова и Охотского моря 
Ф. И. Соймонов, адмнрал Н. Ф. Головин, ге- 


14 


нерал-адмирал М. М. Голицын, капитан- 
командор А.И. Чириков и миогие другие. 
Самоучкой занимался по «Арифметике» 
Л. Ф. Магницкого Михаил Васильевич Ло- 
моносов. Он, так же как до него Л. Ф. Маг- 
ницкий, учился в Славяно-греко-латниской 
академин, а в ней математику не преподавали. 
М. В. Ломоносов называл «Арифметику» 
Л.Ф. Магницкого «вратами учености» и, по 
свидетельству некоторых бнографов М. В. Ло- 
моносова, даже выучил ес наизусть. 
«Арнфметнка» Л.Ф. Магницкого содер- 
жит примерно 600 страниц текста. Из них 
более 40 страниц отдано предисловию. И это 
было естественно — поскольку книга пред- 
ставляет собой не только учебник, но и по- 
пулярное введенне в математику. Она объяс- 
няет, зачем нужиа математика, какую роль 
она играет в жизни. 
Талантливо написанная книга матема- 
тика-педагога, самоучки, крестьянского сы- 
на Леонтия Магницкого обессмертила его имя. 


В. Н. Березин 
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32 0 силе 
шахматных фигур 


МАТЕМАТИЧЕСКИЙ 
НРУМОН 


Е. Я. Гик 





Если вы умеете играть в шахматы, 
то наверняка знаете, что легкую 
фигуру (коня или слона) можно сме- 
ло отдать за три пешки, а ферзя за 
две ладьи; конь и пара пешек компен- 
сируют потерю ладьн и т. д. Конечно, 
истинная сила фигуры зависит от 
конкретной позиции: вы без труда 
приведете примеры, когда одна пеш- 
ка матует вражеского короля, окру- 
женного всей армией своих фигур. 
И все же ясно, что каждая фигура 
в шахматной игре имеет некоторую 
среднюю силу. Для сравнения сил 
фигур за единицу обычно принимают 
силу пешки, выражая через нее сн- 
лы остальных фигур. В учебниках, 


как правило, предлагается такая 
шкала: 
Ри = 1, Ек = Е =3, Рл= 5, 

Еф =9 


(через ЕЁ, мы обозначаем силу фи- 
гуры х). 

Эта шкала подтверждается много- 
численной практикой и опытом шах- 
матистов. Однако существуют и чисто 
математические пути определения сн- 
лы шахматных фигур. Один из наи- 
более распространенных способов свя- 
зан с подвижностью фигур. Рассмот- 
рим для примера ходы короля (рис. 1). 
С каждого из угловых полей он мо- 
жет сделать 3 хода, с неугловых полей 
крайних вертикалей и горизонталей — 
по 5 ходов, наконец, с остальных полей 
доски король в состоянин переме- 
ститься на любое из 8 соседних полей. 
Суммируя, получаем число возмож- 
ных ходов короля на шахматной 


доске, обозначим это число через 5кр: 
$кр = 3.4 + 5-24 - 8.36 = 420. 
Из рисунков 2—6 находим числа 
$, для других фигур: 
З‹х =: 21.28 -- 23.20 - 25-12 -:- 


++ 27.4 = 1456, 
$л = 14.64 == 896, 
$с = 7.28 + 9.20 4- 1.124 
4 13.4 = 560, 
$к =7-4 +- 3-8 4 4-20 -- 6-16 + 
-- 8-16 == 336, 


$, = 2-10 + 3.32 + 4.6 = 140. 


Если мы теперь разделим $, — 
число возможных ходов фигуры х — 
на А, — число полей, на которых эта 
фигура может стоять, то получим 
среднее число ходов фигуры с одного 
поля доски. Назовем это число Р, 
подвижностью фигуры х: 





В. == и . (*} 


Очевидно, \№, = 64 для всех фи- 
гур, кроме пешки, а М, = 48. По 
формуле (*) находим: 


Ркр = 6,5625; Ръ = 99,75; Рл = 14; 
Ре = 8,75; Рк = 5,25; Р, =2,5, 


Будем считать, что сила фигуры 
прямо пропорциональна ее подВиж- 
ности. Принимая, как и выше, силу 
пешки РА; за единицу, силы осталь- 
ных фигур выразим через нее по 
формуле 


Р 
Г, = -р^-. 





В результате получится следую- 
щая шкала (значения округлены до 
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Бис. |. Подвижиость короля. 





Рис. 4. Подвижность саона. 


десятых долей): 
Ри |; Ркр= 2,6; Ро = 9,1; 
Ре; Ро =20: Ра. 


В вычислениях мы для простоты 
не учитывали возможность рокиров- 
ки, а для пешки рассматривали также 
диагональные ходы, которые она со- 
вершает при взятии. На рисунках 
1—6 выделены поля, с которых соот- 
ветствующая фигура может сделать 
максимальное чнсло ходов. Эти поля 
сосредоточены в центре, лишь ладья 
одинаково «сильна» на всех полях 
доски. 

Король в полученной шкале полу- 
чил очень низкую оценку, хотя на 
самом деле его «потеря» невозмести- 
ма *). Однако с точки зрения подвн- 
жности найденная оценка вполне от- 
вечает действительности. Наша шка- 
ла нмеет и некоторые расхождения 








*) Прн программировании на ЭВМ для 
силы короля обычно выбирают очень боль- 
шое чнсло, подчеркивая этим его исключи- 
тельность. 
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Рис. 2. Подвижность ферзя. 


Рис. 5. Подвижность коня. 
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Рис. 6. Подвижность пешкн. 


с практикой. Ее осицовиой дефект 
заключается в слишком большом пре- 
восходстве дальнобойных фнгур (фер- 
зя, ладьи и слона) над конем. В шах- 
матах действия дальнобойных фигур 
почти всегда ограничены другими’ 
фигурами. Мы могли бы учесть это 
обстоятельство, вводя поправочные 
коэффициенты, но сейчас нас интере- 
сует. сама идея, и на деталях мы ‚не 
останавливаемся. 

Математический подход к оценке 
силы фигур позволяет рассматривать 
разнообразные обобщения. Представь- 
те себе, что вы играете в шахматы 
привычными фигурами, но на нео- 
бычной доске, например, размером 
50 х 50. Исходя из одной интуиции, 
вам будет довольно сложно опреде- 
лить‘ сравнительную силу фигур на 
этой доске. Например, ясно, что слон 
здесь сильнее коня, но вот насколько, 
сразу сказать трудно. Пользуясь вве- 
денным выше понятием подвижности, 
мы можем найти вполне разумные 
значения для силы фигур н на такой 


доске. Аналогичным образом можно 
исследовать силу фигур на цилинлд- 
рической, сферической, пространствен- 
ной и других шахматных «досках». 

Другое обобщение состоит в изме- 
нении правил движения фигур. Шах- 
матные композиторы, специализиру- 
ющиеся в «фантастических шахма- 
тах», изобрели десятки так называ- 
емых «сказочных» фигур: канц- 
лер, кентанвр, ночной 
сверчок, всадник, жук, 
леопард, гиппонотам, лев, 
зебра, имитатор, жираф 
и другие. Канцлер может ходить как 
ладья и конь, кентавр — как конь 
и слон, всадник — дальнобойная фи- 
гура, совершающая непрерывные 
прыжки по маршруту обычного ко- 
ня в одном направлении (например, 
а! — 63 — с5 — 47 или аЁ — с2- 
— е3 —54), лев ходит через поле 
в любом направлении и т. д. Наш 
способ позволяет без труда находить 
и силу сказочных фигур. 


Упраж нения 


1. Найднте подвижность Р‚ (п) каждой 
шахматной фигуры х на доске размера п Х п, 
пользуясь формулой (»). 

2. Как меняется подвижность фигур при 
неогравичениом увеличении размеров доски? 

3. На обычной доске ладья по силе рав- 
на слону н коню (14 = 8,75 + 5,25). На ка- 
кой еще доске это возможно? На доске ка- 
кого размера одинаковую силу имеют ко- 
роль и слон? 

4. Сколькимн способами на доске раз- 
мером п Хх л можно поставить двух ферзен, 
чтобы опн не угрожали друг другу? 

5. Сколькими способами можно поста- 
вить иа доске лхп трех ферзей, чтобы 
они ие угрожали друг другу? 

6. Кто сильисе па бесконечной шахмат- 
ной доске — ферзь или две ладьи? 


7. Определите подвижность и силу кен- 
тавра, канцлера, всадника и льва. 

8. Какую подвижность па бесконечной 
доске имеет конь типа (а, 5), передвигающий- 
ся на а полей в одном направленни и на 6 
полей — в перпендикулярном (обычный копь 
получается при а=: 2, &= 1} 


2 «Квант» № 6 
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Домино — пасьянс 


28 косточек домино уложены 
в прямоугольник 7258. Гра- 
ницы косточек не изображе- 
ны. Требуется восстановить 
НХ- 


2230044 
2544011 
6154400 
3266335 
1556430 
1152600 
3251226 
643635 


66066 
45266 
44554 
05141 
2526! 
31534 
3260002 
5334014 


„Т.П. Мочалов 
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Решения задач мз этого номера можно посыпать не позднее 1 августа 1974 г. по 
эдресу: 117074, Москва, В-74, Ленинский проспект, 15$, издательство «Наука», журнал 
«Кванти. Поспе эдресв на конверте напкшите, решения каких задач вы посылаете, 
например: «Задачник «Кванта», №266, №4267» млм к... $278». Решения задач по каж- 
дому мз предметов (математике м физнке|, а также новые задачи просьба присылать 
в отдельных конвертах. Задачм нз разных номеров журнала присылайте также а раз- 
ных конвертех. В пмсьмо вложите конверт с написанным на нем адресом [в этом 
конверте вы получите результаты проверим решенмя). Условмя оригмнальных задач, 
предмагаемых для публикацим, присылайте в двух экземплярах вместе с вашими 
решеннями этих задач (на конверте пометьте: «Задачинк «Кванта», новая задача по 
физике» млм «.., новая задача по математикен]. 

После формупмровки задачи мы обычно указываем, кто предложил нам эту зада- 
чу. Разумеется, ме все эты задачи публикуются впервые. 

Наиболее трудные задачи отмечены звездочкой. 


Задачи 
М266— М270; Ф278—Ф282 


№266. Дан выпуклый п-угольник. 
а) Докажите, что если для каж- 
дой тройки последовательных вер- 


дущей таким образом: первое число 
множится на второе, второз — на 
третье, а третье — на первое, и полу- 
ченные произведения дают новую 
тройку. 

Докажите, что ни одно из чисел, 


шин п-угольника построить окруж- 
ность, проходящую через эти три 
вершины, и из п полученных окруж- 
ностей выбрать такую, у которой 
радиус наиболышей, то эта окруж- 
ность содержит внутри себя весь 
данный п-угольник; 

6) Докажите, что если для каж- 
дой тройки последовательных сторон 
п-угольника построить окружность, 
касающуюся этих сторон, и из пм 
полученных окружностей выбрать та- 
кую, у которой радиус нанменьший, 
то она будет содержаться внутри 
данного п-угольника. 

А. В. Карзанов 


М267. В последовательности тро- 
ек целых чисел (2, 3, 5) (6, 15, 10)... 
каждая тройка получается из преды- 


получаемых таким образом, не бу- 
дет степенью целого числа: квадра- 
том, кубом н т. д. 

Ф. А. Бартенев 


М268. В углу шахматной доски 
стоит фигура. Первый игрок может 
ходить ею два раза подряд как обыч- 
ным конем (на два поля в одном иа- 
правленни н на одно — в перпенди- 
кулярном), а второй — один раз как 
конем с удлиненным ходом (на трн 
поля в одном направлении и на одно— 
в перпендикулярном). Так они ходят 
по очереди. Первый стремится к тому, 
чтобы поставить фигуру в противо- 
положный угол, а второй — ему по- 
мешать. Кто из них выигрывает (раз- 
меры доски — п Хх н, где н > 4)? 


ПИ. Кацыло, ученик 0 класса ( Москва} 


М269. Обозначим через Т,(п) 
сумму произведений по А чисел от 1 
до п. Например, 


То (4) = 1.21.3 + 1.4 + 
+ 2.4 3-4 = 35. 


а) Найдите общую формулу для 
Т.(п) и Тм). 

6) Докажите, что Т,(п) выража- 
ется многочленом от п степени 2А 
(для каждого натурального А -> 2). 

в) Укажите метод нахождения 
многочленов Т»(п) (Ё =2, 3, 4, 5,...) 
н примените его для отыскания мно- 
гочленов ТГ, (п) н Т.(п). 

Э. А. Ясиновый 


М270. Пусть АВ н СР — две хор- 
ды окружности, а точки К и Н по- 
строены так, что все четыре угла 
КАВ, КСО, НВА и НОС — прямые. 
Локажите, что прямая КН проходит 
через центр окружности н через точ- 
ку пересечения прямых АД и ВС. 


И. Ф. Шарыгин, А. И. Яновский 


$278. Спутник Земли движется 
по круговой орбите на высоте й = 
— 760 км над поверхностью Земли. 
Его хотят перевестн на эллиптнче- 
скую орбиту с максимальным удале- 


нием от поверхности Земли Н = 
— 40 000 км и минимальным расстоя- 
нием от поверхности Й = 760 км. 


Насколько для этого необходимо из- 
менить скорость спутника? Каким 
будет период обращения спутника 


по новой, эллиптической, орбите? 


А. Боржиевский, ученик 10 класса 
(Оришинская с. ш., Хмельницкая обл.) 
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Рис. 2. 


Ф279. Цилиндр, изготовленный из 
нетеплопроводящего матернала, раз- 
делен  нетеплопроводящей  перего- 
родкой на две части, объемы которых 
У, н У.. В первой части находится 
газ при температуре Т, под давленн- 
ем р,. Во второй — такой же газ, но 
при температуре 7. н под давлением р.. 
Какая температура установится в 
цилиндре, если убрать перегородку? 


Ф280. Источник света находится 
на расстоянни За от линзы с фокус- 
ным расстоянием а. Во сколько раз 
изменится средняя освещенность пят- 
на на экране, который находится на 
расстоянии 1,5 а от линзы, если меж- 
ду источником и линзой поместить 
плоскопараллельную стеклянную пла- 
стинку толщины 0,5 а? Показатель 
преломления стекла равен л. 


Ф281. В схеме, изображенной на 
рисунке 1, а, первоначально ключ К 
разомкнут. Э. д. с. первой батарен 
Е, = 1 в, а ее внутреннее сопро- 
тивление г, = 0,2 ом. Э. д. с. второй 
батарен Е, = 2 в, внутреннее сопро- 
тивление г. = 0,4 ом. Емкость кон- 
денсатора С = 10 мкф. На какую 
величину изменится заряд конден- 
сатора прн замыкании ключа, еслн 
диод имеет вольтамперную характе- 
ристику, показанную на рисунке 1,6? 


Ф282. Найти частоту «симметрич- 
ных» колебаний системы, показанной 
на рисунке 2. Массы всех шаров т, 
коэффициенты упругости пружинок А. 


Г. Л. Коткин 
49 





Решения задач 


М222—М230; Ф233—Ф?237 





М222. Докажите, что у каждого выпуклого 
многогранника найдутся 0ве грани с одина- 
ковым числом сторон. 


Предположим, что, любые две грани ис- 
которого выпуклого многогранника нмеют 
различное число сторон. Рассмотрим ту грань 
Г, у которой чнсло сторон нанбольшее; пусть 
оно равно т. Следовательно, число сторон 
у любой нз остальных граней строго меньше 
т. Значит, и количество оставшихся граней 
строго меньше т {ведь даже если бы сущест- 
вовали |-угольники и 2-угольники, мы смог- 
ли бы набрать всего лишь т — 1 разных 
многоугольников ). С другой стороны, к 
грани Г примыкают ровно т другнх граней 
многогранника (к каждой стороне — по од- 
ной). Мы получили противоречие. 

Стало быть. какие-то две грани обяза- 
тельно имеют равное число сторон. 

Приведенное решение почтн дословио 
повторяет решение следующей, довольно из 
вестиой задачи (на «принцип Дирихле» *)}. 

В кинотеатре «Октябрь» на последнем 
сеансе обязательно найдутся два человека, чис- 
40 знакомых у которых одинаково. 

Однако наша задача геометрическая по 
существу — в ес решенни неявно нс- 





*) См. статью Л. И. Орлова «Принции 
Дирихле» , «Квант», 1971. № 7. 
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пользуется условие выпуклости многогран- 
ника — там, где утверждается, что к грани, 
имеющей 1 сторон, примыкают т граней. 
Это значит, что к каждому ребру гранн мно- 
гогранинка примыкает ровно одна грань, 
и к разным ребрам этой грани примыкают 
разные грани. Однако это неверно для невы- 
пуклых многогранников — иа рисунке | к 
ребрам а, 6 примыкает одна н та же грань &. 
так что в подсчете граней она учнтывается 
дважды, и приведенное выше рассуждение 
становнтся неправильным. 

Утверждение задачи тем че менес сохра- 
няется н для иевыпуклых многогранников 
{без «сквозных дыр») — сго доказательство 
основано на формуле Эйлера *) 

В Р-Г=2; 
оно довольно громоздко и не столь изящно, 
чтобы приводить его здесь. 
Г. А. Гальперин 


М223. Нотуральное число называется со- 
вершенным, если оно равно сумме всех своих 

гантелей, кроме самого этого числа. (Напри- 
мер. число 28 — совершенное: 28 == 1-2 -= 
-- 4-2 7-- 14.) Докажите, что совершенное 
число не может быть полным квадратом. 

г 
: ИГ : 
Пусть я == рр... р, где р,... 

... Рт —- различные простые, гу, .... Гт— 
натуральные числа (согласно основной теорс- 
ме арифметики, каждое целое число п 1 
представляется в таком виде единственным 
образом). 

ДЛелители числа п — это числа вила 

к, * 
р Г м и Вы 
где ОА, = л, .. 0= т = Г. Поэто- 
му сумма всех делителей чнсла я (включая | 
н п) равна произведению 


> | Г | 
$ ИР, +... Рь)... Пт... 
ь г 
И 
Так как п — совершенное число, то 5 долж- 
но быть равно 21, то есть быть числом чет. 
ным. Но еслн п — квадрат целого числа, то 
все показатели г|, ..., Ги — четные числа, 
поэтому каждая круглая скобка в произ- 
ведении $ 


ВЕ г; 
Пр... РИ) 


в -- г; слагаемых 








есть число печетное, следовательно, и $ ие- 


- четное. 


Получили противоречие, значит, совер- 
шенное число не может быть полным квад- 


ратом. 
Некоторые читателн свои решения вы- 
водят из формулы 27-1 (27 —- 1} для чет- 





*) См. статью А. П. Савина «Карты 
и раскраски», «Квант», 1972, № 4. 
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Рис. 2. 


ных совершенных чисел *). Такие решения 
иеполны: ведь пока никто ие доказал, что не 
существует нечетных совершенных 
чисел. 


М224. У трехгранного угла проведены 
биссектрисы плоских углов. Докажите, что 
попарные углы между тремя этими биссект- 
рисами либо все тупые, либо все острые, ли- 
бо все прямые. 


Самое простое решение этой задачи ос- 
.новано на понятии скалярного про- 
изведения векторов. Напомним, 
что скалярным произведением векторов а 
н Ь называется число 

аБ == |а] |Ъ| созф. 
где [а| и |Ъ| — длины векторов аи Ь, ф — 
угол между пнми. Таким образом, угол меж- 
дуаи ВБ острый, прямой нли гупой, если со- 
ответственно аб >> 0, аь = 0 наБ < 0. Ко- 
мечио, для любых векторов аб == Ба. Нам 
потребуется еще дистрибутивность (распреде- 
лнтелыюе свойство} скаляриого ироизве- 
дения; для. любых трех векторов а, Бис 
{а Б) с = ас 

{это свойство подробно обсуждалось в «Кван- 
те», 1972, № 6). 

Пусть дан трехгранный угол. Направны 
по его ребрам векторы единичной длины а, Ь 
н с. Тогда векторы а Г Ь, Б-т с, с-- а идут 
по биссектрисам плоских углов. Скалярные 
произведения 


ао = 
(В -- с) (с а) 
(с а)(а -- 5) = 


| -- аЬ -|- 5 -- са 


одинаковы — таким образом, углы между 
биссектрисами будут одисвременно острыми, 
прямыми илн тупыми. Такое решение прел- 
лагал ин эвтор задачи Э. Г. Готман. 

Для тех, кто незнаком с векторами, прн- 
ведем более наглядное, чисто геометрическое 
объяснение. Отметим сначала такой факт 





*) См. «Квант», 1971, № 8, с. 2. 
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Если 01. — луч, лежащий в плоскости р. 
ОМ — луч, не перпеидикулярный этой плос- 
кости, ОМ’ — проекция луча ОМ на плос- 
кость р, то угол СОМ острый. прямой или 
тупой в зависимостн от того, острый, пря- 
мой или тупой угол ГОМ"; действительно, 
если через точку О провестн плоскость 9 
перпендикулярно лучу ОГ, то точки М и М" 
всегда лежат по одну н ту же сторону от 
плоскости 0 (ведь ММ’ |] ри бр, см. 
рис. 2). Пусть ОЛ, ОВ, ОС — ребра трех- 
граниого угла; ОК, О0Ё, ОМ — биссектрисы 
углов АОВ, ВОС, СОА; р — илоскость, про- 
ходящая через ОК и ОЁ. ОЛ’, ОВ’, ОС", 
ОМ” — проекции лучей ОЛ, ОВ. ОС, ОМ на 
плоскость р. 

Лучи ОД и ОС симмстричлы лучу ОВ 
стносительно прямых ОК и ОЁ соответствен- 
но. Поэтому ОА’ и ОС’ симметричны ОВ” от- 
мосительно фех же” прямых, причем все три 
луна ОА, ОВ и ОС составляют одинаковые 
углы с плоскостью р. 

Рассмотрим сначала снтуацию в плоско- 
сти р — для проекций. Если < КОЁ < 90 
(рис. 3), то <х А'ОС' = 2 < КОЁ < 180° со- 
держит внутри себя лучи ОК, ОЁ, ясно, что 
углы, которые составляют прямые ОК и ОЁ с 
биссектрисой ОМ’ угла А’О’С’ — острые. 
Если < КО{. >> 90° (рис. 4). то < А’ОВ’-- 
-- < 8'0С' = 2 КОР > 180°, поэтому бнс- 
сектриса ОЗ” угла А’ОС” составляет с ОК 
и < ОР тупые углы. (Случай < КОЁ == 90° 
рассмотрите сами.} 





Рнс. 4. 
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Из факта, упомянутого выше, теперь 
сразу следует. что углы ОМ и КОМ — ост- 
рые, тулые или прямые, сслн таков угол 
КОГ.. 


Н.Б. Васильев 


М№М225. Грани кубика занумерованы числами 
1, 2, 3, 4, 5, 6 так, что сумма номеров на про- 
тивоположных гранях равна 7. Кубик катят 
и3 левого нижнего в правый верхний угол шах- 
матной доски размером 50 Х 50 клеток (каж- 
Эая клетка доски равна грани кубика) так, 
что он каждый раз переваливается через свое 
ребро на соседнюю клетку; при этом разре- 
‹нается двигаться только вправо или вверх. 
На каждой из клеток по пути кубика пишется 
номер грани, которая опиралась на эту клет- 
ку. Какое наибольшее значение может, иметь 
сумма всех 99 выписанных нисел? Какое на- 
именыиее? 


Пусть мы каким-то образом прокатнли 
кубик из левого мижиего угла доски в пра- 
вый верхинй. Будем считать, что после каж- 
дого перекатывания через ребро на- клетке 
доски отпечатывается число, записанное на 
той гранн кубика, которая опнралась на эту 
клетку. 

Отпечатавшиеся числа 9, ..., 69 
выпишем подряд в строчку, а их сумму обо- 
значнм через %: 


о На, -- ... Нож ®. 

Если числа на всех гранях кубнка замс- 
нить средним числом 3,5, то сумма отпечатав- 
шихся чисел будет равна 

Уср = 3,5.99 = 346,5. 

Нам необходимо определить наибольшее 

и наименьшее значення У. Оценнм для этого 


величину |Х — Хер]. 
Самое важное свойство чисел в последо- 
вательностн ат, .... 99 заключается в 
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следующем. Пусть в этой последовательности 
чнсло © встретилось два раза подряд (& — 
одно из чисел Т, 2, 3, 4.5, 6). 

Так как числаос, и (7 — 9) паходятся на 
противоположных гранях кубика, то нетруд- 
но проверить, что между двумя встречаю- 
щимися подряд числами @ обязательно со- 
держится число 7 — &. Поэтому для каждого 
} = @ = 3 возможны три ситуации: 

1) лнбо чисел и в госледовательности 
столько же, сколько н чисел 7 —<; 

2} либо чисел х ровио ма одно больше, 
чем чисел т —а; 

3) либо чисел а ровно ина одно меньше, 
чем чисел 7 —@. 

В случае 1) от замены всех чисел @ 
и 7—@&а ина 3,5 их вклад в У не изме- 
интся. В случаях 2) и 3) от замены всех чисел 
ах и т — а ма 3,5 их вклад в ХУ увеличится 
нли уменьшится на {3,5 — <). В результате 
вся сумма увеличится или уменьшится самое 
большее на 


35 —1-- 85—22) + 35 —3=45. 
Таким сбразом, 
342 = Ур — 4.5 = = Хер-| 4,5 = 351. 
Значения Ушах = 351 и Хлию = 342 дей- 
ствительно достигаются, если катить кубик 
так, как это показано на рисунках 5и б6. 


Г. А. Гальлерин 


№226. В трех вершинах квадрата находят- 
ся три кузненчика. Они играют в чехарду. 
При этом, если кузнечик А прыгает через 
кузнечика В, то после прыжка он оказывается 
от В на том же расстоянии (но, естествен- 
но, по другую сторону и на той же прямой; 
рис.7). Можем ли после нескольких прыж- 
ков один из кузнечиков попасть в четвертую 
вершину исходного квадрата? 


Докажем, что попасть в четвертую вер- 
шину ии один из кузиечиков ие может. 





(0.1) 


® (1,0) „® 


----- 


(0,0) 


— 


Рис. 7. 


Введем координаты на плоскости так, 
чтобы три точки, в которых находятся 
кузнечики |: самом. начале, получн- 
ли координаты: (0. 0), (0,1) н (1,0. 
Если кузнечик сидит в точке (х, и) н прыгает 
через кузнечика (а, 5), то он оказывается в 
точке (2а—х, 26— и) (рис. 8). Отсюда видно, 
чт> при прыжках четность обенх координат 
у каждого кузнечика сохраняется. Поэтому 
в те точкн, у которых обе координаты нечет- 
ны,— в частности, в точку (1, 1) — нн один 
нз кузнечиков попасть не может. 

Это решенне можно объяснитьн 
без координат. На рисунке 9 изображено 
множество точек: синих, красных и черных. 
{Этимн цветами мы пометилн кузнечиков, 
чтобы отличать их друг от друга). Нетрудно 
проверить, что при симметрин относительно 
любой своей точки это множество точек пе- 
реходит в себя, причем точка каждого цве- 
та переходит в точку того же цвета. Отсюда 
следует, что каждый кузнечик может попасть 
только в ТтОЧКу своего цвета. 

Докажите, что каждый кузнечик после 
нескольких прыжков может оказаться в лю - 
бой точке своего цвета. Попробуйте также 
ответнть на более трудный вопрос: могут 
лн два кузнечика оказаться одковоеменно 
в любых двух заданных точках 
соответствующего цвета? в какие тройки 
точек могут попасть одновременно три куз- 
нечика? 

На вопрос этот существует простой 
н красивый ответ, но мы не будем лишать 
читателей удовольствия найти его самостоя- 
тельно, а вериемся К нему в одном низ следу- 
ющих номеров журнала. 


№227. На каждой стороне параллелограмма 
взято по точке. Площадь четырехугольника 
с вершинами в этих точках равна половине 
площади параллелограмиа. Докажите, что 
хотя бы одна из днагоналей четырехуголь- 
ника параллельна одной из сторон парал- 
лелограмма. 


Очевидно, что если хотя бы одна из диаго- 
налей четырехугольника КМА (рис. 10} па- 
раллельна стороие параллелограмма АВСР, 
то площадь четырехугольника $ равна поло- 
вние площади параллелограмма $. 

Предположим теперь, что диагональ СУ 
не параллельна АБ. Зафиксируем положе- 
ния точек Ё, Ми \ и госмотрим, как меня- 
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(2а-х, 25-у) 


——— 


Рис. 8. 


ется площадь $ в зависимости от положення 
точки К на стороне ВС. Поскольку площадь 
треугольника [ММ не меняется, а площадь 
треугольника КЁМ с фиксированным ос- 
иованнем ЁМ№ пропорциональна расстоянню 
от точки К до прямой ЁМ№, то ясно, что при 
движении точки К от В к С площадь че- 
тырехутольника КЁЕММ будет меняться мо- 
нотонно: возрастать, еслн 2С> ВМ, и убы- 
вать, если [С<«ВМ. Нам известно, что если 
КМ || АВ, то площадь $ равна половине $; 
но так как величнна $ меняется МОНОТоОиНо, 
то значит, при всех другнх положениях точ- 
кн К площадь $ будет или больше, или мень- 
ше $/2. 

Таким образом, $== $/2 только тогда, 
когда либо Тм АБ, либо КМ || АВ, что 
и требовалось доказать. 

Можно было бы обойтись н без сообра- 
жений монотонности (впрочем, везьма ло- 
учительных), а просто выразить отношение 
площадей 5/$ через длины отрезков |ВС | = 
= |АБ [= а, |АВ |= [СВ |= в, ММ |=, 


эзобобсофооофофоофео 
з ® ® ® 5 * 
ообоэзэофоо ов ос оо 
© ® ® ® 
Зее Г с Фо @ 
Ф э Г Го © Го ® 
< обоз оо оз ох фо ф 
® о ® ® ® ® 
соб оо фе фо * оф 
® ® ® ® ® > Ф 
Рис. 9. 





Рис. 10. 
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|ВК | == хо. [АМ | = и, |2Ё |=туо (рис. 11): 
35% —54 хи, ыы х. (6 —4,) 
ни Зав —= 


Г (а— х:) (6 и.) - е—х у: = 
2аё 


(и — а, — и.) 
2а 


вре: 
3 


$ 1 


Отсюда видно, что еи- ар только ссли 
“1 


х — Ха или И; Шо. 


М228. „Лист кастчатой бумаги размером п\х 
Уи каеток раскрасили в п цветов (каждую 
клетку закрасили 8 один из цветов или не 
закрасили вообще).  Правильной называется 
раскраска. при которой в каждой строке 
и в каждом столбце нет Овух клеток одного 
ивета. Всегда ли можно «докраситьь весь 
лист правильным образом, если первоначаль- 
но были правильно закрешены 

в} ие —1 хлетка (рис. 12); 

6) п?—2 клетки; 

в) п касток? 


а) Ответ: можно. Докажем даже бо- 
лсс общее утверждение; если правильно за- 
крашены все клетки квадрата пхп, кроме 
некоторых клеток одной строки (или одного 
столбца}, то квадрат можно правильно 90- 
красить. 


п-1 





Рис. 12. Рис. 13. 
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Пусть, например, недокрашены некото- 
рые клетки первой строки. Покрасим каж- 
дую такую клетку в тот цвет, который еше 
це встречается в ее столбце. Нужно доказать, 
что в первой строке прин этом не может ока- 
заться двух клеток одинакового, скажем, 
красного, цвета. Для этого рассмотрим пря- 
моугольник (л—ПЖл, полученный из квал- 
рата вычеркиванием первой строкн. По- 
скольку раскраска была правильной, то 
в каждой из п—1 строк прямоугольника 
красный цвет встречался одни раз, — сле- 
дсвательно, всего красных клеток в ием 
п—Гав каждом из п столбиов прямоуголь- 
цинка красная клетка встречалась не более 
одного раза,— следовательно, красная клет- 
ка ие встречалась только в одиом 
ия столбцов прямоугольника. Следователь- 
но, лишь в одной клетке первой строки 
квадрата может появиться этот цвет. 

6) ив) Ответ: вообще говоря, нельзя. 
Примеры приведены на рисуиках 13 и 14 
здесь п == 6; аналогичные примеры можно, 
конечио, привести и для любого п). Тот же 
ответ: нельзя вереи, конечно, и для промс- 
жУточного между пи п*—2 числа закрашен- 
ных клеток (в качестве примера можно 
ВЗЯТЬ «промежуточный» между 13 и 14 рису- 
цок). С другой стороны, кажется совершенно 
очевидным, что если в квадрате размером 
хи правильно закрашено менее п клеток, 
10 его можно правильно докрасить, хотя 
аккуратиое доказательство этого факта на- 
писать непросто. Еще более илтересная за- 
дача — пайти Какне-либо простые условия 
на раскраску части клеток квадрата лхл, 
необходимые н достаточные лля  докраши- 
ваемости, в духе «теоремы о различных 
представителях» (см. гл. 5 книги М. Холла 
«Комбинаторика», решение задачи М5 в 
<Кваитсь № И, \90 г. илн статью 
М. И. Башмакова ‹Паросочетания и тран- 
спортные сети» в № 4 за тот же год). 


ПН. Б. Васильев 


№229. В центре квабрати находится поли- 
цейский, а в одной из вершин — гачестер. 
Полицейский может бегать по всему кеадреа- 
ту, а санестер — только по есо сторонам. 
Известно, что максимальная скорость по- 





Рис. М4. 


Яицецского равна и, а гангстера — 9. Цель 
полицейского — оказаться с гангстером на 
одной стороне квадрата. Докажите, ито 


р 1 
а) ссаи — >-3 , оон может добить- 


ся своей цели; 
и 1 
6) если --<—- 
) Е < 3 ’ 
помешать ему это сделать. 


т0 сонестер может 


В условии задачи ничего не говорится о 
том, что произойдет с полицейским и гангсте- 
1 


й 
ром в случае, есян —- = -5—. В приво- 


дящемся здесь решении разбнрается н этот 
вопрос. 

Введем систему координат с началом в 
центре исходного квадрата АВСЬ и осями, 
параллельными его сторонам. Положим сто- 
роиу квадрата АВСО равной 1 н будем счи- 
тать, что максимальная скорость гангстера 
% — 1 (нам ведь важно лишь отношение 
и/и). Точки, в которых находятся полипей- 
ский н гаигстер, обозначим через П (хи. 
ут) и Г (х;. иг) соответственно. 


а) Пусть и >-3-. Докажем, что тогда 


полицейский достигиет своей цели (то ссть 
окажется с гангстером на одной стороне 
квадрата; будем говорить, что в этом слу- 
чае он догоняет (или ловит 
гангстера). 

сы через Г’ хочку с коорлината- 

1 
ми 5 Хг» 3 г ) ; очевидно, что если точ- 
ра 
ка Г движется по контуру квадрата АВСО с 
максимальной скоростью и == |, то Г’ дви- 
жется по контуру подобного ему квадрата 
А’В”С’О” (рис. 15) с максимальной скоростью 
| 


Эг: —= 3 - 


Полицейский будет ловить гангстера 
в несколько этапов. 

Первый этап. Полицейский догоняет Г’. 
Это всегда можно сделать, так как и> о». 





Рис. 
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Риг. 16. 


Первый этап считается законченным, когда 
точкн Пн Г’ совпадают. 

Второй этап. Можно считать без огра- 
ничения общносги, что к концу первого этапа 
точка Г окажется на стороне АВ; тогда 


| 
АБ . 


На протяжении зсего второго этапа по- 
лицсйский должен двигаться таким сбра- 
зом, чтобы все время выполиялось равенство 


1 
Хп = 3 Хг; понятно, что для этого нцеоб- 


ходимо и достаточно, чтобы то же соотноше- 
ине все время нмело место для горизонталь- 
ных составляющих скоростей полицейского 





и гангстера. Так как и> №, то 


по осн Оу полицейский может развивать 

любую скорость. не превосходящую 
Р, т 

и и? —(-3- .) (рис. 16). Потребуем еще, 


чтобы на втором этапе полицейский дви- 
гался к стороне АВ с максимальной по оси 
Оу скоростью. Возможны два случая: 

1) Г остается все время на АВ. Тогда 
Ц через некоторое время достигиет АВ, н 
следовательно, гангстер будет «пойман»; за- 
дача решена. 

2) В какой-то момеит Г уйдет со стороны 
АВ. Как только Г достигиет границы АВ 
(будем считать. точки В) начинается 

Третий этап. К началу этого этапа 
точки Гн В совпадают. а точка П паходится 
от каждой из сторои АВ н ВС на расстоянии, 


| 
не большем —-.На третьем этапе полнцей- 


ский должен с максимальной скоростью 
приближаться: по перпендикуляру к той сто- 
роне, на которой находится гангстер (если 
Г = В. то безразлично, к какой именно — 
К стороне АРВ или же к стороне ВС). 

| Чтобы добежать източки В до точки А 
или до точки С, гангстеру понадобится еди- 
инца времени, а полицейскому. чтобы до- 
стигнуть соответствующей стороны (АВ илн 
ВС), понадобится строго меньше единицы 
времени. Следовательно, полицейский «пой- 
мает» гангстера на одной из сторон АВ 
или ВС. Тем самым случай а) полностью 
разобран. 
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Рис. 17. 


6) Пусть теперь „<. Покажем, что 


в этом случае гангстер может выбрать та- 
кую стратегию, при которой нолицейский 
не сумеет его «догнать». 


1 
Понятно, что если «= {напомвим, 


что 9=1), то гангстеру будет труднее «убе- 
жать» от полицейского. Посмотрим, что 
будет в этом, самом неблагоприятном яля 
гангстера случае. 

В центре квадрата АВСРО построим квад- 
рат А’В’С’Р”, подобный исходному с коэф- 
фициентом Подобня А = ху; проведем пря- 
мые Д.В:, А,Ва, ОаСь, О3С., параллельные 
стороне АВ, и прямые А.О... АД, В.С, 
ВоСз, параллельные ВС, так, чтобы ААз—= 
=АзА4 =АА,=А,А,=В,В.- -В.В==О Оз = 
=р.0 (рис. 17). 

Пусть всамом начале гангстер Г нахо- 
дится в середине стороны АВ, а полицейский 
П — над прямой А,Вз. Проведем две вспо- 
могательные прямые АВ и АВ, параллель- . 
ные АВ, так, чтобы полицейский П оказался‘ 


мад прямой АВ (рис. 18). 

окажем, что мы всегда можем выбрать 
некоторый отрезок КЛМ так, чтобы он со- 
держал середину стороны АВ и чтобы из 
любой его точки ганстер Г успел бы добежать 
до любой из вершин А илн В раньше, чем 


полицейский П успеет добежать от АВ до 
АВ. В самом деле, расстояние от АВ до АВ 


больше 1/5; следовательно, Л понадобится 


больше 1!» единицы времени для того, что- 


бы добежать от АВ до АВ; значит, в качест- 
ве отрезка КМ мы можем выбрать, иапример, 
отрезок, НЕ относительно серс- 
дины стороны АВ, с длиной, строго меньшей 


и 1 
2[з1АЯ!— 3). 


Опишем теперь стралигию гангстера Г. 
Пока полицейский П находится выше пря- 


мой АВ, гангстер остается на месте — в се- 
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Рис. 18. 


редние АВ. Рано илн поздно полицейский 


достигиет АВ (иначе он инкогда ие поймаст 
гангстера); при этом возможны две ситуации: 


] 
{({} либо хи 73 хг, 


| 
(2) либо хд = г. 


Если имеет место случай (2), то Г начи- 
наст бегать с максимальной скоростью по 
отрезку КМ вправо — влево. Если при этом 

1 


хп эм все время, то горизонталт- 


ная составляющая скорости полицейского 
| 


должна быть равна —5- горизоитальной со- 


ставляющей скорости гангстера; а так как 
последняя равна 1, то, следовательно, го- 
ризонтальная составляющая скорости П 


1 
должна быть равиа--, то есть и — макси- 


мальцой скорости полицейского. Мо, зна. 
чнт, вертикальная составляющая скорости 
Й равна пулю, и поэтому полицейский все 
время будет находиться на АВ и инкогда 
не поймает Г. Поэтому случай (2) все время 
быть не может (так как токвя стратегия 


для пояицейского заведомо ошибочна). — по- 
лнцейский сойдет с АВ и при этом 
Хи Узхг . 


Будем счнтать, что гангстер замечает то, 


что полицейский сошел с прямой АВ, 090- 
статочно быстро, например, еще до того, 


как полицейский достиг прямой АВ. 


Итак, сейчас У нас хп из, И — вы- 


ше ет АВ. Г — на отрезке КМ. 
альнейшее поведение Г должно быть 
таково. Предположим, без ограничения общ- 
1 


ности, то  хл<—ухг: тогда Г с 


максимальной скоростью деижется вправо 


1 
к точке В (или же еслн хп>—хг, то 


он должен двигаться влево — к точке 4). 
В силу выбора отрезка КМ, полицейский 
не успеет добежать до прямой АВ за то вре- 
мя, которое потребуется гангстеру, чтобы 
достичь точки В; значит, Н не сможет поймать 
Г на стороне АВ. Далее, поскольку мы пред- 
положили, что в  с«насальный» момент 


1 
хп < -3-хги Г бежит вправо со скоростью 


1 
3 и, то неравенство хп< $ хг будет иметь 


место все время. Поэтому, когда Г достигнет 
точки В, то П будет находиться левее пря- 
мой В.С. (рис. 19). 

Теперь Г бежит с максимальной скоростью 
по стороне ВС к ее середине. Чтобы добежать 
до середины, Г требуется \/, единицы вре- 
мени; За это время ИП пройдет путь длины 
не более чем /‹, н следовательно, ке успеет 
достигиуть прямой ВоСз. 

Итак, мы пришлнк уже рассмотренной 
конфигурации: Г — в середиие стороны ВС, 
а П — левее прямой В»,Сз. При этом точка Г 
нз середины стороны АВ переместилась в 
середину стороны ВС; значит, прошла по 
крайней мере 1 единица зремени. Дальней. 
шее поведенне Г аналогично описанному вы- 
ше. Совершенно очевидно, что при такой 
стратегин гангстера полицейский не «поймает» 
его ни за какое конечное время. 

Таким образом, мы знаем, каково должно 
быть поведение гангстера в самом «плохом» 


1 1 
случае: и = 3 ; понятко, чо при < 


указанная для него стратегия будет тем б0- 
лее верной. 
Г. А. Гальперин, А. Б. Ходулев 


№230. Докажите, что из любого выпуклого 
равностороннего (но не обязательно правиль- 
ного) пятиугольника можно вырезать про- 
вильный треугольник, одна из сторон кото- 
рого совпадает со стороной пятиугольника 
(рис. 20). 





Рис. 19. 
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Рис. 20. 


Предположим, что для некоторого рав- 
ностороннега выпуклого  пятнугольника 
АВСОЕ со `Стороной, равной единице, ут- 
верждение задачи неверно. Можно считать, 
что наибольшая из днагоналей — АБ’, 
что точки А н Д лежат на горизонтальной 
прямой (2 правее 4), точки Ви С— в ес 
верхней полуплоскостн, причем С ие ближе 
к прямой АБ, чем В (рис. 21). Ясно, что 


1< [АБ |< |АЕ [+ |ЕР |==2. (+) 


Поскольку в треугольниках АВВ и АСР сто- 
рона АР — наибольшая, углы АВО и АСР, 
а тем более АВС и ВСЮ все больше 60°, 
следовательно. равностороиние  треугольнн- 
ки, построенные ина сторонах А8, ВСн СО, 
должны пересекаться отрезком АДР (ведь 
каждый из них, по предположению, пере- 
секается коитуром пятнугольннка, а отрез- 
ками АВ, ВСн СРО эти треугольникн перс- 
сечься не могут). Таким образом, углы ВАР 
н СОРА мевьше 60°. 

Отметим на отрезке АД точки В,. Су и 
на его продолженик — точку Сз, для кото- 
рых |АВ, |= |С:0 |= В.С. |=1, и постро- 
им в верхней полуплоскости разносторонние 
треугольники АВ. В., С:,06., В ССа 
{рнс. 22). Точка В должна лежать где-то на 
дуге В.В. с центром А, точка С — на дуге 
С.С, с центром Д.С другой стороны, по- 
скольку |ВС |-=Т и С лежит не ниже В (нон 


не выше, чем на расстоянии |/З;2 от пря- 
мой АР), то точка С должна лежать пра- 
вее дуги С.Са с центром В, Но из (+) 





Рис. 21. 
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Рис. 22. 


следует, что АС.ОС, расположен левее 
ДВ,С3С., поэтому дуга С.С. расположена 
левее дуги С5.С.. Получили противоре- 
чие. Значит, углы ВАД и СБА не могут быть 
одиовременно меныше 60”, н существует хо- 
тя бы’ один равиосторонний треугольинк 
(построенный либо ма стороне АВ, либо 
на ВС, либо на СО). который не будет пс- 
ресекаться контуром пятнугольника. 

Из различных решений задачн М 230 мы 
выбралн именно это, поскольку оно подда- 
стся обобщению и позволяет доказать 
утверждение задачи М230 для любого 
равиостарониего выпуклого (2я-г 1)-уголь- 
ника. 


Н. Б. Васильев 


$233. При скоростном спуске лыжник сколь- 
зит вниз По склону (ф=145`), не отталкиваясь 
палками. Коэффициент трения лыж © снег 
Е==0,1. Сила сопротивления воздуха про- 
порционально квадрату скоросии лыжника 

с ==90?, еде. — постоянная величина, рав- 
ная 0,7 нм). Какую максимальную ско“ 
рость может ралвить лыжник, если сго мас- 
са 70 мг? 


Рассмотрим движение лыжинка, спроек- 
тнровав все действующие на него силы ца 
оси координат, направленные параллельно 


ти со5фр 





Рис. 23, 
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наклонной плоскости, которую образует 
склон, и перпендикулярно к ней (рис. 23). 
Так как вдоль оси У лыжник не переме- 
щается, то 
№—ти со ф == 0. {1) 


Проекция силы тяжести на ось Х, равная 
та т, и сила трення Ётр == А\ не зави- 
сят от скоростн движения лыжника, а сила 
сопротявления воздуха Ёс = @2? возрастает 
с увеличением скоростн лыжника. Поэтому 
ясио, что при увеличении скорости лыжника 
наступит такой момент, когда сумма силы 
сопротивления воздуха в силы уреиия станет 
по абсолютной величине равна проекцин 
силы тяжестн. После этого скорость лыж- 
ника перестанет возрастать, и лыжинк будет 
двнгаться равиомерио. Скорость итах., При 
которой это произойдет, и есть максималь- 
ная скорость лыжника. 

Запишем уравнение равномерного движения 
лыжника влоль оси Л: 
тр зщ В" - ©. {2) 


тзх 
Из (Ю и (2) найлем 


„у 
/ Е 7 


2 
= и 07 а = 0,1 ° У о (м/с). 


$234. Взрывная камера заполняется смесью 
стана и кислорода при комнатной тем- 
перотуре и Оавлении ро == 760 мм рт. ст. 
Парциальные давления метана и кислорода 
одинакавы. Насае герметизации камеры а ней 
происходит взрыв. Найти установившееся 
давление внутри камеры после охлаждения 
продуктов сгорания 00 первоначальной тем- 
пературы, при которой давление насыщен- 
ных поров воды ри = ТР мн рт. ст. 





(неф — 2505 4) = 


тах = 





Запншем прежде всего урависиие реакции 

взрыва: 
СН,+20,=СО+2Н,0. 

Из этого уравнения видно. что каждый моль 
метана соединяется с двумя молями кисло- 
рода. В результате реакции получается 
| моль углекнслого газа и 2 моля воды. 

До взрыва парцнальные давления мета- 


на н кислорода были одинаковы и равны 
| 


—5 Ро. Согласно уравнению газового 
состояния давление таза пропорциональ- 
но числу молей газа. Тогда из равенст- 


ва парциальных давлений метана и кислоро- 
да следуст, что в сосуде находилось одина- 
ковое число молей этих газов. Следователь- 
по, при взрыве весь кислород прореагирует 
с метаном, причем в сосуде останется еще 
половина перпоначальното количества ме- 
тана, который ие вступил в реакцию. 
Таким образом, после взрыва в сосуде бу- 
дут находиться метан, углекислый газ и вода, 


н полное давление будет равно сумме пар- 
циальных давлений метана, углекислого га- 
за и водяного пара: 


Р=Рсн, "Г Рсо, `" Рн,о- 
После охлаждения смеси газов до перво- 
начальной температуры парциальное дав- 


ление оставшегося метана будет равно по- 
ловине его Первоначального парциального 


Давления, то ссть —4 Ро. 


Чнсло молей углекислого газа в сосуде 
равно числу молей прореагировавшего, а 
значнт, и оставшегося метана. Поэтому пар- 
циальное давление углекислого газа будет 


1 
также равно —4 Ро: 


Теперь выясним, каково давление во- 
дяных паров. Предположим, что вся обра- 
зовавшаяся при взрыве вода находится в 
парообразном состоянии. Так как число мо- 
лей воды в два раза больше чнсла молей 
оставшегося в сосуде метана, то парцнальное 
давление паров воды должно быть равно 


Эго, 


больше давления насыщенных паров воды. 
Следовательно, большая часть водяных па- 
ров при охлаждении сконденсируется, и 
парциальное давление насыщенных паров во- 
ды в сосуде будет равно ри=17 мм рт. ст. 

Окончательно после взрыва н охлажде- 
ния смеси полное давление в сосуде 


1 
-8 Ро = 380 мм рт. ст. однако, 


Р == Рсн, '!` Рсо, + Рню = 


1 1 
= 4 Ро-|- 4 Ро -- Ри = 397 мм рт. ст. 


При решенин мы пренебрегли тем, что 
в результате коиденсацни воды объем, за- 
ннмаемый газом, уменыпился. Это допустн- 
мо, так как объем воды в жидком состоянии 
мал по сравиению с объемом пара. 


Ф235. Маленькая капля воды подоет в воз- 
духе с постоянной скоростью благодаря тому, 
что на нее со стороны воздуха действует сила 
трения, вызванная столкновениями молекул 
воздуха с коплей. Как изменится скорость 
побения капли при увеличении температуры 
воздуха: 


Испарением капли пренебречь. 


На водяную каплю, двнжущуюся в 
воздухе, действуют две силы: сила тяжести 
и сила сопротивления. Если этн силы одн- 
наковы по абсолютной величине, то капля 
движется с постоянной скоростью. Величина 
этой скоростн, очевндно, зависнт как от 
массы капли, так н от силы сопротивления, 
вызванной соударениями с каплей молекул 
воздуха. При изменении температуры воз- 
духа изменяется скорость теплового дви- 
жения молекул. Поэтому естественно ожн- 
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дать, что скорость падения капли тоже из- 
меннтся. 

Теперь проведем количественные рас- 
четы. 

Рассмотрим столкновения молекул воз- 
духа © каплей н найдем, как зависит сила 
сопротивления от скорости теплового дви- 
жения молекул. При этом будем считать, что: 

1) столкновения молекул с каплей — 
упругие, 

2) молекулы, сталкивающиеся с каплей, 
движутся или вертнкально вверх, нли вер- 
тикально вниз; 

3) скорости всех молекул . одинаковы. 

Эти допущения упрощают рассуждення, 
но при этом они не изменяют реальной кар- 
тины явления. 

Вначале рассмотрим столкновение па- 
раллельного пучка частиц с неподвижной 
стенкой. Обозначим площадь поперечного 
сечения пучка 5, скорость частнц и, Число 
частнц в единнце объема л. За время & со 
стенкой сталкиваются те молекулы, которые 
находятся от нее на расстоянни, ие большем 
чем иёр. Число таких частиц равно $и Ам. 
их общая масса т--биАвито (то — масса 
одной частицы), а импульс 

ти-= зи Ашть. 
После` упругого столкновения импульс час- 


тиц меняется на противоположный, поэтому 
изменение импульса равно 

А (ти) = 2 ти. 
Это означает, что иа частицы со стороны 
стенкн и на стенку со стороны частиц дейст- 
вуют средине снлы, равные по абсолютной 
величине 


А 
Е = и = 25и?пто. 


Такнм образом, сила, действующая на стен- 
ку, пропорциональна квадрату скорости час- 
тиц относительно стенки. 

Теперь рассчитаем силу сопротивления 
для движущейся капли. Обозначим скорость 
капли у, а скорость теплового движения мо- 
лекул воздуха и. Молекулы, налетающине на 
каплю снизу, движутся отиосительно кап- 
ли со скоростью и-Ё#, а налетающие на кап- 
лю сверху — со скоростью и—и. Поэтому 
снизу на каллю действует сила Ру=Ё (и 
+ 0)*, а сверху — Р.=А (и— 9) (& — коэф- 
фициеит пропорциональностн, не завнсящий 
от скоростей и и ци). 

Результнрующая сила 


=Р,-—Рь=4 вич. 
Итак, снла сопротнвлення, действующая 


на каплю, пропорциональна скоростям и н и, 
Кроме этой снлы, на каплю действует еще 





сила тяжести Мя. При  равномерном 
движении 
Ма-4 Кио, 
откуда 
МЕ 
7 — аи 


То есть скорость падения капли обратно 
пропорциональна тепловой скорости движе- 
ния молекул воздуха. Но. как известно, 


и— УТ. Следовательно, 


1 
И 
ут 
Поэтому при увеличении температуры воз- 
духа скорость падения капли уменьшится. 


$236. Определить период колебаний поляр- 
ной молекулы в однородном электрическом 
поле, напряженность которого Е=300 в/см. 
Полярную молекулу можно представить в 
виде жесткой гантельки длины 1 (1=10—8 см), 
на концах которой находятся две материаль- 
ные точки массы т (т== 10—19 2), несущие на 
себе заряды Геи —е соответственно (е—= 
= 1,6. 10—19 к). 


В положении устойчивого равновесня мо- 
лекула располагается вдоль поля (рис. 24). 
Еслн ее вывестн из этого состояния, то воз- 
никает вращательный момент, поворачива- 
ющий молекулу вокруг ее центра тяжести. 
Этот момент создают электрннеские силы РЁ, 
и Р., действующие на заряды со стороны 
электрического поля (рис. 95). 

сли рассматривать заряды каждый в от- 
дельности, то можно сказать, что электриче- 
ские силы для инх играют роль возвращаю- 
щих сил. Поэтому заряды колеблются подоб- 


{ 
но математическим маятинкам длиной —. 


Воспользуемся этой аналогией и запи- 
шем пернод колебаний молекулы так: 


12 
Т =. ув ъ 
24 Г. 


где д’б— ускорение, которое электрическое 





поле сообщает каждому заряду. Так как 
. _ Рэя ы 
= ’.а Рад =еЁ, то 
> еЕ 
> 


Поэтому окончательно 


" Чт 
Т = 2х | =2х у 2.10-1 с. 
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Рис. 25. 


$237. Почему лицо фехтовальщика в прозо- 
лочной маске не видно публике, а спортсмен 
видит все так же хопошо, как и без маски? 


Отвечая на этот вопрос, остановимся на 
двух наиболее существенных факторах. 

Во-первых, лицо человека в маске ос- 
вещено гораздо хуже, чем сама маска н ок- 
ружающие предметы. Поэтому свет, отра- 
женный лицом, очень слаб по сравиению 
со светом, идущим от маски и других пред- 
метов. Вот почему для наблюдателя из пуб- 
лики лицо фехтовалыщика в маске практн- 
чески неразлнчимо. Сам же спортсмен, 
наоборот, хороню видит ярко освещенные 
предметы вокруг себя на фоне слабого света, 
отраженного внутренней стороной проволоч- 
ной маски. К тому же изображенне маски 
в глазу спортсмена получается снльно раз- 
мытым (несфокуснированным), так как маска 
расположена слишком близко к глазу. 

Аналогнчно объясняется, почему днем 
невооруженным глазом нельзя увидеть звезд: 
солнечный свет, рассеянный атмосферой, го- 
раздо снльнее свста звезд. 

Во-вторых, поскольку проволочная сст- 
ка находится близко от лица спортсмена, 
она закрывает для наблюдателя довольно 
большую часть лица. В то же время спорт- 
смену эта маска почти не мешает. 

В заключение рассмотрим еще одну по- 
добную задачу — почему днем с улицы ни- 
чего не видно внутри комнаты, если смотреть 
через окно, занавешениое сстчатой тканью? 
Очевидно, в этом случае тот факт, что силь- 
но освещенная спаружи занавеска отражает 
много света по сравнению с предметами внут- 
ри комнаты, играет решаклмую роль. Если 
смотреть из комнаты на улицу, то яркис 
предметы будут хороню видны. так как 
внутренняя сторона занавески освещена сла- 
бо. Однако, видно будет значительно хуже, 
если в комнату попадают прямые солнечные 
лучи н стены комнаты хорошо отражают 
свет,— тогда и изнутрн занавеска освещена 
хорошо. Чтобы хороию видеть то, что про- 
исходит на улице, необходимо в этом случае 
подойти вплотную к окну. 


И. Ш. Слободецкий 
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Механические 
колебания 





АБИТУРИЕНТА В. А. Тихомирова 
Гармоническим колебательным дви- времени, но и направление двнжения 
жением называют движение, происхо- тела. Поэтому говорят, что фаза коле- 
дящее по закону баний характеризует стадию колеба- 
хХ = хо 60$ (® -Е Фо). {1} тельного движения в рассматриваемый 


Здесь х — смешение тела из положе- 
ния равновесия, х, — амплитуда коле- 
баний, ®Ё--Ф. = ф — фаза коле- 
баний, ® — циклическая частота, ко- 
торую можно связать с частотой 


колебаний х или периодом колебаний 
2х 
Т соотношениями ® = 2лу =-, и 
Ф<о — начальная фаза. — Наиболь- 
шую трудность при изучении этих 
величин вызывает обычно понятие 
фазы колебаний. Из уравнения (1) 
видно, что, зная фазу колебаний и ам- 
плитуду, можно определить не толь- 
ко положение тела в данный момент 





момент. Начальная фаза показывает, 
с какой стадии начался колебатель- 
ный процесс. Пусть, например, ма- 


тематический маятник (рис. 1, а) кс- 
леблется с начальной фазой фо =. 


Это означает, что он начннает дви- 
гаться из положения равновесия вле- 
во. Через четверть периода, когда 


фаза колебаний ф=оЁ+ = 
2 Ш д =: 
дет до крайнего левого  положе- 


ния (рис. 1, б) ит. д. Особенно важ- 
ными понятия фазы и начальной фа- 
зы становятся при сравнении или 
сложении нескольких колебаний. 

Уравнение (1) — это кинематиче- 
ский закон, описывающий гармони- 
ческое колебание и связывающий ос- 
новные кинематические — величины, 
характеризующие это движение. 
Вспомним, когда возможно — такое 
движение, от чего зависят амплитуда, 
частота и начальная фаза колебаний. 
Самые простые и наглядные примеры 
колебательных систем — это пру- 
жинный (рис. 2) и математический 
маятники. Будем говорить только о 
свободных (или собственных) колеба- 
ниях этих маятннков *). 





*) Уравнение (1) описывает н вынуждень 
ные колебания. 
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Если каким-нибудь образом вы- 
вести маятник из состояния равно- 
весия, сообщив ему некоторую на- 
чальную энергию, он будет совершать 
периодически повторяющееся движе- 
ние. Отличительной особенностью ко- 
лебаний по сравнению с остальными 
видами периодических движений яв- 
ляется то, что существует особое 
положение — положение равновесия, 
к которому маятник периодически 
возвращается, но не останавливается 
в этом положении, а продолжает дви- 
гаться дальше по инерции. 

Следовательно, в системе,  обла- 
дающей  инертностью, обязательно 
должна быть так называемая возвра- 
щающая сила. В пружинном маятни- 
ке это — сила упругости, в матема- 
тическом — составляющая силы тя- 
жести. Возвращающая сила связана 
со смещением маятника от положе- 
ния равновесия: 

в = — АХ. 
Это равенство по виду напоминает 
закон Гука для упругих деформаций: 


Рупр = — Аупрх, 


где х — величина деформацин, А; р— 
коэффициент упругости. Пбэтому воз- 
вращающую силу часто называют 
квазиупругой силой (приставка «ква- 
зи» означает «как бы»), а # — коэф- 
фициентом квазиупругости. Коэффи- 
цнент А зависит от природы возвра- 
щающей силы. 
Таким образом, 
динамики — второй 
для гармонических 
сывается так: 


основной закон 
закон Ньютона 
колебаний запи- 


п а: 


т т 


(2) 


Решением этого уравнення и является 
выражение (1). 

Начальная фаза $, зависит, ко- 
нечно, только от начальных условий. 
Циклическая частота ® зависит от 
т и Е, характеризующих инертные 
и квазиупругие свойства системы, 
следующим образом: 


А 


—. 


т 


® = 
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Но если вы забыли эту формулу, то 
вспомнить ее помогут простые физи- 
ческие соображения -и метод размер- 
ностей. 

Действительно, чем больше коэф- 
фициент квазиупругости А, тем боль- 
ше ускорение маятника в любой мо- 
мент времени, тем быстрее маятник 
совершает колебания. Чем больше 
масса маятника, тем меньше его уско- 
рение, тем медленнее происходят ко- 
лебания. 

Запишем зависимость 
в таком виде: 


о = АРВ, 


где А — безразмерный коэффициент 
пропорциональности, х и В — 6ез- 
размерные ’показатели степени. Те- 
перь воспользуемся правилом раз- 
мерностей, по которому размерности 
левой и правой частей любого равен- 
ства должны быть одинаковыми, то 
есть 


х отти 


10} = [22] [м8 }. 


В системе СИ [0]=е\1 1] = 
== кг-с *, т] = кг, поэтому 
с" = кейс-2° кг В. 


Найдем, при каких @ и В это равен- 
ство обратится в тождество. Для 
этого приравняем показатели степени 
у одинаковых оснований слева и 
справа и получим систему 


Г— Ё = — 2, 
| а-в-0, 
откуда 
| 1 
а = 7 и в=-ф. 


Таким образом, 


« =Д | 


Коэффициент А, который в самом 
деле равен 1, методом размерностей 
найти, конечно, нельзя, 

Теперь об амплитуде колебаний. 
Конечно, она зависит от энергни,,. ко- 
торую сообщили маятнику в началь- 
ный момент. Конкретнее поговорим 
об этом при решении следующей за- 
дачи. 





Рис. 3. 


Задача 1. Пружинный маят- 
ник совершает гармонические колеба- 
ния с циклической частотой ® и амп- 
литудой х.. Найти максимальные 
значения ускорения и скорости маят- 
ника, а также величину его механи- 
ческой энергии. 

По второму закону Ньютона для 
гармонических колебаний 


а = — ®\х. 


Поскольку смещение х меняется по 
гармоническому закону, а «2 — вели- 
чина постоянная, то ускорение маят- 
ника а тоже меняется по гармониче- 
скому закону, причем его амплитуда 


@ = 2х. 


Знак минус в уравнении движе- 
ния говорит 0 том, что колебания 
ускорения противоположны по фазе 
колебаниям смещения. 


Раз смещение маятника и сго 
ускорение меняются со временем по 
гармоническому закону, то естествен- 
но предположить, что и скорость 
маятника меняется по такому же 
закону. (Строгие расчеты действи- 
тельно подтверждают эти предполо- 
жения. Амплетуду колебаний ско- 
рости можно найти, воспользовавшись 
законом сохранения энергии. 


Механическая энергия маятника 
Е складывается из кинетической 
энергии шарика Ек = ти?/2 и 
потенциальной энергии упругой де- 
формации пружины Ел =Ах?/2. 
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Рис. 4. 


При прохождении положения равно- 
весия, когда невесомая пружина не- 
деформирована, а скорость шарика 
, максимальна, полная энергия 


2 
тор 
р] . 





Е= Ек тах — 


В момент наибольшего удаления ша- 
рика от положения равновесия, когда 
его скорость равна нулю, а деформа- 


ЦИЯ пружины максимальна, энергия 
. [2 
Е= Ен тах — 9 _ 


Полная энергия маятннка с течением 
времени не меняется (мы рассматри- 
ваем незатухающие свободные коле- 
бания), поэтому 


ту? [3 
с > щ* 








откуда 


Г 
ой 


[27 == 
Колебания скорости опережают по 
фазе колебания смещения на четверть 


периода, то есть на 


2. 

Графики зависимости емещения х, 
скорости и и ускорения а от времени 
даны на рисунке 3. 

Итак, полная механическая энер- 
гия, самым тесным образом связан- 
ная с амплитудой смещения х, или 
с амплитудой скорости из, есть вели- 
чина постоянная. Но ведь сна скла 


дывается из кинетической и потен- 
циальной энергии. Запишем выраже- 
ние для потенциальной энергин упру- 
гой деформации: 








вх? Вх? 
ре - щ 0 2 Е 
СЫ = 5 - ©0591 
вх? 
— т {1 -- со$ 2°р. 
Отсюда видно, что потенциальная 


энергия тоже меняется с течением 
времени по гармоническому закону, 
но частота ее колебаний в 2 раза 
больше частоты колебаний смещения 
маятника. 








Кинетическую энергию можно 

представить как разность полной 
ч р. 
энергии, равной Ё =—5 и по- 
тенциальной энергии: 
Ех 
Ек=В-— Ег = 4 {1 — со 2091. 

Следовательно, кинетическая энер- 
гия изменяется в противофазе по 


сравнению с потенциальной. Графи- 
чески это показано на рисунке 4, 
тде Т’— период. колебаний энергни, 
а Т— период колебаний смещения. 

Мы видим. что рассматривая ко- 
лебания, можно говорить не только. 
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о колебаниях смещения, скорости, 
ускорения, но также и о колебаннях 
кинетической и потенциальной энер- 
гий. Теперь рассмотрим несколько кон- 
кретных задач ин убедимся в том, что 
для их решения достаточно выяснить 
природу возвращающей силы, запи- 
сать для нее соответствующее выра- 
жение, а также воспользоваться за- 
коном сохранения энергии. 

Задача 2. На чашку весов, 
подвешенную на пружине, падает с 
высоты йЙ груз массы т и остается на 
чашке (рис. 5, а). Коэффициент упру- 
гости пружины равен Е. Массы пру- 
жины и чашки малы по сравнению с 
массой груза. Определить амплитиуду 
и период свободных колебаний чашки 
с грузом. 

Система, действительно, будет со- 
вершать колебания, так как она пред- 
ставляет собой пружинный маятник, 
расположенный вертикально. Но, 
кроме силы упругости пружнны, на 
чашку с грузом действует еще сила 
тяжести. Какова ес роль? Эта сила, 
оказывается, изменяет положение рав- 
новесия системы, смешая его вниз 
ма зеличину Ах (рис. 5, 6). 

Рассмотрим две системы  коорди- 
нат: ОХ и О’Х’. Запишем закон дви- 
ження маятника в первой системе: 


та = — #х | тв. 
Но 
х =х’-+ Ах. 
Величину Ах можно найти из условня 
равенства сил тяжести и упругости 


в положенин равновесия: шв = #&х. 
Поэтому 


т 
та = —Ах— В —^- 5, 
то есть 
та = — Ях.. 


Следовательно, ускорение системе 
сообщает только сила упругости. 
Период колебаний равен 


Т= И =, 


Амплитуду колебаний найдем, ис- 
ходя из закона сохранения энергии. 





Рис. 6. 


В начальный момент груз обладает 
потенциальной энергией тяготения. 
В момент, когда пружина максималь- 
но растянута, потенциальная энер- 
гия упругой деформации запасена в 
пружине (за начало отсчета высот 
принимаем наинизшее — положение 
чашки с грузом, поэтому во втором 
случае груз не обладает никакой энер- 
гией). Приравняем эти энергии *): 


та Ах) = АЕ 


о Ы 
где 
те 
Е 


мВ 1 
Е у! Е Е 

Задача 3. Найти частоту ко- 
лебаний маятников, — изображенных 
на рисунке 6. Коэффициенты упру- 
гости пружин равны К: и К, масса 
груза т.  Массами пружин прене- 
бречь. 

Рассмотрим сначала первый маят- 
ник (рис. 6, а). Если сместить груз 
из положения равновесия, например, 
вниз на величину х, то верхняя пру- 
жина дополнительно растянется на 
длину х, а нижняя — сожмется тоже 
на х. Но обе дополнительные силы 
упругости направлены вверх, то есть 
они возвращают груз в положение 


Ах= 





Отсюда 








Х = 





*) Это можно сделать, так как чашка не- 
весома, и начальная энергия чашки с гру- 
зом равна энергин падающего груза. 
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Рис. 7. 


равновесия, поэтому можно записать: 

та = — Вх — Вх = — (Е + Е.) х. 

По уравнению движения маятника 
а = — ®2х, 


о=У-—+*. 
т 


Во втором случае (рис. 6, 6) при 
смещении груза из положения равно- 
весия вниз на величину х обе пружи- 
ны растянутся, но их удлинения х, 
их. будут разными. Однако 


поэтому 


де-ЕЕ == 


Так как пружины невесомы, силы 
упругости должны быть одинаковы- 


ми*): Ах, = А.х.. Поэтому закон 
движения груза: 

реа д. — —__ #2 - 
та=- Ех, -- — А-х. — ЕЕ" №, 
откуда 

ЕЁ 
<) — у _ * 
(Ё, + г) т 
Заметим, что частота колебаний 


первого маятника больше, чем ча- 


стота колебаний второго. 





*) Рассмотрим, например, вторую пру- 
жину. На нее со стороны первой пружины 
действует сила Р\= #,х:, направленная 
вверх, н со стороны груза действует сила Рь, 
равная по третьему закону Ньютона силе 
упругости второй пружины и направленная 
вниз (то есть Р.= №.х2). Запишем уравне- 
нне движения для пружины: тзаз=Р:— А, = 
—=А.х.а— &х:. Так как иружнна невесома, 
то есть т./=0, то Ех. Ёх.. 
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Действительно, 


1 Е-№ В 
} т | (Е) мт 

т У № |0 
У  УБы -в 


так как 
Е № 
2 


среднее 
всегда больше 


арифметическое 
ули равно 


среднему геометрическому М ,. 

Задача 4. Ареометр массой т 
представляет собой шарик, заполнен- 
ный дробью, и цилиндрическую триб- 
ку с поперечным сечением 5. Он 
помещен в жидкость с плотностью р 
(рис. 7). Ареометр погружают в жид- 
кость несколько глубже, чем это нужно 
для его равновесия, и затем отпус- 
кают. Найти период свободных ко- 
`лебаний ареометра. 

В положении равновесия сила 
тяжести уравновешивается выталки- 
вающей силой. Если ареометр глубже 
погружен в жидкость, выталкиваю- 
щая сила становится больше силы 
тяжести, возникает равнодейст- 
вующая сила, направленная вверх. 
Пройдя по инерции положение равно- 
весия, ареометр оказывается погру- 
‚женным в жидкость меньше, чем это 
нужно для равновесия, возникает 
равнодействующая сила, направлен- 
ная, вниз. Таким образом, изменение 
выталкивающей силы выполияет роль 
возвращающей снлы: 


АЁьыт = — ОВАУ = — рё5х 


(знак минус говорит о том, что из- 
менение выталкивающей силы про- 
тивоположно изменению объема по- 
груженной части ареометра). Следо- 
вательно, в этом случае # = ря$, 
поэтому 


т 


Г=2п И т =21 Е 


Задача 5. Математический 
маятник длиной | укреплен на тележ- 
ке, скатывающейся без трения с на- 
клонной плоскости с углом наклона ©. 
Найти положение равновесия маят- 
ника и период его колебиний. 
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Поскольку маятник находится на 
тележке, скатывающейся с наклонной 
плоскости с ускорением а == в Уп а, 
то его положением равновесия будет 
положение, при котором маятник 
движется относительно плоскости с 
тем же ускореннем а, что и тележка. 

На шарик действуют две силы: 
сила тяжести тё и сила натяжения 
нити Р,. Равнодействующая этих 
сил в положении равновесия и долж- 
на сообщить шарику ускорение а: 

Ер == та = тв т а. 
Из рисунка 8 видно, что это возможно 
только в том случае, когда вить 
маятника перпендикулярна к па- 
клонной плоскости. 

Итак, составляющая силы тяжести 
вдоль плоскости, равная тб зто, 
должна обеспечить маятнику уско- 
ренное движение по наклонной плос- 
кости. Сила натяжения, всегда пер- 
пендикулярная к траектории дви- 
ження шарика относительно тележки, 
тоже не может выступать в роли воз- 
вращающей силы. Поэтому остается 
одна сила — составляющая силы тя- 
жестн, перпендикулярная к плоскости 
и равная тёсо$ <. Можно сказать, 


что маятник совершает колебания как 
бы в ином поле тяжести с ускорением 
свободного падения д” = & с0$ &. 








Рис. 9. 


Период таких колебаний 


Т=2я Ут - эп 
Задача 6. 





1с05 а’ 


Маятник состоит 
из металлического шарика, подве- 
шенного на шелковой нити. Как 
изменится период его колебаний, если 
:нарики сообщить положительный за- 
ряд, а другой шарик, заряженный от- 
рицательно, поместить внизу, на 
одной вертикали с нитью маятника 
(рис. 9, а)? 

Кроме силы тяжести и силы на- 
тяжения нити, на заряженный шарик 
маятника действует еще электриче- 
ская сила притяжения к противо- 
положно заряженному шарику, нахо- 
дящемуся ниже. Эта сила, как и сила 
тяжести, будет давать составляющую 
на направление движения (рис. 9, 6), 
что увеличит возвращающую силу: 

Рае 2. 
При этом увеличится среднее значе- 
ние ускорения маятника, а пернод, 
соответственно, уменьшится. По- 


ложение равновесия маятника оста- 
нется вертнкальным. 


Упражнения | 

1. Математический маятник, состоящий 
из нитн длиной 243 см вн стальшюго шарика 
диаметром 4 см, совершает гармонические 
колебания с амплитудой 10 см. Определить 
скорость шарика при прохожденин положе- 
ния равновесия н наибольшее значение воз- 
вращающей силы. Плотность стали равна 
7,8 г/смЗ. 

2. Тело массой М, скрепленное с пру- 
жиной, совершает колебания © амплитудой 
Хь На гладком горизонтальном столе. В тот 
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Рис. И. 


момент, когда тело проходит положение рав- 
новесия, на него сверху падает н прилнлает 
к нему кусок пластилина массы т. Как из- 
менится амплитуда колебаний? 


`° 3. Шар массой т, = 0,2 кг лежит на аб- 
солютно гладкой поверхности. С помощью 
нити, перекинутой через блок, к нему при- 
креплен груз массой т.-= 0.1 ке (рис. 10). 
Блок представляет собой тонкостенный ци- 
анндр массой т.= 0,3 кг. При равновесии 
этой системы легкая пружина растянута на 
А! = 5 см. Определить циклическую частоту 
свободных колебаний шара, если груз без 
толчка немного оттянули винз и отпустилн. 


4. Груз массой 0.5 кг, подвешенный на 
невесомой пружине, колеблется с частотой 
0,4 ‘гц. Каковы будут частоты колебаний то- 
го же груза на двух такнх пружинах, если 
один раз оци соединены последовательно, 
а лругой раз параллельно (фис. 11}? 

5. В О-образную трубку налита ртуть. 
Найти период колебаний ртутн, если пло- 
щадь поперечного сечения трубки $, масса 
ртутн т и плотность ртути р. 


6. Горизонтальная подставка соверша- 
ет в вертикальном направлении гармониче- 
ские колебания с амплитудой х.. Какова мо- 
жет быть максимальная частота этих коле- 
баний, если лежащий на подставке предмет 
же отделяется от нее? 


7. Лифт поднимается вверх сначала с 
ускорением а, в течение времеин &, затем 
с замедлением а» в течение времени #». В лиф- 
те находнтся математический маятник длн- 
ной Г. Сколько колебаний он совершит за 
время движения? 


8. Как изменится пернод колебания ма- 
ятника (см. задачу 6 в статье), если отрица- 
тельно заряженный шарик поместить в точ-° 
ке подвеса? 


Е 
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«Прикладная 


Л. Е. Садовский 


новая 


математика» — 


специальность 


в технических вузах 





Инженерам любой специальности необходн- 
мы знания в области фундаментальных дис- 
циплин, сложившихся в ходе многовекового 
исследования законов мира. Важнейшие из 
этнх дисциплин: математика н физнка. Раз- 
виваясь в процессе деятельности человека, 
оин сами оказываются поразительной снлой, 
способствующей прогрессу знаний н техники. 

Основные факты, получениые точными 
науками (теоремы, физические законы ит. п.), 
составляют научный Капитал, который, в 
отличие от действующей техникн и техноло- 
гии производства, почти не стареет со вре- 
менем. Яркой нллюстрацией стабильности и 
преемственности знаний в области фунда- 
ментальных дисциплин может служить сопо- 
ставленне частей современного математичес- 
кого образования. Здесь и созданная более 
2000 лет назад «школьная» И и сще 
более древние основы алгебры. ними со- 
седствуют дифференциальное и интеграль- 
иое исчисления, а также аналитическая тео- 
метрия и линейная алгебра. Эги разделы 
стандартного курса высшей математики в ву- 
зах имеют примерно двухсотлетний возраст. 
Наконец, современные методы решения ой- 
тимизационных задач (на определение нан- 
больших и нанменьших значений функций) — 
в том числе лннейнкое, нелинейное и дниа- 
мическое программирование, припцип мак- 
симума и т. п.— немногим старше двадца- 
ти — тридцати лег. В то же время некоторые 
из них сами являются удачным синтезом дав- 
ио известных методов перебора различных 
вариантов и новых соображений, обеспечи- 
вающих определенную целенаправленность 
(и, следовательно, экономичность) подобного 
перебора. Методы огтимизацни включены в 
учебные планы специальностей с повышен- 
ной математической подготовкой. 

Более старые разделы науки сосущест- 
вуют с новыми и ими не отменяются. Меня- 
ется лишь относительный вес отдельных 
частей, методика обучения, оценки значи- 
мостн тех или иных разделов. Так, например, 
по вовой программе средней школы систе- 
матический курс математики вводится па 
год раньше (в четвертом классе). В нем рано 
п оявляются теоретико-миожественные лоия- 
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тня, алгебраическая символика, современ- 
ная терминология, начала геомелрин, а в 
старших классах — начала чатематнческого 
анализа и исследование элементарных 
функций. 

Аналогичный процесс перестройки нро- 
граммы математических курсов, перенос ак- 
пентов на новыс разделы. некоторое сокра- 
щение «традинионных» разделов, нотеряв- 
них прежнее значение, пренсходит и в выс- 
шей школе. Во многом эта перестройка ока- 
залась вызванной современной научно-тех- 
нической революцией, о которой столь часто 
теперь говорят н пишут. Бесспорно, что од- 
ним из важнейшнх условий этой революцин 
явился прогресс в области математических 
знаний и вычнслительной техники. Быстро- 
действующие электронные цифровые вычис- 
лительные машины (ЭВМ). созданные ма- 
тематиками в содружестве с ниженерамн, 
за тридцать последних лет существенно рас- 
уирили возможности исследований (не толь- 
ко математических!), вызвали переоценку 
ценностей, внесли принципиально новое в 
сферу управления экономикой, в управление 
процессами производства, в его автомати- 
зацию и т. п. 

ЭВМ преподносят нам еще один пример 
преемственности н стабильности матсматн- 
ческих идей: можно проследить два направ- 
ления, слияние которых отмечено созданием 
ЭВМ. Одно из них идет от Блеза Пас- 
каля (1623—1662) и его счетной машины 
(см. «Квант», 1973, № 8, с. 10). Второе — 
от Готфрида Лейбница (1646— 
1716); ои хотел разработать математический 
аппарат, пригодный для проведения рассуж- 
дений и доказательств теорем, и построить 
на основе этого аппарата машину, способ- 
ную проводить доказательства автомати- 
чески. 

Первая линия продолжалась в работах 
по созданию все более совершенных счетных 
машин: арифмометров, автоматических сум- 
мирующих машин и т. п. Вторая поддержн- 
валась работами Джорджа Буля 
(1815—1864), заложившего основы алгебры 
логикн, затем Фреге и Расселом, которые н 
создали собственно теорию исчисления вы 


сказываний (математическую логику}, и дру- 
гими математиками. 

По-видимому, впервые оба этн направ- 
ления соприкоснулись в идеях Чарльза 
Бэбеджа (1792—1871), в проекте его 
аналитической машины предусмотрены важ- 
нейшие части ЭВМ: ячейки памяти для хра- 
имения даиных, арифметические устройства, 
устройство, управляющее работой машины 
(программа). 

временные ЭВМ — это синтез идей, 
восходящих к Паскалю и Лейбницу. Этя иден 
вместе с возможностями современной общей 
алгебры привели к созданию теорни алгеб- 
раических моделей вычислительных машин 
и теоретическому программированию. 

ЭВМ требуют надлежащего математнче- 
ского обеспечения — а его создают люди. 
По данным одной из крупиейших в мире 
фирм. производящих вычислительную тех- 
нику, современные ЭВМ лишь на 40% — 
«железо», на остальные же 60% — матема- 
тическое обеспечение (то есть программы 
решения различных задач, трансляторы, днс- 
петчеризация времеии по отдельным задачам 
ит. п.). В штате этой фирмы н ее филиалов 
работают 100 000 математиков. По некоторым 
оценкам стоимость создання программного 
обеспечения достигает 80% стоимости деся- 
тилетней эксплуатации ЭВМ. Предназна- 
ченные первоначально для решения науч- 
ных (вычислительных) задач, ЭВМ, оказа- 
лись иезаменимыми в сфере управления и 
обработки информацни*). 

Любопытно, что так называемые счетио- 
аналитические машины**), предназначенные 
для обработкн информации (в частности, 
для бухгалтерских расчетов), в последующем 
{до появления ВВ использовались для рс- 





*) Понятие информации является в ма- 
тематике одним из начальных, его нельзя 
определить (подобно понятию множества) 
с помощью иных более элементарных поня- 
тий. Здесь же под термином «информация» 
можно понимать некоторую совокупность 
фактов или данных, иесущих содержатель- 
ные сведения о чем-либо. Понятне содержа- 
тельности относительно. Так например, для 
окончившего среднюю школу сообщение отом, 
что Средиземное и Черное моря соедннены 
проливами, не содержит новых сведеиий, 
тогда как для лица, географию не изучав- 
шего, это сообщение содержнт нечто новое. 

**) Счетио-аналитические машины рабо- 
тают с данными, нанесенными на специаль- 
ные карты и в виде пробивок 
{перфораций). комплект машин входят: 
табулятор (суммирующая машина}, мульти- 
плейер (умножающая машина), сортироваль- 
ный автомат (осуществляет простейшие ло- 
гические операции — подбор массивов карт 
по определенным признакам), перфоратор 
(наносит данные на карты) и другие устрой- 
ства, 
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шения научных задач. Сопряжение нх в 
системы совместно работающих машин пред- 
шествовало созданию современных ЭВМ. Сей- 
час 80% всех ЭВМ используется для обра- 
ботки информации и для управления. Слож- 
ность задач управления, огромный объем 
информации, подлежащей обработке, потре- 
бовали создания специализированных си- 
стем и способствовали превращению искус- 
ства управления в науку. 

До последних лет внимание привлекала 
автоматизацня тех нли иных процессов про- 
изводства (в металлургии, химии, пищевой 
промышленности). Речь шла о проведении 
известной работы новыми средст- 
вами. Вузы давно готовят инженеров по 
автоматизации конкретных произ- 
водств (в настоящее время более чем по 350 
спецнальностям). Автоматизация производ- 
ства приводит обычио к существенному со- 
кращению обслужнвающего персонала, в то 
время как автоматизация процессов управ- 
ления к резкому сокращению обслуживаю- 
щего персонала не приводит. Эффект от 
автоматизации управления состоит в прове- 
денин новыми средствами новой ра- 
боты, осуществить которую старыми сред- 
ствами невозможно. Кроме того, с 
помощью новых средств в ходе самого про- 
цесса работы можно добнться оптимизации 
тех илн иных величин, подобно тому как в 
процессе полета космической ракеты в на- 
земиых управляющих центрах удается про- 
вести упреждающие расчеты и провести кор- 
рекцию скорости и других параметров. 

Одно из новых средств — это автоматн- 
зированные системы управления (АСУ). Их 
основная задача — автоматизация управле- 
ння на тех или иных уровнях (отдельное пред- 
приятие, отдельная отрасль хозяйства или 
транспорта, государство и даже содружест- 
во государств). Цель управления — достн- 
жение обоснованных и по возможности на- 
илучшнх решений в проведенни различного 
рода меропрнятий. 

АСУ в практическом решении задач опи- 
раются на современную вычислительную тех- 
нику, а в методологнческом плане — на 
современные разделы математики (теорию 
управления, исследование операций®), мате- 





*) Операцией называется всякое действие 
(нли система действий), подчиненное едино- 
му замыслу и направленное к достижению 
определенной цели. Примерами операций 
могут служить: система мероприятий по пере- 
броске грузов нз пунктов ‘производства в 
пункты потреблення в кратчайшее время 
{С минимальными затратами); запуск груп- 
пы искусственных спутников для организа- 
ции систем связн и т. п. Исследование опе- 
раций связано с выбором такой системы дей- 
ствий, которая по определенным признакам 
{критериям} предпочтительнее других (ол- 
тимальна). 


матнческое программирование, системный 
анализ, случайные процессы и многие другие}. 

Естествеино, что создание и эксплуата- 
ция подобиых систем предусматривает иа- 
личие вычислнтельной техники и надлежа:- 
щего математического обеспечения. 

В девятой пятилетке планируется созда- 
нне более 1500 различных АСУ и подготовка 
более 75 тысяч инженеров по комплексному 
обеспечению эксплуатации всех звеньев АСУ 
н ее информационной базы *). 

Более чем в 40 вузах страны подготовка 
таких специалистов начата. Несколько лет 
в университетах н крупнейшнх вузах ведет- 
ся подготовка инженеров-математиков (или 
математиков-ннженеров). За прошедшие го- 
ды страна получила примерно 10 тысяч ин- 
женеров-математнков. С 1969 года специ- 
АЛЬНОСТЬ «ннженер-математик» преобразована 
в новую специальность — «прикладная ма- 
тематика», имеющую несколько спецнализа- 
ций. Основные из ннх: 

\} математическое обеспечение АСУ, 

2) математическое обеспечение ЭВМ, 

3) применение средств вычислнтельной 
техники (к решению инженерных, экономи: 
ческих, управленческих и других задач). 

В девятой пятилетке планируется подго- 
товить 50 тысяч математиков-прикладников. 

Проблемы, с которыми сталкивается ин- 
женер-математик, весьма разнообразны и по 
своему происхожденню, и по трудностн. По- 
этому охарактеризовать их можно лншь в 
сбщих чертах. 

Специалисты по математическому обес- 
печенню АСУ занимаются, в основном, 
проектироваиием принципиальных схем АСУ, 
математнческим описанием и выбором оп- 
тнмальных вариантов процессов производст- 
ва, управлення, сбора и обработки инфор- 
мации, построением оптимальных объемных 
планов (на год, квартал), оперативным пла- 
нированием (например. суточным), эконо- 
мико-статистическими исследованиями (от 
взаимосвязей со смежными производствами 
и реализацин продукции до системы мате- 
рнального поошрения) и другимн. 

АСУ представляет собой своеобразную 
иерархическую  снстему. В ней цель 
каждой подсистемы состоит в принятии 
определенных решений. При движенни от 
более крупных частей к более мелким про- 
исходит постепенная детализация задач. Чем 
задача коикретнее, тем она, как правило, 
сложнее. К самым трудным относятся во- 
просы оперативного планировакня и управ- 
ления. Большие затруднения вызывает ус- 
тановление критериев полезности, оптималь- 
ности. Обычно создание обоснованного кри- 
терия — часть решения задачи. Примерно 
таким кругом задач описывается специали- 





*) Инженеров по конструированию ни 
эксплуатации ЭВМ наши вузы выпускают 
уже много лет. 
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Студенты МИИТа специальности зириклад- 
ная математика» на практике в машинном 
зале. & № 


зация математического сбеспечения АСУ — 
‚одной из указанных вБиие специализаций 
«прикладной математикиз. 

Вторая специализация (матсматнческое 
обеспечение ЭВМ} — это так называемое 
внутреннее математическое обеспечение ЭВМ: 
составление наборов (пакетов) программ, 
направленных на решение определенного 
круга задач; изучение различных языков 
програмунрования; создание трансляторов— 
устройств, воспринимающих текст программ, 
написанных на «почти человеческом» языке, 
я переводящих их на Язык машины; иссле. 
дование различных режимов работы отдель- 
ной ЭВМ и вычислительных систем, разра- 
ботка структуры вычислительного процесса. 

Третья  снециализация (применение 
средств вычнслительной техннки) связана с 
подготовкой математиков для поисковых ра- 
бот в различных областях техннки, техно- 
логии, экономики, обработки информации. 
управления. Здесь требуется умение сформу- 
лировать задачу на языке математики — 
построить ее сматематическую модель», изу- 
чить эту модель, установить, если это тре- 
буется. критерии полезности и выявить ус- 
ловия, их оптимизирующне. 

Основная характеристика спсдиальностн 
«прикладная математика — широкая мате- 
матическая подготовка и отличное владение 
ЭВМ в соединении со знанисм ряда общете- 
оретических (физика. механика) и ннженер- 
ных  дисинплиин  (электтотехника, радио- 
электроника, теорня автоматического уп- 
равления, ннженерная графнка)- 

Становленме  спецнальности априклад- 
ная математика» сопровождалось существен- 
ным увеличением объема математических 
курсов (до 1700 часов) и курсов по ЭВМ 
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{около 400 часов}*). Изученне многих мате- 
матнических дисциплин сочетается с работой 
на ЭВМ — решением ряда конкретных задач. 

Всего в рабочем плаие специальности из 
4700 учебных часов около 2600 часов отвс- 
дено математике АСУ и ЭВМ. Поэтому спе- 
циалисты в указанной области и класси- 
фицируются как математикн. 

Подготовка  математнков-прикладников 
ведется в университетах и наиболее круп- 
ных втузах страны (в частностя, в Лении- 
градском и Львовском  политехнических. 
Харьковском радиотехиическом, Казанском 
авиационном институтах, в Днепронетропв- 
ском институте инженеров железнодорож- 
ного транспорга, в МАИ, МИЭМ, МИФИ, 
ФИЗТЕХе, МИИТо). 

МИИТ, например. одним из первых в 
стране (наряду с МИЭМом) начал готовить 
инженеров-математиков, а с 1969 года он 
всдет подготовку математиков-прикладников 
по всем трем указанным выше слециализа- 
циям. МИНТ готовят также ннженеров-элскт- 





*) В нх числе: линейная алгебра и ана- 
литнческая геометрия, математический апа- 
линз, дифференциальные уравнения, уравию- 
ння математической физнки, общая алгебра, 
теория графов и комбинаторнка, численные 
методы, теория функний комплексной пере- 
менной и специальные функции, функцио- 
нальный анализ, теория вероятностей ин ма- 
тематическая статнстнка, теория случайных 
процессов, математическая логика, теория 
информации н кодировання, теория массово- 
го обслуживания, теория игр и исследование 
операций, методы оптимизации, теория на- 
дежностн Н планирования экспернмента, 
электронные вычислительные машины и про- 
граммирование, теорня алгоритмических язы- 
ков, элементы и устройства АСУ. 
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риков по ЭВМ н по АСУ, ннженеров по ав- 
томатике в промышленности, автоматике, те- 
лемеханике и связи на транспорте. 

В ФИЗТЕХе математики-приклалники 
снециализируются в области зисследование 
операций и больших систем». 

Чтобы стать математиком-прикладником, 
вовсе не обязательно стремиться в уннвер- 
ситеты или в столичные города. Эта возмож- 
ность открыта любителям математикн, фи- 
знки и их приложений во многих учебных 
завсденнях. страны. Все студенты, специали- 
зирующиеся по прикладной математике, по- 
лучают прекрасную математическую подго- 
товку. овлалевают днецинлинами общест- 
венного и инженерного цикла и вычислитель- 
ной техннкой. На последнем курсе они зна- 
комятся с новейшими ЭВМ, их математиче- 
ским обеспечением, процессами обработки 
информации. И самое существенное — овла- 
девают методами прикладной математики, 
усваивают — мировоззрение — математика- 
прикладинка. Это означает, что на первый 
план выдвигается развнтие математического 
мьниления, его культуры, а не усвоение не- 
которого перечня рецептов, алгоритмов, про- 
грамм, которыми все равно нельзя запастись 
на все случаи жизни: каждая новая задача 
связана, как правило, со специфической си- 
туацией, в которой старые рецепты, алго- 
ритмы, мстолы уже не работают. Требуются 
новые — нужно Уметь их создавать. 

Полученные знання н умение решать 
конкретные задачи открывают для выпускни- 
ка широкие и заманчивые перспективы. 
Научные и проектные институты, конструк: 
торскне бюро и лабораторин. вычислитель- 
ные центры и АСУ богаты широким ассорти- 
ментом интересных и сложных проблем, ко- 
тарые ждут своего решения, ждут инжене- 
ров-математиков. 
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Московский институт 
инженеров 
железнодорожного 
транспорта 





В «Кванте» № 7 за 1973 год мы рассказывалн 
о Московском институте инженеров желез- 
нодорожного транспорта. В этом номере мы 
помещаем варианты вступительного пись- 
менного экзамена по математике и задачи 
устного экзамена по физике в 1973 году. 


Математнка 


Варнант 1 


{< пециальности: мосты и тон- 
иели. промышленное и гражданское строн- 
тельство, экономика строительства,  эконо- 
мика транспорта, эксплуатация транспорта, 
строительство железных дорог, промышлен- 
ная  теплоэнергетика,  телловозостроение, 
строительные и дорожные машины), 


1. Двое рабочих А и В начали уборку 
картофеля с участка в 8 часов утра с одииа- 
ковой производительностью. В 9 часов к ним 
присоединился третнй рабочий С. В 11 ча- 
сов Ви С Ушли, остальную часть участка 
доделал один А за 6 часов. 

За сколько часов каждый рабочий смог 
бы убрать участок, работая отдельно, если 
извсстно, что рабочему С нужно для этого 
на 5 часов меньше, чем 4? 

2. Решить неравенство 

3х |1 х—2<0. 

3. Высота правильной треугольной приз- 
мы равна А. Прямая, соеднняющая центр 
верхнего основания с серединой стороны ниж- 
него основания, наклонена к плоскостн 
нижнего основания под углом а“. Найти 
полную поверхность призмы. 

4. Решить уравнение 


зп 3—4 шх с0$ 2х—=0. 
Вариант 2 


(Специальности: автоматизн- 
рованные системы управления, электронные 
вычислительные машины, автоматика и те- 
лемеханика в промышленностн). 


1. Мальчик и автобус одновременно от- 
правились от железнодорожной станции к 
пляжу. Через некоторое время мальчик 
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встретнл автобус, возвращавшийся с пляжа. 
Он успел пройти еще некоторое расстояние 
от места первой встречи с автобусом, когда 
тот же автобус, ндущий второй раз от стан- 
ции к пляжу, догнал его. Известно, что рас- 
стояние ‘между пунктами первой и второй 
встречи составляет 4/15 расстояния от стан- 
ции до пляжа. Во сколько раз скорость ав- 
тобуса больше скорости мальчика? 
2. При каких значениях а корень урав- 
непия 
а--3 
х--1 


5 — За ох -- 3 
ое? 





не меньше [2 

3. Основанием прямого параллелепнис- 
да служит ромб. Одна из диагоналей парал- 
лелепипеда равна а и образует с плоскостью 
основания угол ©, а с одной из боковых 
граней — угол В. Найтн объем параллеле- 
пипеда. 

4. Найти зи я -- с05% <. 
0$ а=а. 


если зто 


Вариант 3 


(спецнальность: прикладная ма- 
тематнка) 


1. Несколько человек купили облнга- 
ции. Деньги вносили по очереди, причем 
каждый последующий вносил на 2 рубля 
больше, чем предыдуший. На облигации 
пал вынгрыш в сумме 460 руб. Вынгрыш был 
разделен пропорционально внесенной каж- 
дым сумме денег. Сколько человек участ- 
вовало в покупке облигаций, если известно, 
что их было меньше 20 человек н первый 
получил при разделе выигрыша 20 руб., 
а внес целое число рублей. 

2. Решить уравнение 


Мхи —1Ы— и -0. 


3. Найти площадь треугольника, впи- 
саиного в окружность, если концы сго сто- 
роны, равной 20 см, отстоят от касательной, 
проведенной через противолежащую вершн- 
ну, на 25 син 16 см. 

4. Известно, что с05и-— со$?В— т. Най- 
тн со. с05?8— $1 зип2й. 





Физика 


1. 10 наклонной доске пустили катиться 
снизу вверх шарик. На расстоянии {=40 см 
от начала пути шарик побывал дважды: 
через 1=2 си Ь=3 с после начала движе- 
ния. Определить назальную скорость и ус- 
корение двнження шарнка, считая его по- 
СТОЯИНЫМ - 

2. Маленький шарик массой т, привя- 
занный к нити, вращается в горизонтальной 
плоскости, отстоящей от точки подвеса нити 
на расстояние Я. Скорость вращения по вели- 
чине постоянна. Найти частоту вращения 
маятника. 


3. На стержне длиной 1,5 м, который 
может вращаться вокруг горизонтальной 
оси, укреплевы два тела с массами т, —2 кг 
и п.=3 кг. Определить скорость второго 
тела при переходе стержня из горизонталь- 
ного в вертикальное положение. Первое тело 
отстоит от оси вращения на 0,5 м, второе — 
иа | м. Массой стержня пренебречь. 

4. Найти время, необходимое математи- 
ческому маятиику длиной {=1 м: а) на про- 
хожденне расстояння от точки максимально- 
го стклонения до положения равновесия; 
6} на прохождение первой половины это- 
го расстояния; в) на прохождение второй 
половниы этого расстояння. 

5. Два одинаковых свинцовых шарн- 
ка движутся навстречу друг другу со ско- 
ростями и; == 40 м/с и из = 20 м/с. Опре- 
делить, на сколько градусов они нагреют- 
ся в результате неупругого центрального 
столкиовення. Удельная теплоемкость свинца 
с =1!30 дж/кг-град. 

6. Определить среднюю плотиость пла- 
неты р, продолжнтельность суток на которой 
{1—6 ч, если иа ее экваторе пружииные 
весы показывают иа 10% меньший вес, чем 
на полюсе. Гравитационная постоянная 
у — 6,67 - 10—№ мз/кг . с. 

7. Электромотор питается от батареи 
сэ. д.с. 12 в. Какую механическую мощ- 
ность развивает мотор при протекавии по 
его обмотке тока 2 а, если при полном за- 
тормаживании якоря по цепи течет ток 3 а? 

8. Электронагревательные приборы, на 
которых помечено Р,=600 вт; (/, = 220 в 
н Р:= 400 вт; (/.- 220 в, включены по- 
следовательно в сеть с напряженнем 220 в. 
Какая мощность будет выделяться на каж- 
дом из них? 

3. В магнитном поле, индукция кото- 
рого В == 0,05 тл, вращается стержень дли- 
ной { = [м с постоянной угловой скоростью 
® — 20 раде. Ось вращения проходит через 
конец стержия и параллельна снловым ли- 
ниям магнитного поля. Найтн разность по- 
тенциалов, возникающую на концах стержня. 

19. По горизонтальным рельсам, распо- 
ложенным в вертикальном магнитном поле 
с индукцией В = 10—2 тд, скользит провод- 
ник длиной { = | м с постоянной скоростью 
У — 10 м/с. Концы рельсов замкнуты на по- 
стоянное сопротивление К = 2 ом. Опреде- 
лить, какое количество тепла выделяется на 
сопротивлении за | секунду. Сопротивлени- 
ем рельсов и проводника пренебречь. 

1}. Рубиновый лазер излучает в им- 
пульсе № == 2. 1019 световых квантов с дли- 
ной волны А — 6,94. 10-5 см. Чему равна 
средняя мощность вспышки лазера, если ее 
длительность т= 2. 10-3 52 


В.И. Коровин, 
Ю. М. Лужнов, 
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Московский институт 
электронного 
машиностроения 


В «Кванте» № 7 за 1973 год мы уже рас- 
сказывалн о МИЭМе. В этом номере мы пуб- 
ликуем варианты вступительного письмен- 
ного экзамена по математике в 1973 году’ 


Вариант 1 

1. Прямоугольный участок площадью 
420 м? нужно обнести проволочным забором 
и разгородить по диагонали пополам. Опре- 
делить размеры участка, если на это потре- 
бовалось 11! м проволоки. Какой формы 
прямоугольный участок с той же площадью 
чужно выбрать, чтобы на это потребовалось 
нанменьшее количество проволоки? 

Решить уравнения 


2. Их!1-— Ув—х=И, где а>0. 
3 ИУзте-2) — И? со? х = 
= ИУзт х (2 с0$ 2 — со$х). 


4. Решить неравенство 
(02 2 | 208: х — 2) (22° — 9)" < 0. 

5- Один из двухгранных углов трехгран- 
ного угла равен А; прилежащие к даиному 
двугранному углу плоские углы равны © и 
В. Найти третнй плоский угол. 

Варнант 2 

1. Для изготовления проволочного кар- 
каса прямоугольного параллелепнпеда, у 
которого одна из сторон основания вдвое 
больше другой, потребовалось 140 см про- 
волоки. Найтн стороны основания паралле- 
лепипеда, если его полная поверхность 
равна 504 см?. Какие размеры должен иметь 
параллелепипед данной формы и данной по- 
верхности, чтобы иа изготовление его про- 
волочного каркаса потребовалось бы наимень- 
шее количество проволоки? 

Решить уравнения 


2. Ух— Уа—х= 2. 
3 Узшх@ — со5х) = 


= "2 5тх— %3с05х (2 — созх}. 
4. Решнть систему неравенств 








108 х— их — 1<0, 


2 
1/81 


х2 — |Зх + 30<0. 


5. Основанием пнрамиды служнт ромб 
со стороной а и острым углом ©. Все боковые 
грани пнрамиды наклонены к плоскости ос- 
нования под одинаковым углома. Определить 
радиус шара, вписанного в пирамиду. 


В. А. Тонян 
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Московский 
авиационный институт 





О МАИ мы подробно рассказывали в «Кванте» 
№ бза 1973 год. Сейчас на всех факультетах 
МАИ, кроме факультета прикладной мате- 
матики, все вступительные экзамены прово- 
дятся в письменной форме. причем по мате- 
матике проводятся два экзамена: но алгебре 
и по геометрии с тригонометрисй. В варианты 
по математике и по физике наряду с примс- 
рами и задачами включаются теоретические 
вопросы. Абитуриенты, поступающие па фа- 
культет нриклалной математики, сдают по ма- 
тематнке устный и письменный экзамекы, 
поэтому для иих варнанты письменного экза- 
мена по математике не содержат теоретичес- 
кого вопроса. Помещенные ниже матерналы 
познакомят читателей с вариантами заданий, 
предлагавшимися на вступительных экзаме- 
нах в МАМ в 1973 году. 


Математика 
Факультет прикладной математики 


Вариант 1 
1. Решить урависние 


у 


2. Из двух городов навстречу друг дру- 
гу одновременно выехали автобус и такси. 
Когда такси прошло половину пути; автобусу 
осталось до конца маршрута 19,2 км, а когда 
автобус проехал половину пути, таксн оста- 
лось до конца маршрута 12 км. Найти отно- 
шение скоростей такси и автобуса, если ско- 
рости такси и автобуса на всем пути постоян- 
ны, н каждый должен приехать в тот город, 
из Которого выехал другой. 

3. При каких действительных значениях 
а сумма квадратов корней уравиения 
2.108 (2 х2—х-2 а—4 а?) + 

5108.5 (*-Рах—2а?)=0 


1-х 
2—х- 





болыше единицы? 


4. Две окружности радиусов ЕВ и © 


касаются друг друга внешним образом. Один 
из концов отрезка длины 2А, образующего 
угол 30° с лииней центров, совпадает с цент- 
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ром окружности меньшего радиуса. Какая 
часть отрезка лежит вне окружностей? 

5. Вершнна правильной четырехуголь- 
ной пирамиды ЗАВСО совпадает с отрезком, 
соединяющим центры верхнего и нижнего 
осиований куба. Стороны основания АВСР 
параллельны — соответствующим сторонам 
основання куба. Найти объем части куба, 
лежащей внутрн пнрамиды, если 2 А5В = 
=агсй 8 */з, а ребро куба равно единине- 


Письменный экзамен по алгебре 


Вериант2 


1. Решение 
Формулы Виста. 
2. Решить уравнение 


А—} {2 -- 3 —9-%-—1. 


3. Найти сумму первых семи членов 
теометрической прогрессии, сумма первого 
и четвертого членов которой равна 9, а суч- 
ма второго и третьего равна 6. 

4. Скорый иносал проходит расстояние 
между станциямн на 3,5 часа быстрее товар- 
ного. Если бы каждый поезд шел то время, 
которое тратит другой поезд на путь между 
станциями, то скорый поезд прошел бы на 
350 км больше, чем товарный. Если бы ско- 
рость каждого поезда была увеличена на 
10 км/ч, то скорый поезд прошел бы расстоя- 
ние между станциями иа 2,4 часа быстрее 
зоваряого. Вычислнть скорости поездов и 
расстояние между станциями. 

5. При каких значениях а неравенство 


| 
3 —л: <1 


квадратного уравнения, 


х" Юй. а" - Хх. 
2х - 


выполняется для любых значений х? 


Письменный экзамен по гсометрин 


Варнант 3 


1. Доказать теорему синусов. = 
2. Вычислить  (зта — 5т В) ыы © -1 
а — 


:- (с0$ «—с0$ В) с0$ @, если зт— д == 


3. Решить уравнение: 
(И И зт 2-Е вх. 


4. В трапеции АВСО проведены диаро- 
нали АСин ВО, пересекающиеся в точке РЁ. 
Из вершины С проведена прямая СК, парал- 
лельная боковой стороне АД, которая пе- 
ресекает продолжение ВР в точке [. так, 
что ОЕ=ВЕ. Найти отношение АВ : СО. 

5. Круг раднуса Е и равносторонний 
треугольник со стороной А УЗ лежат во 
взаимно перпендикулярных плоскостях. Од- 
на из сторон треугольника лежит в плоскости 
круга. Отрезок. соединяющий центры круга 
и треугольинка, образует с их плоскостями 
углы, равные 30”. Найти длнну части сто- 
роны треугольника, лежащей внутри круга. 


Физика 


Билет 1 


1 Изоляторы и проводники Закон со- 
хранения электрических зарядов 

2. Какое количество теплоты выделится 
при конденсации 202г водяного пара при 
100°С и охлаждении полученной воды до 
20° С> Удельная теплоемкость воды с= 
—=4200 Ожукг град ’дельная теплота па- 
рообразования воды при 100°С г == 
=539 ккал/кг 

3 Груз вссом 100 н лежит на абсолютно 
гладкой наклонной плоскостн, образующей 
угол 30° с горизонтом Какую силу нужно 
приложить к гр\зу паразлельно плоскости, 
чтобы удержать его в равновесин? Найти 
силу реакцин плоскости 

4 Два шарика с массами лы = ен 
п. = Зе движутся в горизонтальной плос- 
кости со скоростями, соответственно рав- 
ными 916 м/с и г.=4 мс Направления 
движения шариков составляют друг с другом 
угол &=90’ Шарикн не\ пруго соударяются 
Чему равен суммарный импульс этих шари- 
ков после удара? 

5 На расстоянии 4 0,14 м от верши- 
ны вогиутого зеркала находится предмет, 
высота которого {-— 0,06 м Фокусное рас- 
стояние зеркала Ё=-0,11 м Найти высоту Ё. 
нзображення предчета 


Билет 2 

1 Конденсаторы Емкость плоского кон- 
денсатора 

2 Летчик стреляет с самолета из пущ- 
ки (Скорость самолета отвосителыю Земли 
900 хмч Скорость спаряда относительно 
самолета 750 м/с Определить начальную ско 
рость снаряда относительно Земли, если 
а} выстрел производнтся в направлении ноле 
та, 6) в противоположную сторон\ 

3 Какой чассы состав может вести элек- 
тровоз равномерно вверх по укаону 0,004, 
если сила тяги электровоза равна 250 кн, а 
коэффициент трения &-=0.06? 

4 В раднатор автомобиля влили 2 л во 
ды при 40° С, а затем добавилн 4 1 при 85°С 
Определить температуру смеси 

5 Какая сила действует на проводник 
длнной 10см в однородном магнитном поле 
с магнитной индукиней 2,6 тл, сслн ток в 
проводнике 12а, а угол между направления- 
ми тока н линнями индукции а) 90°, 6} 30°? 


Билет 3 
1 Законы преломления свега 
отражение света 
2 Скорость распространения волны в 
среде равна 200 м/с Вычислить период ко- 
лебаний, сслн ближайшее расстояние между 


Полное 


точками, колеблющимнся в противополож- 
ных фазах, равно 20 ся 
3 Магнитный поток, пронизывающий 


контур проводника, равномерно изменился 
на 0,6 еб так, что э д с индукции оказалась 
равной 1,2в Найти время нзменения маг- 
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нитного потока и силу индукционного тока, 
если сопротнвление проводника 0,24 ом 

4 На горизонтальном участке пути ав- 
томобиль двигался со скоростью 72 км/ч 
в течение 10 мия, а подъем преодолевал со 
скоростью 36 км/ч в течение 20 мин Чему 
равна средняя скорость на всем пути? 

5 Пассажирский реактивный самолет 
имест 4 лвигателя, развивающих силу тяги 
10 Т каждый, и летит со скоростью 900 км/ч 
Сколько керосина израсходуют двигатели на 
перелет в 4000 км? К п д двигателей 0,25 
Теплота сгорания керосина 4=46,2 108 дж/кг. 


Бнлет 4 


1 Фотоэлектрический эффект Фотоэле- 
менты и их применение 

2 Человек массой 60 кг бежит со ско- 
ростью 8 км/ч Догнав тележку, движущуюся 
со скоростью 2.9 клич, он вскакивает иа нее 
Какова будет скорость тележки после этого, 
если ес масса 80 кг? 

3 В стакане находится 1002г воды при 
температуре 10 С В нее опущено 40 г льда 
при течпературе —10`С Что останется в 
стакане после уравнивания температ\р? 

Удельная теплоемкость воды с, = 

4200 дж кг град Удельная теплоемкость 
льда со -= 2100 дж кг град Удельная теп- 
лота плавления льда А, —= 3,3 10$ дж ке 

4 Тело свободно падает с высоты 80 м 
Какой путь проходит оно в последнюю се- 
к\унду падения? 

5 При силе тока 10 а выделяется во 
внешней цепи мощность 200 вт, а при силе 
тока 15 а мощность во внешней цепи 240 вт 
Каково внутреннее сопротивление, эдс 
н сила тока короткого замыкания генера- 
тора? 

Билет 5 


1 Законы Бойля — Марнотта н Гей- 
Люссака 

2 Человек высотои Я тэ и находит- 
ся на расстоянни г==6 м от столба На каком 
расстоянин от себя человек должен положить 
горизонтально на землю плоское зеркало, 
чтобы видеть в него верхушку столба высотой 
т 

3 В каком дкапазоне длин волн рабо- 
тает раднопередатчик, если емкость его ко- 
лебательного контура может меняться от 
60 яф до 240 пф, а инд\ ктивность составляет 
50 мкен? 

4. Какова высота телевизионной башни 
в Останкине, если шарик, падая с башни 
без начальной скорости, последние 185 м 
пути пролетел за 2 > Сопрстивление возлу ха 
не учитывать 

5 Самолет при разбеге имеет максималь- 
ную скорость 2=75 м’с, длина разбега перед 
взлетом $=500 м, масса самолета т=19 т, 
коэффициент трения #-=0,02 Движение во 
время разбега считать равноускоренным Ка- 
кова должна быть минимальная мощиость 
двигателей, чтобы обеспечить взлет самолета? 
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Московское высшее 
техническое училище 





Московское ордена Ленина н ордена Трудо- 
вого Красного Знамени высшее техническое 
училище именн Н.Э. Баумана — старейшее 
техническое учебное заведение нашей стра- 
ны, основанное в 1830 году. Сейчас МВТУ 
готовит инженеров широкого профиля по но- 
вой технике для работы в аучно-исследо- 
вательских инстнтутах, конструкторских бю- 
ро и на заводах машиностроительной и при- 
боростроительной промышленностн. 

Подготовка инженеров по специально- 
стям МВТУ, охватывающнм почти все отрас- 
ли иовой техникн в машиностроении и при- 
боростроенин, осуществляется по инднвн- 
дуальным планам и программам с широкой 
теоретической, общеннженерной, специаль- 
ной и практической подготовкой. 

При МВТУ организовано подготовитель- 
ное отделение, которое готовит слушателей 
для лоступления на дневные факультсты учн- 
лища. 

Ниже мы помещаем варианты письмен- 
ной работы по математике и билеты устного 
экзамева по физике в МВТУ в 1973 году. 


Математика 
Вариант 1 


1. Трое рабочих могут выполинть ра- 
боту за 1 час. 20 мин., работая вместе. 
Первый из них, работая один, может вы- 
полнить эту работу вдвое скорее третьего 
н на 1 час скорее второго. За ка. 
кое время каждый, работая отдельно, может 
выполнить эту работу? 

2. В куб со стороной а вписан шар. Оп- 
ределить радиус другого шара, казающего- 
ся трех граней куба и первого шара. 

3. Решить уравнение 


5х — 3 609% х = 0. 


3. Решить уравнение 
1017 — 101 -- 99. 
5. Решить неравенство 


Пу; — У2-х>2. 
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Вариант 2 

1. Определить бесконечно убывающую 
геометрическую прогрессию, в которой вто- 
рой член равенб, а сумма членов равна 1,8 
суммы квадратов членов. 

2. Через гипотенузу прямоугольного тре- 
угольника проведена плоскость, наклонен- 
ная к катетам треугольника под углами я 
и В соотеетстеенно. Найти угол между этсй 
плоскостью и плоскостью треугольника. 

3. Решить уравнение 


этх -2 60$ хо = — УЗ. 


4. Решить уравнение 
ЮЗ 4х — Тояз 12х == 1. 


5. Ренить неравенство 
2х—8 
то <0. 


Физика 


Билст 1 


1. Давление атмосферы. Опыт Торричел- 
ли. Величина атмосферного давления. Еди- 
ницы измерення давления. 

2. Спектры испускания. Спектры логло- 
щения. Понятне о спектральном анализе. 

3. Предмет высотой 5 см находится на 
расстоянии 12 см от вогнутого зеркала с фо- 
кусным расстояннем 10 см. Где н какого 
размера получится изображение предмета? 


Билет 2 


1. Основные положения молекуляр- 
но-кинстической теории, се опытные обосно- 
вания. Броуновское движение. Диффузия 
в газах, жидкостях и твердых телах. Взан- 
модействис молекул. 

2. Ход лучей в призме и ллоскопарал- 
лельной пластинке. Полное внутреннее от- 
ражение. Предельный угол. 

3. Под каким углом к горизонту необ- 
ходимо бросить тело, чтобы горизонтальная 
дальность его полета была вдвое больше вы. 
соты подъема? Сопротивление воздуха не учи- 
тыват+,. 


Билет 3 


1. Магнитное поле прямого проводника 
с током и катушки с током. Действие магнит- 
ного поля на ток. 

2. Энергия кинстнческая и потенциаль- 
ная. Переход потенциальной энергин в ки- 
нетическую и обратно. Закон сохранения 
энергии в механике. Еднинцы измерения 
энергнн. 

3. В двух баллонах газобаллонного ав- 
томобиля содержнтся газ (горючее для двн- 
гателя) под давлением 200 ат. Емкость каж- 
дого баллона 80 л. Сколько килограммов га- 
за было израсходовано за время поездок. 
если давление в баллонах понизилось до 
100 ат? Температура 0°С. Плотность го- 
рючего при вормальных условиях 0,6 хг’ж3 





Ленинградский 


государственный 
университет 





Ленинградский ордена Ленина и ордена Тру- 
дового Красного Знамени государственный 
университет им. А. А. Жданова готовит спе- 
цналист2в по математике и физике на трех 
факультетах. 

Математико-механический факультет име- 
ет специальностн: математика, механика, 
астрономия и гидроаэродннамика. 

Студенты физического факультета полу- 
чают специальности: физика, геофизика, ра- 
диофизика н электроника. 

Факультет прикладной математики — 
процессов управления выпускает специалис- 
тов по прикладной математике. 

Вступительные экзамены на математико- 


механический факультет и факультет при- 


кладной математики — процессов управления 
проводятся в августе, а на физический фа- 
культет — в июле. Ниже мы приводим ва- 
рианты письменного вступительного экзамс- 
на по математике и задачи устного экзг- 
мена по физике в ЛГУ в 1973 году. 


Математика 


Вариант 1 
{математнко-механический факультет и 
факультет прикладной математики — про- 
цессов управления) 


1. Машинно-тракторная станция должна 
послать в совхоз для выполнения определен- 
ной работы некоторое количество тракторов, 
причем известно, что 10 тракторов выполнят 
эту работу за 12 рабочих дней. Кроме того, 
известно, что совхоз выплачивает в теченне 
всего периода работ в совхозе ремонтной бри- 
гаде 30 руб. за | день и каждому трактори- 
сту 4 руб. 80 коп. за 1 день работы в совхо- 
зе и 4 руб. за перегон трактора в совхоз 
и обратно (в течение периода работ тракторы 
находятся в совхозе). При каком количест- 
ве тракторов суммарная оплата рабочим за 
выполнение всех работ будет наименьшей? 
Чему равна минимальная оплата рабочим? 

2. Решить уравненне 


(2 -- а) со? х -|- ча х с0$х — (1 — а) мп? х 
при всех значениях параметра а. 


3. Выбрать чнсло 8 так, чтобы наиболь- 
щее значенис”функции 


2-х 


на промежутке 0 = х = | было наименьшнм. 
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4. В прямоугольнике АВСР дано: 
АВ=а, АБ =. Найтн на стороне АВ 
точку Е, для которой з СЕР = 3 АЕБ. 

5. В конусе высота равна днаметру ос- 
нования. Через иекоторую образующую ко- 
нуса проведена плоскость, касательная к бо- 
ковой поверхности конуса, и в этой плоско- 
стн через вершину конуса проведена прямая 
под углом © к образующей. Найти угол, ко- 
торый составляет проведенная прямая © пло- 
скостью основания. 


Вариант 2 


(химический и психологический факульте- 
ты и экономический факультет (кроме от- 
делении политэкономин} } 


1. Из сосуда емкостью в и литров, на- 
полненного р-процентным раствором кисло- 
ты, отлили некоторое количество раствора 
и добавили такое же количество 49-про- 
центного раствора (9 «р). Крепость по- 
лученного раствора оказалась в # раз мень- 
ше крепости раствора, который получится, 
если при переливанни вместо 439-процеит- 
ного раствора использовать раствор в 2 ра- 
за большей крепости. Сколько было язрас- 
ходовано 4-процентного раствора? 

2. Решить неравенство 


ЕАН ——— тия —— 
Их 2 Ух—! + ИУх—2 Их 1 >>. 
3. Решить уравнение 

(с052х-{ ео5х + = 

= 2 (2 с05х-- 1} (с032х— со$ д). 

4. В равнобедренном треугольнике АВС 
{АВ —= ВС} проведена медиана АР. Найти 
угол ВАО, если угол при вершине В равен ©. 
5. В правнльной треугольной пирами- 

де нзвестны раднус г круга, описанного око- 
ло основания, и Угол @ наклона боковой 


грани к плоскости основания. Найти раднус 
описанного шара. 


Вариант 3 


(геологический факультет и отделение 
политэкономии экономического факультета) 


1. Рабочий по плану за несколько дней 
должен был изготовить 260 деталей. Первые 
2 дня ои работал по плану, а в последующие 
дни рабочий перевыполнял план, изготовляя 
ежедневно на 10 деталей больше, чем это 
предусматривалось планом. Поэтому уже 
за 2 дня до срока было изготовлено 268 де- 
Талей. Сколько деталей делжен был изготов- 
лять рабочий по плану за один день? 

2. Решить уравнение 

2 юз х 18 х = ЮБ х ПХ = 3. 

3. На плоскости найти геометрическое 
место точек, координаты которых х и и удов- 
летворяют уравнению | 

х= бу. 

4. Определить площадь трапеции, если 
се основания равны 6 см и 11 см, одна из б0- 
ковых сторон — 4 см, а сумма углов при ииж- 
нем основании равна л/2. 
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Рис. 1. 


5. Две равные правильные четырехуголь- 
ные пирамиды расположены в пространстве 
так, что их основания совпадают, а верши- 
ны расположены по разные стороны от об- 
щей плоскости основания. Известно, что сто- 
рона основания равна а, а плоский угол при 
вершине равен ©. Найти раднус шара, впи- 
санного в восьмнгранник, образованный этн- 
ми пирамидами. 


Вариаит +4 


(бколого-ночеениый и теографический 
факультет} 


1. Два велосипедиста выезжают одно- 
временно навстречу друг другу из пунктов 
А н В. расстояние между которыми равно 
54 км, и через. 2 часа встречаются. Не оста- 
навливаясь, онн продолжают движение с той 
же скоростью, н второй прибывает в А на 
54 минуты раньше, чем первый в В. Онреде- 
лить скорости велосипедистов, 

2. Решить исравенство 


ето. 


ка 9 
3. Решить уравненне 


10а х (2 4 со х) — 2. 

4. К окружности, вписанной в треуголь- 
ник с периметром 18 см, проведена касатель- 
ная параллельно основавяю треугольника. 
Отрезок касателькой между боковыми сторо- 
нами 2см. Найти основание — треуголь- 
ника. 

5. В правильной треугольной пирамиде 
сторона основания равна и. а боковое пебра 











Рис. 2. 
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равно #. Через центр основания проведена 
плоскость параллельно одной из сторои ос- 
нования и параллельно противоположному 
боковому ребру. Найтн площадь сечения. 


Физика 


{математико-механический факультет, фа- 
культет прикладной математики — процессов 
управления, физический факультет) 


1. Свинновая пуля массы т, летящая 
со скоростью :, попадает в первоначально 
покоящийся свинцовый шар массы М и 
застревает в нем (удар лобовой). При каком 
отношении масс пули и шара они нагреются 
до наибольшей температуры? 


2. Нижние конць: очень деской лестии- 
цы-стремянкн соединены веревкой. Найти 
се натяжение 7, когда электромонтер весом 
Р поднялся по стремяике до ее середины. 
Пол идеально гладкий. Каждая сторона 
лестницы состанляст с полом угол &. 


3. В ящике, перекрытом перегородкой 
(рнс. 1), находнтся один моль одноатомного 
идеального газа прн нормальных условиях. 
Сразу за перегородкой расположена в сво- 
бодном состоянни пружина с поршнем, на- 
ходящимся в пустоте. Коэффициент упругости 
пружины #. Персгородку убирают. Какие 
дзелдение, температура и объем  устано- 
вятся в системе, если инет теплового взаимо- 
действия с внешней средой? В новом положе- 
нни равновесия пружнна сжата не ло отказа. 
Площадь поршня $. Теилоемкостью поршия 
пренебречь. 


"4. В блюдие излито пзг воды, а сверху 
ставится перевернутый вверх дном нагре- 
тый стакан с тонкими стецками. До какой 
ебсолютной температуры Т, (нанменьшей) 
должен быть нагрет стакан вместе с находя- 
щимся в нем воздухом, чтобы после остывания 
до температуры Г, окружающего возлуха в 
него оказалась бы втянутой вся вода? Ат- 
мосферное давление рз, площадь сечения 
стакана $, высота Я, удельный вес воды 4. 
Объем налитой воды меныше объема стакана. 
Явлениями исларсини, новерхностного на- 
тяжения н расширения стакана пренебречь. 
Баюдие езитать широким, так что высота 
налнтой в него воды мала. 


5. Пайти механическую работу, совер- 
щенную электрическими силами при повороте 
ручки настройки кохденсатора переменной 
емкости, подключенного к батарее с 5. д. с. 
Е = 300 в. Емкость при этом меняется от 
С = Ю лф дю С: = 100 #ф. 

6. Облучая металлический шар светом, 
наблюдасм фотоэффект. Как изменится крас- 
ная граннца фотоэффекта, если на вар по- 
местить положительный заряд 492? Раднус 
шара Ю,- Вылетающне электроны рфегистфи- 
руются на расстоянии Ю> А, от центра шара. 

7. На рисунке 2 показан ход луча АВС 
через линзу. Построить путь луча РЁ после 
его прохождения Через линзу. 
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ИНФОРМАЦИЯ 


«Прикладная математика» 
в техникумах 





Нет сомнений в том. что читателям журна- 
ла «Квант» будет интересно познакомиться 
с одной из самых молодых и в то же время 
очень увлекательных специальностей, свя- 
занных с математикой. Называется эта сге- 
циальность —чприкладная мате - 
матик дз». ° 

Специальность эта очень дефицитна, в 
первую очередь в связи с большим развити- 
ем электроино-вычислительной техники и 
связанным с этим значительным расшире- 
нием сферы применения математических ме- 
тодов. Сейчас в самых различных отраслях 
народного хозяиства нужна целая армия маг 
тематиков-прикладников. Они должны уметь 
применять математические методы, участвуя 
в решенни разнообразных прикладных задач, 
начиная от постановки задачи и кончая по- 
следним этапом — составлением программы 
решення задачи на электронио-вычислитель- 
ной машине. Эти специалисты должны уметь 
с помощью инженера-математика или само- 
стоятельно создавать алгоритмы решения за- 
дач и записывать их в виде программ на язы- 
ке конкретной машины нли на одном из ал- 
горитмических языков. 

В средние специальные учебные заведе- 
ния на специальность «прикладная матема- 
тика» прннимаются юноши и девушки, окон- 
чившие 8 или 10 классов общеобразователь- 
ной средней школы. В первом случае курс 
обучения длится 2 года 10 месяцев, во вто- 
ром — только | год 10 месяцев, так как 
окончившие 10 классов принимаются сразу 
иа второй курс. 

Недавио Мннистерство высшего и сред- 
него специального образования СССР утвер- 
дило новый учебный план. По этому плану 
все предметы обязательного курса объедине- 
ны В общеобразовательный цикл, общемате- 
матический цикл {математический анализ, ли- 
нейная алгебра и аналитическая геометрия, 
математическая логика, теория вероятностей 
К математическая статистика) и специаль- 
ный цикл, состоящий из двух частей: 

а) общеспециальные предметы (алгорит- 
мические языки, программирование и вычис- 
лительная математика; математическое про- 
граммирование; основы вычислительной тех- 
ники и оргаиизация вычислительных работ; 
исследование операций); 


6) профилирующне предметы (основы 
экономики и применение математических ме- 
тодов в решенин ее задач, применение мате- 
матических методов в системах автоматнза- 
цни и управления, а Также в естественно- 
научных исследованиях). 

В течение всего курса обучения уча- 
щнеся проходят 3 вида практики. На 2-м 
курсе учащиеся в процессе учебной практи- 
ки составляют программы для решения не- 
больших учебных задач на электронно-вы- 
числительных машннах. На 3-м курсе в рам- 
ках технологической практики учащиеся пед 
руководством опытных инженеров-матема- 
тиков пишут курсовые работы, решая зада- 
чи, имеющие практическое значение. Вслед 
за этой практикой идет преддипломная, ко- 
торая является непосредственной подготов- 
кой К работе над дипломным проектом. 

Для поступления в средние специальные 
учебные заведения по специальности «при- 
кладная математика» необходимо сдать 2 эк- 
замена: устный ПО математнке и письменный 
по литературе. 

Прнводим адреса средних специальных 
учебных заведений, где имеется специалъ- 
НОСТЬ «прнкладная математика»: 

1. Московский математический техии- 
кум —г. Москва, 105264, Измайловский 
бульвар, д. 19. Общежития ММТ не имеет, 
и принимаются в техникум только лица, 
постоянно прописанные в Москве или Мос- 
ковской области. 

2. Ленинградский механнческий техни- 
кум — г. Ленинград, Песочная набережная, 
д. 14 (общежития техникум не имеет). 

3. Диепропетровский техникум автома- 
тики ин телемеханики — г. Днепропетровск, 
ул. Лзержииского, д. 2/4. 

4. Ростовский электро-технимеский тех- 
нихум — г. Ростов-на-Дону, 24-я линия, 
д. 2/15, 

5. Челябинский политехнический технн- 
кум — г. Челябинск, ул. Гагарина, д. 7. 

6. Средне-техническнй факультет Туль- 
ского политехнического института — г. Ту- 
ла, проспект Ленина, д. 90. 

7. Ковровский энерго-мехапический тех- 
никум — Владимирская обл., г. Ковров, 


ул. Шмидта, д. 48. 
Ю. Д. Кабалевский 





Телевидение 
готовит в вуз 





На отделеннн математикн московских теле- 
курсов в мае рассматривались темы  «опи- 
санные и олисанные шары». «Цилиндр и ко- 
нус». «решение задач из различных разделов 
стереометрни», $0 доказательствах в мате- 
матике», «доказательство неравенсто». Ио 
темам стереометрни мы предлагаем для са: 
мостоятельного решения ряд тиничных задач 
из домашних заданий. 


Матем атика 


1. (МИФИ, 1973). По окружности в про- 
тивоположных направлениях движутся два 
тела, причем первое — равномерно со ско- 
ростью г, а второе — равноускоренно с лн- 
нейным ускорением а. В начальный момент 
онн находились в одной точке окружиостн А, 
причем скорость второго тела была равна 
нулю. Через какое время нронзойдет первая 
встреча этнх тел, если вторая встреча про- 
нзойдет в точке А? 

2. (МИФИ, 1973). В основании четырех- 
угольной пнрамнды лежит квадрат со сто- 
роной а. Плоскости, проходящие через вер- 
ину ннрамиды ни диагонали основания, 
наклонены к плоскости основания соотвст- 
ственно под углами фи ф. Найти объем 
пирамиды, если се высота пересекает одну из 
сторон бснования пирамиды. 

3. (МИФИ, 1973). Высота прямого кру- 
гового конуса равна Й. Две взаимно перпен- 
дикулярные образующие делят окружность 
основания на две дуги, одна из которых вдвое 
короче другой. Найтн объем ‚конуса. 

4. На высоте конуса как на диаметре 
постросва сфера. Площадь части поверхно- 
стк сферы, лежащей вне конуса, составля- 
ет №, площади основання конуса. Найти 
угол между высотой и образующей конуса. 

5. В шар радиуса Ю вписана прямая 
треугольная призма. Основанием призмы слу- 
жит прямоугольный треугольник с острым 
углом @, а ее наибольшая боковая грань 
есть квадрат. Найти объем призмы. 

6. (МГУ, 1972). В треугольной пирами- 
де АВС известны плоские углы при верши- 
нс $: -; В$С == 90°, 3АЗ$ЗС = 2 АЗВ == 60°. 
Вершины А, $ и середины ребер $8, $С. 
АВ, АС лежат на поверхности шара радну- 
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са 3 м. Доказать, что ребро 5$А является 
диаметром этого шара, и найти объем пи- 
рамиды. 

7. (МГУ, 1972). Три шара попарно каса- 
ются друг друга и некоторой плоскости. Точ- 
ки касания шаров с плоскостью образуют 
прямоугольный треугольник с катетом. рав- 
ным 3 см, и противоположным углом в 30. 
Определить раднусы данных шаров, 


В конце мая на телекурсах былн изу- 
чены темы +0 доказательствах в математиксо 
И здоказательство неравенств». По этим те- 
мам мы предлагаем вам ряд задач. 

8. Доказать, что если а В-= 1, 
аи В — действительные числа, то 


где 


1 1 
а) а -- 5 > 5; 6) а >=. 
9. Доказагь. что если а, 6, с. {>0, то 


а -1-6-1-с--а и 
Те аа, 


4 
причем знак равенства имеет место лишь 
при а = 6 =с= а. 
10. Доказать, что  еслн а > 0. 
о. > 0...., аа> 0, аа»...ал =- 1, нь 2, то 


и Я > л, 
при этом знак равенства имесг место лннь 
при а, == а. ==...= ол. 

И. Доказать, что если а, >0, а. >0,... 
.... аа > 0. то 


а... Нан ити 
п = 9, @3...@з р 


ага ° 





причем знак равенства имест место лишь при 
а = =>... = ал. 

12. Доказать, что если положительные 
числа а,, @.,..., аз составляют арифметичес- 
кую нрогрессню, то 

— д —__— о. -ы 
Ипа, тая... а, ве ь 


13. Доказать, что при и 2:2 выполняет- 
ся неравесиство л” = (п!}?, 
д л 
14. Доказать, что если <<, 16 
$11 ф 
©9095 $ ($1 ф — 60$ 4} 


я д 
15. Доказать, чта еслн <ф<-, то 


зи ф 
с05 Ф (мп $— с0$ $) 28. 


Физика 


На отделении Физики телевизионзых физи- 
ко-математических курсов для поступающих 
в вузы в апреле и мае читались-лекции и про- 
водиансь практические занятия по раздс- 
лам «Геомстрическая оптика», «Волновые и 
квантовые свойства света», «Стросмие атома. 


Атомное ядро». Предлагаем читателям журна- 
ла несколько типичных для домашних зада- 
ний задач по этим разделам. 

1. В лифте на невесомой пружине, дли- 
на которой в нерастянутом состоянии {= 
-= 60 см, подвешен точечный источник света 
массой т = 80 г. Расстояние от точки под. 
веса пружины до пола покоящегося лифта 
[= 180 см. Определить, во сколько раз 
нзменится освещенность пола под источни- 
ком, если лифт начнет двигаться вверх рав- 
ноускореино с ускорением а == 2,4 м/с", Ко- 
эффициент жесткости пружины # -= 1,6 н/м, 

2. На высоте } == 1,5 м от освещаемой 
поверхности расположен точечный источник 
света, над которым параллельно поверхно- 
сти расположили полупрозрачное зеркало, 
отражающее #== 0.6 падающего на него 
света. При этом освещенность поверхности 
под источником увеличилась в л: == 1.2 раза. 
Найтк высоту Н, на которой расположено 
зеркало. 


3.. Изображение предмета в вогнутом 
сферическом зеркале в 2 раза больше самого 
предмета. Определить, на сколько надо пере- 
двинуть предмет вдоль оптической оси, что- 
бы его изображение оказалось в 3 раза мень- 
ше самого предмета. Фокусное расстояние 
зеркала Ё = | м. 

4. Параллельный пучок лучей белого 
света-падает нормально на трехгранную прниз- 
му с преломляющим углом ф == 30°. Найти 
угол 6 между лучами красного и синего цвс- 
та после прохождения призмы. Показатели 
преломления призмы для красного и синего 
цветов равны соответственно п; = 1,51 и 
Пс == 1,54. 

5. На глубине Я == 2,5 м под водой иа- 
ходнтся источник света. На поверхности во- 
ды плаваст квадратный плот, причем его 
центр находится непосредственно над источ- 
ником. Какой должна быть минимальная 
длина { стороны плота, чтобы ни одик луч 
света ме выходил из воды в воздух? Показа- 
тель преломления воды п = 1,33. 

$. Предмет находится на расстоянин 
{ = Е м от экрана. Если между предметом 
н экраном поместить собирающую лнизу 
с фокусным расстоянием Р = 0,2 м, то рез- 
кое изображение предмета на экране будет 
при двух положениях линзы. Найти расетоя- 
нне х между этими положениямк линзы. 

7. Собнрающая линза, находящаяся в 
воздухе, имеет фокусное расстояние ЁР\ 
-=30 см. Если се поместить в жидкость с по- 
казателем преломления л = 1,63, то линза 
превращается в рассеивающую с фокусным 
расстоянием РЁ, = — 120 см. Определить 
показатель преломления материала линзы. 

8. Дифракционная решетка, имеющая 
№ = 200 штрихов на миллиметр, освещает- 
ся нормальным к решетке пучком лучей бе- 
лого света, Полученный на экране, парал- 
лельном решетке, дифракционный спектр 
первого порядка имеет ширину {расстояние 
между первыми максимумамк красного света 
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с длиной волны А, = 7,4. 10-$ см и си- 
него с А, == 4,4 - №-5 см) АГ = 60 мм. Оп- 
ределить расстояние от дифракционной ре- 
шетки до экрана. 

9. Точечный источник света, потреб- 
ляющий электрическую мощность Р -= 10 вт, 
излучает моиохроматический свет частоты 
У= 5. 104 гц. Определить максимальное 
расстояние, с которого человек может видеть 
источник, если накменьший световой поток, 
воспринимаемый глазом. должен содержать 

== 103 фотонов в секунду, а площадь зрач- 
ка $ = 10 мм?. Световая отдача лампочки 
п — 0,02 от потребляемой мощности. Погло- 
щением света в атмосфере пренебречь. По- 
стояниая Планка й == 6,62. 10-%* дж.с, 

10, Работа выхода электронов для ии- 
келя А -= 5,2 э8. Найти скорость электро- 
нов, вылетающих с поверхности никеля при 
освещении его ультрафиолетовым светом с 
длиной волны ^= 2 10-3 см. Масса элект- 
рона* т == 9,1. 10-3 кг, постоянная План- 
ка # == 6,62 . 10—34 дж - с, скорость света 
с = 3.0 108 м/с. 

11. Протон начинает двигаться в элект- 
рическом поле из состояния покоя и прноб- 
ретает скорость и = 2,8 - 108 ме. Найти 
ускоряющую разность потенциалов, учиты- 
вая зависимость массы от скорости. Масса 
покоя протона ль == 1,67 . 10-27 кг, заряд 
4 = 1,6. 10—! к, скорость света с = 
==3,0 108 иг. 

12. Ионязацконная камера электриче- 
ской емкостью С == 6,0. 10-М ф была за- 
ряжена до разности потенциалов Аф, = 6006. 
После облучения камеры %-лучами разность 
потеициалов на ней снизилась до Аф‚ == 200 в. 
Найти дозу излучения, прошедшего через 
камеру, в рентгенах, если объем камеры 
У = 60 см3. Одии рентген создает в сухом 
воздухе п == 2,08. 103 пар ионов В одном 
кубическом сантиметре. Заряд иона 9 = 

1,6 : 10-1 к. 

13. При единичном акте деления ядра 
урана выделяется энергия № = 200 Мэв. 
Определить, за какой промежуток времени 
первоначальная загрузка урана в реакторе 
т = 10 кг уменышится на И = 2%. Мош- 
ность реактора Р ==1 Мет. 

14. Определить знергию, выделяющую- 
ся при сиитезе т == 1,0 г гелия из дейтерия 
и трития по следующей реакции: 


На НЗ > Ней ол, 


если массы :Н3, ‚НЗ, „Не*, оп® соответствен- 
но равны 71. = 2,01410 аем, т.== 3,01605 аем, 
т3-= 4.00260 аем, т.= 1,00866 аем. Одна 
атомная единица массы соответствует энер- 
гии АМ == 931 Мэв. 


А.Н. Борзяк, 
А. Я. Диденко, 
П.Т. Дыбов, 
И. А. Дьяконов, 
В. В. Рощупкин 
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«Квант» для младших школьников 








Задачи 


1. Почему, когда вы наливаете 
воду в бутылку через воронку, вода 
в воронке пногда «застревает»? 





2. Человек сидит на стуле и от- 
кидывается назад так, что только- 
только сохраняет равновесие. Что 
произойдет, если человек будет под- 
нимать ноги, выпрямив колени? 





Рисунки 3. Назарова- 
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3. На почтовом ящике написано: 
«Выемка писем производится 5 раз 
В день с 7 до 19 часов». И, действи- 
тельно, в первый раз почтальон под- 
ходит к ящику в 7 часов утра, а в 
последний — в 7 часов вечера. 

Через какие интервалы времени 
вынимают письма из ящика? 





4. При 
магазина одна 
оказалась залитой чернилами (см. ри- 
сунок). Невозможно было разобрать 


ревизии торговых книг 
из записей в книге 


число проданных метров, но было 
ясно, что число это — целое. Было 
также ясно, что вырученная сумма 
не превосходит 1000 рублей. 

Мог лн ревизор восстановить за- 
пись? 





вх: 
Я“ Е 

5. Найти двузначное число, рав- 
нос сумме числа десятков и квадрата 
числа едивиц. 
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ФигуРныЕх Числд 


А.Д. БЕНДУКИЛЗЕ 
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Вот я нарисовал три точки (рис. 1). 
Нарисовал так, что еслн их попарно 
соединить, получится правильный (то 
ссть равпосторонний) треугольник 
{рис. 2). Впрочем, взятые точки и без 
соединения создают, так сказать, «вие- 
чатление» треугольника. 

А если точек четыре, -— можно ли 
нх расположить аналогичным 0об- 
разом? Оказывается — нет; убеди- 
тесь в этом сами. И нять точек тоже 
не годятся. Но шесть точек расис- 
ложить в требуемом порядке уже 
можно (рис. 3). При этом новый — 
«шестнточечный» — треугольник по- 
лучается из «трехточечного» лпней- 
ным увеличением последнего в два 
раза; это н вызывает добавление но- 
вых точек (рис. 4). 

Сколько сше точек нужно доба- 
внть, чтобы «впечатленне» треуголь- 
ника сохранилось? Ответ найти не- 


трудно: четыре, Состветствующий тре- 
нолучается 


угольник — он линей- 


пым узеличением исходного в три 
раза — изображен на рисунке 5. 

Продолжая добавлять точки, бу- 
дем получать все новые и новые тре- 
угольники. Именно, к уже имеющимся 
десятин точкам добавим пять, затем 
к пятнадцати  нолучившимся — еще 
шесть точек, к ним еще семь ит. д. 
(сделайте рисунки самостоятельно!). 

Попытаемся теперь выяснить, 
сколько же точек нужно иметь, что- 
бы из них можно было составить 
«треугольную конфигурацию». 

В наших примерах сначала точек 
было 3, 6, 10; погом 15, 21, 98,... 
Эги числа, по вполне понятным при- 
чинам, называются треугольными. 
Мы хотим выяснить, какой вид имеют 
треугольные числа. Сделать это не- 
трудно, если заметить, что 


3=1-2 
б=1+2-+3 

10 =1+.2 3-4 

15 = 1+ 2+3 -+-4-5 
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Бросается в глаза закономерность, 


по которой составлены эти числа. 
Можно доказать, что эта закономер- 
ность имет место и дальше. Значит, 


если п-е треугольное число обо- 
значить через Т,„ и считать, что 
ТГ, =1, то будет справедлива сле- 


дуюшая формула: 
Т, =1+2-+-3+.. 


На вид она довольно проста, од- 
нако для вычисления явно не прни- 
годна. Чтобы придать ей более удоб- 
ную для вычисления форму, заметим, 
что в правой части равенства равно- 
удаленные от начала и конца слагае- 
мые в сумме дают одно и то же число, 
а именно п - 1. 

Теперь все очень просто: напн- 
шем нашу формулу два раза, поме- 
няв во втором случае порядок сла- 
таемых на обратный: 


Та= 1+ 2+З+...-- 
3" — 2) + — Пл, 
а А в: 
‚ ЧР О-В Вы 1. 


Сложим эти два равенства «стол- 
биком»; тогда в левой части получим 
2Т,, а в правой — число п-\1, 
взятое п раз. Итак, 2Т, = (п -|- 1), 
откуда 


(фл. 


1 
ееи-о- ПИН 


Нримененный здесь метод вычис- 
ления дал нам возможность упростить 
довольно  громоздкое выражение. 
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В связи с этим хочется привести тради- 
ционный рассказ о мальчике по имени 
Карл, блестяще применившем этот 
метод при решении аналогичной за- 
дачи. 

«Одчажды учитель начальной 
щколы, которую посещал Карл, же- 


лая подольше занять ребят, предло- 
жил им трудную задачу: сложить 
числа 1, 2, 3 ит. д. до 100. 
Учащиеся погрузились в выцисле- 
ния ... Маленький Карл заметил, 
что пары чисел Ти 100, 2 и 99, 
Зи 98 итд. в сумме дают 101. 


Подсчитав в уме, что таких пар 50, 
он написал на своей грифельной доске 
ответ — 5050 и подал ее учителю. 
Учнтель был очень удивлен...» 

Будущее показало, что учителю 
удивляться пе следовало: маленький 
Карл стал впоследствии великим Кар- 
лом Фридрихом Гауссом,  прозван- 
ным «королем математиков» еще при 
жизни ! 

2 


Кроме треугольных чисел существу- 
ют также числа квадратные, пяти- 
угольные, шестицеольные и т. д. Они 
связаны соответственно с квадратом, 
правильным  пятиугольником, пра- 
вильным шестиугольником и т. д. 

Обозначим п-е квадратное число 
через К,, а п-е пятиугольное — че- 
рез ПЛ»; тогда 


ИН 


Чтобы получить этн равенства, 
нужно каждое из чисел Ки и ЛП, 


И. =-- п (1—1). 
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Рис. 7. 


представить в виде соответствующей 
суммы (см. рис. би 7) и применить 
уже известный нам метод «спарива- 
ния» слагаемых. Соответствующие вы- 
числения проделайте самн. 
Аналогично можно найти’ выра- 
жения и для шестиугольных, семи- 
угольных н т.д. чисел. Мы решим 
более общую задачу — найдем фор- 
мулу для любого Е-угольного числа. 


3 

Итак, пусть 2? обозначает л-е 
д-угольное число. Рассмотрим 
й-угольник, порождающий это число 
(см. рис. 8). Возьмем одну из вер- 
ини этого многоугольника, например, 
А, и проведем из нее все диагопалн. 
Сколько нх будет? Подсчитаем. 

Вершину А можно соединить с 
каждой из остальных (Ё — 1) вершин; 


но ири соединении А с двумя соседними 
с ней вершинами мы получим не 
диагонали, а стороны многоугольни- 
ка. Значит, днагонали получаются 
нри соединении А с #— И —2= 
— А — 3 вершинами. Это и есть чис- 
ло диагоналей. 


Проведя диагонали из вершины А, 
мы разобьем А-угольник на А —2 
треугольника (см. рис. 9). Каждый 
из этих треугольников связан с п-м 
треугольным числом Г„. Зная же Т‚, 
мы можем посчитать число точек н 
в данном А-угольнике, то есть найти 
формулу для Р®. В самом деле, в 
каждом треугольнике Т,„ точек, а 
треугольников #— 2. Итого — 
(^—2) Т»„ точек. При этом точки, лежа- 
щие на диагоналях, мы считали два 
раза — ведь диагональ является об- 
щей стороной двух смежных тре- 





Рис. 8. 


Рис. 9. 
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угольников, а точку А, которая 
является общей для всех треуголь- 
ников А — 2 раза. 

Уточним наш подсчет: па каждой 
диагонали л точек, а если отбросить 
точку А, то п— | точка; значит, 
(п — 1) (#— 3) точек мы считали 
по два раза; а точку А мы считалн 
& —2 раза и получили при этом на 
К —З точки больше, чем следовало. 
Следовательно, из выражения 
(Е —2) Т,. нужно вычесть число 
п— |) (2—3) и число & —3. Это 
дает для Е“ следующее выражение: 
Риты (Ё — 2) Т, — 

п" м— 3 —@- 3). 

Подставив сюда значение Т„, ио- 
лучим после элементарных преобра- 
зований искомую формулу: 


Е = п (8—2) и 4]. 


Полагая, в частности, в этой формуле 
К = 3, 4, 5, получим соответственно 
формулы для Т„, К», На. 
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Многоугольные, илн, как их часто 
называют, фигурные числа были из- 
вестны еще в глубокой древности. 
Предполагают, что впервые они по- 
явились в УТ веке до нашей эры — 
в школе Пифагора. В дальнейшем 
многие математики интересовались 
этими числами. Про них доказано 
много важных и трудных теорем. 
Приведем одну из них: всякое нату- 
ральное число есть либо сумма не 
более трех треугольных чисел, либо 
сумма не более четырех квадратных 
чисел, либо сумма не более пяти пя- 
тиугольных чисел и т. 0. 

Эту теорему сформулировал без 
доказательства один из крупнейших 
математиков ХУП века Пьер 
Ферма. Она привлекла внимание 
многих выдающихся математиков — 
Эйлера Лагранжа, Ле- 
жандра, Гаусса. — Каждый 
из них внес свой вклад в ее доказа- 
тельство, но полностью теорема была 
доказана лишь в ХХ веке фран- 
цузским математиком Коши. 
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Решите на досуге 


1. От исверио выполнен. 
ного умпожения (неверна од- 
па из инфр произведения) 
остались лишь такие следы: 


#0: 
Э 1 





-'- #30 к 


жж4бь * 


Найти множимое +0. 
2. В шифрованной те- 
леграмме 


зел4 тоге пюнсу 


(«иришлите больше денег») 
число топеу есть сумма чи- 
сел э2нй и тоге. 

Какие цифры зашифро- 
ваны букаамн, если толеу — 


маибольшее из возможных 
в этой задаче? 


$ 

3. х**2 
„ 9 
*+00* 
ре 
жж | | 


Найтн сомпожители и 
произведение. 


4. Наборщик должен 
был набрать выражение 
ас? Х 0,°..., 
где афс@ — четное четырех- 
значюе число, а 0,...-- 
десятичная дробь. Наборщик 
набрал тлк: 


абеа х2... 


Тем не менее оказалось, 
что оба эти выражения чис- 
ленно равны. Шайти число 


абс@ и дробь 0, ... 


П. Ю. Германович 


ВИр:ИКуапетесте.ги 








КАК 
МЗМЕРИТЬ 


МОЛЕКУЛУ 7 {+ 


Н.А. РОДИНА 






> 
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Паши осповные знания о молекулах 
можно выразить очень простыми сло- 
вами: 

1. Все тела состоят из мельчай- 
них частиц — атомов и молекул. 

2. Атомы н молекулы находятся 
в состоянии непрерывного движения. 
Это движение является вечным, ие 
прекращаясь ни при каких условиях. 

3. Молекулы всех тел взаимодей- 
ствуют друг с другом. В разных вс- 
юществах они взаимодействуют по-раз- 
ному, в зависимости от вида молекул 
и от расстояний между ними. 

Эти три положення называют ос- 
новными положениями молекулярно- 
кинетнческой теорин. 

В науке, пожалуй. мало найдется 
такнх областей знания, которые име- 
ли бы столь длительную и столь 
плодотворную историю развития, как 
знания о молекулах. Уноминание о 
мельчайних частицах вещества 
имеется в рукописях, относящихся к 
ХИ веку до нашей эры. Значит, уже 
в течение 32-х веков, то есть 3200 лет, 
создаются эти знания! Многие ве- 
ликие ученые вложили свой труд 
в создание молекулярно-кинетической 
теорин. В наше время строение мо- 
лекул и их поведение изучены до- 
статочно полно для того, чтобы даже 
перестраивать молекулы, создавать 
вещества с заранее заданными свой- 
ствами. Созданы искусственные ру- 
бины, каучук, пластмассы, лекарст- 
ва и вигамины. Вы, наверное, читали 
о том, с каким трудом добывались 
раньше эти вещества в естественном 


виде: рубины добывали из-под земли, 
каучук — из сока тропических де- 
ревьев, пластмасс раныше не знали 
Совсем. 

Итак, молекулы изучены хорошо, 
и их продолжают изучать и в наше 
время. Болес того, основные направ- 
ления развитня современной физикн 
связаны с применением знаний о 
строении вещества. Это нужно иметь 
в виду тому, кто собирается в будущем 
заниматься физикой. 

Наш рассказ о молекулах будет 
посвящен определению размеров мо- 
лекул. 

Можно ли вообразить себе, на- 
сколько малы эти размеры? Можно 
ли, например, показать при помощи 
пальцев хотя бы расстояние между 
молекулами воздуха, которое при- 
мерно в 10 раз болыше диаметра 
самой молекулы? 

Размеры молекул были определе- 
ны во многих опытах. Опишем один 
из них; этот опыт провел около 60-ти 
лет назад английский ученый Роберт 
Рэлей. 

В чисто вымытый болыной сосуд 
валили воду н на поверхность ее 
поместили каплю оливкового масла. 
Капля растеклась по поверхности 
воды и образовала круглую пленку. 
Постепенно площадь пленки увели- 
чивалась, но затем растекание пре- 
кратилось, и площадь перестала из- 
меняться. Рэлей предположил, что 
молекулы расположились в один ряд, 
то есть толщина пленки стала равна 
как раз размеру одной молекулы, 


$7 


К: 


Рис. 1 


и решил определить эту толщину. 
При этом, конечно, нужно учесть, 
что объем пленки равен объему капли. 

По тем данным, которые были ио- 
лучены в опыте Рэлея, рассчитаем 
толщину пленки и узнаем, чему ра- 
вен линейный размер молекулы масла. 
Капля имела объем 0,0009 см? а 
площадь образовавшейся из нее плен- 
ки была равна 5500 гм? Отсюда 
толщина пленки 
4 5-00 см 0,00000016 см. 

В опыте Рэлея объем капли был 
определен по се массе и плотности 
масла. Масса капли была равна 
0,0008 г, плотнссть масла 0,9 гсм? 
Подсчитайте по этим данным объем 
капли. 

Многочисленные опыты показали, 
что молекулы разных веществ отли- 
чаются по размерам. Но когла хотят 
оценить диаметр молекул (если ири- 
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нять, что они имеют форму шариков), 
берут величину 0,00000001 см *}. 
Можно ли представить себе ча- 
стицу, имекицую такие размеры? 
Посмотрите на фотографию 
головки обыкновенной — компатной 
мухи, сделаиную ири сильном УВС- 
личении (рис. 1). По бокам головки 
вы видите Глаза мухи, онн состоят 
из отдельных элементов. так на- 
зывасмых фасеток. Ма фотографии 
кажлая фасетка имеет диаметр ири- 
мерно { мл. А теперь посмотрите на 
рисунок, гле муха изображена в на- 
туральную величину. Весь глаз мухи 
имеет диаметр, меныпий миллиметра. 


*) Вы уже, наверное. заметили. какими 
длинными чнеламн` записываются размеры 
молекул. Более кратко данное число можно 
записать так: 10--^ гм. Как нерейти ог одной 
айнсн к другон, вы поймсге, если сосчнтас- 
те, на каком мосте после занятой стонг зиа- 


чащая инфра в числе 0.00009001 





Теперь постарайтесь представить себе 
размер каждой фасетки глаза. Так 
вот — молекула еще примерно в 
100 000 раз меныше такой фасетки! 

Конечно, такую частицу нельзя 
увидеть невооружевным глазом. Но 
может быть, се можно увндеть в мик- 
роскоп? Каким для этого должно быть 
увеличение микроскопа? 

Капля воды диаметром в 0,5 см 
при увеличении в 2000 раз будет 
иметь размеры классной комнаты, но 
н тогда в ней иельзя будет различить 
отдельные молекулы. При увеличе- 
иин еще в 2000 раз капля будет 
иметь в поперечнике 20 км, и се 
«зериистое» сгросиие начиет  выри- 
совываться перед нашимн глазами. 
Но нужно увеличить се еще в 250 раз, 
чтобы увидеть. наконец, строение мю- 
лекулы воды, но... Такое уведн- 
чение (в общей сложности в 10° раз) 
получить нельзя. 

В настоящее время при помощи 
специальных микроскопов (электрон- 
ных микросколов) получают фото- 
графин, ва которых можио разли- 
чить отдельные молекулы, но только 
такие, которые имеют болышие раз- 
меры по сравнению с молекулами 
ВОДЫ. 

На фотографии (рис. 2} вы видите 
молекулы белка, диаметр которых 
примерно в 100 раз больше, чем у 
воды. Зная, что фотография сделана 
при увеличении В 73 000 раз, попро- 
буйте примерно оценить диаметр мо- 
лекулы белка. 

И, наконец, совстуем вам самим 
проделать опыт по определению раз- 
меров молекул масла. Конечно, по- 
вторить опыт Рэлея трудно, так как 
для этого нужно иметь специальный 
сорт масла и сделать точные изме- 
рения. ИМ все же попробуйте! На- 
градой вам будет сознание, что вы 
определили величину, которая срав- 
нима с размерами молекул. 

Для опыта удобно воспользоваться 
чистым машинным маслом. Сначала 
определнте объем одной капли этого 
масла. Придумайте сами, как это 
сделать прн помощи пипетки (ка- 
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Рис. 2. 


пельницы) и мензурки (можно вос 
пользоваться мензуркой, которой от- 
мернвают лекарства). 

Налейте в тарелку воды н на ее 
поверхность поместите (конечно, при 
помощи той же самой пипетки!) кан- 
лю масла. Когда капля растечется, 
нзмерьте диаметр пленки линейкой, 
положенной на края тарелки. Если 
поверхность пленки не будег иметь 
форму круга, то или подождите, 
когда она нримет такую форму, илн 
сделайте несколько измерений и оп- 
ределите се средний диаметр. Затем 
вычислите площадь пленки и се тол- 
щину. Какое число вы получили? Во 
сколько раз оно больше размера мо- 
лекулы масла (0,0000002 см)? 






@ ха < 
Ти - 77 
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ОТВЕТЫ. УНАЗАНИЯ, 
РЕШЕНИЯ 


К статье «Сигналы. Слектры» 


2. От2. 103 гц до 3.103 гк. 


К статье «О силе шахматных фигур» 
4 (п-—- 121 — п. 














1. Ркр (м) == а , 
Ре (п) = ви и о 
Рл (и = — 1), Реп = ИИ, 
Рае Пт, 
Ри (п) Е „-— ы 


Легко убедиться, что при п-- 8 из этих 
формул получаются подвижности фигур, 
найденные в статье. При четном ля бело- 
польный и чернопольный слоны имеют оди- 
наковую подвнжность; прн нечетном п иод- 
вижнее слон того цвета, каких полей боль- 
ше (найдите эти подвижности самостоятель- 
32). Делением Р‚. (п) ва Ри(п) получается 
сила фигуры х. 

2. Для того чтобы найти подвижность 
фигуры х при л-+ 00, надо вычислять соот. 
ветствующий предел. Для фигур с ограни- 
ченным перемещением по доске (король, 
конь, пешка) получаем: 


Ро (05) = т Ро 


4 (п — 1)(2я —1) | 


п 

1 1 т 8 
вт р г. 

аналогично Рк (53) — 8, Ри(©э):=3. Ко- 

нечно, этн значения легко предендеть, сс- 

ли внимательно посмотреть на рисунки 1, 

5, 6 статьи: с ростом п доля полей, с кото- 


п-о 


= 8 ит 


п > а 


— о —————————————————Д—ШД——— 
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рых число холов фигуры отличается от по- 
лученного значения, стремится к нулю. 

Движения ферзя, ладьи и слона носят 
лниейный характер, н, очевидно, их под- 
вижность при п->о неограниченно возра- 
стает. Однако для этих фигур можно полу: 
чить асиматотические оценки: 


10 4 
Ро (и) п, Рл (п) 7-21, Ре (уз п. 


Из последних формул следует, что си- 
лы дальобойных фигур прн больших зна- 
чениях п находятся приблязительно в сле- 
дующем отношении: 


Рф): Ра"): Ром) = 5:3: 2. 


3. Урависиие ЕР. (п) Ре РК) 


имест два корня: л-=8 ин-:3. 
Уравнение Ркр (м) Ес (п) имеет один 
корень д:- 6. 
п (1—1) (7—2) (3—0 , 


6 


й 
5. 107 {8 — 27213 —- 122... 23а — 0) 


при четных пи -=- (и — Па — Зин 
— 1273 -:- 2697 — 141 -*-1} ирн печегных п. 
Заметим, что уже для четырех ферзей эт 
задачу решить до сих пор не удалось. 

6. Нз задачи 2 следует, что две задьн 
сильнее. 


8. Подвижность коля пл бескопечной 
доске равна 

1, сслни-- в 0: 

4, если а-: 6 =0 или одио пл чисед 


а, 6 равно нулю. а другое — нет: 
8 во всех остальных случаях. 


К статье «Механические колебания» 


Г. в, 0,2 нс; О, и. 


Е шах 


и Ат 

2. хожхь Мом‘ 
Указание. Воспользоваться законом 

сохранения импульса при ударе и законом 

сохранения энергии при колебаниях. 





г и т.8 я 
3. ® Ат, т ыы 
=5,8 с. 

4. \, -=0,28 24. \.--0,56 гц. 
1 
5. Т=2л ИУ 
| Е 
6. Утах = Р 


Указание. В крайнем верхнем по- 
ложеини ускорение подставки не должно 
превышать ускорения силы тяжести. 


Е, УЕ-а, Ь У. 
жи 
8. Период колебаний нс измеинтся, так 


как электрическая Сила всегда перпендику- 
лярна направлению движения шарика. 


7. п = 


К статье «Московский институт инженеров 
железнодорожного транспорта» 


Математика 


Вариант 1 
1. 4 — за 5% В — за 15, С — за Они. 


2. 1— Уз &<2— а. 


6 /б сша 5 (45° ра). 


3 эта 


д 
4. х-—= Ад, х= 6 тим, В, п — це- 
лые числа. 

Варнаит 2 


1. В 4 раза. 


„р 


2. 2.3 < 204, ах? =. 


а3 с05? ат В та 
2 Усоз (а -- В) оз (© — В)” 


1 
4, —5_ (2 — а }). 


Варнант 3 
1. 12 человек. 
2. х=(1-- 5). 
3. $ = 200 см®. 
4. т—1. 
Физика 


1. к =0,33 м; а=- 0,13 м/5?. 


| 
3. и: =3,4 м/с. 
4. Н--0,5с; 620,33 с; 12017 с. 
5. АТ=3,5°. 
6. р=3,03-103 кё/мз. 
7. Р= 8 ват. 
8. Р, = 96 вт; Р, = 144 вт. 
9. И = 0,5 в. 


10. 9 =5. 10-3 дж. 
11. Р =: 28,8.102 вт. 
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К статье «Московский институт 
электронного машиностроения » 


Вариант |1 
1. Обозначив через х и у стороны пря- 
моугольника, можем составить следующую 
систему уравнений 


[ ху = 420 
| 22-4 Ут ни. 


Подставляя значения х нз первого уравке- 
ния во второе, получим 


420 4203 
2(*-- 2) + ж-- я = И. 


420 
Обозначим х -=— > = ь 


-- ие — 840 -=111, откуда [= 4!. Теперь 
4, х, = 20, и, =21 
уз = 20. 

Лалниа проволочного забора выражается 
формулой 1(1) =2-+ ИЁ—840 Эта функ- 
ция возрастающая, н потому принимает на- 
нменьшес значение при наименьшем возмож- 





тогда ЭР-- 


нх=, 


2 Е 
ном значении #. Но Ё=х-- - >2 420, 


420 
н равенство возможно только при х = — 


х ы 
то есть при х-=у. 

Ответ. Размеры участка 20 мх 21 м, 
наименьшее количество проволоки потре- 
буется для квадратиого участка. 

2. Имеем: —1=х=а. Освобождаясь 
от радикалов двукратным возведенкем в 
квадрат, получаем: 


4х" — (4а — 4) х-|- а? — 4а =0, 





откуда 
а—1, У2а-1 
о. 
Ф 
а—1 Иа +1 
ее ых а 


Проверка показывает, что подходит толь- 


ко х.. 
—1 2 
Ответ. х= ^ р 





3. Возводя в квадрат и упрощая, полу- 
чаем уравнение, 


со5х (2 т? — 1/2 созх-- зт х) = 0. 


Если с0$х =0, то подстановка в нс- 
ходное уравиенне дает: 


И2 т хсоз2 = И25тхе058. 


п 
Но  <2<1 и с052<0, значит зтх = 


и 
= — ИХ == => 2лп, п=0, + Ь 
+2, -..* 


Пусть теперь 2312— 1/2 с0зх 4- 
-- зтх = 0, тогда 25т2> УЗ, поскольку 


2: 3 а 
т 2> т = 5, а зтх— 2 с05х = 
а свзх) = 


Е. у? 
= 3 (= х— уз 
= (о —Ф= 


3 [здесь с05ф- 
78), 
н последнее уравнение корней не имест. 
и 


Ответ. х = — 5 + 2лл. 
4. Неравенство выполняется, если 
| 108" Хх? -- 2 1058х—2<0, 
| 22—90... 
Из первого неравенства находим: = <х< 


< УЗ. из второго хз 1юв, 3. Проверим, 
находится ли точка [0.3 в промежутке 


и 


; НЕ 
сравним 10.3 и ИЗ, или Зи 2 °: 2 
8 


Легко видеть, что 108.3> 1; 


ЕЗ 
> 


> 21.6 2853, 
3 > 10,3. 
Ответ: хе 3, 108: 3<х< УЗ. 
5. с05 у = ©05 © с0$ В -- зтазт В с0$ А. 
Вариант 2 
1. З смхб см х 26 см; бемх 12 см х 


так как 3 <2%, потому 


х 10 см. 
а 
2. х=> + Иа—1 при а>=2, пря 
а <2 решений нет. 
д 
3. х=— т 2АЛ, Е=:0, +1. +2,... 


4. 3<х< 10. 


а 
17% 
5. азт 2. 


К статье «Московский авиационный 
институт» 


Математика 
Варнант 1 


3—5 
1. ху. У казакие. Возве- 
дя обе части оби уравнения в квадрат, 
х— 4х3 


сделать замену — #2; показать, 


2—х 
что достаточно рассмотреть случай х == Т, 
2.5:4. 


2 
3. —1<а<0, = <<> 
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4. 
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ый #8 Указание. Показать, 


что данный отрезок перссекает болышую ок- 
ружность в двух точках и один из концов 
отрезка лежит вие этой окружностн. 


5. 


2. х -= 16 ЗЛЕ 1,5. Указанне. 


— 1/3 13. 
Варнант 2 
По- 


делив обе части уравнення на 3%, после 


преобразований получим 9 у? -}- Зи — 2 == 0, 
8 \х 
где у = (=) "Решив квадратное уравис- 
ние, пайдем: у -= 1.3 
3. 127; 1278. 
4. 60 км/и, 40 км/и, 420 км. 
5. а> 1. Указание. Обозначив 


1обза через Ё и заметив, что 2х — 3—0 
для любых значений х, данное неравенство 
после преобразований можно записать в вн- 


де (2-х + 


3>0. Этот квад- 


ратный трехчлен ОНО ИОВ аля всех зпа- 


чений х, если 2 Ё- 
дискриминант). 


1 0ир<0 Ю- 
Решив систему перавенств 


| 21--1>0, 
| (248 1.191. 4)#>0, 


вайдем: 2>0, 


Вариаит 3 


2. 8? (| —а:). Указание. Раскрыть 
скобки и привести выражение к Виду 
| — с05 ®— }. 

3. х, — 1/4 4- дА, х.-= 1, й=0, 
Е, 2, а 

= 5 

4. РЕН. Указание. Восноль- 

зоваться подобием. треугольников ДЕС н 


ВЕРА и ОБА к ЕЕС. 


. Указание. Пока- 


Иа 


зать, что одна из вершин треугольника ле- 
жит внутри круга, длина отрезка, соедння- 


ющего центры треугольника и круга, рав- 
на Ю. 
Физика 
Бизе 
2. (=: стеет@— м |, З. 10% дж. 
3. Е = 50 и М -= 85 н. 
4. р == 16,8 - 10-3 ке. ис. 
5. == 0,115 м 
Билет 2 
2. а) ш-= 1000 мс; 6) г, = 500 иг. 
3. т = 400 т 
4. 6 -= 70° С. 
5. а} Е == 312 м, 6) Е 1.56 я. 
Бнлет 3 
2. Т-= 2. 10-3 с. 
3. АР 0.43 с, 1=5,75 а. 
4. эер == 13,3 м.с. 
5. т 138 п. 


Билет 4 

2. и= 5 км/ч. 

3. Тльда — 10 г 

4. = 35 м 

5. г= 0,8 ом, Е= 28 в /=35а 
Билет 5 

2. $,= 1,3 м. 

3. В диапазоне 206—103 м. 

4. Н = 55 м. 

5. Ут = 4125 квт. 


К статье «Московское высшее техническое 
училище » 


Математика 


Вариант 1 
1. 3 часа, 4 часа, 6 часов. 


д А 
3 х=— + З_, # — целое 
4. х = +1. 

1<х<2. 


Вариант 2 
1. 12, 6, 3,... 
2. агсут Уп а + зпаВ. 


3-х = — ла, Е — целое. 
4. х, = 9/4, х, = 1/1. 
5. 4<х<б. 
Физика ” 
Билет | 
3. 60 см, 25 см. 
Билет 2 
3. ага 2. 
Билет 3 
3. 9,6 кг. 


К статье «Ленинградский государственный 
уннверситет » 


Математика 
Вариант 1 
1. 30 тракторов, 816 рублей. 


2. Если @=1, то х,=л/2- Ал, 

хз = — ас Ал, В =0, +1 -2,..., 
—_Ию—! 

еслн — `` =0<! или 1<а= 

и!0—1 
ИИ то 

1- У 9 — 4в — 42а? 

Хи, з = агс а — + #л, 


#=0, + -2...., 
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—ИЮ—! Ую—1 
если а< — т ина, 
то решений нет. 
3. 6=7/16. 


4. Задача имеет решение а>ф, при 
этом точка Е находнтся на расстоянни 


в — Уд? — 6? от точки А. 


2 
5. агсат (я с0$ а) . 


Варнант 2 


1. Задача имеет решение прин #=2, тог- 
(#— Пр 
(Пре ва * 


2. 15х<4(2+ 1/3). 


да израсходовано 


2п 
3. х= Е. -- 2Ад, 
па 
4. ас 0 соза- 
! -[ 3 с0$2 & 


оне й 


# = 0, +1, -2.... 


Вариаит 3 
1. 26 деталей. 


„ У! 
2. агсут 5 
4. 20,4 см. 


а ]/соз а | 





+ 254, В = 0, ха 


[2 
2 0$ —— 
Вариант 4 
1. 12 км/ч, 15 кмё. 
2. —3/4<х< 1. 
3. х-= 7/3 + Ел, Е =0, 1, +2.... 
4. 6 см или 3 см. 





о КРОССВОРД 


По горизонтали 

2. «Половина» прямой линии, 5. Не- 
обычная звезда. 8. Элементарная частнца. 
9. Химический элемент платиновой группы. 
13. Единица светового потока. 14. Англий- 
ский естествоиспытатель Х\УП века, автор 
основного закона теории упругости. 15. 
Сторона треугольника. 20. Граница фигуры 
на плоскости, 21. Оптический прибор. 22. 
Инертный газ. 27. Математический знак. 
28. Немецкий физик ХХ века. 29. Поток 
фотонов. 30. Простейшая деформация упру- 
гого тела. 35. Результат решения. 36. Мате- 
матическое действие. 37. Результат матема- 
тической операцим. 38. Двучлен. 42. Едини- 
ца з. д. с. 43. Галоген. 45. Электрод. 46. Ди- 
электрик. 49. Электрод. 50. Часть прямой 
линии. 51. Колебания, распространяющиеся 
в пространстве, 54. Конец отрезна. 55. Циф- 
ра. 56. Геометрическое тело. 59. Выдающий- 
ся немецний физик ХХ века. 60. Древне- 
греческий механик. 62. Древнегреческий 
математнн. 63. Выдающийся датский физик 
ХХ века. 
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По вертикали 

1. Французский математик ХУ! века. 
3. Французский физик ХМ века. 4. Мера 
инертности тела. 6. Немецкий физик ХХ зе- 
ка. 7. Английский физик-теоретик ХХ века. 
10. Трансурановый элемент. 11. Зависимая 
переменная величина. 12. Единица индук- 
тивности. 16. Тригонометрическая функция 
угла. 17. Известный русский физик ХИХ века. 
18. Латематический знак. 19. Отрезок пря- 
мой, заключенный внутри окружности. 23. 
Элементарная частица. 24. Благородный ме- 
талл. 25. Составная часть атома. 26. Геомет- 
рическое тело. 31. Трехзначное число. 32. 
Мера времени. 33. Заряженная частица. 
34. Поток электрических зарядов. 39. Сосуд, 
используемый в физике низких температур. 
40. Раздел математики. 41. Геометрическая 
мера. 44, Основная единица в системе СИ. 
45. Газ. 47. Двузначное число. 48. Олтиче- 
ский термин. 52. Часть измерительного при- 
бора. 53. Квант света. 57. Химический эле- 
мент. 58. Способ научного исследования. 
61. Объективное свойство природы. 


Продолжается подписка на второе полуго- 
дые 1974 г. на научно-популярный физико- 
математический журнал «Квант». 

«Квант» адресован всем школьникам 
6—10 классов, которые любят математику 
и физику, любят решать задачи и хотят 
принимать участие в олимпиадах, горят же- 
ланием в будущем серьезно заниматься 
точными науками. 

Наш журнал полезен и тем школьникам, 
которые еще «не зажглись»  физнкой или 
математикой, интерес которых к точным на- 
укам еще дремлет, «Квант» в целом — жур- 


АКА» к, 































ВИр:ИКуапетиссте.ги 


нал, который учит думать и работать, а не 
журнал для «легкого чтения». 

Наш журнал полезен так же и учителям. 
Сейчас происходит коренная переработка 
школьных программ по математике н физи- 
ке. «Квант» активно участвует в этой рабо- 
те. Он систематически печатает статьи по 
новым программам, разъясняет материал, 
еще не вошедший в учебник. . 

В 1974 году «Квант» помещает не толь- 
ко отдельные задачи дпя младших школь- 
ников, но н публикует заметки для них в 
разделе чКвантю для младших школьников». 


ЛЯМ,. * Н НАШИМ ЧИТАТЕЛЯМ 


Основное содержание журнала — это 
чфизико-математическая школаь; т. е. мате- 
риалы, помогающие лучше понять физику 
м математику, научиться применять эти нау- 
км для объяснения различных явлений и 
процессов, с которыми мы сталкиваемся на 
практине, научиться решать задачи. 

В журнале читатель найдет много за- 
дач. Среди них задачи, предлагавшиеся на 
вступительных экзаменах в различные вузы, 
задачи, предлагавшиеся на олимпиадах, и 
просто интересные задачи. 

Заметки с описанием фнзических при- 
боров помогут читателю поставить м про- 
вести физический эксперимент, 

Журнал публикует на своих страницах 
статьи обзорного характера, рассказываю- 
щие о достижениях науки и проблемах, ко- 
торые еще ждут своего решения; рассказы 
об ученых, о том, как рождаются научные 


открытия. 


Журнал постоянно помещеет рецензин 
на книги — уже вышедшие н еще только 
готовящиеся к изданию. 


Журнал распространяется только по 
подписке. 
Цена номера 30 коп. При подписке 


ссылайтесь на наш индекс 70465. 
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С 4 ио 3 ноября 1973 года в Батуми проходил пя 


тый празлних юных математиков Зэкавказья 
Здесь вы видите лва снимка. сделанные во время 
празлинка. На верхнем — «ванна Архимеда», на 
нижнем -- сцена из спектакля «Бал у прикцессы 
Арнфметнки». О праздинке и о смектякле пы мо- 
жете прочитать ма страницах 62 ц 6 
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Возьмите в руку журнал ‹ изображенными на 
лервой странице обложки кругами и сделайте ру 
кой несколько равномерных вращательных движге- 
ний в плоскости страннцы с изображеннем. Кру- 
гк качкут «вращаться». О том. как с‹оздаестея эта 
иллюзия. можно прочнтать в заметке «Вращение, 
которого неть ня с. 12 этого номера журнала. 








< 4 по 9 ноября 1973 года я Батуми проходнл пя 
тый праздник юных математиков Закавказья 
Здесь вы вндите два снимка. сделанные во время 
празлинка. На верхнем — «ванна Архимеда». на 
нижнем — сцена из спектакля «Бал у принцессы 
Арифметнки». О празлиике и о спектакле вы мо 
жете прочитать на страннцах 62 и 66. 
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Возьмите в руку журнал с изображенными на 
первой странице обложки кругами н сделайте ру- 
кой несколько равномерных вращательных движе- 
ний в плоскости страннцы с изображением. Кру- 
ги начнут «вращаться». О том. как создается эта 
иллюзия. можно прочитать в заметке «Врещшеине. 
которого неть на с. |2 этого номера журнала. 
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9 июля 1974 года исполняется 80 лет со дня рождения члена ре- 
дакционной коллегии журнала «Квант», выдающегося совет- 
ского физика, члена Президиума Академии наук СССР, члена 
Лондонского Королевского общества, иностранного члена Ака- 
демий наук США, Швеции, Дании, Польши, Индии и ряда дру- 
гих государств. дирекгора Института физических проблем Ака- 
демии наук СССР, главного редактора «Журнала эксперимен- 
тальной и теоретической физики» , председателя Координацион- 
ного совета Московского физико-технического института, Героя 
Социалистического Труда, лауреата Государственных премий 
СССР академика Петра Леонидовича Капицы. 
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Академику П. Л. Капице 


Дорогой Петр Леонидович! 


Редакционная коллегия журнала «Квант», членом которой Вы 
являетесь, горячо поздравляет Вас в день Вашего восьмиде- 
сятилетия. 

Вы — один из крупныйших советских физиков нашего времени. 
Ваши работы в области физики сверхсильных магнитных по- 
лен, физики и техники низких температур, физической электро- 
ники пользуются широким международным признанием. В ру- 
ководимом Вами с момента сго основания Институте физиче- 
ских проблем Академии наук СССР выросло и получило пре- 
красное физическое образование много талантливых ученых, 
обогативших нашу науку своими исследованиями. Нам, как и 
нашим читателям, которые успели за короткий срок сущест- 
вования журнала «Квант» познакомиться с несколькими Ва- 
ими статьями. особенно приятно отметить постоянно прояв- 
лясмую Вами любовь к молодежи, живой интерес к проблемам 
образования. 

Отмечая Ваш славный юбилей, мы надеемся, что Вы еще не 
раз порадусте наших читателей оригинальными ндеями в во- 
ликолепными статьями. 

Желаем Вам, дорогой Петр Леонидович, долеих лет жизни в 
неи необычайно интересный век, жизни. которая служит про- 
красным примером для молодежи, вступающей на трудные д0- 
роги науки. 


Тр р И 
Иа Ид ПР ыеИ 
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М.А.ГИНЦБУРГ 


МАТЫ 
ПИРЫ 


Антуан де Сент-Экзюпери 
«Маленький прини» 





Введение 


Кроме больших планет — Меркурия, 
Венеры. Земли, Марса, Юпитера, Са- 
турна, Урана, Неитуна и Плутона — 
вокруг Солнца обращаются и пла- 
неты меныших размеров — астеро- 
иды. Первую такую планету, назван- 
ную Церерой, открыли в 1801 году. 
Ее диаметр 740 км. Затем были от- 
крыты Паллала — 490 км, Юнона — 
200 кл, Веста —400 ке. Почти все ор- 
биты астерондов расположены между 
орбитами Марса н Юпитера (см. рис.). 
В настоящее время определены ор- 
биты для 1700 астероидов. В совре- 
менные телескопы различимы около 
50 000 астероидов. Вначале пазва- 
ния астероидов брали из греческой 
мифологии, потом их называли жен- 
скими именами. Есть астеронды Ве- 
ра, Ольга, Валерия. Людмила, Та- 
тьяна. Есть астероид Зоя, назван- 
ный в честь Зои Космодемьянской. 

В. последние годы астрофизики 
говорят о важности нсследования вс- 
щества астерондов и высадки на них 
космонавтов. 

Вещество Земли, особенно зем- 
ная кора, нодвергалось многочислен- 
ным превращениям (расплавление, 
вулканические процессы ин другие), 
изменившнм ее первоначальный об- 
лнк. Луна имест свою. особую исто- 
рию, пока еще не разгаданную. 

Есть вероятность, что вещество 
астероидов, напротив, не илавилось 
н сохранило особенности прошлых 
эпох. Тогда по нему можно узнать о 
начальных этапах развития Солнеч- 
ной системы 4 —5 миллиардов лет 
назад — эпохе образования планет. 

Можно найти астерондам и прак- 
тнческое применение — снла тяжести 
на этих малых планетах ничтожна, 
они могли бы послужить взлетными 
площадкамн для грандиозных косми- 
ческих кораблей будущего. 

Но существуют и такие планеты, 
яногда очень большие, раз в десять 
больше Земли, которые нельзя раз- 
личнть даже в самый лучший 
телескоп. Это планеты других 
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миров, — онн обращаются не во- 
круг Солнца, а вокруг иных све- 
тнл — далеких звезд. Расстояния до 
ближайших звезд -- несколько све- 
товых лет — в тысячи раз болышне рас- 
стояния от Земли до самой далекой 
нланеты вашей Солнечной системы 

Плутона. Свет проходит 300 000 хм 
в секунду, за год это составит 
9,46. 1012 км, а до Плутона «всего» 
5,9. 0? км. В этой статье рассказы- 
вается, как можно сбнаружить этн 
планеты ин определить их параметры. 


Астероиды 


Мысль о полете на астероиды и об 
условиях на этих малых планетах 
подробно развивал пионер космонав- 
тики №. Э. Циолковский еще 50 лет на- 
зад. Циолковского привлекала преж- 
ле всего очень пеболышая сила тя- 
жести, облегчающая посадку и взлет 
космического корабля и передвиженне 
человека по поверхности астеронда. 
Возьмем, как н Циолковский, в ка- 
честве примера астероид диамстром 
вбки, что примерно в 2000 раз мень- 
ше днаметра Земли. Такях планет в 
ноясе астероидов несколько тысяч. 

Посмотрим, какова сила тяжести на 
таком астеронде. Ускорение силы тя- 


р 4: . 
жести в == МИ Ю*, где М 5-8 — 
масса планеты, о — илотность, В — 


радиус, у = 6,68.10-И м®/кес? — по- 
стоянная всемирного тяготения. Или 


= К. Так же, как это 


делал Циолковский, примем плот- 
ность астеронда равной р 2: 5,3х 
>: 10? ке/мй, то есть почти равной 


средней плотности Земли (р,=5,5х 
;103 кг/мЗ). Это значение несколько 
завышено — астероиды вряд ли имс- 
ют железное ядро, как Земля, н их 
средняя плотность около 3. 103 кеём?. 
Но для примерных оценок эта разни- 
ца иесущественна, Ускорение # про- 
порционально радиусу Ю. значит, 
на астероиде ускорение силы тяжестн 
примерно в 2000 раз меньше 
земного: д == 4,9.1073 лыс". 


Человек на астероиде подобен 
сказочному велнкану. Он Легко под- 
нимет и сиова положит космический 
корабль массой 10 тонн (на иащем 
астеронде корабль весит 50 н). Этот 
великан владеет еще сказочными се- 
мимильными сапогами — без всякого 
напряжения он совершает гигантские 
прыжки {ето тело весит не 900 м, 
а 0,45 н). 

Прыгием на Земле на высоту $ 

0,5 м. Путь н ускоренне связаны 
формулой $ = 9/2, в -- 9,81 м/е?. 
Отсюда {== (25/ 0,315 с. Нсобхо- 
димая начальная скорость и, =: 
=201 -= 3.08 м: 

В первом приближении можно счи- 
тать импульсы, прндаваемые телу 
на Земле и на астеронде, одннаковы- 
ми — они определяются, в основном, 
мускулами ног, а не силой тяжести 
{разницей в механике отрыва, в длн- 
тельности взаимодействия ног с по- 
верхностью придется пренебречь, без 
пренебрежений нельзя решить ника- 
кую физическую задачу}. Поэтому 
одинакова и начальная скорость. Мы 
будем также считать, что ускорение 
© не меняется ва время прыжка. При 
и, = З м/с на астеронде 5 = иё /28 = 

1000 м-- 1 км. Время «прыж- 
ка» Е = ся = Т- НАС == 110 мим *). 

Предоставим теперь слово Циол- 
ковскому **). 

«Вы стоите на поверхности асте- 
роида прямо, па-земному, но малей- 
шее ваше двнженне вздымает вас, 
как пружинку, на воздух. Усилие, 
нужное для того, чтобы вспрыгнуть 
на земной порог в 2 вершка, взды- 
мает вас тут на высоту 120 сажен, 
то есть немного ниже башни Эйфе- 
ля ***). Тяжесть настолько мизерна, 


что с полусаженной высоты вы бу- 


*) Мы считаем, что формулы, справедли- 
вые для прыжков на Земле, можно приме- 
мять и на астероидах. На самом деле это 
правильно. когда высота подъема невелнка 
по сравненню с раднусом планеты. 

=.) К. Э. Цнолковский. 
к звездам. Мзд. АН СССР, 1960. 

***) | сажень=48 верщков—=2,13 метра. 


Путь 


‚от падеция, 
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дете падать в течение 22 секунд — 
чуть не полминуты! 

Еслн вы нарочно наклонитесь н 
захотите повалиться па почву по- 
добно подпилениому дереву, то вы 
будете ждать окончания этого удло- 
вольствия несколько минут и удара 
конечно, никакого не 
ночувствуете. Если вы подожмете 
ноги, чтобы сесть, то ноги ваши будут 
висеть в пространстве без опоры се- 
кунд 10, в течение которых вы успе- 
сете закурить папиросу... 

Лежать и стоять вы можете на 
острых камняк и тела не изрежете, 
бока не отлежите... 

Бежать по планете и даже ходить 
очень неудобио: при малейшей тако- 
вой попытке вы улетаете кверху. 
Впрочем, можно бежать гигантскими 
шагами в несколько сажен каждый, 
действуя, однако, ногами крайне неж- 
но. Чуть посильнее — и вы начнете 
кувыркаться в пространстве на пер- 
вом же шагу, так что другой шаг 
приходится делать не ногамн, а голо- 
вой, руками, боком, чем придется. 
Неудобно, пеудобно! — хоть сами ис- 
пытайте». 

Все эти факты — не только тео- 
рня, но уже и практнка космонав- 
тики. Вот что пищет космонавт Нейл 
Армстронг о виечатленнях от бега 
на Луне *): «Скачки похожи на бег 
вирнпрыжку, но при скачках на Лу- 





*) См. журнал «Земля и Вселенная», 


№5. 1970. 





не, в отличие от бега, ноги двигаются 
довольно медленно, создается ощу- 
щение медленного бега. Бег, каким 
мы его знаем на Земле, на Луне вос- 
произвести невозможно». 

Лунное ускорение свободного па- 
дения в 6 раз меньше земного, зна- 
чит, при 9, = 3 м/с время каждого 


шага Ё = с. Это ин есть «медлен- 
ный бег». 
Обойти поверхность астероида 


можно не только прыжками. Можно 
лечь на спнну, на бок н оттолкнуться 
ногами от какой-нибудь скалы, придав 
телу горизонтальную скорость. Вы 
полетите параялельно поверхности и 
упадете нескоро — когда слабое при- 
тяжение астеронда` «повернет» вектор 
скорости. Прн начальной скорости, 
большей 5 м/с, такой опыт может кон- 
читься плачевно — «воздушный пло- 
вец» навсегда улетнт в космическое 
пространство. Первая космическая ско- 


рость на нашем астероидео, = И Вя=- 
—=3,6 м/с. Вторая космическая ско- 
рость 9. = 5 м/с. 

Поскольку малб давление тел на 
опору, почти нет и силы трения. На 
Земле при повороте головы корпус 
остается неподвижным — благодаря 
силе трения подошв ботинок, созда- 
ваемой тяжестью тела. 

На астеронде все произойдет по- 
нному. Повернем голову влево — на- 
ше тело начнет вращаться вправо 
(по закону сохранения момента им- 
пульса в замкнутой системе голова — 
корпус). 
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Все эти «фокусы невесомости» ста- 
лн обыденной жизнью космонавтов 
в полете, на протяжении дней и не- 
дель, а в будущем — и месяцев. 

Ракета «падает» на поверхность 
астероида очень медленно. Например, 
с высоты 100 м она падает в течение 
[=И 25/8 = 220 с. Так  прият- 
но выглядит посадка па астеронл. 
Никаких тормозных ракет, никаких 
опасностей толчка при падении (ес- 
лн, конечно, горизонтальная состав- 
ляющая скорости корабля относвтель- 
но планеты равна нулю). Благодаря 
малой силе тяготвния астероиды мо- 
гут послужить естественными «про- 
межуточными» станциями при поле- 
тах к Марсу, Юпитеру и Сатурну. 
Дело ие только в расстоянин, но и 
в разнообразни орбит (рис. 1). Мож- 
но выбрать для посадкн такой асте- 
роид, который по своей орбите до- 
ставит корабль именно в то место 
Солнечной системы, откуда легче все- 
го достичь заданной планеты. Асте- 
ронд будет нграть роль дикого коня, 
которого оседлали для дальних пере- 
летов. Масса этого коня — несколько 
миллиардов тонн, ‚ скорость — де- 
сятки кнлометров з. секунду. 

Для резвых коней нужны и уме- 
лые седоки. На астерондах нет ни 


‹ 
‘ 
‘ 
` 
! 
' 
о 

; 
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атмосферы, ни сильного магнитного 
поля, и человек должен уметь защи- 
щать себя от солнечной раднации 
(рентген, ультрафиолет). быстрых ча- 
стиц (космические лучи) и микро- 
метеоров. Но за 15 лет космической 
эры человек этому в какой-то сте- 
пени уже научнлся. 

Пофантазируем на более коикрет- 
ные темы: спроснм, к каким астеро- 
ндам люди полетят в ближайшее 
время. Прежде всего, это астероид 
Эрос (см. рис. с. 4). Он подходит к Зем- 
ле на расстояние в 2,3-107 кл (бли- 
же него к нам подходит только ма- 


левький астероид Мкар, он прибли-. 


жается на 5,7 - [0° км). Такая «встре- 
ча» Эраса с Землей произойдет в ню- 
не 1975 года. 

Задолго до полета космонавты и 
ннженеры должны хорошо знать, ка- 
кие на этом астероиде разрешены 
скорости и ускорения, чтобы какая- 
нибудь деталь или даже космонавт 
не удехели в космос. Длина Эроса 
35 кл, его днамстр 10 кл. Вращается 
Эрсс вокруг своей короткой оси, 
перпендикулярной к направлению, в 
котором он вытянут, с периодом 
в 5 часов. 

Для численных оценок можно при- 
нять две упрощенные модели Эроса: 
а) инлиндр, 6) снгарообразное тело. 
Для этих двух моделей можно оце- 
нить, во-первых, снлу тяготения Ё», 
которая различна в разпых точках 
поверхности и наименыную величи- 
ну имеет на концах астероида, а во- 
вторых, можно но известной угловой 
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скоростн вращения найтн центростре- 
мительное ускорение. Наибольшее 
центростремительное ускорение миа 
концах «сигары». В таблиие 1 прн- 
ведены результаты такого расчета на 
концах астерондов Эрос и Географос. 


Табаница 1 














Эрсс Географос 
я з 
Рзсчетная величина Е т = = 
> ь ьз 
= Е Е = 
= Е = о 
Пернод вращения 
(« э,2 5.22 
Длина (км) 35 ЗМ] 
Дчаметр (км) 10 Я 
Ускорение силы 


тяжести (5 103.4/с7) 
Центростремитель- 
ное ускорение прн 
суточном вращении 
(2103 м/с?) 

Относительное ус- 
корение силы тя- 
жестн  (нзмеренне 
на поверхности) 
{= 103 ме") 


6,64 2,6410,414 0,121 


1,92 1.92|0,173 0,173 


4,72 0,7210,241 —0,052 


Как мы видим на примере Гео- 
графоса, астероид может вращаться 
настолько быстро (расчет при снга- 
рообразпой форме), что сила тяготе- 
ния оказывается слишком малой, что- 
бы обеспечить нужное центростреми- 
тельное ускорение для тел, лежащих 
на новерхности астеронда. Поэтому 
камии и другие предметы будут уле- 
тать с поверхности астероида в ок- 
ружающее пространство. Вес тел ока- 
зываётся как бы отрицательным *). 

В 1976 году Географосе подойдет 
к Земле на расстояние в 40.108 км. 
В 1972 году недалеко от Землн 
(21-10° км) прошел астеронд Торо 
(днаметр 10 км). 

В качестве космической ракеты 
хоропю было бы нспользовать не 
большой, диаметром } км, асрароЙ% 





*) См. учебное пособие «Физика 8», $ 47. 





Икар. На рисушке 2 показана ор- 
бига Икара: в перигелин он подходит 
к Солицу на расстояние в 28.108 км, 
го есть вдвое ближе Меркурия, а в 
афелии уходит за орбиту Марса. 

В перигелин и афелии — двух 
крайних точках орбиты — ускорение 
перпендикулярно к скорости. В эти 
два момента (точки / н 2 на рис. 2) 


снла притяжения к Солнцу сообщает 


Икару центростремительное хскоре- 
ние а г"/Ю, но, © другой стороны, 


Рис. 2. 
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а—\ф М/№*. Олеюда в ИМУ/Ю. 
Перигелий Икар проходит очень бы- 
стро и ббльыпую часть времени про- 
водит далеко от Солнца, поэтому сред- 
няя температура его довольно низка. 

То, что спутники с сильно вытя- 
нутой орбитой проводят бблышую 
часть времени пе в перигелни, ие 
вблизи светила, а наоборот, в афелии, 
далеко от него, используется при за- 
пуске научных епутинков Землн. Их 
орбита вытянута, поэтому наиболее 
интересную часть пути — вдалеке от 
Земли — они проходят медленно ни 
дают подробные иоказания о свой- 
ствах среды. 

Однако в полете к Икару есть свои 
трудности — это малые размеры н 
болыная скорость астероида относн- 
телыю Земли. 

В Икар трудно «попасть». 

Исследовать вещество астеронлов 
не обязателыю на их «родине» — 
за орбитой Марса. Обсуждаются пла- 
ны искусственного изменения орби- 
ты. Одни нз таких путей — взрыв на 
астеронде. Взрывные газы полетят 
в одну сторону, а астероид (по закон) 
сохранения имиульса) — в другую, 
при этом он немпого изменит свою 
орбиту (рис. 3), приобретя дополии- 
тельную скорость Аз. Земля своим 
притяжением довершит остальное 
астеронд станег снутником Земли, 
удобным для изучения. 


Планеты других звезд 


Планеты других звезд не видны в те- 
лескоп. Тем не менее эти нланеты 
были обнаружены. 

Звезду хороше видно. а на движе- 
ине звезды влияет своим тяготеннем 
ее невидимый спутник — планета. 
Планеты обнаруживают по отклоне- 
нням звезды от прямолинейного двн- 
жения. Внешние силы на систему 
звезда — планета не действуют (дру- 
гие звезды далеко}, поэтому центр 
масс движется обычно по прямой и 
притом равномерно. Звезда, имеющая 
планету с болышой массой, движет- 
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Рис. 3. 


ся зигзагами (рис. 4), поскольку 
звезда и планета расположены по 
разные стороны их центра масс. 

На рисунке 5 показан видимый 
путь звезды = в созвездин Эридана. 
Это оранжев>-желтая звезда, похо- 
жая на наше Солнце, но с меньшей 
массой (ее масса составляет 0,7 мас- 
сы Солниа} и меньшей светимостью 
(30% светимости Солица). Она отсто- 
ит от нас на расстояние 10,7 свето- 
вых лет. По отклонению видимого 
пути звезды от прямой линии удалось 
установить характеристики планеты: 
период обращения — 25 лет, среднее 
расстояние от звезды — 8 астрономи- 
ческих единиц (Га. е. = 149 000 000 км 
— расстояние от Солнца до Земли). 
Аналогичные искривления траекто- 
рии обнаружены недавно и у звезды 
Лалапда 21 185 (расстояние от Зем- 
лн — 8 световых лет); возможна, и 
у нее есть планеты. 

Звезды, из-за нх удаленности, для 
нас — точечные источникн света. Но 
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Рис. 4. 


земная атмосфера приводнт к мер- 
цанию, размытию звезды, и вместо 
точки на фотопластинке оказывается 
кружок конечного радиуса. (Есть еще 
н другая причина размытости изо- 
бражения звезды — погрешностн те- 
лескопа. Но погрешности современ- 
ных телескопов меныше атмосфер- 
пых.) Минимальный днаметр изобра- 
жения звезды — 0,5 угловой секунды. 

Положения звезды на рисунке 5 
показаны кружками с диаметром 0,05"* 
(4 мм— 0,1”) И в каталогах координаты 
звезд приводятся с точностью до 
0,Г’. Такое повышение точности 
(от 0,5’ до 0,05”) достигается много- 
кратными измереннями н статнсти- 
ческой обработкой результатов. Но 
и отклопення траектории, вызванные 
планетами, не превосходят 0,05”, 
то есть они находятся «на пределе точ- 
ности» измерений. Поэтому таблипу 2, 
в которой приведены результаты изме- 
рення движений ближайших звезд, 
вызванных их темными снутникамн 


с массами порядка масс Юнитера, 
можно назвать так: «Ближайшие звез- 
ды, у которых существуют или подо- 
зреваются темные спутники». 


Таблица 2 











| ава | 42. 

ВЕВЕ 

Нанмспование звезды ВЕ зах 
ЕЕ >35х 
Ех ва 
= 2х“ 
= | Соч 

] 

| в созвездии ри 24 0,019 
614 по каталогу Росса 16,5 0,306 

СЕ 1244 26,5 0,11 
Лаланда 21 185 8.0 0,034 
70 в созвездии Змеенос- и 
ца 17 0,015 
61 в созвездии Лебедь | 4,9 | 0,010 

Экспериментальную трудность 


обнаружения планет показывает прн- 
мер со звездой Барнарда. 

Вблизи нашего Солнца оказалась 
звезда, очень подходящая для поиска 
у нее планет. Это звезда Барнарда, 
названная по имени открывшего ее 
астронома-любителя. Звезда эта сла- 
бая, но движется она с достаточно 
большой скоростью — 10,3’ в год 
(/:вв градуса). Ее расстояние от 
Земли — 5,9 световых лет. Ближе 
нее расположена только двойная зве- 
зда в созвездии Центавра. Нарисунке 6 
показана измеренная астрономом 
ван де Кампом траектория звезды 
Барнарда и вычисленные по этой 
траекторин орбиты ее планет 


1940г 45 60 65 
| | | 


1970г 


Вис. 5. 
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Рис. 6. 


^30 лет (с 1937 по 1967 год) велись 
наблюдения. За этн годы ван де 
Камп изучил и  промерил свыше 
3.000 фотографий звезды с точностью 
до 0,01”’, то есть до 3 миллионных 
долей градуса. На фотографиях та- 
кое угловое смещение давало линей- 
ное смещение в 6 микрон. 
Вначале предполагалось, что звез- 
да Барнарда имеет одну планету с 
периодом обращения 25 лет, масса 
этой планеты примерно в 1,5 раза 
больше массы Юпитера. Более тща- 
тельный анализ траектории звезды 
привел в 1969 году к гнпотезе о двух 
планетах с периодами обращения 
26 лет и 12 лет н массами, примерно 
яавными массе Юнитера. Орбиты пла- 
в т почти круговые, расстояния от 
зк?зды 2,8 и 4,7 астрономических 
единиц. Для сравнения напомним, 
что Онитер отстонт от Солнца на 
5,2 зе. и имеет лернод обращения 
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Рис. 7. 


12 лет (рис. 7). Но в конце 1973 года 
была. опубликована работа других 
астрономов, в которой статистиче- 
ский апализ фотоснимков — звезды 
привел к нпой траектории, для объяс- 
нения которой ие нужно преднолагать 
существование планет. 

Можно ли преодолеть погрешности 
наших наблюдений н по искривлению 
траскторий звезд с достоверностью 
установить существование иланет? 

В этом могут оказать помощь па- 
блюдения звезд не с земной, ас лун- 
ной поверхности — у’Луны нет атмо- 
сферы, а днаметр изображений звезл 
па фотопластинке будет значительно 
меньше, чем при наблюдениях с Зем- 
ли. Могут номочь н измерения со спут- 
нихов, вынесенных за пределы атмо- 
сферы Земли, при достаточно си. 
вершенной системе их стабилизаю»и 
в пространстве. 
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Вращение, 
которого нет 


Возьмите в руку жур- 
нал с изображенными на 
обложке крутами и сделайте 
рукой несколько равномер- 
ных вращательных денжений 
в плоскости страцицы с. изоб- 
раженисм. Рисунок сожива- 
ет»: круги начинают вращать- 
ся. Нетрудно «закрутить» 
круги и в другую сторону. 
Как объясняется эта нл- 
лювня? 

Наш глаз обладает свой- 
ством удержкнвать зрительное 
висчатление в течение долей 
секунды после того, как ви- 
днмый предмет Уже исчез 
нз поля зрения. Это же от- 
мосится и к части изображе- 
ния, которую мы наблюдаем. 
Ирн перемещении нашего ри- 
суцка коитрастиме ло яр- 
кости частн концентрических 
кругов перемещаются на сет- 
чатке в такт крусовым дви- 
женням руки. Мы ие можем 
отличить одну от другой 
детали одпотонного круга, но 
каждый светлый элемент кру- 
га остается в нашем восирня- 
тнн па определенном месте 
несколько дольше, чем ня 
самом деле. Так возникает 
налюзия перемещения эле- 
ментов светлых окружностей, 
а при подходящей скорости— 
полпая нллюзия врашения 
светлых частей фигуры. На 
этой стадии эффект аняло- 
гнчен тому, который мы ви- 
дим, маблюдая  слившиеся 
воеднно синцы бысгро вра- 
щающегося колеса. 

Основа этой нллюзни — 
так пазываемый  стробоско- 
иический эффект. Он состо- 
нт, Во-нервых, в том, что 
нри прерывистом наблюде- 
ини быстро вращающийся 
предмет кажется неподвнж- 
ным, а, во-вторых, в том, 
что быстрая смена изобра- 
жений отдельных фаз дви- 
жения тела дает впечатление 
непрерывного движения. 

Первая возможность нол- 
исе всего реализуется в стро- 


(окончание см. с. 293) 
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Джо принимает план Бэйта 


— Все хорошо, 
иравится, Бэйт, 


нлан операции мие 

говорил Джо, рас- 
хажнвая по номеру дешевой  го- 
стиницы н запивая каждую затяж- 
ку сигарой добрым глотком виски. 
Старина Бэйт сидел в кресле у жал- 
кого камина, привычно ощущая под- 


мьинкой рукоятку пистолета. 
— Еще бы! — процедил  Бэйт 
сквозь искусственные зубы. — Не- 


даром за мной уже пятнадцать лет 
гоняется полиция. всех штатов. Вряд 
ли я вошел бы в такую цену, если 
бы только н мог орудовать кастетом. 
Новинки науки — вот мой конек. 
Вспомни, Джо, это я впервые ввел 
вертолеты при ограблении банков. 
А как Я... 

— Постой! — прервал Джо рас- 
хваставшегося коллегу. — Я ценю те- 
бя, потому и работаю с тобой. М эга 
твоя новая идея — обчистить за од- 
ну ночь трн склада с мануфактурой — 
тоже великолаша. Но июферы... 

- Это железные парнн! — восклик- 
нул ИЕ . — Можешь на них поло- 
житься! Таких не сцапает ни один 
фараон! 

— Я доверяю этим ларням, Бэйт. 
Но цена! 10 долларов за тонно-милю 
на грузовиках — да за такую цену 
я готов таскать вручную! Мы разо- 
римся, даже если все выгорит. 

И Джо показал на дешевом го- 
стииичном стуле, как он готов та- 


скать грузы. Стул жалобно скрии- 
нул: именно в таких гостиницах 
любил Джо обговаривать трудные 
операции, в них меньше шансов на- 
ткиуться на спрятанный полицей- 
ский микрофон. 

— Но не забывай, 
нарни рискуют... И кроме того, кро- 
ме того... я позаботился о том, что- 
бы заплатить пм поменыие. Нет, нет, 
не падуть —< такими не выйдет. 
Дело совсем в другом: я применю 
научный метод. 

Джо посмотрел на Бэйта с ува- 
жением (как-никак тот когда-то кон- 
чил колледж}, но все-таки возразил: 


Джо, чем 


— Слушай, Бэйт. Пойми меня, 
я вкладываю большие деньги, тыся- 
чн долларов. Я хочу быть носвя- 


щенным в суть дела. Только ты по- 
проще, ты же знаешь, я больше отмыч- 
кой... 

— Хорошо, Джо, — серьезно кив- 
нул Бэйт, понимая, что должен на- 
прячь все свон педагогические спо- 
собности, иначе дело не нойдет, и 
он сядет на мель. 

— Сколько скунщиков крадено- 
го берут мануфактуру? 

— Четыре. Первые два по шесть- 
десят тонн, а два других — ио со- 
рок. 

— А 
нишь? 

— Ты 
помню этя 
75 и 50. 


сколько на складах, пом- 


что, смеенься, Бэйт? Я 
чиела даже во сие: 75, 
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Позреринк ти 
овомакой 


Табл. 1. 


— Правильно, Джо! Давай я за- 
пишу все это в таблице. 

Бэйт сорвал висевший ина стене 
календарь и на обороте изобразил 
таблицу 1. 

— А в правом верхнем углу каж- 
дой каестки здесь... — начал Бэйт, 
но Джо перебил его. 

— Ох! Лучше б я не знал этих 
чисел! Конечно, я узнаю их! Столько 
эти внуки дьявола просят за пере- 
возку одной тонны груза по каждому 
маршруту. Напрнмер, 100 долларов 
за тонну с третьего склада к чет- 
вертому скуйщику, там 10 миль. 
Нет, лучше я поташу сам! 

— Парни рнскуют, Джо, — воз- 
разил Бэйт. — Давай будем называть 
эти стоимости тарифамн. Итак, как 
же мы будем возить? По какнм мар- 
шрутам? 

— Ясиое дело, 
пробормотал Джо, 

— Правильно! Давай занимать 
перевозками те маршруты, где та- 
рифы поменьше. Здесь дешевле все- 


где подешевле, — 
чуя подвох. 


И С И 


78 15 
Ра 5% м 
* я но ко 
Е 
Потребности : 
6910 № 


скупшиков 


Табл. ©. 


14 





БИр:/Куап тссте.ги 





Табл. 3. 


го везти товар от первого склада 
к четвертому скупщику — всего пять- 
десят долларов. Назовем этот путь 
маршрутом (1, 4). Его мы наверняка 
будем использовать! 

— Еще бы! М провезти по нему 
надо как можно болыше! 

— Правильно! Но больше 40 тонн 
не провезешь — четвертый скупщцик 
не примет, оп тоже рискует. Поста- 
вим на этот маршрут 40 тонн, а на 
маршрут (3. 2) — там тоже 50 дол- 
ларов — 50 тонн: больще на третьем 
складе не нашаришь! Получится 
таблица 2. Я тут заодно подправил 
емкостн и потребности. Н в дальней- 
шем будем ставить перевозки на те 
маршруты, где поменьше тариф. 

— Ты хочешь сказать, что дальше 
нужно поставить 60 па маршрут (2, 1}— 
там 60 долларов, 19 на (2, 2), в об- 
щем... — пи Джо нарисовал табли- 
цу 3. 

— Именно так! 

— Ха-ха-ха! Значит, и мы что-то 
смыслим! Ну а теперь осталось толь- 
ко завезтн третьему  скупщику — 
Скряге Тому, кстати мы его еще н 
надуем при расчете. Вот так, как я 
изобразнл в таблице 4. 

— Ну и все в порядке! — до- 
вольно цотер Джо жирные руки. — 
Нам это обойдется в 
35 х 150 -| 40 х 50-60 х 60--10Х 70-- 


5 х 90-50 х 50==14500 
долларов. Не так ли, старина Бэйт? 
И это называется научный метод? 


Ставлю доллар против пяти центов, 
что любой полицейский сообразит, 


как найти этот план перевозок За 
14 500 — ох-ох — 14 500 — долларов. 
Правда, нам приходится здесь исполь- 
зовать маршрут (1, 3) — 150 долларов 
за тонну, — вдруг помрачнел Джо, 
вглядевшись в таблицу. 

— Ага, Джо, — настал черед тор- 
жествовать Бэйту. — Выходит  па- 
ука все-такн нужна? Мы рассуждали 
вполне здраво, а все-таки нарвались 
на использование самого дорогого мар- 
шрута. Давай теперь пытаться улуч- 
шить илан перевозок. Поставим тон- 
ну груза на маршрут (1, 1). 

— Не выйдет, — возразнл Джо.— 
Нарушится баланс в первом столбце, 
если я что-то смыслю в этом деле. 

— Смыслишь, смыслишь, — успо- 
коил Бэйт. — Но баланс можно вос- 
становить, сняв одну тонну с мар- 
шрута (2, 1), не так ли? 

— Постой, тогда и во второй 
строке не будет балапса — на тонну 
меньше. Хотя, хотя... если добавить 
еще тонну на (2, 3) и снять с (1, 3), 
кажется, все будет о’кэй. 

— Давай представим это в новой 
таблице 5 (емкости и потребности нам 
уже не нужны). 

— Там, где я добавлял тонну, 
стонт знак плюс, агде убирал — мн- 
нус. А набор клеток, в которых мы 
произвелн изменения (они связаны 
нунктиром), давай назовем циклом *). 
Итак, что же это нам даст? Провоз 
одной тонны по маршруту (1,1) — 
80 долларов. Мх надо добавить. 
А 150 долларов — провоз тонны на 
маршруте (1, 3) — наоборот, долой, 
как и 60 с маршрута (2, 1). Нун 
90 придется прибавить за лишнюю 
тонну на ‘маршруте (2, 3). Итого, 


*) Циклом называется последовательность 
клеток, в которых поворачивает «ладья» 
{она может двигаться лишь по строкам или 
столбцам таблицы), возвращающаяся в ту 
же клетку, из которой она вышла, 

При этом в каждой строке н в каждом 


столбце таблицы в цикл входяг или две 
клетки, пан нн одной, и, помимо исходной, 
в цикл включаются лшдь заполненные 
клетки. 
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Потребности 
хаупшиков |`60 60 ю|40 


Табл. 4. 


транспортные расходы изменятся на 
80--99—150—60=—40 
долларов. 

— Здорово! 40 долларов можно 
сберечь! — восхитился Джо. Но это 
мы поставили на маршрут (1, 4) 
только тонну. Давай поставнм [09тонн 
и сбережем 4000, или нет, поставим 
400 тонн и тогда еще нам будут до- 
плачивать! 

В глазах Джо загорелся огонек 
алчности, но тут же потух: 

— Нет, здесь что-то ие так. 

— Ясное дело, не так, — согласил- 
ся Бэйт. — Ведь сколько мы добавим 
на маршрут (1, 1), столько же прн- 
дется снять с (1, 3) и (2, 1). А оттуда 
самое большее можно снять 35 тони. 
Ведь ие хочешь же ты везти ману- 
фактуру обратно на склад! 

— Еще бы! 

— Значит, самое большее удаст- 
ся провезти по маршруту (1,1) 35 тонн; 
это позволит сэкономить 40%35= 
—1400 долларов, и новый план пере- 
возок будет таким, как в таблице 6. 
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Табл. 6. 


В клетках, которые не вошли в цикл, 
все осталось по-старому. 

— 1400 долларов — кругленькая 
сумма! Давай проверять другие пу- 
стые клетки. Может набредем па 
маршрут, который тоже стоит исполь- 
зовать. Вот, например, начнем с клет- 
ки (1, 2). Для нее расходы изменятся на 

126--60--70—80-30 >>0. 
Тысяча чертей! Маршрут (1, 2) ис- 
пользовать не стонт. А, может быть, 
воспользоваться... 

— Не трудись, Джо. Я уже прод- 
верял: болыне из. этого плана ‹ ие 
выжмет ни доллара сам Данциг. 

— Даициг, Данциг... это не тот 
ли, когорый обчистил «Бэнк оф...»?2 

— Нет, Джо, он не нпз наших. 
Это тог малый, который придумал 
этот метод. Правда, еще до пего ка- 
кие-то красные... 

... Иисиектор Клифф сидел у се- 
бя в кабинете па Авеню-стрит, спова 
и снова всматриваясь в вещественные 
улики: три мастерски взломанных 
замка и пепел от тщательно сожжен- 
ного календаря в гостинице, где со- 
вещались грабители. И больще ниче- 
го. И все-таки... это напоминает по- 
черк Бэйта, за которым он, Клифф, 
охотится уже столько лет! К приме- 
ру календарь. Зачем он? Можег, на 
нем делались выкладки? Возможио. 
Но где же искать Бэйта? 

— Сержант! Усиленные наряды 
во все бары города! — крикнул он, 
осознавая в то же время полную без- 
надежность своего приказа: в барах 
Бэйта ие будет. На столе инспектора 
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зазвонил телефон. Клифф снял труб- 
ку, послушал ин закричал: 

— Сержант, отставить! Оценить 
научную библиотеку штата! Мие — 
машину ин пабор наручников! 


Немного теории 


Что же позволило сэкономить на 
транспортных расходах 1490 долла- 
ров? Прсследим за действиями ловких 
гангстеров. Сначала Бэйт нашел до- 
пустимый илан перевозок. Метод, ко- 
торым ои при этом воспользовался 
называется методом минимального 
элемента и понятио почему: в нем 
перевозки все время ставятся на 
маршруты с минимальными тарифами, 
а если будут два маршрута с одина- 
ковым Тарифом, то предпочтение, ес- 
тественно, пужпо отдать тому из 
них, для которого возможная пере- 
возка больше. 

Получив допустимый план, Бэйт 
и Джо стали пытаться улучшить его 
распределительным методом. Это, по- 
жалуй, самый простой, хотя и не 
самый быстрый способ улучшения 
плана перевозок. Но прежде чем 
излагать этот метод в общем виде, 
сформулируем строго транспортную 
задачу линейного программирования. 

Пусть имеется 1: поставщиков 
(складов) н л потребителей, а; — 
емкость 1-го склада, а №; — потреб- 
ность /-го потребителя. Пусть ху — 
перевозка от Г-го поставщика к [-му 
потребителю. Допустимы только та- 
кие планы перевозок, для которых *) 


п 

че : 

} Хуа; (=1,2,...,т), 
= 


< (п 


ра хи=Ь, (}=1,2,...,П), 

# =} 

то есть из каждого склада вывозится 
все, что там есть, и каждому потреби- 








*) Мы рассматриваем так называемую 
закрытую» модель транспортной задачи, для 
которой Ха; = ХЬ,, то есть сумма емкостей 


{складов) равна сумме потребностей. 


телю привозится все, что ему требу- 
ется.’ Кроме того, заданы тарифы 
с„ то есть стоимостн перевозки 
единицы груза от {-го поставщика 
к гму потребителю. В задаче требу- 
ется отыскать такой допустимый план 
перевозок, для которого сумма сто- 


нмостей перевозок 
Фе ]=В 
%®. 
г= У У али (2) 
ЕЁ у=! 
минимальна. 
Сформулированная задача — это 
частный случай задачн лннейного 


программировання, так как «целевая 
функция» (2), выражающая транспорт- 
ные расходы, и ограничения (1) лн- 
нейны. 

Сущность распределительного ме- 
тода состоит в том, что для каждой 
свободной клетки находится цикл, в 
который входят, кроме нее, только 
заполненные клетки. С помощью это- 
го цикла определяют, на сколько из- 
менятся транспортные расходы, еслн 
ввести в свободиую клетку единицу 
груза. Эта величина А; называется 
индексом свободной клетки (+, р. 
Если №; < 0, то в клетку вносится 
максимально возможная — перевозка 
(она равна минимальной перевозке 
в «отрицательных» клетках цикла), 
а если А; >=0, то маршрут (, ] 
использовать не стоит и проверяется 
следующая клетка. Процесс заканчи- 
вается, когда выясняется, что для 
всех свободных клеток А; = 0. 

Оптимальный план следует ис- 
кать среди планов, в которых запол- 
ненные клетки не образуют циклов 
(см. задачу № 7). Обычно в транспорт- 
ной задаче число заполненных клеток 
в точности равно т - п — 1, и цикл 
можно построить единственным обра- 
зом (например, в рассмотренной 
задаче число заполненных клеток рав- 
но 3-4 — 1 = 6). Если включить 
в цикл свободные клетки со знаком 
«--», то после изменения плана в нем 
может оказаться больше т + п — 1 
заполненных клеток н план будет 
содержать циклы. Убедиться в этом 


2 Квант М7 


БЕр:ИКуап. тссте.ги 





Табл. 7. 
можно, попытавшись в таблице 5 
постронть цикл (1, 1) - (1,4) 


— (2, 4) — (2, 1). 


Если число заполненных клеток меньше 
т-- п —1! (такая задача называется вы- 
рожденной), то для того, чтобы построить 
цикл, К заполненным клеткам нужно доба- 
вить пустые так, чтобы они с уже заполнен- 
ными ие образовывали цнклов. Например, 
пусть таблицей 7 задан вырождениый план 
перевозок (в нем не хватает | заполненной 
клетки). 

Здесь можио включить в число запол- 
ненных клетку (1, 3) или (2, 1), илн.(2, 2), или 
(3, 3). После этого удастся построить цикл 
для любой свободной клетки. А если вклю- 
чить клетку (3,1). образующую цикл с 
клетками (1,1), (1,2), (3, 2). то построить 
цикл с заполненными клетками все равзо 
не удастся. Посмотрим, что дала нам клетха 
с нулем. 

Расходы по первому плану перевозок 
составят 

=25 Хх 3+ 30 х 2- 40 х 4г50х 
, х 6 = 595. 
Найдем индексы свободных клеток: 
К =З3З—2—4=0, 
Ка = 2—3 —3= —]. 
По маршруту (2. 1) возить выгодио, но сколь- 
хо можно по нему провезти? пит (25,0) = 0. 
Стало быть, на маршрут (2, 1) можно поста- 
вить лишь перевозку 0, получится таблица 8. 
Расходы по этому новому плану останутся 
прежяими: 2, = 595. Но, тем не менее, 
операция перенесення нуля не бессмысленна: 
теперь изменятся индексы. Действительно, 
таперь Аз = 3-3 —3—4= —1 < 0. То 


- УЕ 
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Табл. 9. 


есть теперь оказывается выгодным маршрут 
(1, 3). — Его использование с перевозкой 
25 тони приведет к транспортным расходам 
В СУММЕ 2; -—= 595 — 25 = 570. 


Математическая модель, которую 
применил Бэйт, — модель траис- 
портной задачи линейного программн- 
рования, — сейчас очень широко при- 
меняется в зкономике и управлении 
производством. Именно с помощью 
подобных моделей во многих местах 


управляют перевозкой продуктов 
в магазины и кириича на стройки, 
добиваясь большого сокращения 


транспортных расходов. 
Педостатком описанного метода ре- 
шения транспортной задачи является 
необходимость строить циклы, при 
счете на машине на это уходит основ- 
ная часть времени, требующегося для 
решения задачи. Поэтому получили 
распространение другие методы реше- 
ния транспортной задачи, которые 
позволяют сократить число рассмат- 
риваемых циклов (метод потенциалов, 
предложенный впервые советскими 


учеными), нлн вообще не требуют пост- 





Табл. 10. 


38 


БИр:/Куап-тссте.ги 





[= 
вер 
ЕЕ О С С О 






Табл. 11. 


роения циклов. Еслн число складов 
или число потребителей не слишком 
велико (до 3—4), то применимо дина- 
мическое программирование. 
Транспортная задача имеет ряд 
разновидностей и самые неожидан- 
ные приложения. Одно из таких 
приложений мы сейчас рассмотрим. 


Задача о назначениях 


Лва немолодых джентльмена чинно 
сидели в научной библиотеке штата. 
—... Уверен, ищейки сюда не 
сунутся. Итак, в банке 4 входа. 
Каждый из парней согласен занять 
любой, но они им кажутся по-разному 
опасными: у одного входа дежурит 
полицейская машнна, другой выхо- 
дит на людную улицу, в третьем слиш- 
ком узкая дверь. Их требования в 
долларах сведены в таблицу 9. 

— Да, апиетиты у парней — дай 
бог! Но, знаешь, Бэйт, все просто. 
Ставим Билла на вход № 4, Дже- 
ка — на № 1, Джима — на № 9, Бо- 
бал — на № 3, как я пометил крести- 
ками. Кажется лучше ие придумаешь. 

— Да, здесь-то все ясно. На каж- 
дый вход ставим парня, который за 
него меньше всего требует. Но, Джо, 
когда ребята узнали, что нами Ин- 
тересуется инспектор Клифф, они за- 
проснли больше! Вот в таблице 10 
их новые требовапия. 

— Это не честные гангстеры, а 
вымогатсли! — взмолнлея Джо. — 
Я уже разорен. И главное, как их 
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теперь распределить? Ну, Боба — 
на вход №4, а как остальных? 

— Давай применим научный ме- 
тод, — предложил Бэйт. — Посколь- 
ку каждый вход н каждый парень в 
одном экземпляре, то назначить их — 
это то же самое, что решить транс- 
портную задачу с исходными дан- 
ными, как в таблице 11. Здесь парни— 
это поставщики, а входы — потреби- 
телн. Давай теперь се решать, как 
обычную транспортную задачу, то 
есть сначала найдем допустимый план 
перевозок и добавим три нуля, что- 
бы ликвидировать  вырожденность 
(см. табл. 12). 

— А не придется ли нам дробить 
парней? Уж лучше предоставить это 
полицейским пулям. 

— Нет, результаты всегда будут 
целыми. Теперь давай подсчитаем 
индексы: 

Каз = 280 -- 430 — 420 — 250 = 40> 0; 
Юз = 290-|- 430 — 250 — 420 = 50> 0; 
Табл. 13. Е: 1 = 320 -- 430 — 250 — 400 = 100> 0: 
Ез1 = 370-- 420 — 420 — 320 = 40> 0; 

. Езз = ЗТО-| 420 — 420 — 320 = 50> 0; 

Еза = 330 -- 420 — 320 — 400 — 30 > 0: 

= 250 -{- 400 — 420 — 200 = 130 > 0; 
Каз = 3404 400 — 420 — 200 = 1205 0. 

— Нам повезло, Джо, план оптн- 
мален! Ты видишь, все индексы боль- 
ше нуля, улучшить план невозмож- 
но. Кажется, мы предусмотрели все. 

— Нет, не все, — раздался не- 
громкий голос. 

Рядом стояли инсиектор Клифф и 
Табл. 14. трое полицейских, Из-за их спин 
выглядывал Скряга Том. 








Упражнения 


1. Нас тронтельство 4 объектов кирпич 
поступает с 3 заводов. Требуемые количест- 
ва в тыс. штук и тарнфы в руб/тыс. шт. пред- 
ставлены в таблице 13. Требустся найти 
оптимальный план перевозск. 

2. Четыре овощехраннлища каждый дель 
могуг обеспенивать картофелем три магази- 
на в соответствии с таблицей 14. 

Здесь мощности превышают потребности, 
это — открытая транспортная задача. Чтобы 
свести ее к закрытой, нужно ввести еще одно- 
го потребителя, для которого тариф равен 
нулю (ведь на самом деле к нему ничего но 
всзут!), а потребность равиа 80 — 61 == 19. 
Табл. №5. Найдите оптимальный план перевозок. 
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‚ Возможности 


17. 





3. Найти оптимальный по числу тонио- 


кнлометров план перевозкн угля от шахт 
{на рисуике онн обозначены квадратикамн, 
в хоторых стоит диевная производительность) 
к электростанциям (они обозначены круж- 
ками, в которых стоит дневная потребность}. 
Малые кружки обозначают дополнительные 
промежуточные пункты, все расстояния в 
километоах. 

4. Назначить пять станков на выполне- 
ние 4 видов работ (один станок останется 
свободным), если стоимость работы каждого 
станка дается таблицей 15, а производнтель- 
ностн одинаковы. 
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5.— Все! С завтрашнего дня начннаем 


новую 


Саше, Ю 


жизпь, — обратился Витя к Боре, 
ре и Коле, которые уныло рассмат- 


ривали свои четвертные табели.— Нужно 
подтянуться. (Каждый из нас будет прове- 
рять других по одному предмету. 

— "А кто по какому? 

— Эта мы решим, сравнив оценки. Вот я 
нх выписал (см. табл. 16). 


А как 


Долго спорили друзья, глядя на таблицу. 


в действительности нм лучше всего 


распределить обязанности? 
6. Для поливки разных участков сада, 
на которых растут сливы, яблопи и груши, 


служат 


трн колодца, но они могут дать ог- 


раничеммое количество воды. Потребность в 


воде разных участков сада, 


возможности 


колодцев (в ведрах) и среднее расстояние 
от каждого из них до соответствующего 


участка 
Оче 


(80 - 30 -- 50 < 00-2 120- 90). 


тянется 


сада (в метрах) указаны в таблице 17. 
видно, в колодцах воды ие хватит 
но сад 
вдоль реки, до которой 120 м. Как 


лучие организовать полив? 

Показать, что в оптимальном плане 
перевозок заполненные клетки не должны 
содержать пиклов. 





— 








Читатели о пространствен- 
ном лабиринте 


В «Кванте» № 3 за этот 
год на 4-й с. обложки была 
напечатана заметка «Про - 
странствениый — лабиринт». 
Многие читатели заметили, 


что пройти по этому лабирин- 
ту невозможно, 
есть возможнасть занять сво- 


тем самым 


их друзей на целый вечер. 
Однако наш читатель О. М. 
Костенок из Москвы предда- 
гает решить другую задачу: 
как проделать еще одно от- 


зеретие, чтобы по лабирин- 


ту можно было пройти? 
О. М. Костенок предлагает 
сделать отверстие в полу 
второго этажа (на клетке 44 
па шахматной термилологин). 

Наверняка есть и другие 
варнанты размещения сще 
одного отверстня, после чего 
по лабиринту можно будет 
пройти. Вопрос лишь один: 
где сделать это отверстие, 
чтобы лабнринтбыл возможно 
более запутанным? 


— 


М.А.ГРАБОВСКИЙ 


КАК 
ФИЗИКИ: 
ОПРЕДЕЛЯЮТ / 
КРИВИЗНУ / 
ПАРАБОЛЫ 


Рассмотрим _ движение под действием 
силы тяжести тела (материальной точ.” 
ки массы т), которому в начальный* 


ках 


момент сообщена горизонтальная ско-. 


рость, равная ®.. 
отсчета, связанную с Землей. Отно- 
сительно этой системы отсчета тело 


участвует в двух движениях — го- 
ризонтальном (вдоль оси х) и верти- 
кальном (вдоль оси 1). Уравнение: 


движения тела по горизонтали 
: Е и: 90 
по вертикали — 


(1) 


812 


—_ 


бека 


Суммарное движение тела происходит 
по кривой, которую нетрудно опре- 
делить, установив зависимость меж- 
ду координатами х и и различных 
точек траектории тела. Для этого 
из уравнений {1} ин (2} выразим у че- 
рез х. Получим 

3 


ах? 


На (3) 
2%, 
Уравнение (3) выражает зависи- 
мость между координатами х и у 
всех точек криволинейной траекто- 
рии, описанной брошенным телом. 


Известно, что камень, брошенный - 


горизонтально с крыши высокого зда- 


2) 


Выберем систему’. 


та 


у 


ния или высокого обрыва, движется 


по кривой, которая называется пара- 
болой. Траектория камня во время 
полета искривляется, отклоняясь от 
прямолинейного горизонтального дви- 
жения. Степень’ искривления может 
быть большей или меньшей в зависи- 
мости от начальной скорости. Можно 
ли как-нибудь оценить степень 


‘искривления траектории? Для этого 


- пользуются 


понятием кривизны 


р 





Что такое кривизиа плоской крн- 
лиНни? 

Рассмотрим этот вопрос на приме- 
ре параболы, описанной телом, бро- 
шенным горизонтально с некоторой 
высоты с начальной горизонтальной 
скоростью и. (см. схематический ри- 
сунок). «Достроим» левую часть па- 
раболы, которая могла бы быть опи- 
сана телом, если бы ему сообщили 
начальную горизонтальную скорость 
в противоположном направлении 
{ —о.). Эта часть параболы на рн- 
сунке вычерчена пунктиром. Выде- 
лим у вершины параболы (точка М, 
координаты которой (0, 0)) небольшую 
дугу АМВ такую, чтобы середина 
дугн совпадала с вершиной параболы. 
Теперь подберем окружность такого 
радиуса, чтобы осиа прошла через 
трн точки дуги АМВ, то есть через 
середину дуги и ее концы. Это можно 
сделать, так как известно, что через 
трн точки, не лежащие на одной пря- 
мой, всегда можно провести окруж- 
ность и притом только одну. Обратная 
величина радиуса полученной окруж- 
ности 1/Ю определяет приближеннсе 
значение кривизны параболы в ее 
вершине. Это приближение будет тем 
точнее, чем меньше длина дуги АМВ. 
Кривизна в точке и определяется вели- 
чиной, обратной раднусу этой «пре- 
дельной» окружности. 

Теперь определим кривизну пара- 
болы в произвольной точке М;. Для 
этого выделим небольшую дугу пара- 
болы А,М,В, такую, чтобы точка М, 
была серединой этой дуги. Вновь бу- 
дем подбирать окружность такого 
радиуса, чтобы она прошла через 
точки А, М: и В,. Эта окружность 
большего радиуса, чем в первом слу- 
чае (К, >). Кривизна параболы в 
точке М, приближенно равна 1/АЮ,. 
Таким же образом можно определить 
кривизну параболы в любой ее точке. 
Следовательно, параболу можно рёс- 
сматривать как кривую линию, со- 
стоящую из бесконечно большого чис- 
ла бесконечно малых дуг убывак- 
щей кривизны, по которым движется 
тело. 


ВОЙ 
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Радиус кривизны любой плоской 
крнвой находят с помощью дифферен- 
циального исчисления. Что же ка- 
сается кривизны — параболы — тра- 
ектории движения тела, точнее, его 
центра тяжестн под влиянием при- 
тяжения к земле, то ее можно опре- 
делить, пользуясь сведениями из ме- 
ханики. 

Итак, в какой-то момент времени Ё 
тело находится в точке М, параболы 
(см. рис.). На тело во время его дви- 
жения действует только сила 
тяжести *). Сила тяжести сообщает 
всем телам одннаковсе ускорение, 
направленное по вертикали вниз и 
равное 2. Ускорение силы тяжести & 
можно разложить на две составляю- 
щие: д эт а — направленная по ка- 
сательной, то есть по направлению 
суммарной скорости тела и в данный 
момент времени { (тангенциальная) 
составляющая, и & с0з а — нормаль- 
ная (центростремительная) составляю- 
щая, где © — угол, образованный 
начальной скоростью и, и касатель- 
ной скоростью и, в точке М,. По ме- 
ре продвижения тела по параболе 
разложение постоянного ускорения # 
на составляющие будет происходить 
по-разному, так как угол а возрастает 
от нуля до л/2. Тангенциальная со- 
ставляющая ускорения по мере про- 
движения тела по параболе будет 
увеличиваться а нормальная — умень- 
шаться. 

Определим значение центростре- 
мительной составляющей ускорения 
тела в момент времени ЕЁ при движе- 
нии его по бесконечно малой дуге 
радиуса А’: 


2 

т 
1 

@ис-= ройли 6 034 —= 


=.5. 


бь 


но так как ци, : сое! 





то 


2 


# 
5 
& с05@ = поза. 





*) Предполагается, что высота, с кото- 
рой брошено тело, не очень велика, так 
что ие следует учитывать изменение д. 


Отсюда радиус кривизны параболы 
в точке М, ` 

а 
К, = ее | (4) 
Итак, радиус кривизны в любой точ- 
ке параболы определяется величиной 
квадрата скорости 9, и величиной 
куба косинуса угла а, образованного 
векторами начальной скорости по и 
полной скорости 9. Радиус кривизны 
параболы увеличивается (кривизна ее 
уменьшается) по мере продвижения 
по ней летящего тела. 

Теперь, пользуясь формулой (4), 
определим раднус кривизны в вер- 
шине параболы. В этом случае угол & 
равен нулю, так как 9, совпадает с и. 

ы 
Значит, Ю А 

Этот же результат можно было бы 
получить сразу. В начальный момент 
движения тело испытывает  толь- 
ко центростремительное ускорение 


р э 


0 ые 
| Отсюда А == > 


Найдем радиус кривизны  пара- 
болы вблизи точек падения тела, где 
скорость, касательная к траектории 
движения, направлена почти отвесно. 

ы 


90 
В этом случае Ю == — 


соо — 0, Так 


п 
как я——,асо5а — 0. Отметим, 


что теперь ускорение силы тяжести 
направлено почти по касательной к 
траекторни, а роль центростремитель- 
ного ускорения свелась к нулю. 

Найдем теперь радиус кривизны в 
такой точке М, параболы, где каса- 
тельная скорость и, в два раза 
больше начальной скорости оз: 

ня 55 | 807 
отвара, 
и 
так как угол & == 60°. 

Можно решать и задачи другого 
тила. Например, задав координаты 
точки, определить радиус кривизны 
параболы в этой точке. 
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Вращение, 
которого нет 


{Окончанце. Начало см. с. 12) 


боскопических — аппаратах. 
Если частота засвечивающих 
импульсов (при интервале 
между импульсами менее 
0,1 с) в точиости равна частоте 
исследуемого пернодического 
процесса, то глаз исследо- 
вателя вндит одну «застыв- 
илую» стадию этого пернодн- 
ческого процесса. Стало быть, 
зафиксировав в таком экс- 
перименте неподвижную кар- 
тиику, можно, зизя частоту 
вспышек, установить частоту 
исследуемого процесса. Точ- 
ность современных стробоско- 
пов порядка 0,0019. 

Вторая возможность, рс- 
ализованная в нашем забав- 
ном примере, на самом деле 
имсет значительно болес серь- 
езные применения. На этсм 
принциие работают соврс- 
менный книематограф и тс- 
левидение. 

Диск с прорезями б- 
тюратор) вращается перед 
объективом кинопроскцион- 
ного аниарата. Затемнения 
на экране веобходимы, чтобы 
скрыть продергивания кад- 
ров фильма. Обычно кадры 
сменяются 24 раза в секунду 
(обтюратор ирерываст свет 
вдвое чаще), а угловые пере- 
мещення движущихся па 
экране тел не превышают 
0,03 рад/с относительно зрни- 
теля. При этих условиях 
наблюдается знакомая всем 
картнна непрерывного дви- 
жеиня объектов на экране. 

Электроиный луч теле- 
внзионной трубки пробегает 
строка за строкой все поле 
экрана н возвращается в 
исходное положение за врс- 
мя, соизмеримое с так лазы- 
васмой критической частотой 
мелькания (50—60 гц), при 
которой глаз в силу инерции 
зрения не отличает прерыви- 
стого изменения яркости от 
непрерывного. 

УТ. Верес 
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Н.С.РУБИНА 


О ЯЗЫКАХ 
ИНОСТРАННЫХ 


....Всякое изучение иностранных язы- 
ков развивает им, сообщая ему гибкость 
и способность проникать в чужое 
мировоззрение 

Д. И. Писарев 


Знаете лин вы, сколько существу 
ет на свете языков? Ученые полагают, 
что около трех тысяч. Около трех 
тысяч «живых» языков и примерно 
столько же «мертвых»! 

Язык является как наукой, так 
и средством общения. Как наукой 
языком интересуются в основном 
только языковеды. Но любой человек, 
независимо от его наклонностей, всег- 
да интересуется языком как средством 
общения. И как средство общения 
язык, несомненно, доступен каждому 
независимо от его способностей. 


Ах, с каким бы удовольствием я себя 
выпорол! 


«Не знаю языков. Ах, с каким бы 
удовольствием я себя выпорол! Без 
знания языков чувствуешь себя, как 
без паспорта». Вот как горько сожа- 
леет великий мастер русского слова 
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Антон Павлович Чехов о незнании 
нностранных языков. «Зачем я не 
знаю языков? Мне кажется, беллет- 
ристику я переводил бы великолепно. 
Когда я читаю чужие переводы, то 
пронзвожу в своем мозгу перемены 
слов и перестановки, и получается 
у меня нечто легкое, эфирное, подоб- 
ное кружевам». 

Зависть белая! Она ведь не по- 
рок. Наоборот, один из сильней- 
ших стимулов в любом творчестве. 
Приди она к писателю раньше, за- 
ставь его изучать языки, и мы чи- 
тали бы теперь произведения многих 
зарубежных авторов в переводе 
Чехова. Но этого не произошло. 
Правда, не ясно, нужно ли нам со- 
жалеть об этом. 


Я был там словно глухонемой 


...Услех всякой имственной деятель- 
ности зависит главным образом от 
того, насколько такая деятельность 
сочетается с желанием овладеть пред- 
метом 


П. Хэгболдт 


Мнение, что всякий образованный 
человек обязательно должен в той 
или иной степени владеть иностран- 
ным языком, прочно вошло в нашу 
жизнь. И мнение это никто не пыта- 
ется опровергнуть, дабы не быть ском- 
прометированным и не прослыть не- 
веждой. Более того, если раньше 
школьник слышал о пользе иностран- 
ного языка (а заодно и учил. его} 
с пятого класса, то теперь все это 
зачастую начинается уже в детском 
саду и нередко не кончается даже 
с завершением образования. Таким 
образом, число лет, отведенных на 
изучение одного иностранного язы- 
ка, получается двузначным. Но факт 
этот, несомненно положительный, не 
в полной мере соответствует закону 
о переходе количества в качество. 
Речь идет о многократно наблюда- 
емом явлении: те, кто по многу лет 
изучают иностранный язык, в конеч- 


ном итоге либо не владеют им сов- 
сем, либо почти не владеют. 

Недавно из поездки в Лондон 
вернулся один мой знакомый. Та- 
лантливый математик, он блестяще 
защитил докторскую диссертацию, ког- 
да ему не было еще тридцати лет. 
Несмотря на свою молодость, он за- 
воевал авторитет в науке, работы его 
были переведены на многие языки, 
н вот ему предложили поехать в 
Англию для встречи и обмена опы- 
том с зарубежными коллегамн. В 
этой поездке советскую делегацию 
сопровождал нереводчик, н молодой 
ученый, хотя он н не говорил на 
английском языке, чувствовал се- 
бя уверенно, даже не подозревая о 
трудностях, с которыми предстояло 
ему столкнуться. 

«Я был там словно глухонемой, — 
жаловался он по приезде, — ника- 
кого контакта с зарубежными мате- 
матиками не получилось. Доклад свой 
я с помощью переводчика сделал, на 
этом все и кончилось. Русский язык 
там почти никто не знает, а я не вла- 
дею английским. Литературу по сво- 
ей специальности читаю на трех ев- 
ропейских языках, но говорить не 
когу ни на одном из них. Перевод- 
чик? Переводчик хорошо знает язык, 
но не математику. Я пытался вести 
научную беседу через переводчика, 
но получалось очень длинно и как-то 
беспомощно, так как он обычно не 
мог уяснить себе даже суть пробле- 
мы. Да разве можно требовать от пе- 
реводчика знания математики, фи- 
зики н других наук? А вот мне бы 
не мешало овладеть навыками ан- 
глийской речи в школе, институте 
и аспирантуре, где я этот язык изу- 
чал. Тогда я не придавал ему ника- 
кого значения и, «проходя» его три- 
надцать лет, фактически проходил 
мимо него. Вот я и наказан. Поездка, 
от которой я так много ждал и кото- 
рая могла бы принести мне столько 
пользы, оказалась пустой...». 

Итак, еще одни человек, который 
бы с удовольствием себя выпсрол 
за то, что сам себя ограбил. 
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Самоограбление, кстати, будучи 
явлением, в сущности, редким, при 
изучении иностранных языков стало 
почти закономерностью. А о причине 
этой закономерности несложно дога- 
даться, прочитав высказывание Пи- 
тера Хэгболдта. 

В известном сборнике «Физики 
продолжают шутить» (М., «Мир», 
1968) напечатана новелла о том, что 
думают о целесообразности изучения 
иностранных языков представители 
типично «не языковых» профессий. 

Говорят, что великий физик Гиббс 
был очень замкнутым человеком и 
обычно молчал на заседаниях уче- 
ного совета университета, в котором 
он нреподавал. Но на одном из за- 
седаний, когда решался вопрос о 
том, чему уделять в новых учебных 
программах больше места — матема- 
тике или иностранным языкам, он 
не выдержал и произнес речь. «Ма- 
тематика — это язык! — сказал он. 

Что ж, речь Гиббса никак не на- 
зовешнь бессодержательной, хотя она 
и отнюдь не в пользу иностранных 
языков. Математика, по его мнению, — 
это язык, на котором могут изъяснять- 
ся и понимать друг друга все ученые 
мира без помощи слов. 

Этого же мнения придерживался 
и мой знакомый. До некоторых пор. 


На каком, собственно, 
делали доклад? 


языке вы 


Кто возьмет на себя смелость утвер- 
ждать, что овладеть иностранным 
языком — дело не хитрое? Разве что 
тот, кто никогда этим не занимался. 
А вот пытался ли кто-нибудь уста- 
новить, насколько хорошо надо вла- 
деть иностранным языком, чтобы ис- 
пользовать его в своей работе, не 
попадая при этом в курьезную ситу- 
ацию? Этого, по-видимому, не пы- 
тался сделать никто. А практика 
между тем показывает, что разница 
между незнанием языка и знанием 
его «постольку-поскольку» порой весь- 
ма незначительна! В уже упоминав- 
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иемся сборнике есть прекрасный ирн- 
мер такого «знания». 

Известный венгерскнй физик Лео 
Сцилард читал свой первый доклад 
на английском языке. После доклада 
к нему подошел физик Джексон и 
спросил: «Послушайте, Сцилард, на 
каком, собственно, языке Вы дела- 
ли доклад?». Сцилард смутился, но 
тут же нашелся н ответил: «Разуме- 
ется, на венгерском, разве Вы этого 
не поняли?». «Конечно, понял. Но 
зачем же Вы натолкали в него столько 
английских слов?» — отпарировал 
Джексон. 

Пример этот не только весьма поу- 
чнтелен, но и полезен: он помогает 
определить минимальный уровень 
владения языком. 

Определение это можно сформули- 
ровать так: ировень владения ино- 
странным языком не должен быть 
ниже того, при котором иностранец 
безошибочно узнает в нем свой род- 
ной язык. 


А что, если знать все слова? 


Вилка 1. Предмет из столового при- 
бора в виде ручки с двумя, тремя или 
четырьмя зубьями, которым берут 
и кладут в рот куски пищи. 2. В раз- 
Личных областях техники — орудие, 
приспособление или какое-нибудь уст- 
ройство в виде вил, с раздвоенным кон- 
цом. 3. В шахматной игре — положе- 
ние, при котором пешка угрожает 

сразу двум фигурам. 
Толковый словарь 
русского языка 


15 сентября. Вчера поспорил с 
Сергеем, что К концу года выучу все англий- 
ские слова. Вот удивится 'Анна Ивановна! 
Анна Ивановна — самая лучшая наша учн- 
тельница. Ничего ей пска говорить не 
буду... 

25 октября. Большой словарь от- 
крыл и закрыл. Его наверняка бы никто 
никогда ие осилил. Я взял пока маленький, 
на 10000 слов. Учу слова на «А». Серега 
смеется, говорит, чем словарь зубрить, лучше 
рыбок разводить _.. 

12 ноября. Сегодня на уроке Анна 
Ивзновиа сказала, что для того, чтобы на- 
учиться говорить по-английски, надо боль- 
ше читать. А я вот так, например, думаю. 
чего ж читать, когда слова еще ие все знаю? 
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Сначала все слова надо выучить, а потом уже 


браться за чтение. Начал учить сло- 
ва на «В»... 
28 декабря. Странно как-то полу- 


чается. Слово знаю, а в тексте его не узнаю. 
В четверти по английскому тройка вышла. 
Столько слов знаю, а говорить пока. совсем 
не могу. Ничего, вот когда все слова выучу, 
тогда наверняка заговорю. Еще две четверти 
впереди ... 

23 января. Сегодия не выдержал н 
все рассказал Анне Ивановне. Не могу боль- 
ше слова учить. Пока на «В» учил, на «А» все 
забылнсь. Столько вызубрил слов м все 
без толку: нн говорить, нн читать, ни пере- 
водить лучше ие стал. Только время зря 
потратил. Прав был Серега, чем словарь 
Зубрить ... 

Из диевника 

ученика 


Вити Л. 
7-го класса 


Успех всякой деятельности, не- 
сомненно, во многом зависит от того, 
какие методы используются для его 
достижения. Это в полной мере от- 
носится и к изучению иностранных 
языков. По количеству методов, ис- 
пользуемых для их изучения, ино- 
странные языки занимают, пожа- 
луй, одно из первых мест. Правда, 
по качеству этн методы далеко не 
равноценны, но каждый из них не- 
пременно находит себе поклонников. 

Так, известный французский ме- 
тодист Гуэн, обладая феноменаль- 
ной памятью, взял толстый немен- 
кий словарь и, вопреки голословным 
утверждениям Вити Л., что это, дес- 
кать, невозможно, выучил из него 
нанзусть все слова. Кроме того, он 
основательно освоил немецкую грам- 
матнку. Полагая, что всесторонне 
овладел языком, Гуэн поехал в Гер- 
манию слушать лекцин в универси- 
тете. 

Велико, однако, было его разоча- 
рование, когда он обнаружил, что, 
несмотря на приобретенный им «ба- 
гаж», он не только не понимает не- 
мецкой речи, но и сам ничего не мо- 
жет сказать. Говорить и понимать — 
вот чему, оказалось, он не научился. 

Но в чем же дело? Почему, не- 
смотря на вложенный труд, «слово- 
зубрежный» метод не принес успеха? 

Прежде всего, видимо, потому, 
что любое слово живет полной жизнью 


только во фразе. Взятое отдельно, 
оно мертво. Мертвым оказался н 
весь «словарный запас» Гуэна. 

К тому же в разных предложениях 
одно и то же слово может иметь не 
только разное, но даже противопо- 
ложное значение. Так например, ан- 
глийское слово 044$ переводится как 
первенство, разногласие, преимущест- 
в0, шансы. 

Совершенно очевидно, что зна- 
ние одного из значений этого слова 
не дает. возможности даже угадать 
другие его значения. 

Слово о445 — не исключение. Боль- 
шинство слов в языке имеют ие одно, 
а множество значений, которые по- 
знаются из множества фраз путем 
языкового опыта. Из одного пред- 
ложения можно узнать только однс 
значение слова. 

Таким образом, учнт нас языко- 
вый опыт, а не словарь. Словарь — 
лишь посредник при первом знаком- 
стве, и злоупотреблять им не следует. 


Залог успеха 


Со знанием должно быть обязательно 
связано умение... 
Печальное явление, когда голова уче- 
ника наполнена большим или мёнь- 
ааим количеством знаний, но он не 
научился их применять, так что о 
нем приходится сказать, что хотя 
он кое-что знает, но ничего не умеет. 
А. Дистерверг 


Из чего же складывается языковый 
опыт и как его приобрести? 

Если мы обратимся к толковому 
словарю за значением слова «опыт», 
то получим определение, которое, 
несомненно, поможет нам ответить 
на поставленный вопрос. Согласно 
толковому словарю опыт — это со- 
вокупность практически усвоенных 
знаний, умений, навыков. 

Значит, для накопления языко- 
вого опыта необходимо, прежде все- 
го, практическое применение полу- 
ченных знаний. Иными словами, для 
того, чтобы научиться говорить и 
понимать, писать и читать на ино- 
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странном языке, следует как можно 
чаще это делать, используя для этого 
ВСЯКУЮ ВОЗМОЖНОСТЬ. 

Речь наша состонт из единиц, 
которые сохранились в памяти по- 
тому, что мы часто слышали или 
встречали их при чтенин. Чтение, 
таким образом, является не только 
одной из основных целей, но и важ- 
нейшим средством изучения иностран- 
ного языка. Обогащая наш словар- 
ный запас, оно способствует углубле- 
нию уже накопленных знаний. Чи- 
тая, мы не только знакомимся с но- 
выми словами, но и узнаем, в зави- 
симости от контекста, другие значе- 
ния известных нам слов. Кроме того, 
как пример правильного использова- 
ння изучаемого лексического мате- 
рнала, чтение представляет собой для 
нас важнейшую форму практикн. 

Но для того, чтобы чтение на ино- 
странном языке приносило пользу 
и удовлетворение, необходимо соблю- 
дать следующие условия. 

Материалы для чтения должны 
соответствовать уровню владения язы- 
ком на данном этапе, и подбирать их 
следует, руководствуясь принципом 
«от простого к сложному». Начинать 
лучше всего с адаптированной лите- 
ратуры, постепенно переходя к чте- 
нию оригинальной. 

Чтение — это прежде всего ис- 
точник получения информации, по- 
этому при выборе книг на иностран- 
ном языке желательно сочетать при- 
ятное с полезным и читать то, что 
вас особенно интересует, — будь то 
классика, приключенческая литера- 
тура или детективы. Кроме того, 
старшеклассникам рекомендуется чн- 
тать интересующие их статьи из 
иностранных . научно-популярных 
журналов, так как это подготавливает 
их к чтению зарубежной литературы 
по выбранной специальности. 

Важно также соблюдать следую- 
щее правило: читать систематиче- 
ски, прочитывать ежедневно хотя бы 
одну страницу иностранного текста. 

Далее, при чтении на иностран- 
ном языке по возможности следует 
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избегать перевода. Перевод зачастую 
сравнивают с костылем, который нам 
не нужен, когда мы можем ходить 
без него. «Ходить» в данном случае 
означает читать так, чтобы улавли- 
вать содержание, не останавливаясь 
на форме. Полное понимание при чте- 
нии приходит только с практикой. 
Это же относится и к псниманию 
«на слух». «Научить» свое ухо воспри- 
нимать иностранную речь не менее 
важно, чем научиться говорить, пи- 
сать и читать на этом языке. Нередко 
даже хорошо владеющие языком лю- 
ди, впервые оказавшись за границей, 
чувствуют себя поначалу растерян- 
ными, ничего не понимая из того, 
что говорят вокруг. У иных даже 
создается впечатление, будто они 
слышат магнитофонную запись, вос- 
производимую на повышенной ско- 
рости. Однако через некоторое ‘время 
ощущение беспомощности проходит, 
так как ухо постепенно адаптируется 
к непривычному темпу речи. 
Научиться понимать «на слух» — 
одна из основных задач при изуче- 
нии иностранного языка. Для этого 
необходима постоянная практнка.Ина- 
че говоря, чтобы научиться сльншать, 
надо как можно больше слушать. 
Начинать лучше всего с пласти- 
нок, прослушивая один и тот же текст 
до тех пор, инока не будет достигнуто 
полное его понимание. При выборе 
пластинок на нностранном языке сле- 
дует придерживаться того же прин- 
цина, что и при выборе материалов 
для чтения: «от простого к сложному». 
Когда понимание пластинок не 
будет вызывать трудностей, можно 
начать прослушивание раднонередач 
на иностранном языке. Воспринимать 
естественную речь, конечно, намного 
сложнее, чем работать с пластинкой 
нли магнитофонной лентой. Но от- 
чаиваться, столкнувшись с трудностя- 
ми, не следует: понимание радиопе- 
редач на нностранном языке приходит 
постепенно. Поэтому так же, как н 
читать, слушать речь на иностранном 
языке желательно ежедневно, уделяя 
этому хотя бы минут пятнадцать. 


28 


ВИр:ИКуапетесте.ги 


Не правда ли, трудно представить 
себе шофера, который безупречно 
знал бы правила уличного движения, 
все приемы вождения машины, знал 
бы, как машина устроена, но... не 
умел бы ее водить? Не менее трудно 
вообразить себе математика, знающе- 
го множество формул, но не умею- 
щего ими пользоваться при решении 
простейших задач. Зато ни у ксго 
почему-то не вызывает изумления 
тот факт, что, много лет изучая ино- 
странный язык, основательно усвоив 
его грамматику и выучив к тому же 
массу слов, многие не могут заста- 
вить себя произнести на нем фразу. 
В чем же дело? 

Учась выполнять математические 
операции, мы делаем ошибки н не 
стыдимся этого. Учась водить ма- 
шину, шофер тоже неизбежно где-то 
ошибается, но продолжает свой путь. 
Но вот многие из тех, кто изучает 
иностранный язык, настолько стра- 
шатся (нли стесняются) своих оши- 
бок, что предпочитают «правильно» 
молчать. Результат говорит сам за 
себя: никому пока еше не доводн- 
лось научиться говорить, сохраняя 
при этом молчание. 

Об этом же свидетельствует выска- 
зывание известного полиглота, члена 
Академии наук Эстонской ССР, про- 
фессора Пауля Ариетэ: 

«... В языках я больше всего 
люблю и ценю возможность общения, 
живого разговора. Свои научные ра- 
боты я пишу на 15 языках, а говорю 
на 20 языках. Эти «ножницы» объяс- 
няются тем, что новый язык я начи- 
наю учить с разговорной частн. 

... Уже болыше 30 лет преподаю 
я в Тартуском университете ино- 
странные языки. Мой главный пфин- 
ций — как можно скорее заставить 
студентов «заговорить»... Те, кто сте- 
сняются, боясь сделать ошибку в уда- 
ренин, неправильно употребить тот 
или иной оборот, никогда не научат- 
ся свободно говорить. Смелость, так 
же как и в любом другом деле, — 
залог успеха при изучении язы- 
ков». 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ 


Вычисление многочленов — 


от Ньютона до наших дней 





НРУЖОМ Э. Г. Белага 
$ 1. Многочлены — инструмент 
вычислителя 


Ну, начнем! Когда мы доберемся до 
конца этой истории, будем знать 
больше, чем теперь. 

Г. Х. Андерсен 


В несбозримом царстве функций мно- 
гочлены занимают, на первый взгляд, 
очень скромное место. Однако это 
первсе внечатление обманчиво. 
Многочлены, действительно, пре- 
дельно просты: алгебраическая за- 
пись 
Ех) = ха + 
ами... ата, |) 
является одновременно и формулой 
для вычисления значений многочле- 
на*). Хотя выражения типа со5х, 


Их, 10* или 1ю8. х намного лаконич- 
нее, с вычислительной точки зрения 
они бессодержательны: для вычисле- 


ния, скажем чисел  соз 17°, 3/2, 
109.13 или 105.7 вужны специальные 
приближенные формулы (или таблицы, 
составленные с помощью тех же фор- 
мул). Как правило, в таких формулах 
появляются многочлены: например, 


2 


Е т Е 
аа. 

(ошибка в интервале 0 < х < л!4 
меныше одной десятимиллионной!). 





*) Чтобы упростить выкладки, мы огра- 
ничимся многочленами с единичным козф- 
фициентом прн старшем члене (а == 1); там, 
где это будет необходимо, мы поясним, как 
поступать в общем случае (а 32 1). 


А ведь тригонометрические, сте- 
пенные и т. п. (элементарные) функ- 
ции — это самые простые из функций 
анализа, изучаемых и используемых 
математиками, физиками, инженера- 
ми. Известный  математик-вычисли- 
тель пишет в своей книге *): «Посколь- 
ку с многочленами легко обращаться. 
большая часть классического числен- 
ного анализа основывается на при- 
ближении многочленами». 

Так как вычислять многочлены 
приходится часто, то важно научиться 
делать это как можно проще. Мы рас- 
скажем об эволюции методов вычисле- 
ния значений многочленов с момента 
зарождения (ХУП век). — Впрочем, 
слово «эволюция» здесь не вполне 
уместно: история этих методов — 
скорее очень длинный роман с инте- 
ресной, но краткой завязкой, одно- 
образным действием и неожиданной 
развязкой. 


$ 2. Схема Горнера 


По празде говоря, здесь возникает 
сомнение, или вернее вопрос, которого 
миновать нельзя, не поставив его и 
на него не ответив. 

А. Данте. Пир (1303 г.) 


Общепринятый сейчас снособ 
вычисления многочленов восходит к 
Ньютону и называется схемой Гор- 
нера. Эта универсальная (то есть 
применимая к любому многочлену) 
схема предельно проста и изящна. 
Она получается из формулы (1) вы- 





“) Р. В. Хемминг. 
тоды. М., «Наука», 1972. 


Численные ме- 


2 


несением за скобки х всюду, где это 
возможно: 
[(х) = (.. (хх та) хт 

- а.) х-+ а3)...)х-- а». (2) 
Порядок действий при вычислении 
} (х) определяется скобками в (2): 
сначала сложение внутри самой внут- 
ренней пары скобок (его результат 
обозначим через р,), затем умноже- 
ние и сложение внутри следующей 
пары скобок (результат р.) ит. д.: 


р. =х-га,; 


р. = рах - а, 
ра Е рых —^ @з, 8) 
Ри = Риах Е Ё(х = ри, 


всего п — | 
жений *). 
Схема Горнера настолько совер- 
шенна, что вопрсс о возможности 
се улучшения не возникал два с по- 
ловиной века и был задан «вслух» 
впервые лишь в 1954 году! Постанов- 
ка этого вопроса (ответ на него пред- 
полагался отрицательным) имела важ- 
ные и нсожиданные последствия. 


умножений и ло слс- 


$ 3. Индивидуальные схемы 


—Вы позволите мне записать эту 
романтическую историю, сэр? — 
спросил потрягенный мистер Снодгравс. 
—Сколько угодно, сэр, сколько угодно, 
еще пятьдесят таких, если они вам 
по вкусу. 

Ч. Диккенс 


Уже в курсе школьной алгебры 
мы встречаемся с примерами много- 
членов, для которых существуют 
необычайно экономные схемы; единст- 
венный их недостаток — они не уни- 
версальны. 

Сравнивая разные схемы по числу 
операций, мы будем объединять опе- 
рации сложения н вычитания в груп- 
пу «(-)-операций», а гораздо более 
трудоемкие операции умножения и 
деления — в группу «(х, :)-опера- 
ций» **). 


и Еслн аз 321, то мы положим р: = 

== @х т а, (число умножений при этом 
а на единицу). 

**) Чнтается: «плюс-минус-операции», 
вумножить-разделить-операцин». 
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(а) Многочлен } (х) = 
вычислить за А Но ЕНИЕ 
2* по Горнеру): 

о А", 

ра = рр: = ,..., 

Ра = Рь-а`Ри-а; {1% == Рь. 

(6) Многочлен }(х) = х можио 
вычислить за пять (х. ‘операция, 


можно 
р не за 


так как {(х) = = х16:х = ха *:х. 
(в) Многочлен Нх) == хп -- 

- хит + .--х-=] вычисляется 

по формуле геометрической прогрес- 


син:  КХ = "1:1. 
(г) Многочлен  [(х) = 
и бы 

бином Ньютона: Ё(х) = т 1). 


Число примеров можно, конечно, 


увеличить. 

Упражнения *} 

1. Докажнте, что многочлены (а) и (6) 
не могут быть вычислены быстрее. 

2. В «Задачнике «Кванта» № 12 за 
1973 год была помещена задача (М240): 
доказать, что многочлен | (х) = х" может 
быть вычислен не более чем за 
-- 1. п 1 (Хх. :) олераций (п — нату- 
ральное число). 

Пользуясь результатом этой задачи, оце- 
ните число операцнй для вычисления много- 
членов (в) н (г). 

3. Постройте экономные схемы для мно- 
гочленов: 

(1 2 () хе хе 2 фо ь 
р и 


(1) Р(х) = дм 2х Зи... + 
Ч-пх + птв 


(Ир 10 = жи <. зп? ы 
СЕ БОЯН 
х: й хв х* 
о) = — ати. 
$ 4. Каждому многочлену — свою 
схему? 


Тогда я решил тем же способом 
разделаться и с остальными медведями. 
Э. Распэ. Мюнхаузен 
средн белых медведей. 
А что если для каждого многочлена 
существует своя схема, гораздо более 
экономная, чем схема Горнера? 


*) Упражнення — это части нашего рас- 
‹каза. Поэтому, если они ме решаются, сле- 
дует разбнрать нх решения, помещенные в 
конце номера (с. 72). 


Такие схемы можно было бы 
искать либо исходя из особенностей 
отдельного многочлена (искусно ком- 
бинируя его коэффициенты), либо 
сконструировав универсальный метод 
построения схем, намного более эко- 
номных, чем схема Горнера, по, воз- 
можно, для некоторых многочленов не 
нанлучших. Недостаток первого под- 
хода в том, что для каждого много- 
члена придется придумывать свон 
прнемы, и иет никакой гарангии, что 
нам это всегда удастся; позже (в $ 10) 
мы увидим, что второй путь надежнее 
во всех отношениях. 

Само собой разумеется, что оба 
эти метода уместны лишь в тех слу- 
чаях, когда конкретный миогочлен 
нриходится вычислять так часто, что 
стоит потратить и время, и усилия, 
чтобы построить для него хорошую 
схему. Многочлены же «разового 
пользования» проще вычислять, ска- 
жем, по схеме Горнера. 

Возможно, подобные рассуждения 
и привели в 1955 году к открытню 
универсальной схемы совершенно но- 
вого типа для многочлена шестой 
степени. Мы пронллюстрируем основ- 
ную идею этой схемы на примере 
более простой схемы — для много- 
членов степени 4. Пусть 


НХ = х*-- ах -- а 
- ха; (4) 
р 
|7 ие. : 
|7 р — и г `В) (РЕРХРО-В 5) 
=р.» 

где _ В, Сир — параметры. 

Примеф. — Многочлен  х-- За 


-р 6х2 -- Зх-- 2 можно вычислять по схеме: 
р хх, Г =: - Ю, + х+ 
5} -- 7. содержащей два (вместо трех по 
Горне у умноження и пять {вместо четы- 


рех) +)- операций; здесь А=1, В=-1, 
ие явное выражение для 
рз (х): 
ра (х) = х' + ФА -- 
-- (ДЕ АВЕО 
+ (АВ В АС х + ВС + О; 


приравняв коэффициенты ] (х) и р.(), 
выразим параметры, входящие в фор- 
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мулу (5), через коэффициенты (3): 
= @— 1) 2; 
В-=с—65.А-- 42 (АИ); (6) 
С-В АИ. 
р = 4— ВС. 
Из этих формул ясно, что схема (5) 
универсальна. 

Операции (6} мы будем называть 
предварительной обработкой коэффи- 
циентов многочлена; разумеется, они 
не включаются в число операций схе- 
мы: ведь для каждого данного много- 
члена они выполняются лишь од- 
нажды, а наша задача — научиться 
быстро считать значения произволь- 
ного, но фиксированного многочлена 
при разных х. 


$ 5. Универсальная схема степени п 


—Я думою, — сказал глубокомысаенно 
Пятачок, — что если бы Ма встал 
под деревом, а Пух встал к нему на 
спину, а я встал на плечи Пуха... 
—И если бы спина На-На неожиданно 
треснула, по мы бы все здорово по- 
смеялись, — сказал На. 


А.А. Милн. Винии Пух 


В 1958 году была найдена общая унн- 
версальная ‘схема с предварительной 
обработкой коэффициентов. Структу- 
ра этой схемы для многочлена чет- 
ной степени (п -= 2^) напоминает пи- 
рамиду — в основании лежит схема 
(5} (в ее «прочности» мы уже убедн- 
лись), содержащаяся в схеме  сте- 
пени 6, которая содержится в схеме 
степени 8 ит. д.: 

ра =х (Е 6,), 

ра = (ф. -+ 6) р -Ех-НЬ)Ь,, 

рз == р. (р, г 66) - 6», `(7.К) 


р - — риа т ра я о, 
Г = р, #22; 


схема (7.2) — это и есть схема (5). 
Результат схемы (7.Ё) — многочлен 
рх (х) степени п = 28; многочлен же 
нечетной степени п = 24 + |1 можно 
представить в таком виде: 
Во = хо тах... 4- 

-- аз) + Ве {8) 
многочлен в круглых скобках вы- 
числяется по схеме ({7.А). В итоге 
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схема содержит Ё умножений и 
2-1 сложений для многочлена 
четной степени л=2 и +1 умно- 
жений и 2 22 сложений для мно- 
гочлена нечетной степени п = 28 -+ | 
(< учетом (7.№) и (8)). 


У праж нения 

4. Найдите формулы  предЕзрительной 
обработки коэффициситов, аналогичные фор- 
мулам (6), для схемы (7. 3) вычисления мно- 
гочленов шестой степени. 

5. Докажите индукцией по А 2 уни- 
версальность схемы (7.*). 


Начиная с третьей строки, схема 
(Т.Е) очень напоминает схему Горне- 
ра (3); разница лишь в том, что те- 
перь после каждого умножения сте- 
пень увеличивается не на единицу, 
а на два. 

Итак, нам удалось уменьшить 
число умножений по сравнению со 
схемой Горнера вдвое. Какой ценой? 
Из решения упражнения 5 видно, 
что процесс вычисления параметров 
ь, 6,..., Вэк НО коэффициентам 
а, @5,..., @а Очень сложен, — 
он включает в себя решение серии 
уравнений с одним неизвестным сте- 
пени — 1, #--2,... Это означа- 
ет, в частности, что при Е>6б 
(п > 12) формул вычисления парамет- 
ров нет *), хотя, разумеется, их зна- 
чения могут быть найдены приближен- 
ными методами с любой степенью 
точности. 

Здесь возникает еще одно затруд- 
нение, оказавшееся, правда, преодо- 
лимым. До сих пор мы не уточняли, 
значения какнх — действи - 
тельных или комплекс- 
ны х — многочленов мы вычисляем. 
Схема Горнера применима и в том, 
н в другом случае, схема же (7.А) 


*) Под формулой обычно поннмают на- 
бор арифметическнх операций, корней, сте- 
пеней. Вы, наверное, знаете, что Э. Галуа 
и Н. Абель, геннальные (и оба очень 
рамо умершне) математики ХХ века, дока- 
зали, что для нахождения корней многочле- 
нов пятой и более высоких степеней таких 
общих формул не существует (см. «Квант», 
1973, № 10, с. 3—12). 
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преимущественно «комплексная» — 
действительным коэффициентам могут 
соответствовать комплексные пара- 
метры. Появление комплексных чи- 
сел при вычислении действительных 
многочленов намного увеличивает чис- 
ло арифметических операций *). К 
счастью, в 1960 году схему (7.К) 
небольшим усложнением удалось 
превратить в действительную; однако 
полные доказательства в этом случае 
уже очень непросты. 


66. О схемах вообще... 


—Минуточку, минуточку — 
раздались протестующие голоса. — 
Избегайте, пожалуйста, научных 
терминов, объясняйте популярно. - 
— Верно! — подтвердили остальные.— 
Говорите понятнее... Что такое лес? 
Я. Осенка. Загородная 
прогулка в 2050 году. 


Пришло время спросить, нет ли схем, 
более экономных, чем схема (7.А)? 
Но тогда неизбежен.и вопрос — что 
такое схема? 

Определение. (1). Схема с 
предварительной обработкой козф- 
фициентов — это последовательность 
арифметических операций, в которых 
участвуют переменная х, параметры 
ь, 6.5,-.., бы и результаты пред- 
шествующих операций. Результат по- 
следней операцин назовем результа- 
том схемы. (1). Если при некотором 
наборе значений параметров 
ь,,...-, 6» результат схемы есть 
данный многочлен степени п, то мы 
скажем, что схема представляет этот 
многочлен. (111). Если схема представ- 
ляет многочлен, то пропесс вычисле- 
ния по его коэффнициентам соответст- 
вующего набора значений параметров 
назовем предварительной обработкой 
коэффициентов. (ТУ). Схема называет- 
ся универсальной степени п, если она 
представляет любой многочлен сте- 
пени л вида (1). 


*) Одно «комплексное» сложение — это 
два «действительных», одно «комплексное» 
умножение — четыре (! умножения и два 
сложення. 


Примеры. 1. Схема (7.й) — 
универсальная (степени л = 2%); то 
же верно и для схемы Горнера (пара- 


мегры — сами коэффициенты). 
2. Схема р (5) (хм — В): 
: 5—6.) представляет многочлен 


(в) $ 3 при В, =. - 1. 
Упражнение 
6. Докажите, что общее число 5м схем 


(всех степеней), содержащих не более А’ опе- 


раний, конечно и не превосходит числа*) 
[3 № — 0х -—№Н]>. 


$ 7. ... И о наилучшей из 
в частности 


них, 


Положение, в котором мы находимся, 


заставляет нас прибегать ко все: 
еторокнему изычению предмета. 
Платон 


Теперь наш вопрос о наилучших схе- 
мах стенени л нрнобрел точный смысл, 
н можно дать на него точный ответ: 
схема из $5 почти наилучшая — 
любая универсальная схема степени л 


п, . 
содержит не менее—„— (х,:)-операций 





и не менее п— 1 (+)-операций. 

Справедливость этого утвержде- 
ния можно вывести из двух важных 
свойств схем: 

1} число м1 параметров — универ- 
сальной схемы степени п не меньше 
числа коэффициентов, то есть ле >> п; 

2) в промежутке между двумя (Х,:)- 
операциями любой (не обязательно 
универсальной) схемы может появить- 
сяне более двух по-настояще- 
му новых параметров (все остальные 
будут «лишними»), а между двумя 
(-)-операциями — не более 
одного. 

Второе свойство стоит сформули- 
ровать более строго: если схема со- 
держитг (х,:)-операций (или $ (-=)- 
операций), то число т параметров ли- 

















”) Чтобы иметь возможность сравнивать 
схемы, разумно для обозначення них парамет. 
ров использовать буквы, папример, из по- 
следовательности 6;, Во, ...-, Би, .-. у ПО- 
нятно, что тогда схемы, отличающиеся лишь 
названиями параметров, считаются одина- 
ковыми. 


$ Кваит №7 


Бир:УКуаптссте.ги 


бо сразу не больше 2г — 1 (соответст- 
венно $ -[ 1), либо без ущерба для 
свойств схемы может быть уменьшено 
до 2-1 Г (соответственно, 5-1), 
то есть ЖЕ ит=$+ 1. 

Итак пот ин п 
" т ги 





=т=<$:! 1, отсюда 


п — 1—5. 

— Но вы совсем забыли о схеме Горнс- 
ра! — прервет нас читатель, которому больше 
но душе классическая ясность схем без пред- 
варительной возни с коэффициентами.— Ведь 
она не зря кажется предельно экономной! 

— Схема Горнера действительно наилуч- 
шая среди схем, в которых параметрами 
являются сами коэффициенты. Недостаток 
места не позволяет нам изложить красивос. 
но не очень простое доказательство этого 
факта, найденное в 1960 году. 

А теперь займемся двумя сформу- 
лированными выше свойствами схем, 
сначала вторым. 


$ 8. Параметры в операциях 


Дама сдавала в багаж 
диван, 

чемодан, 

саквояж, 

картину, 

корзину, 

картонку 

и маленькую собачонку. 
С. Я. Маршак 


Наше определение схемы (с. 32) 
не накладывало никакнх ограничений 
на форму ее записи. Мы назовем 
элементарной запись схемы типа «од- 
на строка — одна операция», когда 
запоминастся (ий обозначается своим 
символом) результат каждой операции 
схемы; примеры: эниграф (хотя 
это н не схема, а скорее багажная 
квитанция), схема для многочлена 
х* ($ 3) —в ней каждый результат 
используется больше одного раза и 
потому нуждается в запоминанни. 

Не для всех схем элементарная 
форма записи является единственной: 
если результат какой-то операции 
используется лишь однажды, то эту 
операцию можно сразу включить в 
ту строку, в которой участвует ее 
результат. (Примеры: каждая 
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строка схемы (3), начиная со второй, 
включает две операции, а схемы 
(7.Ё) — не менее трех.). Интересно, 
что схема (7.&) не допускает записи 
меньше, чем в две строки, так как 
результат первого умножения исполь- 
зуется многократно, а скема (3) — 
допускает (формула (2) ). 

Переходя к доказательству свойства 2), 


рассмотрим элементарную форму записи схе- 
мы и обозначим через 41, ..., 9: результаты 


(х, }- операций. Перепишем схему вх *.-)- 


форме»: «одна строка —одна (*.:) операция». 


Прн этом число (+)-олераций может заметно 
возрастн — мы ведь не запоминаем их ре. 
зультаты; но сейчас нас интересует только 


число ( #,:)- операций, а оно остается преж- 


ним. Первые г строк схемы в «(+.:)-форме» 


имеют вид 
Чу = (А; В+ ...)х: 

(СВ, +...) 15180 № 
где Ар Вл ...,СьЬр .. . — это либо вр 


лнбо х, либо 9», где $ <}. Еслн (+ :)-опе- 


5 
рация из 4+ не была заключительной опера- 
цией исходной схемы, то мы объединим в 
строку 

ЕВ а (10) 
все те (-=)-операции, которые еще остается 
выполнить. Обозначнм теперь через 4; н 


4 алгебранческие суммы всех параметров В; 
в левой н правой скобках (9), а через 4,-+.— 
в (10) (даже если нх кое-где в (9) н (10) нет 
вовсе). Перепишем теперь (9) и (10), поль- 
зуясь новыми параметрамн 4. 4. (= 
<=]=/), 4++а. Полученная схема будет 
универсальной, и предварительная обработ- 
ка коэффициентов состоит в вычислении па- 
раметров 6; для исходной схемы (9), (10}, 
а затем уже параметров 4, а. Новая схема 
представляет все миогочлены, что и нсход- 
ная, н содержит по два параметра 4’, 4” на 
каждую (%,.}-олерацию плюс, возможно, еще 


один параметр 4:41. 

Доказательство для (+)-олераций ана- 
логично; соответствующие построення вы- 
полните самостоятельно. 


$ 9. Параметры уннверсальной схемы 


Я нарочно заостряю, упрощаю и 
карикатурю мысль. 

В. В. Маяковский. Как 

пнсать стнхи 

«Причина» справедливости неравенст- 
ва 7: > п для универсальных схем 
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очень проста: если схема степени п 
универсальна, то есть представляет 
все многочлены степени п, то каждому 
такому многочлену должен соответст- 
вовать свой набор параметров; по- 
этому «число» различных наборов па- 
раметров должно быть ме меньше 
«числа» разных многочленов. 

Однако, пожелай мы придать это- 
му объяснению точный смысл, нам 
не хватило бы этого номера «Кванта». 
Удовлетворимся же тем, что разберем 

Иллюстративный при- 
мер. Пусть п=2, К) =Хт 
йе а. Каждый конкретный 
многочлен можно изобразить точкой 
на плоскости с координатами а,, аз. 
Если для схемы т < п = 8, то она 
либо совсем не содержит параметров 
(т — 0), либо содержит один пара- 
метр (т = 1). В первом случае схе- 
ма представляет  единствен - 
ный многочлен (точка на плоско- 
сти), во взором — семейство 
многочленов, которое изобразится на 
«плоскости многочленов» в виде не- 
которой «хорошей» кривой. 

Скажем, схема р= (хх 
+ &х = х2 4 &х — Ь? представляет все мно- 
гочлены, изображаемые точкамн параболы 
(а, — . а. — —5") НлиИ аз = —а}. 

Вся тонкость в том, что коэффи- 
цненты выражаются через параметры (со- 
гласно схеме) арифметическими средства- 
ми — поэтому-то наша кривая многочленов, 
представимых схемой, и будет «нормальной» 
кривой, содержащей лишь «ничтожную 
часто» точек плоскости. Возможно, читате- 
лям известно, что существуют кривые, кото- 
рые заполняют всю плоскость (см. кннгу 
Г. Штейнгауза «Математический — калей- 
доскоп», с. 78), так что соответствующие схе- 
мы (существование их в принципе невозмож- 
но!} представляли бы все многочлены степс- 
ни 2 н были бы универсальными. 


$ 10. И последний 


Девочке четырех с половиной лет 
прочли «Сказку о рыбаке и рыбке», 
—Вот глупый старик, — возмутилась 
она, — просил у рыбки то новый 
дом, то новое корыто. Попросил бы 
сразу новую старуху. 
К. Чуковский. От двух 
до ПЯТИ 


Итак, мы доказали (5$ 7—9), что 
достоинства универсальных схем 


почти исчерпаны схемой $ 5. Но 
остается еще возможность искать для 
каждого многочлена свою схему, 
намного более экономную, чем та, 
которую можно для него получить, 
используя (7.Ё) — (8) или какую- 
нибудь другую универсальную схе- 
му. Правда, девочка из эпиграфа, 
убежденная в силе универсальных 
методов, предостерегает нас от увле- 
чения поисками все новых и новых 
сверхэкономичных индивидуальных 
схем для отдельных многочленов 
(вроде схем $ 3); сейчас мы покажем 
бесполезность таких поисков. 

Отметим, прежде всего, что нидивидуаль- 
ную схему степенн п разумно считать «сверх- 


экономичной», если она содержит «ненормаль- 
но мало» (по сравнению с универсальнымн 


схемами) либо (+ ‚:]-операций, либо (+)-оле- 


раций и если общее число ее’операций не 
больше, скажем, 100 п (для сравне- 
ния: общее чнсло операций схемы Горнера 
равно п — 1). 

Возьмем любую индивидуальную схему 
для коикретного многочлена степени л н за- 
меним в ней все числа буквами 61, 6.,...; 
прн этом получим схему, удовлетворяющую 
всем требованиям определения $ 6. 

Пример. Схема многочлена (в) из 
$ 3 после замены чисел 1,1 буквами 6, 6 
превращается в схему р (х) = ("+ — 
—6 1) : (х— 62), представляющую все мно- 
гочлены вида 
1) = м аж - и... 
| — 2-х -- а? 
(прн 5, = а"+' &, = а) н только их. 

После такой замены из всех сверхэконо- 
мнчных индивидуальных схем получится 
лишь конечное число разных схем (см. 
упражненне 6), каждая из которых прел- 
ставляет, согласно $ 9, лишь «инчтожную 
часть» многочленов степени л. 

Итак, многочлены, которые могут 
п—| 

2 





быть вычислены быстрее, чем за 


(+, оераций или (п — 1) (+)-опера- 


ций, — исключение из общего пра- 
вила. Тем не менее, при построении 
схемы для конкретного многочлена 
стоит использовать его особенности, 
если они бросаются в глаза. 


3 
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*° $ 955% 
—- О 
$5 


ТТ? 

—^ 92 
ТТ] 
$$ 


* — цифра в разных 
местах ®* может обозначать 
разные цифры). 

НН 
ччч 
ЧНИЧ 
ЧЧНУ 
чнч 


ИЧЧиЧ 

(н обозначает нечетные циф- 
ры, в разных местах, воз- 
можно, различные, ч — чет- 
ные). 


х 


Л. П. Мочалов 
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задачник пбанта 





Решения задач мз этого номера можно посылать не позднее 1 сентября 1974 г. по 
адресу: 117071, Москва, В-71, Ленинений проспект, 15, издательство «Наука», журнал 
«Квант». После адреса на конверте напишите, решения каких задач вы посылаете, 
например: «Задачник «Кванта», №271, №272» или к...Ф283». Решения задач по каж- 
дому из предметов [математике м физике], а также новые задачи просьба прнсы- 
лать в отдельных конвертах. Задачм из разных номеров журнала присылайте также 
в разных конвертах. В пмсьмо вложите конверт с написанным на нем своим адре- 
сом [в этом конверте вы получите результаты проверкн решения). Условия ориги- 
нальных задач, предлагаемых для публикации, присылайте в двух экземплярах вме- 
сте с вашими решениями этих задач [на конверте пометьте: «Задачник «Кванта». но- 
вая задача по математмкел или ч...новвя задача по физике»). 

После формулировки задачи мы обычно указываем, кто предложил нам эту задачу. 
Разумеется, не все эти задачи публикуются впервые. Наиболее трудные задачи от- 
мечены звездочкой. 

В этом номере журнала «Задачник «Кванта» составлен из задач, предлагавшихся на 
заключительном туре Всесоюзных олимпиад по математике и физике 1974 года. Не- 
которые из задач здесь приводятся в измененном или обобщениом внде. 


Задачи 


М271— М275; $283 — $287 


М271. Можио ли расставить чис- 
а таком порядке, 


неотрицательна и {1} = |. Кроме 
того, для любых двух чисел х; и ха 
таких, что х,—0, х,>0 их, т х=1, 
выполнено неравенство 

р, хе Р (ху НР. 


а) Докажите, что какова бы ни 


яв 
чтобы ни для каких двух чисел их 
полусумма ие равнялась ни одному 
из чисел, поставленных между ни- 


ми? (9, 10 кл.) 
А. И. Плоткин 


М272. Даны две окружности ра- 
днусов А ин г, касающиеся внешним 
образом. Строятся различные тра- 
пеции АВСО так, чтобы каждая из 
окружностей касалась обеих боковых 
сторон и одного из оснований тра- 
пеции. Найдите наименылую возмож- 
ную длину боковой стороны АВ. 


{9 кл.) 
Е. В. Саллинен 
М273. На отрезке 0х1 задана 


функция {[. Известно, что эта функция 
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была функция {, удовлетворяющая 
перечисленным условням, для всех х 
будет выполнено неравенство } (х)-5 
= 2х. 

6) Верно ли, что для всех х 


[0)=19 хз 


{10 кл.) А. В. Попов 
М274. Найдите наименьшее число 

вида 

а) 111* — 51|; 

6) |36* — 51; 

в) | 53° — 37|, 
где К и Г— натуральные 
(8, 9 кл.) 


числа. 


Ф. Г. Шлейфор 


М275* а} На плоскости даны н 
векторов, длииа каждого из которых 
равиа 1. Сумма всех п векторов рав- 
на нулевому вектору. Докажите, что 
векторы можно занумеровать так, 
чтобы при всех № ие Вы 
полнялось следующее условие: сум- 
ма первых К векторов имеет длийу 
нс более 3. 

6) Докажите аналогичное утвер- 
жденне. для п векторов © суммой 0, 
длина каждого из которых ие ире- 
восходит 1. 

в) Можно ли заменить число 3 
в задаче а) менышим? Постарайтесь 
улучшить оценку также в задаче 
6). (9. 10 кл.) 

М. Л. Гервер 


$283. Заряженные 1нарики с оди- 
ваковой массой, расположеиные на 
расстоянии Г друг от друга, отпустили 
{без начальной скорости). Через # 
секунд расстояние между ними Уд- 
вонлось. Через какое время удво- 
ится расстояние между шариками, 
если их отнустить с начального рас- 
стояния 3:2 {9 кл.) 


$284. Пайти ускорение а, © ко- 
торым падает круглая металлическая 
нластинка в однородном магнитном 
поле, параллельном поверхности Зем- 
ли. Пластника надает вертикально 
вниз и ориентирована своей илос- 
костью нараллельно магиитному полю 
ипернендикулярно поверхности Земли. 
Толщина пластинки много меныше ее 
радиуса Ю. масса т, индукция маг- 
нитного поля В, ускорение свобод- 
ного падения г. (10 кл.) 


$285. В пеотапливаемом помеше- 
нни работает холодильник с термо- 
регулятором. В момешт подключения 
холодильника к сети температура ина 
улице, в помещении и в холодильнике 
была одна и та же. Считая темпера- 
туру на улице постоянной, изобра- 
зите приближенно на графиках, как 
менялась температура в помещении 
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после подключения холодильника. 
Рассмотрите трн случая: 1) холодиль- 
ник пустой; 2) заполнен продукталит; 
3) дверца холодильвика открыта. Все 
три графика зависимости температу- 
ры от времени начертите на одном 
рисунке. (8—9 кл.) 


Ф286. При исследовании упругих 
свойств стальной проволоки длиной { 
установили, что если один конец ее 
закрепить, а другой повернуть на 
угол @ вокруг оси, то возникает 
момент упругих сил М - да. После 
этого из проволокн навили пфужнну 
радиуса ^ с шагом миого меныие Ю. 
Рассчитать коэффициент упругости 
пружины (считать, что упругне свой- 
ства стали после навивки пружины 
полностью восстанавливаются. (9 кл.) 


$287. Канал проходит но мосту 
над июссе. Изменяется ли давление 
на мост, если по каналу движется 
один раз пустая, а другой — нагру- 
женная баржа? (8 кл.) 
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Решения задач 


М231—М235;$238—Ф242 





№231. Найдите все решения в натуральных 
числах уравнения 
п-|- пУ== п. 

Очевидяо, что л должно быть не меньше 
двух. Счнтая х= у= 2, перепишем наше 
уравнение в виде 

ПР-Х — = 1. о (*} 
Если предположить, что устрого боль- 
ше дл, то из (+) будет следоввауь, что сдв- 
ница делится на п (п 2); но это не так, 
значит, у-= х. С учетом этого равенства 
получаем: 
т 2, 


откуда и = 2, 2—х-= |. 

Мтак, даиное уравнение имеет бесконеч- 
ное множество решений в натуральных чис- 
лах: л=2, у=х, гзжх | х—мю- 
бое иатуральное число. 

Р. Егорян. 


М232. а) Докажите, что к конечному мно- 
жеству точек на плоскости, обладающему 
тем свойством, что любые три точки из 
этого множества являются вершинами не- 
вырожденного тупоугольного треугольника, 
всегда можно добавить еще одну точку так, 
что это свойство сохрачится. 

6) Справедливо ли аналогичное утверж- 
дение для бесконечного множества точек на 
плоскости? 


2) Отметим. что для заданных точек А 
и В точка С, лежащая вме прямой АВ м вне 
полосы, образованной перпендикулярами к 
прямой АВ в точках А нм В, образует с точ- 
ками А н В невырожденный тупоугольный 
треугольник (см. рис. 1). Для каждой пары 
точек ‘Из заданного конечного множества 
постронм полосу и прямую в соответствин 
с рисунком 1. Конечное числа полос комеч- 
ной ширины и прямых, очевидио, не покро- 
ют всей плоскости, следовательно, существу- 
ет точка, образующая с каждой парой точек 
из заданного множества тупоугольный тре- 
угольиик, что н требовалось доказать. 

6) Ответ: вообще говоря, ие спра- 
ведливо. 

Приведем следующий прнмер. Рас- 
смотрим множество, состоящее из точек по- 
луокружностн без одного конца днаметра 
(рис. 2}. Легко видеть, что такое миожество 
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19734 1 4 з 5 


5 = 4 | 


2 
{ИЕ "СПИ. ЗОЖ —_— ИИ: о Бао.) 


1 5 4-7 39 7 
-——— > 


1 5Б9 411 7 ЮЗШ 8135 7929 712 513 8 из 
бзэ9и Юъи 13 21592919213 визЗюЮ 


2 7 5 з з 7 4 5 1 
—_. + 


149561 


7 
ое Е-В Е. 


ТТТ 


Рис. 6. 


удовлетворяет условиям задачи. Докажем 
что к нему нельзя добавить уже ни одной 
точкн (это почтн очевндно). В самом деле, 
если точка лежит внутри полуокружности 
на ес диаметре (рнс. 3, точка Х), то всегда 
можно найтн такую точку С на полуокруж- 
ностн, что треугольник АСХ будег остро- 
угольным. То же самое нмеет место для всех 
точек, лежащих вне полуокружности нлн 
внутри, но вне се днаметра (рис. 4, точки 
Х’и Х”; соответствующие точки В’, С’ 
и В”, С” выбираются «достаточно 
близким и?). Если же точка выбирает- 
ся на диаметре вне — полуокружностн 
(рис. 5, точка М), то имеет место вырож - 
дение — на рисунке 5 точки М, №, К 
оказываются на одной прямой. 


П. С. Панков 


№233. В концах отрезка пишутся 08е еди- 
ницы. Посередине между ними пищется их 
сумма — число: 2. Затем посередине между 
каждыми двумя соседчими из написанных 
чисел снова пишется их сумма и так далее — 
1973 раза. Сколько раз будет написано чис- 
ло 19732 

Вынишем подряд строки чисел, образую- 
щнеся в результате очередного шага,— все- 
го 1973 строки (рис. 6). Получнм некото- 
рую таблицу. Попробуем внясннть, сколь- 

‚ ко раз в п-й строке этой таблицы встретит- 
ся число п (понятно, что в каждой следую- 
щей строке — с номером, большим п,— чис- 
ло п.будет встречаться точно столько же раз, 
сколько и в п-Н: все вновь образующиеся 
числа будут уже больше п). 

‚Будем говорить, что в нашей таблние 
встречается пара натуральных чисел (а, 6), 
если числа ан Ь стоят рядом в одной стро- 
ке, причем @ справа от а. Докажем следую- 





а Ь—а 
о, 
а | Ь Ь-—а 


щее утверждение: если натираль- 
ные числа а и Ь взаимно просты, то пара 
(а, 5) встречается в таблице ровно одич раз; 
если же а и 6 имеют общий делитель (отлич- 
ный от 1), то пара (а, В) не ветретиы тся 
в таблице ни разу. 

Положим тах (2, 5)== т; доказательст- 
во проведем нндукцией по т. Прн 
1 = 2 утверждение, очевидно, верно. Пред- 
голожим теперь, что оно уже доказано для 
всех таких пар (а, 5) натуральных чисел, 
что тах (а, 5) < а; докажем утверждение 
для пар с тах (а, Б)= т. 

Рассмотрим случай а=фе=ли (случай те 
=а>ф аналогичен), 

Пара (а, 6) может встретиться в табан- 
Це в том и ТОЛЬКО том случае, еслн в ней 
нстречалась пара (а, Б— 0) (рис. 7). Оче- 
видно, что чнела (а, В) н (а, 6 — а) нмеют 
одни и те же общие делнтелн; в частности, 
являются одновременно либо вза- 
имно простыми, лябо нет. Для пары (а, 
5 —п) утверждение справедливо 
по предположению индукции. Поэтому, ес- 
лиаи ф взаимно прэсты, то пара (а, 8) встре- 


тится в таблице, так как. в ней встречается 


пара (а, В — а), и прнтом ровно один 
раз; если жеан В не являются взанмно 
простыми, то пары (а, Ь — а) в таблице нет, 
и, значнт, нет и пары (а, 5). Утверждение 
доказано. Теперь уже легко ответить на воп- 
рос, сколько раз будет написано число п 
на нашем отрезке (то есть в п-й строке таб- 
лицы). Каждый раз, когда п пишется как 
сумма двух соседних чисел аи Б=пр— а, 
оно встречается в парах (а, п) и (п, п — а). 
Мы доказалн, что это бывает ровно один 
раз для каждого а, меньшего п и взанмно 
простого с ним (огда, конечно, и па 
ззаимно просто с п). Итак, ответ таков: 
каждое чнсло п будет написано ва отрезке 
столько раз, сколько существует натураль- 
ных чнсел, меньших д и взаимно простых 
с ним. 

Чнсло 1973 — простое (проверьте!). По- 
этому оно встретнтся 1972 раза. 


Н. Б. Васильев 
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М234. Дан квадрат со стороной 1. От него 
аиисёекают четыре уголка -— четыре треуголь- 
ника, у каждого из которых дв стороны 
идут по сторонам квадрата и составляют 
. их длины. С полученным 8-угольником 
делают 0 же самое: от каждой вершины 
отрезают треугольник, две стороны кото- 
рого составляют по \№з соответствующих 
сторон 8-угольника, и так далее. Полуниет- 
ся последовательноств многоугольников (каж- 
Зый содержится а предыдущем). Найдите 
площадь фигуры, являющейся пересечением 
всех этих многоугольников (то есть образо- 
ванной точками, принадлежащими всем мно- 
гоуголеникам). 


Обозначим через М, неходный кнадрат, 
через М, М,, М., -..— мвогоугольникн, ПО- 
лучаемыс из Мо последовательным отреза- 
нием уголков. Удобно рассмотреть также 
миогоугоммик Мл. вершинами которого слу- 
жат середниы сторон №; (2-0, 1, 2,....} 

Пусть А — произвольная вершика ммо- 
гоугольника М, — а Вн С — соседняе с ней 
вершины. Чтобы получить нз многоуголь- 
ника М; мпвогоугольннк Му. НУЖНО от 
каждой першины А многоугольника Му 
отрезать треугольник ВАС», (см. рис. 8) 
такой, что точки В, н С. делят, соответст- 
веняо, отрезки [А8] и [АС] в отношении 
}:2. Пусть В, н С, — середнны отрезков 
[АВ] и ЦАС]. то ссть соседине вершиввы 
многоугольника №;: тогда 





2 
Гас. 1-1 АС, |, 
: (1) 


2 
| АВ, | = И АВ, |} 
Пак исреходе от мвогоутольника Мл 


к многоугольнику Ми+т точки Ви С, оста- 
ются сго вершвнами, но уже пс соседними: 
между пими появляется новая веринна А, 

середина отрезка |В8,С,]- Таким образом. 


миогоугольвик М)+: нолучастся из мпого-^ 
угольника №; добавлением 
лой сго стороме [В.С [ 
В.А,С.. 


к каж- 
треугольцика чикца 





Рис. &. 
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Из (1) следует, что площади отре. 
заемых и добавляемых тре- 
угольшиков связаны такимм соотиошениями: 


4 
ЗВОН За (2) 


| 
$(В,А;6 р -- 5 548, АС, (3) 


Пусть хя, — площадь ммогоутельника №), 
и; — площадь Му. Просуммвыровав (2) и (3) 
но всем вершинам А многоугольника Му, 


получим: 
+ 
Ув — Ув: 9 (Ук — 5). (4) 
- } ь 
Хичь — Хи 57 (Ин Хь); (5) 
отсюда 


(Уи — Ха) — 9 к — хи) (6) 
и 


Ув — Ми: { 4 
Хн+, — А З 


Е (7) 


Отметим ТОЧКИ Хи, Х;: Ха, -.. И Ш И, 
у ... На числовой оси (рис. Зи 10). Мз 
соотношения (6) следует, что длнна отрезка 


[Хньь» Ин: В Ёч—>^ раза меньию длины от- 


резка [хк, и,|. Рассмотрим точку а, деля- 


щую отрезок |х), ик в отношении 3:4: 
тогда 
У —и 4 
а. (3) 
а АА 3 
Учитывая (7) и (81, нолучим, что 
У, —@ 4 
Я (9) 
ч— Хи з 
значит, точка и делит п том же отношении 


3:4 и отрезок 


кр Унчз|- 
Возьмем самый первый отрезок пашей 


1 
последовательиости: [у мо| = | [Е 


в отношении 3:4 сто делит точка и, такая, 





1—а 
что т = 3, т есть 
и 
5 
и. (10) 


В силу сказанного, эта точка делит н 
отношении 3:4 все отрезки [хь, ук 
==0, 1,2, ...); Значит, каждый следующий 
отрезок последовательностн [хл. М»| полу- 
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Рис. 9. 


чается из предыдущего сжатнем к точке ав 
1 
4-5- раза. Таким образом, точка а являет- 


ся слинственной общей точкой всех 
этих отрезков. (Можно выписать н точные 


2 \^ 
формулы для Хх; И №: Хр т э| 

3 5 2\ 2 
Хд, и = =.) - 5; но нам они 


не нонадобятся. Читатсан, зизкомые с поня- 
тием 
сти, конечно, заметили, что а является общим 
нределом последовательностей ху, н их: по су- 
ществу мы именно это и доказали.) Отсюда 
уже следует, что площадь искомой фигуры 
М (вляющейся . ибресечением всех много- 
угольников М;) равна а; действительно, М 
содержится в любом Мь и содержит любой 
№ ‘локажите!)*):; следовательно, влощаль 
М должна быть заключена между хь ИН 
(при вссх А), в этому требовачию удовлет- 
воряет еднис тевснное число: а 
5 


—. 

Можно было бы решать эту задачу и 
не иводя многоугольников №», нспользуя 
лишь соотношение, определяющее последо- 


5 


вательность у, =1, цу, = 9: #1, 1, ...: 


1 
Ук — бе, — 9 {ии — Ик -)- 
Прн этом площадь М находится как предел 
площадей Мх (последовательность (уз— ин 1) 
представляет собой бесконечно убывающую 
геометрическую прогрессию). 


= = 

















*) Это чисто тебретико-множественный 
факт: если М) > Мл+: > М№+1 > МА для 
каждого #—0, 1,2,..., ин М= П №, 
р: 





те М — Ми. 


нредела последователь но - 


Л. Зеленский (г. Шахтерск} обобдил за- 
дачу М234 па тот случай. когда от каждой 
стороны отсекаются отрезки. составляющие 

1 
> _этой стороны, где р — любое число, боль- 
нее 2. Илощадь получающейся в таком слу- 
рз— р -:-2 
чае фигуры ЖЖ 
фигуры равиа ор а 


2 
ответ —. 
$ 


при р =3 


получаем 


С. Конягив 
М-35. По арене круглого цирка радиуса 
10 м бегает дев. Двигаясь по ломаной линии, 
он пробежел 30 ки Докажите, что сумма 
всех углов, на которые он поворачивал, че мень- 
ше 7998 радиан. 


Обозначим отрезки, котерые пробегает 
лев. через х., ха, -... Хк. а углы, на которые 
он при этом поворачивает, — через 24...-,—1 
(всего А отрезков и # — Г поворот). Пред- 
ставим движение льва следующим образом. 

Пусть лев пробежал отрезок АЙ, -= ху. 
Повернем зокруг ного (то есть вокруг точ. 
ки А,) арсну на угол а, так, чтобы отрезок 
х. оказадся  продолженнем отрезка Х,. 
После того как лев нробежнт отрезок А.А; = 

х., поверием вокруг исгс арену ка угол 
©, так, чтобы отрезок дн стал иредолже- 
иием отрезка х, и так далее. Тогда лев бу- 
дет бежать но прямой и иробежнт отрезок 
ААк== 30 000 (м). где А — начальная точка, 
а Ад — конечная. 

Проследим за движением центра аре- 
ны — точки О. Виачале точка О поворачн- 
вается вокруг точки Ау на угол 2. затем — 
вокруг тачки А, на угол ©, и так далее. 
Всякни раз центр арены О отстоит от центра 
вращения не больше, чем на 10 м, так как 
центр вращения — это лез, находящийся 
внутри арены. Поэзому при первом 
повороте Точка О переместится не более чем 
на 21 (и), при втором — не более чем на 
©. 10 (м) и так далее (1...) рф измеря- 
ются в радланах). Всего точка О переме- 
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Рис. И. 


стится не более, чем на (1 -- 
‘то есть 


деи): 10), 


00" ©... Гар - Юм) 
(см. рис. И — здесь О’— начальное, 0”’— 
конечное положение точки 0}. 
Поскольку О0’А-= 10 (м), ОА, = 10 (м) 
и ЛА, = 30 000 (м), то О'О” >. 29980 (м). От- 
сюда 


а, +++. На -, =-—0 222998 (рад). 


И. Н. Бернштейн 


Ф238. Имеются 0ве проволоки квадратного 
сенения, сделанные из однаго и того же ма- 
териала. Сторона сечения одной проволоки 
@:-= | мм, а дригой аз= 4 мм. Дая того 
чтобы расплавить первую’ проволоку, через 
нее нужно пропустить ток (= 18 в. Ка- 
кой ток нижно пропустить через вторую 
проволоку, чтобы она респлавилась? 

Считать, что ковичество тепла, уходя- 
щёго в окружающую среду за | с, пропор- 
ционально разности температур ароволс- 
ки и среды и площади поверхности проволо- 
ки, причем коэффициент пропорционально- 
сти одинаков для обгих проволок. 


Если проволока паходится в тепловом 
равновесни со средой (ее температура не ме- 
няется), то количество тенаа, которое вы- 
деляется в проволоке при прохожденин то- 
ка за единицу времени, равно количеству 
тепла, отдаваемому в окружающее прост- 
раиство. Когда проволока нагрета До тем- 
пературы плавления, достаточно небольшо- 
го увеличення тока, чтобы проволока нача- 
ла плавиться — добавочное количество теп- 
ла, выделяемое током, будет идти на плав- 
ление, Поэтому нам необходнмо найти ток, 
который соответствует температуре плавле- 
ния прозозоки. 

Количества тепла, отааваемые прово- 
локами за едимииу времени, равны 0,= 
28 А $:АТ = Звау АГ и О. = #5:АТ == 
= 46аиАТ, где К — коэффициент пропор- 
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циональности, 5: и 5. илошади поверх- 
ностей проволок, { — их длипа и АТ — раз- 
ность температур проволоки п среды. Обоз- 
начим сопротивления проволок А: и ЮР, со- 
ответственно. 

Запншем условия теплового равновесия: 


ПЕ.= 4вайАТ, —/5К.=- ЧвашАТ, 


где Ю,, Ю.— сопротивлейня проводок. Раз- 
делив второе равенство на первое, получим: 


[42 =© 5 
пи о 


{ Н 
Так как А =р-у^ и В: = р— „гАе р— 
а | а 
удельное сопротивление матернала проволо- 
ки, то 





з 
7 =—. 
' а 
Отсюда найдем 
д № а Е 80 а. 
а, с, 


$239. Колесо радиуса г катится без проскаль- 
зывания по горизонтальной плоскости. Ско- 
рость центра колеса постоянна. 

Как известно, траекторию криволиней- 
ного движения точки в течение малого про- 
межутка времени всегда можно считать @ц- 
гой окружности. Определить радиусы фк- 
ружностей, ло которым движутся точки 
колеса А и В в тот момент, когда радиус-век- 
тор точки А горизонтален, а радицс-вектор 
точки В составляет угол © с вертикалью 
(рис. 12.) 


Если точка движется по окружности, 
то ее центростремительное ускорение ма- 





Рис. 12. 


правлено перпендикулярно к скорости у 
02 
точки н равно по абсолютной величине В’ 


тде Ю — радиус этой окружности. Поэтому 
ясно, что мы сможем определить Ю, если 
будем знать скорость точки у и ее ускоре- 
ние а в направлении, перпендикулярном 
к этой скорости. 

Вначале найдем скоростн точек А и В 
относительно Земли. Это можно сделать, на- 
пример, складывая линейные скорости вра- 
щения точек в системе координат, связанной 
с центром колеса и движущейся посту- 
пательно параллельно горизонтальной пло- 
скости, со скоростью движения этой системы 
координат, то есть со скоростью центра 
колеса атносительно плоскости. Можно вос- 
пользоваться менее привычным, зато более 
простым способом. В рассматриваемый нами 
момент времени точка С, касающаяся пло- 
скости, неподвижна относительно плоскости, 
и можно считать, что все колесо пово- 
рачивается относительно этой точки (мгно- 
генного центра вращения). Угловые скорос1н 
вращения всех точек колеса отиоситель- 
но мгиовенного центра вращения одинаковы 
и равны, в частности, угловой скорости 
вращения центра колеса: 

9 


® = — 


т 
{© ‹— скорость центра колеса}. Это озиача- 


ет, что скорость точки В, перпендикулярная 
к отрезку ВС, равна 


и 
ов =. ВС =-.° ВС. 


вср 


а 
ВС = 9г со$ 2 Следовательно, 


Из треугольника видно, что 


[4 
ив = 20 с05—5-. 


Аналогично, скорость точки А Уд, перпен- 
дикулярная к АС, равна по эбсолютной ве- 
яичине 


л сы 
г =. АС = 20.054 = и 2. 


Теперь найдем ускорения лочек Ви А, 
перпендикулярные к скоростям этих точек. 
Полные ускорения этих точек — это, очевид- 
но, центростремительные ускорения ац в си- 
стеме координат, связаиной с центром коле- 
са. Действительно, так как колесо Движется 
относительио плоскости равномерно, То уско- 
рення точек колеса в системе координат, 
связанной с плоскостью, совпадают с их уско- 
рениями в системе коордииат, движущейся 
поступательно вместе с центром колеса. По- 
этому центростремительные ускорения точек 
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А и В направлены к центру колеса н равны 
2 





о 
по абсолютной величине ац. д == @ц. в= ы . 


Ускорения же точек А и В, перпендику- 
лярные к скоростям удон Уд, — это про- 
екции ускорений ац. д н ац. в на направле- 
ния, перпендикулярные к уд ин ув. Оин 
равны соответственно 


д и 
: 0 
ал == @ц. 4608 -4 = 55 У 2, 


2 
а и [2 
ав — а. всо$ СИ = —; © = В 


Таким образом, в данный момент точ- 
ки Ан В движутся по окружностям, радн- 
усы которых определяются из соотношений 


2 2 2 2 
од 95 уг ов 95 |, 2 
= а == С0° 
КА 2г и Юв г ©05 2» 


НЛИ. 








> а 2 
(90 У2 2% 5 Роке 
КА 2: ы Юв р 
2 
ОО 
о 


Отсюда 
РА=ЕРУ2 н Вв = 4105. 


$240. Шар-зонд, имеющий нерастяжимую 
оболочку, поднялся на максимальную высоту 
и совершает малые колебания около равно- 
весного уровня. Найти период этих колеба- 
ний, считая, что на такой высоте плотность 
воздуха р убывает с высотой равномерно на 
величину 5 = 1,2.10-? р через каждые В = 
= 100 м. Трением шара о воздух пренебречь. 


Прежде всего покажем, что шар-зонд 
действительно колеблется. На него действу- 
ют две силы: сила тяжести и выталкиваю- 
щая архнмедова сила Ёь. силы направ- 
лены по вертикали, но в протнвоположные 
стороны. Очевидно, что в положении равно- 
весня . 

ти -= ЁБь, 
где т — масса шара, Рь= рУй (У — объем 
шара). 

Если в силу каких-то случайных обстоя- 
тельств шар сместится из положення равно- 
весия, нзменнтся величина выталкивающей 
силы. Причем, при смещении шара вверх Рв 














*) Так как колесо катится без проскаль- 
зывания, то линейные скорости вращения 
всех точек на ободе Колеса равны скорости 
поступательного движения центра колеса. 
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уменьшится, а при смещении вииз — увели- 
чится. Таким образом, в обоих случаях воз- 
никает равнодействующая сила. равная из- 
менснию выталкивающей силы и папраелен- 
ная к положению равновесия. Найдем се ве 
личину. 

Пусть шар сместится из положения рав- 
новесия на х. Гак как плотность воздуха из- 
меняется с высотой равномерно, то 


Ар х 
`` 


где Ар — измененне плотностн воздуха ина 
высоте х. Тогда 


— 6Ил 
й 





АР. — — МИ -- х 

(Знак «минус» указывает на то, что снла 
АЁЕ„ направлена всегда к положению равно- 
весия}. 

Мы вндим, что равподействующая снла, 
лействующая на шар, иаправлена к поло- 
жению равновесия и пропорциональна от- 
клонению шара от положения равновесия. 
Это означает, что шар совершает гармонн- 
ческие колебания, пПодобцые колебаниям 
груза на пружнике (лля которой Р 


= Ах). Роль коэффициента жесткости пру- 
жины в этом случас играет велнчина 

й. Ур 

Е - 


Поэтому пернод колебаний шара равен 


тей 2я = 92а и т 
у бУЯ 








Так как т -р-И, то 
гыЗау № т ыы. ни а 
2 в 10 
180 (с). 
$241. Кольцо часы т может скользить по 


стержню длины [.. Сила трения между ни- 
ма ЕЁ. Определить, какую минимальную ско- 
рость б. нижно сообщить стержню, чтобы 
он пролепюа скволь кольцо, ссли вначале коль 
40 поконтся. 

Опыт проводится в невесомости. 
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Задача решается точно Так же, как за- 
дача Ф22& (см. «Квант», 1974, № 5). Поэтому 


В Уз" у 


где М — мака стержня. 


$242. Камери-обскура представаяет собой 
прямоугольный чщик, в одной из стенок ко- 
пюрого имеется круглое отверстие. Освещен- 
ности изображения Солнца, которое полу- 
чается на противоположной стенке камеры — 
экрине, падает вдесе при удалении от цент- 
ра изображения к краю на 0,9 радиуса изоб- 
ражения. Во сколько раз освещенность перед- 
ней стенки камеры больше, чем освещенность 
в центре изображения? 





Каждая точка нзображения Солнца сс- 
вещается не всем Солнием, а только тем его 
участком, который виден из этой точки в ма- 
лом телесном угле, ограниченном отверстием 
камеры-обскуры. Так как отверстне камеры 
мало и Солиие находнтся очень далеко, то 
можно считать, что этот телесный угол оди- 
макой дяя всех точек нзображения Солица. 
Ясно, чта освещенность точки нзображения 
Солнца пропорциопальиа той площади по- 
верхностн Солнца, которая видна нз данной 
точки. 

Нзиененне освещенности изображения 
связано с тем, что по мере удаления точки 
от центра изображення участок Солица, 
освещающий данную Точку, приближается 
к краю Солица, и когда участок «заходит» 
за кран Солица. сго площаль уменынцается. 
Освеценность изображения точки пабаст 
вдвое, когда уменьшается вдвое пломаль 
«освещающего» точку участка Солица. При 
этом, как видно яз рисунка 13, в ланиую 
точку попадает луч, идущий от края Солн- 
на н проходящий через центр отверстня ка- 
меры. Это позвоаяст найти угол, нод кото- 
рым видно Солице из точек передней стенки 
камеры-абскуры: 


Хх < $, 99 


И: 


Угол же, 


где Ё{— длина камеры-обскуры. 





под которым виден участок Соляца, осве- 
мающий центр изображения, равен 

ый ©, 
27 


| * 


где г - радиус отнерсгии камеры-обскуры. 
Найдем соотношение между ралиусом отвер- 
стия г и радиусом изображения Солнца А. 
Край нзображения Солнца — это, очевидно, 
точка В, в которую попадает луч, ндущий 
ет края Солнца 'юрез край К отверстия. Так 
как Солнце находится очень далеко, то лучы, 
идущие от края Солнца, можно считать па- 


раллельнымн. Это означает, что г 0.19. 
Поэтому 
СЗ 0,1^Ю 
Я 
Отношение  ссвещенностей передней 


стенки камеры и центра нзображения в ка- 
мере равно отиошению ° площади поверх- 
ности Солнца к ллощади участка Солнца, 
освещающему центр нзображения (нли, что 
те же, отношению телесных углов, под ко- 


торым видно Солнце и соответствующий 
участок "Солнца: 

а 5 

Е. 

, а \? 
Так как $: | ЕЕ .. . Ттде 2. — рас- 


[2 
стояиис ло Солнца, а [. 12-2 — радиус Солн- 


©, \? 
ца н $ =д Е) ‚-то 





ы 
в | |. 81 
Е, а 
8—2. 


И. Ш. Слободецкий 


Правильные решення задач М216—М230 
прислали (жирные цифры после фамилии — 
последние две цифры номера решенной зада- 
чи): А. Абдиррахманов (Баку) 21, 27; П. Ага- 
ронов (Баку) 16, 18, 20, 21, 26, 27; С. Аге- 
ев (Воронеж) 18. 21—30; Д. Азов (Челя- 
бинск) 16, 21—23, 27, 28; Г. Апрапетян 
(Ереван) 27, 28; С. Актершев (Москва) 26, 
27; В. Алекин (Москва) 21; И. Алексеева 
(Миасс Челябинской обл.) 26, 27; Н. Ама- 
нов (Алма-Ата) 16; А. Арутюнян (Арташат 
Арм. ССР) 18, 23, 27; Е. Байсалов (Алма-Ата) 
18.21, 22, 26—28; П. Баньковский {Уральск} 
16, 19, 21; А. Бароов (Москва) 16, 20, 27, 
28, 30; Л. Барсунов (Пятигорск) 21, 26, 27; 


` (Ленинград) 16; 
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В. Басманов (Воронеж) 16. 2}, 23, 26, 27; 
„7. Басов {Пржевальск) 16—19. 21; И. Бах- 
яигиский (Львов} 16, 18, 20, 21, 23, 26—28; 
Е. Башкиров (Минск) 26, 27; Е. Бекия (Ба- 
туми) 16; С. Белолипецкий {Киржач Ваа- 
димирскоя обл.) 24, 26, 27; С. Беляев 
(Тарасовский р-н Ростовской обл.) 27; А. Бе- 
нис (Шуя Ивановской обл.) 19—21; А. Бер- 
лин (Бобрунск) 16, 18, 19—30: М. Биктн- 
миров (Ленииск Кзыл-Ордииской обл.) 16; 
Б. Блехман. (Конотоп) 21, 22. А, Бих 
{Харьков) 17, 18. 22, 23, 25—27; А. Брысь- 
ев (Тюльган Оренбургской обл.) 16. 20. 27: 
А. Булатов (Челябинск) 26; Б. Буртман 
{Ташкснт) 21, 26, 27: А. Вальков (Ташкент) 
16—18. 20--23, 26—29; И. Вандокиров {Ле- 
нинград) 26, 27, 30; А. Векслер (Ташкент) 
27; И. Величко |Ленниграл) 21; И. Верт- 
гейм (Пермь} 21, 22, 24; Ю. Виницкий (Та. 
кент) 27; В. Винокуров (Москва) 16. 21, 26, 
27. МН. Винокуров (Москва) 21. 26—28; 
А. Волков (Челябинск) 16, 18, 26, 27; Г. Воль 
(Ворошиловград) 26, 27: А. Выборнев (п. Раз- 
вилка Московской обл.) 21; 0. Габриелян 
(Баку) 18; В. Гиврин (Ковылкино Морд. 
АССР) 26—28, 30; Л. и М. Гандельсман 
Д. Гашиюбаязов (Тбилиси) 
27; И. Голдовский (Брянск) 18; А. Гончо- 
ров (Никополь) 16—23, 25—30; Г. Горбиук 
{Новосибирск) 27; М. Грабельковский (Во- 
ронеж) 26—29; В. Гребень (д. Белоуша 
Брестской обл.) 16; М. Грибелюк (Москва) 
21; А. Григорян {Баку 16, 18, 19, 21—27. 
29, 30; А. Гринберг {Кишинев} 27; В. Гриш- 
кевич (п’о Самохваловичи Мннской обл.) 26, 
27: С. Гродский (Корсунь--Шевченковский) 
21, 22, 26, 27; И. Гица (Осиповичи Моги- 
левской обл.) 27; В. Данилов (Москва) 16, 
18, 20: К. Данильченко (Волгоград) 18, 20— 
23. 26. 27, 30; С. Даркембаев (Алма-Ата) 
16—21; С. Девятериков (Кирово-Чепецк Ки- 
ровской обл.) 16, 21, 26, 27; П. Дедик (Моск- 
ва) 21--24, 26, 27, 29, 30; Н. Денисов (Моск- 
ва) 27; Н. Довжиков (Ленинград) 27; 3. Дя- 
ченко (Киев) 22, 24, 27, 28; Р. Егорян (Раз- 
дан) 16—18, 22, 27; А. Екимов (п. Лебяжье 
Курганской обл.} 16; А. Еременко (Харь- 
ков) 16, 18, 19, 20, 26; Г. Еркнапетян (Ере- 
вап) 18; Г. Зайцев (Кимры Калниииской обл.) 
26. 27; М. Закс (Пермь) 26, 27, 29; А. Зар- 
гирян (Тбилиси) 27; В. Захаров (Евнаторния) 
27; 0. Захарченко (Киев) 22, 24, 26, 27; 


С. Зенович (Ташкент) 26—28; —П. Зозуль 
(0. Гребенки Киевской обл.) 16, 18, 20: 
С. Золотарев (Москва) 18, 26; Е. Зубко 


{Ивано-Фравковск) 16, 21, 22, 26—28; П. Иво- 
нов (по Полибино Псковской обл.} 16, 23; 
Т. Иванова (Москва) 18, 18, 21; Ж. Идири- 
сов (Алма-Ата) 16, 20—22, 26—28; А. Из- 
майлов` (Баку) 24, 27; С. Ильинков (Харь- 
ков) 16—18, 20, 26—30; Ш. Иммухаметов 
(Казань) 21, 23; И. Иовик {Магнитогорск} 
27: А. Калюжный (Кнев) 18, 21—23, 26, 
27. А. Карабегов (Ереван) 26, 27; В. Ко- 
рапетян (Севан) 22; А. Кац (Баку) 27; 
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П. Кацыло (Москва) 18, 26—29; ЛП. Кирса- 
нов (Москва) 26; Л. Клименок (Москва) 27; 
М. Кобозев {Киев) 21, 22, 27; В. Кобылец- 
кий (Баку) 16, 18. 20, 26, 27; А. Колодин 
{Коломыя Ивано-Франковской обл.) 21, 22, 
24, 26, 27; С. Коляда (Киев) 18, 21, 22, 24, 
27, 30; „Л. Копытковский (Пунинец Брест- 
ской обл.) 27; С. Коршунов (Монино Москов- 
ской обл.) 18, 11; В. Костанян (Баку) 27; 
С. Костеша (Челябинск) 27; А. Котанов 
(п. Цалка ГССР) 27; Л. Кофман (Таллин) 
16; МН. Крюков {Старый Самбор. Львов- 
ской обл.) 21, 22; Н. Кидрин (Коломна 
Московской обл.) 27; А. Кукуш {Киев) 26, 
27, 30; А. Кумахов (с. № Лескен КБАССР) 
27; А. Курляндчик (Вильнюс) 26, 27; А. Ку- 
тыркин (Пеиза) 21, 22; С. Лаласиков (Обо- 
янь Курской обл.) 26, 28, 30: М. Левин 
(Витебск) 17, 18, 27; М. Левим {Таллин) 23; 
С. Лифиц (Харьков) 16, 21; Ю. Лобач (Ев- 
патория) 26, 27; ЛМ. /Любич (Харьков) 16, 
19—23, 25—27, 29, 30; С. Ляпин (Петриков 
Гомельской обл.) 18, 17, 21, 27; Г. Мавзи- 
тов (д. Средние Челны ТАССР) 27; М. Ман- 
лян (Ереван) 27; А. Макаричев (Львов) 
16—18, 20—22, 24, 26—29; С. Макаров (Са- 
ратов) 26—28; С. Малинский (Полтава) 21— 
24, 21, 28, 30; Г. Мамедов (Баку) 27: А. Мар- 
ков (Москва) 26, 27, 29; С. Мельник (Харь- 
ков) 16, 18, 20—26, 28, 29; А. Мехович 
(Владивосток) 27; В. Мильман (Минск) 26, 
27; А. Мирошниченко (Харьков) 18; Ю. Ми- 
хайлов  (Пенинград) 21—23; Л. Михлин 
(Курск) 16, 18, 20—22, 27—30; А. Морозов 
{Новосибирск) 21; Ю. Муранов (Москва) 21; 
Г. Мустафаев (Сиазань Аз. ССР) 27; К. Мхи- 
тарян (Еревая) 18—22, 25—28; А. Нава- 
сардян (Ереван) 27; Ю. Неретин (Москва) 
26, 27; Н. Нецветаев (Ленинград) 16, 20— 
23, 25—28, 30; А. Николаев (Москва) 20; 
И. Новиков (Куйбышев) 16; С. Нужный 
{Куйбышев) 16, 18, 21, 23—25, 27—30; 
С. Охитин (Оренбург) 16, 20, 26—28; И. Па- 
нин (Апатиты) 16, 20-23, 26, 27; Е. Пасике 
(Харьков) 26, 27; В. Пелипенко (Воронеж) 
26—29; 0. Печерский (Орджоникидзе) 16; 
Ю. Пинелис (Кзыл-Орда) 18—18, 20, 26, 271, 
29, 30; М. Половинник (Мева Чернигов- 
ской обл.) 16; А. Поносов (Пермь) 21, 22, 
24—30; В. Поркшеян (Ростов-на-Дону) 18, 
21, 24, 27, 30; Р. Портной (Черновцы) 21, 
27. 29, 30; Д. Поцжишвили (Тбнлиси) 27; 
В. Прасолов {Ворошиловград) 26, 27, 29: 
№. Протас (Кагул МССР) 18, 23, 27; С. Пу- 
тинцев (Кемерово) 16, 18, 20, 22, 23, 25—28; 
Л. Рабинович (Тула) 21—23, 25—30; Д. Раз- 
гуляев (Клии Московской обл.) 18, 20—23, 
25, 27; А. Рашковский (Харьков) 26. 27: 
А. Резников (Кисв) 16, 24, 22, 26, 27; А. Ре- 
пецки4 (Краматорск Донецкой обл.) 1, 
18—21; Г. Родин (Ленинград) 21, 23; Р. Рож- 
ков (Москва) 26, 27; Ф. Рожков (Рязань) 
26, 27. М. Рожкова (Киев) 18; Е. Романов- 
ский (Киев) 26—28. 30; В. Рибашевский 
(Киев) 20, 21, 27, 28; Н.  Рунд- 
квист (Свердловск) 168; А. Рыбаков (Муром) 
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26; А. Рязанов (Новокузнецк) 16, 18—22, 
26; 27, 29; И. Салогд (Евпатория) 19: Л. Са- 
мовол (Гайворон Кировоградской обл.) 18, 
27; С. Сатановский (Харьков) 18, 17, 19-— 
21, 23, 26. 27; В. Семененко (Ставрополь) 
21—23, 26, 27; Н. Семченкова (Джетыгара 
Каз. ССР} 18; А. Синченко (Москва) 27, 28; 
Г. Скляр (Харьков) 26—30; С. Скоков (д. Со- 
ковни г. Слободской) 27, 28; Л. Славин 
(Москва) 26—28: В. Слепой (Фрунзе) 28; 
А. Сликаренко (Рубцовск Алтайского края) 
16-27, 29, 30; А. Слинкин (Москва) 18— 
24; И. Смирнов (Москва) 27, 30; А. Соло- 
махов ' (Москва) 26, 27, 28%; Ю. Сопкин 
(Ижевск) 26—28; К. Стемиак (Польша) 
21—24; С. Табачников (Москва) 18, 20; 
А. Тарнопольский (Коростень) 21; А. Ти- 
мофеева (Выборг) 26; А. Ткач (Каменец-По- 
дольский Хмельницкой обл.) 18, 18, 21, 27; 
0. Толстикова (Архангельск) 21; А. Тон- 
ких (с. Октябрьское Липецкой обл.) 27; 
М. Торонджадзе (Тбилиси) 16, 18, 21; В. Тру- 
хин (Рязань) 21; 5. Тиуркевич (Черновцы) 
16—30; А. Тюлягин (Москва) 21, 23—25; 
В. Урываев (Москва) 26, 27; В. Филоненко 
(Днепропетровск) 27; С. Фикашин (Ленин- 
град) 16, 20, 22, 23, 26—29; С. Фомин (Ле- 
нииград) 21—23; А. Фридман (Рига) 18, 
27; С. Харебцов (Воронеж) 18, 18; М. Ха- 
ритонов (Павлоград Днепропетровской обл.) 
16, 18, 20, 26, 27: П. Химич (Валуйки Бел- 
городской обл.) 18, 20, 27, 28; А. Хомич 
(Брест) 26, 27; Г. Храпунович Ленинград) 
26, 27; С. Церковный (Ленииград) 18, 26, 
27; И. Цукерман (Ленинград) 21, 22, 26, 
27. 30; Ю. Цыганов (п. Вербилки Москов- 
ской обл.) 27; М. Чеповецкий (Ленинград) 
26, 27. А. Черебатов (Омск) 16, 20, 22, 23, 
26, 27; В. Шабаев (ст. Ерцево Архангель- 
ской обл.) 27; В. Шапошников (п. Комсо- 
мольский Кирг. ССР) 26, 27; /Л. Шахнаба- 
това (Ставрополь) 27; К. Шварцман (Ки- 
шинев) 27; Е. Шестаков (Москва) 21, 22, 27; 
М. Шлыкова (Хабаровск) 16; Ю. Шмелев 
(Ярославль) 18, 20, 21, 26—30; Н. Щерби- 
на (Днепропетровск) 21—24; А. Щехорский 
(с. Старики Житомирской обл.) 18, 21—24, 
27; А. Эстерлис (Тбилиси) 16—18, 21, 27; 
Н. Юнус (Харьков) 20—30; А.Юнусов (Ки- 
шинев) 27; С. Юркевич (Ленинград) 16, 
20—22, 25—28, 30; Б. Юсин (Москва) 21— 
29; Р. Ямилов (Уфа) 18, 20—22, 24, 26, 21, 
29, 30. 

Ю. П. Лысов 


Приводим список читателей, прислав- 
ших решения задач Ф223—Ф242. Задачн 
$223 и $233 правильно решили почти все 
читатели; правильные решения остальных 
задач прислали (жирные цифры после фа- 
милни — две Последние цифры номера ре- 
шенной задачн): 

Н. Абраменко (Могилев) 30, 36, 38, 40; 
Д. Азов (Челябинск) 38; С. Актершев (Моск- 
вз) 28, 34; А. Амельченко (Магиитогорск) 
2$. 32. 36, 37; И. Анкудинов (Нальчик) 34, 
36. 37; П. Анцифгров (Фатеж) 34, 386, 38, 
39, 40; В. Бакуров (Новосибнрск) 25, 28, 
29, 32, 34, 36, 38, 40; А. Бораов (Москва) 
24. 28, 34, 40; А. Барсуков (Пятнгорск) 28, 
39; Р. Басыров (д. Каракитяны Тат. АССР) 
28, 38, 40; М. Белкин (Пииск) 24—29, 30, 
32, 34, 36, 38--41: Л. Белоусов (Москва) 
28, 30, 32. 34; В. Беляев (Москва) 28, 38, 
40, 41; В. Бенхан (Калинин) 37; С. Берг- 
зин (Кимры) 38; Ю. Бляхер (Душанбз) 28; 
УТ. Богомолов (Одесса) 33. 41; С. Бороздин 
{Новгород) 25, 28, 29, 32; А. Браславец 
{Новосибирск) 34—36, 38, 40; И. Братов- 
ская (Новосибирск) 24; Ю. Бучичскас (Ша- 
лальский р-и Лит. ССР) 34, 36, 38—40; 
И. Вандакуров (Ленинград) 28; С. Василь- 
ев (Ленинград) 24; Ю. Визгин (Ленинград) 
22, 38—40; И. Виняр (Оргеев) 28, 38; А. Во- 
легов (Свердловск) 36; П. Волохов (н. Криу- 
ляны Молд. ССР) 40; А. Восканян (Ереван) 
24, 25, 28, 29, 34, 36; Р. Габдуллин (Казаиь} 
37; Д. Габризльян (Белая Калитва) 40; 
В. Гаврилюк (Минск) 40, 41; М. Газда 
(п. Клевань Ровенской обл.) 24—27; В. Галь- 
цев (Ореибург) 38; А. Галюченко (Харьков) 
29. 30, 32, 34, 36; С. Гаркуша (Ташкент) 
40: А. Герман (Воронеж) 25; С. Герц (Хуст) 
32. 40; . Гирдянис (Вильнюс) 40, 41; 
Ю. Гладё (Тернополь) 24; „Т. Глазман (Харь- 
ков) 25, 26, 29, 30, 34—38; 40, 41; А. Гри- 
горьев {Грозиый) 28; А. Гринберг (Кишинев) 
29, 40; С. Гришин (Вязьма) 36; М. Гу- 
лянский (Магнитогорск) 25, 30, 32, 38; А. Гу- 
ревич (Мннск) 25, 28, 28—32, 38, 40, 41; 
С. Давтян (Октемберян) 34, 36, 38, 40, 41; 
А. Давыдов {Магнитогорск) 25, 29—32, 34, 
38; С. Даркембаев (Алыа-Ата} 26; С. Де- 
мидов (д. Сосиовка Вологодской обл.) 36; 
О. Денисов (Баку) 37; Ю. Докучаев (Леннн- 
град) 28—30, 38; Н. Дубровский (Омск) 
38—41; Р. Егорян (Ереван) 25, 28, ЗЕ 
Г. Еркнанетян (Ереваи) 29, 31, 32; К. Жа- 
киумбеков (с. Баршатас Семипалатинской обл.) 
40; В. Железнов (п. Октябрьский Амур- 
ской обл.) 36, 38, 40; В. Жук (Грозный) 
27—29, 31, 32, 36, 38—48: С. Зазовский 
(Новомосковск) 38; М. Закс (Пермь) 80; 
С. Зенович (Ташкент) 40; Е. Зубко (Мвано- 
Франковск) 25, 28, 29, 32, 34, 38, 40; В. Ива- 
нов (Железнодорожный) 28; В. Игнатьев 
(Волгоград) 24—27; А. Измайлов (Баку) 
34, -40; А. Илькун (Зеленодольск) 25, 38, 
40; А. Казикое (Рудный) 34; С. Каляев 
(Сосновый Бор) 38; В. Канзюба (Днепро- 
дзержииск} 24, 26; В. Карлин (Волоколаы- 
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ский р-н Московской обл.) 24; В. Кацман 
(Мытищи) 38; М. Качановский (л. Вишеви- 
чи Брестской обл.) 24, 25; В. Ковалевский 
(Витебск) 24; Л. Коган (Ленииград) 40; 
Я. Коган (Глазов) 24, 25, 32, 40; С. Корне- 
ев (Новокузнецк) 25—27; С. Коршунов (п. Мо- 
нино Московской обл.) 24, 25, 38, 40, 41; 
7. Кофман (Таллин) 24, 34, 40; МН. Коче- 
гарова (Рыбинск) 28; Г. Коява (Цхинвали} 
32, 36, 38; С. Кривонос (Диепропетровск) 
24, 25; И. Крюков (Старый Самбор) 28; 
Н. Кудрин (Коломна) 38, 40, 41; А. Кид- 
ряшов (Саратов) 36; 8. Кузьмин (Грозный) 
24, 40; П. Кузьмин (Улан-Уде) 28—32; 
А. Кутанов {Фрунзе} 24; А. Кутлимура- 
тов (Хорезмская обл. Узб. ССР) 25, 27; 
И. Кицык (Ярославль) 28, 30, 31, 36, 40, 41; 
Р. Кучкаров (Хорезмская обл. Узб. ССР) 
28, 32; Ю. „Лавров (ст. Каневская Красно- 
дарского кр.) 32, 40; А. Левитас (Киев) 36; 
А. Лекчинов (Шахты) 24; 28; А. Лукьянов 
({Лубовский) 36; П. Лыгденов (с. Кижиига) 
40; АД. Львов (Саратов) 28; С. Ляпин (п/о Бе- 
локоровичи Житомирской обл.) 24; В. Ма- 
залов (Шауляй) 36, 40; М. Маилян (Ереван) 
24; А. Макаричев (Львов) 24, 34, 36—38, 40; 
А. Макаров (Харьков) 36; С. Макаров (Сара- 
тов) 24, 26, 38—40; С. Максимов (Алма-Ата) 
37; Г. Мамедов (Баку) 34—38, 40; Ю. Мар- 
кич (Харьков) 38; А. Марков (Москва) 38, 
42; С. Мельник (Харьков) 24, 28, 32, 38, 40, 
41; Е. Метт (Ленинград) 36, 38, 40; Л. Мыи- 
родошвили (Тбнлиси) 38—40; А. Молотков 
(п’о Кубинка Московской обл.) 36, 38, 40; 
В. Момковский (Киев) 34; Р. Мусин (с. Ни- 
китино Оренбургской обл.) 24; Р. Назаргу- 
лов (Стерлитамак) 28, 29; И. Никитин (Ле- 
нинград) 29; И. Никитин (Североморск) 
28; А. Николаев (Москва) 24, 26, 28: Б. Но- 
восядлый (Чортков) 40; С. Нужный (Куйбы- 
шев) 24—26, 28, 29, 31—32, 34, 36, 38—41: 
Г. Оганнисян (с. В. Арташат Арм. ССР) 36; 
А. Окунь (Одесса) 28; С. Омельченко (За- 
порожье) 36; С. Онучин {Перыь) 38, 40: 
Р. Оспанов (Байрам-Али) 25. 28, 31, 32; 
С. Островская (Жарьков) 34, 38; А. Паро- 
вичников (Обнинск) 24; Ю. Перфильев (Са- 
ратов) 36, 40; Ю. Пинелис (Кзыл-Орда) 24, 
26, 28—30, 40—42; К. Пирятинский (Ки- 
щинев) 36, 40; О. Поваляев (Подольск) 24, 
34, 36. 38—40; А. Погуляа (Уфа) 24, 34, 
36; Д{. Поликарпов (Москва) 24, 35, 36, 38, 
40; В. Поляков (Петропавловск) 37; А. По- 
лянский (Челябинск) 34; С. Поляруш (Жа- 
бинка) 40; В. Просолов (Ворошиловграл) 
31; В. Разин {Белореик) 38; А. Резников 
{Киев) 24; А. Ремеев (Ташкент) 33, 34, 36, 
38—40; С. Рендзиняк (Стрый) 34, 386, 37; 
В. Решетняк (Киев) 34, 40, 41; А. Реше- 
тов (Грозный) 25, 38; М. Рывкин (Бобруйск) 
24, 34, 40; В. Рыжиков (Ахтубинск) 24, 28, 
34, 40, 41; Я. Ряписов (Ломоносов) 25, 38, 
40; Ш. Самиев (Дангаринский р-н Тадж. ССР) 
28, 29; В. Свиридов (Воронежская обл.) 
39; Р. Сергеев (дл. Перебродье Витебской 
обл.) 38; В. Сержанов (д. Средне-Белая 
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Амурской обл.) 36. 37; Р. Сирота (Харь- 
ков) 24, 28. 29, 34; В. Смоленков (Лениихрад) 
24. 38; Ю. Смоленцев (Ессентуки) 24, 25, 
28-30, 32, 34—38, 40; А. Степанович (Моск- 
ва) 24; В. Сторчак  (Кировоград} 24; 
М. Стрибуть (Лида) 28, 32; В. Суслена- 
ров (Куигур) 38, 40; В. Сычев (Грозный) 35; 
А. Теванян (и. Сисиаи Арм. ССР} 3$, 36, 
38: Т. Тикарев (Тула) 24; Требулева (Таш- 
кент) 38, 40: М. Тиульчинский (Киев) 28; 
Л. Узненко (СМагиитогорск} 24, 55, 28, 31, 
32, 34, 36. 40; И. Усоят (Ташкент) 25—29. 
З1, 32. 34. 36, 39, 40; Л. Федня (Омск) 25— 
28, 32. 34. 36. 38. 40—42; Е. Чедороз (Махии- 
тогорск) 24. 25. 34. 36, 41; Д. Фушиан(Чернов- 
цы) 26. 27; 3. Хацимовекий (Красноярск) 
24--27: Л. Лолматон (с. Ярбащи Апдижам- 
ской 06бл.) 28--30, 32; И. Цифра (с. Веля- 
гино Закарнатской обл.) 28; Ю. Цыганов 
(в. Вербилки Московской обл. 38, 46; А. Чер- 
ников (Воронеж) 36: А. Ченулин (Уфа) 39: 
4. Шабелин (Магнитогорск) 24, 25: М. Шаа- 
лнухамбетов (Алма-Ата} 38, 39, 41, Ж. Ша. 
мирадав (Атихабал) 40; В. Шапкин (Октябрь- 
ский) 24; В. Шопошников (Фрунзе) 40: 
К. Шварцман (Кишинев) 24, 39, 40; В. Шено- 
рик (Алма-Ата) 34—36, 38, 39; А. Шень 
{Москва) 40; А. Шестак (Макарон) 34, 36: 
Е. Шестаков {л. Ровковичи Гомельской обл.) 
34, 36: Е. Шестаков (Москва) 38, 40; 
С. Шшикин (Медвежьсгорск) 24—29, 30, 32; 
В. Шнепдман (Харьков) 25, 26, 28—32. 34, 
36, 38—42: С. Шульга (Киев) 38; А. Юдин 
(Сызрань) 38. 

С. Г. Семенчияский 


Ответы к кроссворду 
(см. «Кайнть, 1974, №6) 
По горизонталн 


2. Луч. 5. Пульсар. в Мезон. 9. Ос- 
мнй. 13. „юмен. 14. Гук. 15. Катет, 20. Ин- 
ния. 21|. Зеркало. 22, к 27. Мннус. 
28. Герц. 29. Свет. 30. Сдвиг. 35. Ответ. 
36. Леление. 37. Частное. 38. Бином. 
42. Вольт. 43. Бром. 45. Анод. 46. Слюда. 
49. Катод. 50. Отрезок. 51. Волиа. 54. Точ- 
ка. 55. Три. 56. Коиус. 59. Планк. 60. Ге- 
рон. 62. Инфагор. 63. Бор. 


По вертикали 

|. Фурье. 3. Кулон. 4. Масса. 6. Ве- 
Сер. Т. Дирак. Ю. Кюрий. 11. Фуикция. 
12. Генри. 16. Синус. |7. //юни. 18. Плюс. 
19. Хорда. 23. Гинерой- 24. Серебро. 
25. Нейтрон. 26. Цилнидр. 31. Сто. 32. Век. 
33. Нон. 34. Ток. 39. Дьюар. 40. Алгебра. 
41. Длина. 44. Метр. 45. Азот. 47. Сорок. 
48. Фокус. 52. Шкала. 53. Фотои. 57. Им- 
дий. 58. Метод. 61. Закон. 
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Головоломка 


В нустые квадратики 
пьставьте соответствующие 
цифры, нодобрав их так, 
чтобы, производя  носледо- 
вательно указанные  арнф- 
метические действия, полу- 
чать в результате число, 
стоящее носле знака равен- 





ства. 

0+ О: #^ 09 = [0 
д’ РО Псы 
0+ 9:99+00 = 92 
@: 0- 0х = Са 
07+659+С9 +22 =Е25 


Последовательно — зна- 
мит так, как если бы каждая 
сгрока ребуса была сиаб- 
жена скобкамн, ноказываю- 
мими последовательность 
действий по приводимому ни- 
же примеру: 


(© +0): 2] +20= [о 


Учтите, что и  роебусе 
числа чижней строки 
соответственно равны 
числам иноследцего столбца. 
Ни ожю число в ребусе ие 
равно нулю н не начинается 
цифрой иуль (одиако на 
нуль числа мохут окаичи- 
ваться). 

Л. М. Мочалов 


Бир:УКуаптесте.ги 








Варианты вступительных 
экзаменов в вузы 





ПРАНТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 
Белорусский Факультет прикладной математики 
ь Вариант 3 
государственный 1. Отношение периметра параллелограм- 
ма к его болышей диагонали равно #, # >> 2. 
университет Найти углы параллелограмма, если извест- 
Но, что большая диагональ делит угол парзл- 
ИМ В И Ленина лелограмма в отношенни 1:2 
о Ч 2. Найти лва натуральных числа, раз- 
Ниже мы помещаем варианты вступи-  пость которых 66, а наименьшее общее крат- 


тельного письменного экзамена по матема- 
тике, предлагавшиеся поступавшим на фа- 
культеты физико-математического профиля 
Белорусского государственного университета 
в 1973 году. 


Математический — факультет 


Вариант 1 


1. Виутри окружяости радиуса А рас- 
положены четыре равных скружпости меш,- 
шего раднуса. Каждая из них касается боль- 
сек окружности н двух равных ей соседних. 
Вычислить площадь фигуры, ограничениой 
всеми равными окружиостями, 

2. В грифметической прогрессии ат? л, 
ол — т (тат). Нами ар. 

3. Решить перавенство 

ет <! 

4. Найтн значения х в промежутке 
[-2х, д], при которых функция }(х) = 
= 5шх — с05 х имеет наименьшее значение. 

Варнант 

+. В треугольной пирамиде все шесть 
ребер одниаковы. Найти расстояние от цент- 
ра основапня ло боковых граяей, если радиус 
вписанного шара равен Ю. 

2. Упростить выражение 


г ата као 
ухе 


У аб, в>>0. 


3. Решить уравненне 
$12 х-|- $12 2х == {. 

4. В треугольнике АВС проведена бис- 
сектриса АР. Доказать, что если АВ 
-- ВБ == АС- СО, то треугольник АВС — 
равнобедрениый. 


если х 


ное 360. 

3. Определить, ирн каких значениях а 
уравненис 

211 (х-- 3) = № (ах) 

имеет едииствениый корень. Найти этот ко- 
репь- 

4. Привести к винду, удобному для лога- 

ифмировання, 

мы зп 29 -- с03 4а — эт ба. 


Вариант 4 

1. Отношение ‘объема шара, вписанного 
в конус, к объему шара, описапного около 
этого конуса, равно №, где О«А< 18, 
Найти угол между образующей конуса н 
плоскостью сго основания, 

2. Два мотоциклиста отправляются одно- 
временно навстречу друг другу из пунктов 
А иВ, расстояние между которыми 660 км. 
В то время, как первый проходит 250 км. 
второй проходит 200 км. Найти скорость 
движения мотоциклистов, считая их деиже- 
ние равномерным, если первый мотоциклист 
приходит в В на 3 часа раньше, чем второй 
в 4. 

3. Решить уравнение 


—- 2 -1- 4 с05?х =. с0$ х -:- | Зятх. 
4. Решить неравенство 
1+2] —х 
| -—— хз 
Физический факультет 
Вариант 5 


1. В правильной треугольной призме 
плоскость, проведенная через центр основа- 
ния и центры симметрий двух боковых гра- 
ней, составляет с плоскостью основания 
острый угол &. Найти площадь сечения, обра- 
зоваиного этой плоскостью, если сторона 
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основания равиз а. 
2. Решить неравенство 
Тюбо,з (х-- 1) > Юк, (2 —х). 
3. Решнть уравненне 
$4 х- 6058 х == $ 2х — 0,5. 

4. Найти три числа, образующие геомет- 
рическую прогрессню, если известио, что нх 
произведение равно 64, а их среднее арифме- 

13 


тическое равно ей я 


Вариант 6 

1. В основаним прямой призмы лежит 
равнобочная трапеция, днагоналн которой 
перпендикулярны к соответствующим боко- 
вым сторонам. Острый угол между диагона- 
лями трапеции равен ©. Отрезок прямой, 
соединяющий вершину при остром угле верх- 
него основания с центром окружности, опн- 
санной около нижнего осмования, равен { 
н образует с плоскостью основания угол В 
Найти объем призмы. 

2. Решить уравненис 


65053 2х -1- 2513 2х 


3605 2х — утЭх ео 


3. Решить неравенство 
х? — Зх-!- 1 
Ши 7 


4. Решить систему уравиений 


|1/ — Юз х р 1, 
м7 == 32 


С. С. Белявский 


Уральский 
государственный 
университет 

им. А. М. Горького 


В «Кванте» № 7 за 1973 год мы уже рас- 
сказывали об Уральском ордена Трудового 
Красного Знамеии государствелном универ- 
ситете имени А. М. Горького. В этом номере 
мы приводим образцы вариантов письменного 
экзамена по матемагикс и образцы билетов 
устного экзамена по физике на математико- 
механическом и физическом факультетах 
в 1973 году. 


Математнка 


Математико-механнческий факультет 
Письменный экзамен по математике 
Вариант 1 

Г. В сосуде имеется несколько одинако- 
вых кранов, которые открывают один за 
другим через равные промежутки времени. 
Через 8 часов после того, как был включен 
последний кран, сосуд был заполнен; при этом 
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оказалось, что первый кран работал в 5 раз 
больше времени, чем Последний. За сколько 
часов заполиится сосуд, если открыть все 
крапы одновременно? 

2. В конус вписан куб с ребром а так, 
что одно его ребро лежит на днаметре осяо- 
вания Конуса; вершины куба. не принадле- 
жашие этому ребру. лежат на боковой по- 
верхности конуса, а центр куба лежит на 
высоте конуса. Определить объем конуса. 

3. Решить уравнение 
с087х-с0$ 2х -{- с05 ЧХ -!- С05 ЗХ -С08 Х - 


о ? | х 
-2 051 х = 55” ©0566 57. 


4. Даны значения 1% 24 == 1,38021 и 9 25 == 
==1,39794. Определить без помощи таблиц, 
сколько нулей содержится после запятой 
до первой значащей цифры в десятичной 


Гол 
записи числа $11990 ЕЕ . 


Взрнаит 2 
1. Два рабочих разной квалификации 
выполинли за 3 часа. некоторую работу. 
Бели бы первый рабочий начал работу на 
час раньше, а второй ина полчаса позже, то 
они закончили бы работу на 18 мииут рань- 
ше, чем в действительности. Если бы второй 
рабочий начал работу из час раньше. а пер- 
вый иа полчаса позже. то первый рабочий 
заработал бы на 5 руб. 60 коп. меньше, чем 
на самом деле. Сколько заработал каждый 

рабочий в действительности? 
2. В треугольной пирамиде 5АВС ребро 
АВ равно а, а все плоские углы трехгранных 
углов с вершинами в точках А и В равны @.. 

Определить объем пирамиды. 


3. Найтн решения уравнения 
НЕВА НИНЫ 
Е 1 — со$х-р фр Г-- с05х —=4яплх, 
<0$х 


лежащие в интервале (0, 27}. 
4. Решить неравенство 


2-ой, (4х — х? — 2) > |. 


Дополнительные вопросы, предлагавшиеся 
на устном экзамене по математике 


1. Найти область определения функции 
узы 6х — д. 
2. Построить `рафик функции 
у == У со х-5тх -- У 9-60 Х. 


3. Решить уравнение Рх--1— И х-=а. 


8. Какое из чисел больше: 
и РЕ: 
(И?) “или (уз) 
е т х 
5. Решить уравнение 29 3% -- =“ 


6. Доказать непернодичность функини 
и == с05 х-- $ (хр 2). 


7. Существует ли возрастающая геомет- 
рическая прогрессия, у которой первые 
7 членов — целые, а следующие — нецелые> 

8. Существует лн четырехугольная пи- 
рамида, у которой две противоположные 6бо- 
ковые грани перпендикулярны к основанию? 

9. Может ли плоскость пересекать пять 
ребер треугольной пирамиды? 


Физический факультет 
Письменный экзамек по математике 
Варнант 3 

1. В озеро впадают две реки, скорости 
течения которых одинаковы, на озере тече- 
инс отсутствует. Пароход выходит из порта 
В, расположенного на первой реке, н плывет 
в порт А, расположенный у устья реки, 
потратив на этот путь 23/‹ часа. Затем паро- 
ход плывет дальше из порта А через озеро 
в порт С на второй реке, затратив на этот 
путь 3,5 часа. На путь из С в А пароход 
тратит 3 часа. Сколько времени потребуется 
пароходу, чтобы подняться вверх по первой 
реке из порта А в порт В, если известно, что 
порт А расположен посередиие между пор- 
тамя Ви С? 

2. В равнобедренном треугольнике с Уг- 
лом при основании, равным ©, высота, опу- 
щенная на основаиие, больше радиуса впи- 
санкого круга на т. Определить радиус 
описаниого круга. 

3. Решить уравнение 


2 ГВ — ы 
(соз 2х)? с05 3х4 с05$ х—1 ес 5х. 


4. Для каждого веществениого а решить 
неравенство 


У 2ах — 2>а-х. 
Вариант 4 


1. Одиому буксиру нужно перевести за 
нанменьшее время два понтона вииз по реке 
на {| км. Было решено, что один понтон будет 
отправлен по течению реки самостоятельно, 
а другой будет некоторое время транспорти- 
роваться буксиром, после чего буксир оста- 
вит его, вернется за первым поитоном и отбук- 
сирует его до конечного пункта. Сколько 
времени потребуется на транспортировку 
буксиром второго понтона, если к конечному 
пункту оба понтона пришлн одновременно 
и если собственная скорость буксира и км/ч, 
а скорость течення реки ц км/ч? 

2. Высота правильной треугольной пи- 
рамиды равна А, а расстояние от осиования 
высоты до бокового ребра равно а. Опреде- 
лить двугранный угол между боковыми гра- 
иями пирамиды. 

3. Решить снстему уравнений 

| 1 7 


хи" ра 10 
| | 


-- = 15 








8 
у12 15 
| 1 9 

2 


ира Гхт2-" 20 
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4. Доказать, что для всех значений х, 
при которых левая часть имеет смысл, спра- 
ведливо неравенство 


{1х — 1) Ве х—Пх 
к (3х 2х — = -|. 


Физика 


Математико-механический факультет 


Билет 1 


1. Третий закон Ныютонма. Устройство 
реактивного двигателя. 

2. Разложение белого света призмой. 
Слектр. Невидимые области спектра. Уст- 
ройство спектроскопа. Понятие о спектраль- 
ном анализе. 

3. К аккумулятору с внутрениим сопро- 
тивлением [ ож подключена проволока сопро- 
тивлением 4 ом, а затем параллельно ей еще 
одна такзя же. Во сколеко раз изменится 
колнчество теплоты, выделяющееся в первой 
проволске, после подключения второй? 


Билет 2 

+. Гармоническое колебательное движе- 
ние. Период н частота колебаний. Математи- 
ческий маятник и период: его колебаний. 

2. Строение ядра атома. Деление ядер 
урана. Выделение энергии при делении 
тяжелых ядер. 

3. За какое время тело соскользнет 
© наклонной плоскости с углом В, если по 


наклонной плоскости с углом © оно движет- 
ся вниз равномерно (Ва)? 


Билет 3 


1. Понятие о волновой и квантовой 
природе света. 

2. Электрический колебательный  кон- 
тур. ия энергин в колебательном 
коитуре. Связь периода колебаний Контура 
с его ипдуктивностью и емкостью. 

3. Открытая с двух сторои стеклянная 
трубка до половины погружена в ртуть. 
Верхнее отверстие закрывают пальцем и 
трубку вынимают из ртути, при этом в ней 
остается столб ртути высотой й= 22 см. 
Определить внешнее атмосферное давление, 
ссли длина трубки ЕЁ = см. 


Билет 4 


1. Механическая работа. Единицы изме- 
рения работы. Мощность, единицы ее из- 
мерения. 

2. Электрические явлення в вакууме. 
Явление термоэлектронной эмиссин. Элект- 
ронио-лучевая трубка. 

ва точечных заряда величиной $ = 
= 3,4 ед. заряда СГСЭ находятся на рас- 
стоянии 17 си. С какой силой н в каком на- 
правлении оии действуют на еднинчный по- 
ложительный заряд, находящийся на рас- 
стоянии 17 см от каждого из них? 


$1 


Физический факультет 
Билет 1 


1. Магнитное взанмодействие проводни- 
ков с током. Сила, действующая на провод- 
ник с электрическим током в магнитном поле. 

2. Почему изотермическое расширение 
газа возможно только при подведенин к ие- 
му искоторого количества теплоты? 

3. На какую максимальную глубину 
можно погрузить в воду точечный источник 
света, чтобы квадратный плот со стороной 4 м 
не пропускал света в пространство над по- 
верхностью воды? Коэффициент преломле- 
иня воды п > 1,33, центр плота находится 
над источником света. 


Билет 2 


1. Сложение сил. Равнодействующая си+ 
ла. Сложение параллельных сил. Услсвие 
равновесия тела, имеющего ось вращения, 

2. Переносят ли энергию волны, расп- 
ространяющиеся по поверхности воды? 

3. Тело падает с высоты Н без начальной 
скорости. На высоте й оно абсолютно упруго 
ударяется о площадку, расподяоженяую под 
углом 30° к горизонту. Определить высоту 
подъема пад точкой удара о площадку. 


Бнлет 3 


1. Киленис. Зависимость температуры 
книения от давления. Удельная тенлота па- 
рообразования. Конденсацкя пара. 

2. Как изменится освещенность экрана 
точечным источником света, если параллельно 
экрану поместить плоское зеркало на таком 
же расстоянии от источника, как экран. 

3. Металлический шар г==5 см заряжен 
Ао потенциала (==150 а. Чему равна нанря- 
женность поля в лочке, удаленной от поверх- 
ности шара па 10 см? Как изменнтся напря- 
женность поля, эсли шар соедицить со вто- 
рым шаром радиуса 10см, а затем второй 
шар убрать? 


Билет 4 


1. Явления, свидетельствующие о слож- 
иом строении атома. Электронная оболочка 
н ядро. Излучение и поглощение энергии 
атомом. Энергия связи атомиых ядер. 
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2. Найти сопротивление схемы между 
точками Д и В (см. рисунок), если сопротив- 
ление каждого ребра 1 ом. 

3. Тележка массой М=20 кг катится 
без трения по горизонтальной плоскости. 
На ней находится брусок массой т==2 ке. 
Коэффициент трения бруска о тедежку 0,25. 
В одном случае к бруску приложена сила 
Е,=200 дн; в другом Рь=б н. Найти уско- 
рение бруска и чележки в обоих случаях. 

Э. А. Голубов 


Московский 
государственный 
педагогический 
институт 

им. В. И. Ленина 


В «Кванте» № 7 за 1973 год мы уже расска- 
зывали о математическом факультете Москов- 
ского ордена Ленина и ордена. Трудового 
Красного Знамени государственного педаго- 
гического института им. В. ИН. Леннна. 

Физический факультет МГЛИ 
им. В. И. Ленвна готовит учителей физики 
для средней школы ло двум специальностям: 
учитель физики и учитель физики © правом 
преподавания ца иностранном языке (англин- 
ском нли французском). 

На факультете работают известные уче- 
ные и авторы учебников для высшей и сред- 
ней школы, профессора Н. Н. Малов, 
Е. М. Гершензон, Б. М. Яворский, В. И. Ле- 
вин, член-корреспондент АПН СССР про- 
фессор А. В. Перышкин, лауреат Государ- 
ственной премни. профессор Э. В. Шполь- 
ский, лауреат Ленинской премин, профес- 
сор М. С. Рабинович н другие. 

В составе факультета 6 кафедр: общен 
и экспернмептальной физики, теоретической 
физикн, физики твердого тела, методики 
преподавания физики, математической физи- 
кий и общетехнических дисциплии. 

Кроме основных курсов, на всех кафед- 
рах чнтаются разнообразные спецкурсы, ор- 
ганизована работа в спецпрактикумах н иа- 
учных кружках. 

При кафедрах физического факультета 
работают проблемные лаборатории (олтиче- 
ская, физики полимеров и до.), где сосредо- 
точены большие научные силы. В работе этнх 
лабораторий принимают участие н студенты 
факультета. | 

На факультете работает студенческое 
научное общество. 

Для поступления на факультет абнту- 
риенты должны сдать вступительные экза- 
мены, требования к которым определяются 
общими программами для поступающих 
вузы. 

Для иногородних абитуриентов работа- 
ют очно-заочные подготовительные курсы. 


В течение всезо года заинмающимся па кур- 
сах высылаются задания и специальные пол- 
готовительные материалы. В яюле слушате- 
яи курсов вызываются в Москву для очных 
запятий- 

Ниже приводятся варнанты письменно- 
го экзамена но математике и задачи устно- 
го экзамена по физике на математический 
и физический  факультсты  МГПИ им. 
В. М. Ленина в 1973 году. 


М атематнка 


Математический факультет 


Варнант | 
1. Решить неравенство 
108 2_38 < —3. 
2. Найтн все решения уравнения 
у 1— мп 2х =: ми 3х -Ё с0$ 3х, 
3 
лох. 


удовлетворяющие условию 


3. Через вершину основания правиль- 
ной Треугольвой нирамиды под углом @& 
к нему проведено сечение, параллельное 
протниволежащей стороне основания и пер- 
пендикулярное к противолежащей боковой 
грани. Определить объем пирамиды. зная 
ее анофему а. 

4. От пристани А одновременно отпра- 
вились вниз по теченню катер и плот. Катер 
спустился вниз но теченню на 96 км, затем 
повернул обратно и вернулся в А через 14 ча. 
сов. Майти скорость катера в стоячей воде 
ни скорость течення, если нзвестно, что ка- 
тер встретил влот на обратном пути на рас- 
стоянии 24 ки от А. 


Вариапт 2 


1. Решить неравенство 


Х-ЕТ 
19. Ув 199. х. 


2. Нантн все решения уравнения 
21305 2х 


сшх — Шх —_——— 
ы | -- 50$ 2х 


Ю 
удовлетворяющие условию |х| < л. 

3. Основанием пирамиды сзужит равно- 
бедренный треугольник, равные стороны ко- 
торого нмеют длину а. Соответствующие им 
боковые гранн перпендикулярны к плоско- 
сти основания и образуют межлу собой угол о. 
Угол между третьей боковой гранью и пло- 
скостью основания Также равен @. Опреде- 
лить объем пирамнды. 

4. Два поезда отправляются одноврс- 
менно из пунктов 4 и В навстречу друг дру- 
гу. Скорость первого поезда на 10 км/ч боль- 
ше скорости второго. Оба поезда встречают- 
ся на расстоянии 38 хм от середины АВ. 
Если бы первый поезд отправился из нунк- 
та А на 45 лин позже второго, то оба поез- 
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да встретились бы на середине АВ. Найти 
расстояние АВ и скорости обоих поездов. 


Физический факультет 
Варнант | 


1. В основании прямой треугольной приз- 
мы лежит равнобедренный треугольник АВС, 
у которого стороны АВ =: ВС = а и угол А 
равен ©. Через сторону АС проведена пло- 


д 
скость нод углом Фф (‹ <>) к основанию- 


Найти площадь сечения, если известно, что 
ни сечении получился треугольник. 

2. Найтн четыре числа, составляющие 
геометрическую прогрессню, так, что сумма 
крайних членов равна 35, а сумма среаних 30. 

3. Решить уравнение: 


ушах — УЗзт хсо$ х -- 0. 
4. Решить уравиение; 
о2х-1 _9 , о 
4 1- 





Варнант 2 

1. Основанием пирамиды служит рав- 
нобедренный треугольник, у которого боко- 
вая сторона равна а, а угол при вершине 
равен а. Все боковые ребра наклонепы к пло- 
скости основания под углом В. Найти объем 
пирамиды. 

2. Вычислить: 


у 8 и 5И зуб ... 


3. Решить уравнение; 
с0$ 2х -|- с05 х Е 1 = 0. 
4. Решить уравнение: 
1овь (2х -:- 3) : гй 
| — 1085 (2х3) ‘5 — Юв, (2х -1- 3) 
Вариант 3 

1. Определить объем инрамиды, осно- 
ванием которой является прямоугольный 
треугольник © острым углом &. Ребра накло- 
иены к плоскости основания под углом В 
н равны ВБ. 

2. Написать арифметическую  прогрес- 
сню, первый член которой равен 1. причем 
сумма первых ияти членов равна \, суммы 
следующих пяти членов. 

3- Решить уравнение: 

45 т? х -|- 3 605" х = 

4. Решить уравнение: 

1ов» (3х — 1) 2 
+ 108. (3х — й 7 3-|- ю8. (3х — Ю” 


Физика 


6,5 зньх. 


Математический и физический факультеты 


Е. Люстра весом 680 н подвешена к по- 
толку на металлической цени, длина которой 
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!=3 м. Какова высота #, на которую можно 
отклонить люстру, -чтобы при последующих 
качаниях цепь не оборвалась? Разрыв цепн 
наступает при натяжепии Рн =: 1360 м. 

2. Два груза массой 5 н 3 хг подвешены 
к концам нити, перекинутой через блок. 
Менымий груз находится на | м ниже боль- 
шего. Если предоставить грузам двигаться 
под действием силы тяжести, то через сколу,- 
ко времени они будут на одинаковой высоте? 
Трение не учитывать. 

3. Найти силу тяги, развиваемую мото- 
ром автомобиля, движущегося в гору с уско- 
рением 1 м/с". Уклон горы равен | м на 
каждые 20 м пути. Масса автомобиля равна 
900 хг, коэффициент трения колес о доро- 
гу 0.1. 

4. Санки весом 60 н скатываются с горы, 
которая образует с горизоитом угол 30°. 
Пройдя по склону 40 м, санки развивают 
скорость 3,6 м/с. Вычислить количество тен- 
лоты, выделенной при трении полозьев о 
снег. 

5. Свинцовая пуля,  летящая со ско- 
ростью г, = 400 м/с, пробивает доску, вслед- 
ствие чего скорость пули умепышается до 
Хх. = 200 мус. Температура пули в момент 
удара 30° С. Какая часть массы пули распла- 
вится, если считать, что на нагрев лулн рас- 
ходуется 80% энергии? 

-6. В сосуде находится воздух при иор- 
мальных условиях. Сосуд закрыт поршнем, 
площадь которого $ -` | см*, а масса т 
== 1,5 кг. До какой температуры надо па- 
греть воздух, чтобы он приподнял поршень? 
Расширение сосуда при нагревании не учи- 
тывать. 

7. В сосуде нагревают 1 д воды и 50 г 
льда. Начальная температура 0 °С. Сколько 
времени потребуется, чтобы вода закипела. 
если мощность нагревателя 500 вт, его к. п. д. 
60%> 

8. Резиновый шар содержит 2 л воздуха, 
находящегося прн температуре 20 °С под 
атмосферным давлением 760 мм рт. ст. 
Какой объем займет воздух, если шар будет 
опущен в воду на глубину 10 м? Температура 
воды 4” С. 

9. Электровоз движется со скоростью 
45 кмуч и развивает в среднем силу тяги 
4000 н. Определить, какой силы ток потреб- 
ляет двигатель электровоза, если напряжс- 
кие на зажимах 500 в. К. п. д. равен 96%. 

10. Электрический чайник с 600 см? 
воды при 18 °С, сопротивление обмоткн кото- 
рого при накале 20 ом, забыли выключить. 
Через сколько времени после включения вся 
вода выкипит? Напряжение сети 220 в, к. п. д. 
чайника 60%. 

И. Какое количество электроэнергии 
расходуется па получение | кг алюминия, 
если электролиз ведется при напряженин 
10 в, коэффициент полезного действия всей 
установки 80%. Атомный всс алюминия 27. 

12. В фокусе двояковыпуклой линзы 
с фокусным расстоянием Е —= 30 см перпен- 
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дикулярно к оптической оси установлено 
плоское зеркало. С другой стороны линзы на 
расстоянии 45 си от нее находится светящий- 
ся предмет. Где и какое получится изображе- 
низ этого предмета? 

13. Длина волны Желгых лучей в воз- 
духе 580 ммк. Какова длина волны их в воде? 


С. Е. Каменецкий, В. И. Крупич, 
#. Е. Парфентьеви, Л. Ч. Постникова, 
М. М. Чернецов, Г. А. Шадрия 


Московский 
областной 
педагогический 
институт 

им. Н. К. Крупской 


МОПИ был оргапизован в 1931 году па 
базе педагогического техникума имени Проф. 
интернг, начавшего свою работу в 1922 го- 
ду. В институте имеется 8 факультетов: 
математнческий, физический, литературный, 
сстественно-географический, — исторический, 
физического воспитания, ромапо-гермаяских 
языков, английского языка, а также фа- 
культет повышения квалификации препо- 
давателей педвузов РСФСР, подготовительное 
отделение на правах факультета, аспиран- 
тура и другие учебные подразделения. Ин- 
ститут готовит специалистов широкого и у3- 
кого профиля для работы в средней школе 
по новым программам. 


Математический факуль- 
тет готовит учителей математики для сред- 
ней школы. На кафедрах факультета ведется 
подготовка аспирантов по специальностям: 
теория функций и функциональный анализ, 
методика прелодевания математики, геомет- 
рия и топология, алеебра [23 теория чисел. 


Фнзический факультет го- 
товит учителей физики, учителей физики на 
Французском или английском языке и учите- 
лей общетехнических дисциплин (со второй 
специальностью — учитель черчения). На фа- 
культетс имеется аспирантура по спецналь- 
ностям: экспериментальная физика, теорети- 
ческая физика и методика преподавания фи- 
зики. 


Подготовительное отделе - 
ине института, работающее на правах 
факультета, ведет подготовку © отрывом от 
производства по следующим специальностям: 
математика (матфак), физнка (физфак}, исто- 
рия (истфак), биология и химия (естфак), 
английский язык (ннфак), русский язык 
и литература (литфак). На подготовительное 
отделение (по результатам собеседовання) 
принимаются передовые рабочие н колхоз- 


ники, имеющие непрерывный стаж работы ие 
менес одного года, — по направлениям про- 
мышлениых предприятий, строек, органн- 
заций траиспорта и связи, геологоразведоч- 
ных организаций, колхозов и совхозов, а так- 
же демобилизованные из рядов Советской 
Армин стличники боевой и политической 
подготовки — по направленню комаидования 
воинских частей. Слушатели подготовитель- 
ного отделения пользуются правами студен-- 
тов первого курса — обеспечиваются. обще- 
житнем, получают стипейдию. Срок обучения 
на подготовитсльном отделении — 8 месяцев; 
по окончании обучения слушатели сдают 
выпускные :Кзамепы. Слушатели, получив- 
шие па выпускных экзаменах положитель- 
ные оценки, зачисляются на первые курсы 
соответствующих факультетов дневиого отдс- 
ления института без сдачи вступнтельных 
экзаменов, 

Ниже приводятся обралцы варнантов 
письменного вступительного эКламена по 
математике и задачи устного экзамена по 
физике в МОПИ имени Н. К. Круиской 
в 1973 году. 


Математика 


Математический факультет 
Варнант 1 
1. Упростить выражение (230): 


> 





2. Решить неравенство 


ви 
Та а 


3. Сколо круга раднуса К описана трапс- 
ция с острыми углами 9 и В при большем ос- 
новании. Найти площадь этой трапецин. 

4. Если натуральное чнсло имеет вид 
2т?}- п?, то квадрат этого числа может быть 
представлей в виде 2а* -г 67, где, В, т.п — 
ие равпые между собой натуральные чнела. 
Доказать. 

Варизит 2 


}. Упростить выражение: 


7 (12 — 8 
р] 





я 


(6520, 652) и вычислить его значение 
ирк &= 0,0025. 
2. Решить перавенство 


15 (х* — @х -;- 8) 
#(х— 8) >. 


3. Отношение площади прямоугольного 
треугольника к площадн квадрата, построен- 
ного на сго гипотенузе, равно А. Найти 
сумму тангенсов острых углов треугольника. 
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4. Цифры четырехзначного числа — пос- 
ледовательные, возрастающие числа нату- 
ральной последовательности чисел. Найти 
разность между числом, записанным теми же 
цифрами, но в обратном порядке, и данным 
числом. 


Физнческий факультет 
Спецнальность «физика» 
Вариант 3 
1. Решить уравнение 
х-;-2 12, 18х 
ХХ (12-х) ° 


2. Решить уравнение 
энх -|- ИЗсо$ х =1. 


3. Мепынсе оспование равнобедреиной 
трапеции равно высоте и равно А. Острый угол 
трапеции равен @. Найти периметр трапецин. 

4. Мз пункта А в пункт В со скоростью 
5 лми двигался пешеход. Велосипедист, 
отправивиийся одновременно с пешеходом 
из ВвА, встретился с ним через | час 12 мии. 
Прибыв в луйкт А, велосипедист повернул 
обратно н догнал пешехода в 20 км от 
пункта В. Найти расстояние АВ и скорость 
движения велосипедиста. 


Варнаит 4 


1. Решить уравнение 
ры ИЕ РТ 
14 --7у т 12—36 — Зи" 


2. Решить уравнение 
Е 
5 
$ х-р 058 х == 5 


3. В трапеции, основання которой рав- 
ны аи 5, через точку пересечения диагоналей 
проведена прямая, параллельная основа- 
ниям. Найти длиих отрезка этой прямой, 
заключенного между сторонами трапеции. 

4. Отправляясь в путешествие, турист 
рассчитывал нстратить в дороге 72 руб. 
В течение первых 5 дней сего расходы совпа- 
дали в с расчетными, а затем он стал расхо- 
довать в среднем на 1 руб. больше намечен- 
иного ежедневно. Задержавшись к тому же 
в пути на Е день, он вернулся домой, истра- 
тив па путешествие на 23 руб. больше, чем 
намечал. Сколько дней был этот турист в до- 
роге? 


Сиециальность «физика на франиуз- 
ском (илн английском) языке» 


Вариант 5 
}. Решить уравнение 
х--9 х -1- 15 1 


2. Решить уравнение 
МИХ -- ©0905 Х == 2 зщ 5х. 
3. Из точки АД, отстоящей от плоскости 
на расстоянн? а, опущен на плоскость пер- 
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пендикуляр АО и проведены наклонные АВ 
и АС под углом 45° к плоскости каждая. 
Угол ВОС равен 90. Найти площадь тре- 
угольника АВС. 

3. Решить графически уравнение: 


х?—9 
х—3 = 6: 





Вариант 6 
1. Решить уравнение 
5 40 т 
4-х. 
2. Решить уравнение 
За? х — 1 
И И 1. 
с0$-х 
3. Из точки А, отстоящей от плоскости 
на расстояние, равное а, опущен ма эту 
плоскость перлендикуляр АО н проведены 
две наклонные АВ и АС под углом 60° к 
плоскости каждая. Угол ВОС равен }20 
Найти высоту ОБ треугольника ВОС. 
4. Решить графически уравнение 


, о х3 — 4х 
к —-Е = х2 — 9х * 
Специальность *общетехнические 


дисциплины» (С донолнительной специаль- 
ностью «черчение») 


Вариант 7 
1. Периметр прямоугольного треуголь- 
ника с острым углом а равен 2р. Найти пло- 
щадь этого треугольника. 
2. Решить уравнение 
в | 6 
х- нЕ . 
3. Решить уравненне 
5ИРЯХ - 60$ Х. 


4. Решить неравенство 
[3х — 2[> 1. 


Вариант 8 
1. Периметр равнобедренвой трапецин 
с острым углом равен р. Высота трапешин 
равиа й. Найти площадь этой трапеции 
2. Решить уравнение 
2 


ут *- 


3. Решить уравнение 


их == |-р 605 х. 
4. Решить неравенство 
(2% П< 1. 


Физика 


1. Мапометр па баллоне со сжатым га- 
зом на складе при 2-=--3 °С показывал дав- 
ление 80 отм. Какое давление покажст 
манометр в цехе прн температуре 17 `С после 
тг как половина газа буде] израсхолова- 
на 
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2. Шарик висит на легкой нерастяжимой 
иитн длиной | м. Какую минимальную ско- 
рость надо сообщить шарику в нижней точке, 
чтобы он олисал полную скружность? 

3. Электрический чайник емкостью 2 л 
н мощиостью 500 вт, полный воды, прн 
!-— 20°С включили в сеть и забыли выклю- 
чить. Через какое время возникнет оласность 
пожара, если к. п. д. чайника 0,72 

4. Зригельная труба, имеющая объектив 
с оптической силой 2 дптр, была настроена 
на бесконечность. Затем ее перестроили для 
того, чтобы наблюдать предмет, расположен- 
ный на расстоянии 10 м от объектива. К чему 
свелась перестро? ка> 

5. Определить коэффициент трения при 
движении тела по наклонной плоскости, ссли 
скорость равномерного движения тела вверх 
по нёклонной плоскости в 2? раза меньше 
скорости равномерного движения вниз. Мощ- 
ность в обоих случаях затрачивается одина- 
ковая, а наклонная плоскость составляет 
Угол 5 с горизонтом 


Г. Л. Яуканкин. Ю. М. Колягин 


Московский 
авиационный 
технологический 
институт 


им. К. Э. Циолковского 


Московский авиационный технологиче- 
ский институт именн К.Э. Циолковского за- 
нимастся подготовкой инженеров-технологов 
но повой техинке для авиационной и других 
отраслей промышлеиности. 

В МАТИ имеются следующие факуль- 
четы авиационво-технологический, авнацион- 
но-механический, факультет радиоэлектрон- 
ной аппаратуры и вечерний факультет. 
Авиационно-технологический факультет гото- 
вит инжеперов-мсталлургов по металловеде- 
нию, оборудованию н технологии термиче- 
ской обработки металлов; литейному производ- 
ству черных н цветных металлов; обработке 
металлов давлением; металлургии и техно- 
логин сварочного производства. Авнацион- 
но-механический факультет готовит инжене- 
ров-мехаинков по самолетостроению, авиа- 
циоиным двигателям, технологии переработки 
неметаллических материалов. Факультет ра- 
дноэлектрониой аппаратуры готовит ниженс- 
ров-механьков по авиационному приборо- 
строенвю и радионнженеров-технологов по 
конструнрованию и производству радиоаппа- 
рату ры. 

Ниже пунводятся варнанаы письменного 
экзамена по матечатнке 1973 года. 


Факультет  радноэлектронной 
1. Решить уравиение: 
Их +1 — Узх — 18 = Ух + 7. 

2. Решить уравнение: 

т х-- эт 2х == с05 х-|- с0$ 2х. 

3. Каждый из равных углов боковой гра- 
нн правильной шестиугольной пирамиды ра- 
вен Ф. Расстояние от середины высоты до 


бокового ребра равно Г. Найтн высоту пира- 
мИиды. 


4. Решить систему уравнений: 
9х? -- ху у? -|- 2х —у=0, 


{4х2 4. Алу +1 ур 2х Ну 0. 


5. Решить неравенство: , 
Повз (Зх-- И И> 2— ю(- |. 


Авиационно-механический факультет 


аппаратуры 


1. Решить уравнение. 
(х—2) #25 = 5—5 '. 
2. Решить уравнение: 


-- ‚ га я = 
7 17 со 4х 2} 20$ 4х —-— =5. 

3. Из точки ребра двуграниого угла, 
равного ©, в одной из его граней проведен 
отрезок, составляющий с этим ребром угол В. 
Какой угол образует отрезок с другой гранью? 

4. Дсказать, что равенство двух комп- 
лексных чисел 

21 == х- Зи (Миг 

2 | — 2х у (Г 2х це 
невозможно пи для каких действительных 
чисел хи и. 

5. Решить неравенство: 

(х* — 4) 6ьх > 0. 
И. В. Коновальцев, В. И. Новиков 


Ярославский 
политехнический 
институт 


Ярославский полизлехнический институт (до 
1973 года он назывался технологическнм) 
был открыт в 1944 году. В ииституте шесть 
факультетов: 1} технологический (специаль- 
ности: технология основного органического 
и нефтехимического синтеза, химическая 
технология синтетического каучука, техно- 
логия резины); 2) факультет технологин 
электрохимических и лакокрасочных покры- 
тий (специальности: технология электрохи- 
мических производств, химическая техноло- 
гия лаков, красок и лакокрасочных покры- 
тнй); 3) механический (специальности: ма- 
шины и аппараты химических производств, 
автоматизация и комплексная механизация 
химико-технологических процессов, двига- 
тели внутреннего сгорания, технология ма- 
щиностроения, металлорежущие станки и 
инструменты, машиностроение, автомобиль- 
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ный транспорт); 4) инженерно-строительный 
(спецнальности: промышленное и граждаь- 
ское строительство, строительные к дорожные 
машины и оборудование); 5) общетехниче- 
ский; 6) вечерний. Обучение на общетехни- 
ческом факультете ведется по вечерней форме 
образования. Студенты три года обучаются 
общим инженерным дисциплинам техноло- 
гического, механического и строительного 
профиля, после чего могут перейти на 4 курс 
вечернего факультета по избранной специаль- 
ности. 

При ниституте имеется подготовительное 
отделенне с дневной формой обучения. Вы- 
пускники института направляются для рабо- 
ты на заводы, в научно-исследовательские 
и проектные организации. 


Математика 


(пксьыменный экзамен, 1973г) 


Вариант 1 

1. В конус вписана пирамида, основа“ 
инем которой служит прямоугольный тре- 
угольник; боковая грань, проходящая через 
один из катетов, образует с плоскостью осно- 
вания угол @. 

Найти объем пирамиды, если образую- 
щая конуса равна { и наклонена к плоско- 
сти под углом В. 

2. Решить систему уравнений 


105. ЕЯ, = 2, 


4 
юрзх. Юй» (у-- 1) =: —5-. 


3. Найти сбласть определения функции 


2х 
| 1 ха 





тж 
и = у 2х1 —4х —= -{- агсят 
4. Решить уравнение 


% 
о: р 
2. 





х 
1 — <-> 


Вариант 2 


1. Высота правильной треугольной пи- 
рамнды равна й, а двугранный угол при бо- 
ковом ребре равен 2. Найти объем пнра- 
мнды. 

2. Решить систему уравиеннй: 


о +УбЕ\ти->, 
Хх? | у? — 4х —=0. 
3. Решить неравенство 
ох 2. Юбох 2. Юра 4х > |. 
4. Решить уравиение 
зе х -- соб х == зи 2х -{ с05% 2х. 


57 


Варнаит 3 


1. В вар радиуса А вписана правиль- 
ная четырехугольная пирамида, у которой 
плоский угол при вершине равен ©. Найти 
объем пирамиды. 

2. Решить систему уравнений 


хе ху Ну? = а?, 
а 


ыы Уа + Уи Ур = у : 


3.Найти область определения функции 


р. 





х?— | 
=}, И ИР се: еее 59% 
К Я | 


1 
Те 


4. Решить уравнение 


ЕВ Е 
[сов 21 Зе х 5 пх- ны. 
Физнка 

Вступительные экзамены в ЯПИ про- 
водятся в полном соответствии с программой 
по физике для поступающих в вузы. Абиту- 
риенты сдают устный экзамен. На экзаменах 
каждому абитуриенту предлагается два тео- 
ретических вопроса и одна задача. Приведем 
задачи, предлагавшнеся на вступительных 
экзаменах в 1973 году. 

1. Автомобиль вторую половину пути 
шел со скоростью в 1,5 раза большей, чем 
первую. Его средняя скорость на всем пути 
9ср = 43,2 км/ч. Каковы скоростн автомобиля 
на первой н второй половинах пути? 

2. Определить работу А поднятия груза 
массой т = 100 кг с ускореннем а == 1 м/с 
по наклоимой плоскости длиной {= м. 
Угол наклона плоскости к горизонту & == 30°. 
ВЕ трення груза о плоскость 
в — 6,1. 

3. Груз массой т = 100 кг перемещают 
равномерио по горизонтальной плоскости. 
прилагая силу Р под углом © = 30° к гори- 
зоиту- Определить величину этой силы, если 
коэффициент трения между грузом и пло- 
скостью | = 0,3. 

4. Трамвай, масса которого т == 9,6 т, 
идет по выпуклому мосту со скоростью 
у —= 32.4 км/ч. Радиус кривизны моста 
Ю = 30 м. С какой силой Р давит трамвай 
на мост на расстоянни 5$ = 15,7 м от его 
середины? 

5. Конькобежец, стоя на льду, бросил 
вперед гирю массой м, = 5 ке и вследствие 
отдачи покатнлся назад со скоростью и. = 
—= |! м/с. Масса конькобежца то == 60 кг. 
Определить работу А, совершенную конько- 
бежцем прн бросании гири. 

6. Ракета, пущенная вертикально вверх, 
поднялась на высоту А == 630 км и начала 
падать. Какой путь $ пройдет ракета за 
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первую секунду свободного падения? Раднус 
Земли Ю — 6370 км. Ускорение свободного 
падения у поверхности Земли &о == 9,8 м/с?. 

7. Определить массу т и количество п 
молекул водорода, содержащихся в сосуде 
емкостью — И-= 20 л при давлении р = 
= 2,46 атм и температуре {== 27 °С. 

8. В воде на глубине Я, =: | м находится 
пузырек воздуха. На какой глубине №» 
этот пузырек воздуха будет иметь втрое 
меньший объем? Давление атмосферного воз- 
духа ру — 760 мм рт. ст., плотность воды 
р == 10° кг/м3, ускорение свободного падения 
& == 9,8 м/с?. 

9. Металлическому шару, иаходящемуся 
в воздухе (5 = 1), сообщили заряд 9 -= | нк. 
Раднус шара А <= 15 см. Определить напря- 
женность ЕЁ и потенциал ф поля: а) вие шара 
иа расстоянии г = 10 см от поверхности 
шара. 6} на поверхности шара, в) в центре 
шара. 

10. В двух протнвоположных вершинах 
квадрата со стороной а = 30 см находятся 
заряды 9 = 2 10-1 к. Найти напряженность 
Е и потенциал ф электрического поля в двух 
других вершинах квадрата. 

11. Какую работу А требуется совер- 
шить для того, чтсбы два заряда величиной 
$ = 3-10-® к каждый, находящиеся в воз- 
духе (=-=1) на расстоянии хз == 60 см 
друг от друга, сблизить до расстояния 
га == 20 см? 

12. Одному шару сообщили заряд 13 нк, 
второму 18 нк. Затем шары соединили про- 
волокой. Найти окончательное распределение 
зарядов на шарах. Радиус первого шара 
Ю, = 8 см, второго Ю; = 18 см. Емкостью 
соединительного проводника пренебречь. 

13. Вольтметр имеет сопротивление А== 
=: 2000 ом и измеряет напряжение до (/,= 
‚= 1008. Какое иужно поставить добавочное 
сопротивление Юх, чтобы измернть напря- 
жение до = 220 в? 

14. Найти главное фокусное расстоя- 
ние Г и оптическую силу р двояковогнутой 
лнизы, если расстояние от линзы до предмета 
4 = 36 см, а до изображения {=9 см. 

15. Вычислить главное фокусное растоя- 
ние Р плосковыпуклой линзы с радиусом 
кривизны Л -= 20 см, когда линза находится 
в воде. Абсолютный показатель преломления 
стекла п, == 1,5, воды п» == 1,33. 

В. С. Колпаков. Р. Н. Сахарова 


Ташкентский 


автомобильно-дорожный 
институт 


ТАДИ — один из самых молодых вузов на- 
шей страны, он организован в 1972 году. 
В настоящее время в ииституте готовят 
инженеров широкого профиля по специаль- 


ностям: автомобнльный транспорт, автомо- 
бкльные дороги, стронтельно-дорожные ма- 
шины н оборудование, мосты н туннелн, эко- 
номнка и организация автомобильного тран- 
спорта. 

Со дня основания института функциони- 
рует дневное подготовительное отделение. 

Ниже приводятся варианты письменных 
вступительных экзаменов по математике и 
физнке в 1973 году. 


Математика 
Вариант 1 


1. Упростить выраженне: 


—_—— 6 
хую. —х Уж. 
ем 


2. Решить уравненне: 
х (5 — 1) = 16 (2 1) — №6. 
3. Доказать тождество: 
<? 2а —1 
2с1р 24а 


4. В правильной четырехугольной пира- 
миде высота, равная Н, образует с боковой 
гранью угол &. Сеченне, проведенное через 
диагональ основання, наклонено к основанию 
под углом $. Определить площадь сечения. 

Вариант 

1. Упростить выражение: 


(Им? +лИ м + п2)х 


— с0$ 8&- сё 4а = эт 8&. 


87 ии 
хи — 3 и?у т — тп 


тя л — лат-1 — п? 





2. Решить снстему уравнений: 
3 =7, 
| -- ху? = — 2. 

3. Решнть уравнение: 


Ух -— С0$% Х = . 


4. Диагонали осевого сечения усечен- 
ного конуса взаимно перпендикулярны. Угол 
между образующей и плоскостью большего 
основания равен ©. Образующая равна [. 
Определить полную поверхность усеченного 
конуса. 


Ф изнка 
Вариант 1 


1. Громкость н высота звука. 

2. Количество теплоты. Внесистемная 
еднннца количества теплоты — калорня. Фор- 
мула подсчета Колнчества теплоты, необхо- 
днмой для нагревания тела. 

3. Последовательное соединение провод- 
ников. Реостаты. 

4. Эмергня связи атомных ядер. 

5. Автомобиль движется по выпуКлому 
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мосту раднусом кривизны А = 40 м. Какое 
максимальное горизонтальное ускорение мо- 
жет развить автомобиль в высшей точке 
моста, если скорость его в этой точке и = 
— 50,4 км/и, а коэффициент трення колес 
автомобиля о мост # = 0,6> 


Вариант 2 


1. Центростремнтельное ускоренне. 

2. Коэффициент полезного действня теп- 
лового двигателя. 

3. Закон Джоуля — Ленца. 

4. Слособы наблюдения элементарных ча- 
СТиЦ- 

5. Ледяная гора составляет с горизонтом 
угол &@ = 10°, По ней пускают снизу вверх 
камень, который за время # = 3 с проходит 
расстояние $ = 12 м, после чего соскальзы- 
вает вниз. Чему равно время движения кам- 
ня вниз? Каков коэффициент трения между 
горой и камнем? 


Вариант 3 


1. Условие равновесия тела на наклон- 
ной плоскости. 

2. Источники тока. 
снла. 

3. Открытый колебательный контур. Из- 
лучение и прием электромагнитных волн. 

4. Собирающая линза. Построение изоб- 
ражений в линзе. 

5. В комнате объемом 120 м3 при тем- 
пературе 15°”С относительная влажность 
составляет 60%. Определить массу водяных 
паров в воздухе комнаты. Упругость насы- 
щенного водяного пара при 15°С равна 
12,79 мм рт. ст. 


Электродвижущая 


Вариант 4 


1. Переменное двнжение. Средняя и мгно- 
венная скорости. Ускоренне. Единицы уско- 
рения. 

2. Плавление. Удельная теплота плав- 
ления. 

3. Электроемкость. Единицы электро- 
емкости. 

4. Линзы. Формула линзы. 

5. При электролизе воды через ванну 
в течение времени # —= 25 мин шел ток 
1 = 20 а. Какова температура выделивше- 
гося кислорода, еслн он находится в объе- 
ме У =Тл под давлением р = 2 атм? 
Электрохимический эквивалент кислорода 
Е = 8,29.10-—8 кг/к. Универсальная газовая 
постоянная К = 8317 дж/кмоль. град. 


Н. Р. Гулькаров, 
Ф. 3. Закриллаев, 

Е. В. Пак, 
А. У. Умирбеков 
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Новые книги 


В этом номере мы публику- 
ем аннотации` на книги, вы- 
ходящие во П-ом квартале 
1974 года. Заказы на книги 
надо оформлять через спе- 
циализированные — магазины 
или магазины «Книга — поч- 
той». 


Математика 


Издательство 

«Наука» 
1. Погорелов А. В.., 
Элементарная геометрия 
(объем 12 л., тираж 200 000 
экз., цена 32 коп. Издание 
2-е). 

Книга представляет со- 
бой систематический курс 
элементарной геометрнн. Те- 
оретнческий матернал, из- 
ложенный в книге, посвящен 
наиболее трудным вопросам 
школьной программы по гео- 
метрии. Большое количество 
задач облегчает восприятие 
материала. Кннга предназ- 
начена учителям, а также 
школьникам 8—1Ю классов. 

2. ПерельманЯ.'И.., 
Занимательная алгебра 
(объем 9 л., тираж 100 000 
экз., цена 27 коп. Издание 
13-е). 

Книга принадлежнт пе- 
ру известного популяризато- 
ра наукн Якова Исидорови- 
ча Перельмана. Основная 
цель книги — развить у чи- 
тателя вкус к занятиям ма- 
тематикой. Киига написана 
интерссио и увлекательно. 
Она рассчитана на самый 
широкий круг читателей. 

Издательство 
«М н р» 

3. Гарднер М., Ма- 
тематические новеллы 


60 


(объем 4 л., тираж 100 000 
экз., цена 1 руб. 33 коп). 
Математические  новел- 
лы — третья книга извест- 
ного американского популя- 
ризатора наукн Мартина 
Гарднера, переведенная на 
русский язык. В кинге по- 
мещены зовеллы на самыс 
разнообразные  матсматнче- 
ские темы, увлекательные 
задачи и игры. Книга пред- 
ставляет нитерес для всех 
любителей математики. 


Физика 


Издательство 
«Наука» 

1. Сборник задач и воп- 
росов по физике (под ре- 
дакцией Л. С. Ждано- 
ва; объем 21 л., тираж 
300 000 экз., иена 67 коп. 
Издание 2-е). 

Сборник состоит из за- 
дач и вопросов по всем темам 
школьной программы физн- 
ки. Большинство задач при- 
ведены с решениямн. Книга 
рассчитана на шнрокнй круг 
читателей. 

2. Шаскольская 
М. П., Эльцин И. А., 
Сборник иэбранных задач по 
физике (объем 12 л., тк- 
раж 200 000 экз., цена 
44 коп. Изданче 4-с). 

Книга представляет со- 
бой сборинк задач, большни- 
ство нз которых предлага- 
лось на физических олим- 
пиадах МГУ. Ко всем зада- 
чам приведены подробные ре- 


шения и указания. Книга 
предназначена для учащнх- 
ся 8—10- классов, а также 


для людей, готовящихся для 
поступления в институты. 

3. Яворскня Б. М,., 
Пинскня А. А., Осно- 
вы физики (объем 30 л., 
тнраж 200 000 экз., цена 
94 коп. Том 1-Й). 

В книге рассмотрены 
следующие вопросы: движе- 
ние и силы; законы сохране- 
ння; молекулярно-кинетиче- 
ская теория газа; молеку- 
ларные снлы и агрегатные 
состояния; электродинамика. 

4- Яворский Б. М., 
Пниский А. А., Осно- 
вы физики (объем 30 л., ти- 
раж 200000 экз., цена 
94 коп. Том 2-й). 
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В книге рассмотрены сле- 
дующие вопросы: колебания 
н волны; основы квантовой 
физики атомов, молекул н 
твердых тел; физика ядра 
н элементарных частни. 


В данном двухтомнике 
рассмотрены важнейшие во- 
просы классической н соз- 
ременной физики. Применя- 
емый математический аппа- 
рат доступен школьникам 
старших классов. Кинга рас- 
считана на учащихся стар- 
ших классов, интересующих- 
ся физикой. Она представля- 
ет также ннтерес и для учи- 
телей. 


5. Ландау Л.Д, 
Кнтайгородский 
А. М,, Физика для всех 


(объем 20 л., тираж 300 000 


экз., цена 76 коп. Издание 
3-е). 


В книге излагаются во- 
просы механики, атомного 
строення вещества, а также 
молекулярные и тепловые яв- 
ления. Популярно, но стро- 
го авторы рассказывают о 
сложных идеях современной 
фнзикн. Легкий язык, по- 
пулярность изложения, но- 
вый свежий подход к слож- 
ным явленням делают кни- 
ту полезной для самого шн- 
рокого круга читателей. 


6. Бронштэн В. А., 
Гипотезы 0 звездах и Все- 
ленной (объем 20 л. тнраж 
300 000 экз., цена 90 коп). 


В популярной форме в 
книге рассказывается о том, 
как развивались наши пред- 
ставления о природе, эво- 
люцни и  происхождення 
звезд, о необычных звездах: 
цефеидах, новых и сверх- 
новых, о происхождении и 
эволюции галактик, об от- 
крытин м исследованин но- 


вых Нитересных небесных 
тел — квазаров. Отдельные 
главы посвящены  пробле- 


мам строення н развитня 
Большой Вселенной. Основ- 
ное внимание уделяется ро- 
лк гнпотез в изученни звезд, 
галактик и Вселенной в це- 
лом. Цель киигн — расска» 
зать, как создаются, прове- 
ряются, опровергаются илн 
подтверждаются научные ги- 


потезы о природе и проис- 
хождении небесных тел. Кин- 
га рассчитана на самый ши- 
рокий круг чнтателей. 

Издательство 
«Знанне» 

7. ЛишевскийВ. П., 
Физика вокруг нас (объем 
5 л., тираж 100 000 экз., 
цена 17 коп). 

В книге рассматривают- 
ся вопросы, так называе- 
мой повседневной практиче- 
ской физики. Книга рассчи- 
тана на самый широкий круг 
читателей. 

8. Физики © физике 
(объем 3 л., тираж 100 000 
экз.,- цена 10 коп). 

В сборнике помещены 
наиболее интересные научно- 
популярные статьн крупных 
зарубежных ученых 0б ак- 
туальных проблемах теоре- 
тической и эксперименталь- 
ной физики. Излагаемый ма- 
териал доступен учащимся 
старших классов средней 
школы. 


Научно-фантастическая 
лятература 


Издательство 
«М и р» 

1. Браун Ф., 
Тенн У., Звездная кару- 
сель (объем 16 л., тираж 
100 000 экз., цена 86 коп. 

Сборник  научно-фанта- 
стических произведений со- 
стоит из рассказов видных 
американских писателей-фан- 
тастов Ф. Брауна и У. Тен- 
на, впервые издаваемых в иа- 
шей стране. 

Богатство фантазии ав- 
торов, нх пытливый ннте- 
рес к научио-техинческим 
проблемам несомненно пон- 
равится широкой чнтатель- 
ской аудитории. 

Издательство 
«Молодая гвардия» 

. 2. Поговорим © будущем 
{объем 12 л., тираж 100 000 
экз., Цена 60 коп). 

Сборник состоит из ста- 
тей крупных ученых, рас- 
сказывающих о будущем на» 
уки. 

Академик Н. Семенов 
покажет, как увеличится 
энерговооруженность к на- 
чалу ХХ вска по сравие- 
икю с сегодняшним дием. 
О проблемах и задачах по 


охране окружающей среды 
расскажет академик И. Пет- 
рянов-Соколов. В статье 
«Предприятия будущего» док- 
тора наук А. Кобринский 
и Н. Кобринский опишут 
фабрики и заводы будущего, 
степень их автоматизации, 
условня работы на них. О 
новых веществах двухтысяч- 
ного года расскажет про- 
фессор А. Китайгородский. 
Какими будут в то время 
транспорт и связь, читатели 
узнают из статей докторов 
наук В. Молярчука и Н. Пе- 


тровича. 
3. Бардин В., Го- 
степриимная Антарктика 


(объем 11 л., тираж 100000 
экз., цена 70 коп). 

Автор, участник шести 
советских антарктических зск- 
педиций, рассказывает о ра- 
боте советских аитарктиче- 
ских исследователей на стан- 
ции Молодежная, о встре- 
чах с японскими и бельгий- 
скими полярниками, о ра- 
боте геологов в горах Зем- 
ли Королевы Мод, о жизни 
в антарктическом оазисе на 
советской станции Новола- 
заревская. 


4. Фантастика — 74 
(объем 26 л., тираж 100 000 
экз., цена 1 руб. 10 коп). 

Традиционный сборник 
новых — научио-фантастичес- 
ких рассказов советских ав- 
торов. 

Издательство 
«Детская лнтера- 
тура» 

5. Аифнлов Г., Бег- 
ство от иудивлений (объем 
18 л., тнраж 100000 экз., 
цена 6! коп). 


Автор показывает, как 
раскрывались удивительные 
явления природы. Путь ре- 
шения сложных проблем фи- 
зики — вот тема этой книги. 


6. Белоусов В., 
Занимательная стандарти- 
зация (объем 9 л., тираж 
75 000 экз., цена 54 коп). 

Киига состоит из от- 
дельных очерков, посвящен- 
ных молодой быстроразви- 
вающейся науке — стандар- 
тизации. Ее с удовольствием 
прочитают школьники 8— 
10 классов. 
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7. Рич В., Виток 
спирали (объем 10 л., ти- 
раж 75 000 экз., цена 41 коп). 

Эта книга посвящена 
истории развития химии. Ее 
< удовольствием прочитают 
школьники 8—10 классов. 

8. Казанцев А., Фа- 
эты (объем 25 л., тираж 
100 000 экз., цена 93 коп). 

Фантастический роман о 
гибели цивилизации на пла- 
нетах Фобос н Деймос н 
о возникновении жизни на 
Земле. 

9. Мирер А., Дом 
скитальцев (объем 23 л., 
тнраж 100000 экз., цена 
88 коп). 

Остросюжетная  фанта- 
стическая повесть о коитак- 
те землян с представителя- 
мн инопланетной цивилиза- 
ции. 

10. Мир приключений 
{объем 46 л., тираж 100 000 
экз., цена |} руб. 67 коп). 

Сборник  приключенче- 
ских и научно-фантастиче- 
скнх повестей и рассказов 
советских и зарубежных пи: 
сателей. 


Т. С. Петрова, 
М. Л. Смолянский 
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ИНФОРМАЦИЯ 


В дни осенних каннкул, с 4 по 9 ноября 
1973 года, в Батумн проходил традиционный 
праздник юных математиков Закавказья. На 
этот праздинк в гости к учащимся Батумской 
средней школы № 7 приехали школьннки 
из Тбилиси (ФМШ № @ им. Комарова и ма- 
тематический кружок Дворца пионеров). 
Баку (шк. № 173), Еревана (шк. № 62), а 
также члены редколлегии н авторы журнала 
«Квант». Организаторами праздника были Со- 
вет профсоюзов Аджария, Отдел просвещения 
Батумского горисполкома и Батумская нико- 
ла № 7. 

Оргкомитет во главе с преподавателем 
математикн школы № 7 М. И. Жгентн про- 
делал большую работу по подготовке празд- 
ника и составлению его программы; активное 
участне в этой работе принял доцент Тбн- 
лисского государственного университета 
А. Д. Бендукндзе. 

4 ноября состоялось торжественное откры- 
тие праздника и встреча с представителями 
журнала «Квант». Они рассказалн о работе 
редколлегин над номерами журнала, о пла- 
нах на ближайшее время. Участники празд- 
ника слушали эту информанию с интересом 
и высказали много пожеланий релакцин. 
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Пятый праздник 
юных математиков 
Закавказья 


5 ноября проходнла научная конферен- 
ция; в основном она была посвящена разбору 
статей, опубликованных в «Кванте». Наири- 
мер. было прочитано несколько докладов 


но статьям В. Н. Вагутена «Числа С мно- 


гочлены, последовательности» («Квант», 1973, 
№2) н А. И. Ширшова *Об одном свойстве 
биномнальных коэффициентов» («Кванть, 1971, 
№ 10). 

Золотая медаль праздинка за лучший 
доклад (по статье Вагутена) была вручена 
ученнце 9 класса тбнлисской ФМШ Медее 
Торонджадзе. Премин «Кванта» за активное 
участие в праздннке получили Наила Аллах- 
верднова и Афтал Мсманлов из Баку, Лена 
Бекая, Миша Ковалев, Альберт Овакимян, 
Марнна Петросян, Надя Попова, Ася Саа- 
кяи и`Владимир Хорушкни из Батуми, Лра 
Ордян, Юра Тнмофеев и Таня Чернышева 
из Еревана, Вахтанг Масхулия и Джульета 
Гаглоева из тбилисского Дворца пнонеров, 
Мнша Габескирия, Миша Гидалин, Верико 
Катария, Дато Поцхишвнлии и Медико То- 
ронджадзе из тбилисской ФМЩ. 

6 ноября была организована экскурсия 
в знаменитый ботанический сад на Зеленый 
мыс. 
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8 ноября ребята собрались на математн 
ческий КВН. В качестве разминки коман- 
дам предлагалось изобразить, как Архимед 
открыл свой знаменитый закон, какую-ни- 
будь школьную теорему (см. фотографии). 
членов жюри и докладчиков, а также решить 
следукицие три задачи (на обдумывание ре- 
шений давалось время): дать новое (можно 
шуточное) доказательство теоремы ИПифаго- 


Последний день праздника 


Вручение премий 
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ра, доказать равенство 2-2-=5 и расшифро- 
вать следующий пример: 


АВТАНДИЛ |МЕДЕЯ 
МЕДЕЯ т 


ИЕНЕДИ 

ИВЯДИЯ 
ВИЯИИЛ 
ВВДЯВЯ 
ИМИДЛ 


После разминки команды ина месте решали 
задачи, решения которых жюри ТУТ же оцс- 
нивало. Разумеется, многие задачи носилн 
шутливый характер, — вот нскоторые из 
НИХ. р 

1. Педсовет очень затянулся. Наконец, 
учителя стали расходиться. Сперва ушла по- 
ловина собравшихся и еше пол-учителя. 
Через полчаса ушла еще половина собрав- 
шихся и еще пол-учителя. Еще через полчаса 
ушла половина собравшихся и еще пол-учи- 
теля, после чего в кабинете остались дирек- 
тор н завуч. Сколько учителей было на пед- 
совете? 

2. Если положить круглый торт на боль- 
шую тарелку и начать сго резать по радиусам, 
то все кускн останутся на тарелке. Если по- 
ложить его на маленькую тарелочку, то пос- 
ле разрезания он может развалиться. Какой 
минимальный раднус должна иметь тарелка, 
чтобы при любом числе разрезов куски не па- 
дали? 

3. Назовите наименьшее положительное 
зисло. 

4. Может ли треугольник, все высоты 
которого меньше одиого миллиметра, быть 
по площади больше Советского Союза? 

Всего было предложено около пятнад- 
цати задач. Победила команда Батумской 
школы № 7. 

9 ноября состоялся необычный вечер — 
вечер занимательной математики. Были за- 
быты и трудные задачи, и доклады — доклад- 
чики превратились в актеров. Батумские 
школьники показали две пьесы — по расска- 
зу Артура Порджеса «Саймон Флегг и дья- 
вол», (см. «Квант», 1972, № 8) и по сказке 
«Бал у принцессы Арифметики» (см. с. 66 
этого номера). 

В этот же вечер состоялось торжествен- 
ное закрытие праздника, на котором участни- 
ки тепло попрощались с членами редколлегии 
н авторами «Кванта». Мы надеемся, что 8 ны- 
нешием году праздник юных математнков бу- 
дет таким же веселым и содержательным, 
как и в прошлом. 

„7. Г. Ламаное 
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«Отрезки касательных, проведенных к 
окружности из одной точки, равны»... 


Лучщий докладчик праздника — Медея 
Торонджадзе 





| И 


«Квант» для младших школьников 





Задачи 


1. Магическим квадратом назы- 
вается квадратная таблица целых по- 
ложительных чнсел, в которой сум- 
мы чисел; стоящих в каждом столбе, 
в каждой строке и на днагонали. 
равны. Сама эта сумма назызается 
суммой магического квадрата. 

Доказать, что сумма магического 
квадрата размером 3 х 3 всегда дс- 
лится на 3. 

2. В вашем распоряжении «пря- 
мой» магнит и иголка. Как опреде- 
лить, намагничена ли иголка? 

3. Саша и Оля по очереди ставят 
крестики н нолики па поля шахматной 
доски размером 9 х 9. Первый ход 
делается Олей в центр доски. Саша 
ходит в одну из 8 свободных клеток, 
которые окружают Олин ход, и так 
далее. Ходить можно только в сво- 
бодные клетки. Выигрывает тот, кто 
поставит свой знак в одну из четырех 
угловых клеток (нли же противнику 
некуда ходить). Доказать, что Оля 
всегда может выиграть. 

4. Два шарика одинаковой мас- 
сы — свинцовый и стальзой — нада- 
ют с одинаковой высоты па несок. 
Какой из них болыше нагрестся? 

5. Имеется кусок бумаги. Его 
можно разорвать на 8 илн на 12 ча- 
стей, каждый новый кусок также 
можно разорвать на 8 илн на 12 ча- 
стей или оставить целыми, н 
так далее. 

Можно ли получить таким обра- 
зом 60 кусков? Докажите, что можно 
получить любое число кусков, боль- 
шее 60. 


Художник Э. Назаров 
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К принцессе Арифметике приехали 
гости — ее родная сестра — Геомет- 


рия и двоюродные сестры — Фило- 
софия и Музыка. Принцесса была в 
в восторге от этого визита — сестер 
с детства связывала крепкая дружба. 

В честь гостей устроили бал, на 
который, по распоряжению принцес- 
сы иригласили все Натуральные Чис- 
ла. Нескончаемым потоком шли они 
в величественный зал Арифметики. 

Вот идет Один. Он горд выпавшей 
на сго долю честью — первым войти 
в зал и приветствовать принцессу 
и ее гостей. За ним идут Два, Три, 
Четыре и т. д. Как они ие похожи 
друг на друга! 

Начались танцы. Почти все Числа 
принимали участие в празднике... 

Веселилась и хозяйка. Вдруг она 
заметила, что Музыка чем-то озабэ- 
чена — она с удивлением смотрит 
то на одно, то на другое Число, 
разглядывает групны, в которые они 
объединились . 

— В чем дело, милая? Почему ты 
не веселишься, посмотри, какое раз- 
нообразне! — обратилась к ней Ариф- 
метика. 

— О, дорогая! Вот это разнооб- 
разие и наводит меня на размышле- 
ния. Твои придворные так причудли- 
во ведут себя, я ничего не понимаю! 

— А почему это тебя удивляет? 
Ведь они все разные, отличаются друг 
от друга не только внешним вн- 
дом и положением в обществе, но и 
характером. Хочешь я расскажу тебе 
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кое-что о них? — спросила принцес- 
са, нежно целуя сестру. 

— Буду тебе очень благодарна. 
Думаю, чго твой рассказ заинтересу - 
ет и Геометрию © Философией. Не 
так ли, мон дорогие? — обратилась 
Музыка Геометрии и Философин, 
которые также внимательно следи- 
лн 33 Числами. 

— Конечно, конечно, — откликну- 
лись те, — самим нам, видимо, не 
разобраться. 

— Ну что ж, я, пожалуй, удовлет- 
ворю вашу любознательность, — ска- 
зала Арифметика. — Впрочем, по- 
стойте, вот что я придумала: давайте 
попросим Пифагора, чтобы он сделал 
это вместо меня: ведь ему известны 
все тайны Числозого Мира. ` 

° Подруги отлично знали Пифаго- 
ра — он не раз бывал у них. Все 
четверо подошли к нему. 

— Мудрый — Пифагор, — обрати- 
лась к нему принцесса, — наши до- 
рогие гости интересуются моими при- 
дворными. Я собиралась было рас- 
сказать им кое-что об этом, как онн 
говорят, причудливом Мире, но пере- 
думала, — ведь ты сделаешь зто го- 
разло лучше меня. Будь добр, не 
откажи нам в просьбе; я с удовольст- 
вием послушаю тебя — ведь у те- 
бя наверняка будут кое-какие но- 
вости. 

— Рад служить Вам, дорогая 
принцесса. Я к Вашим услугам, — 
поклонившись, сказал Пифагор ни на- 
чал свой рассказ. 


— В мире нет ничего интересней 
Чисел! Каждое Числе неповторимо 
н тант в себе ряд замечательных 
свойств. Возьмем, к примеру, Число 
Один. Конечно, вы заметили, как 
гордо вошел он в зал. Наш: Один 
кмеет на это право — он первый в 
ряду Натуральных Чисел п обладает 
кеобычайными свойствами: на него 
делится каждое Натуральное Число, 
он же делится только на самого 
себя — и это единственное число, 
имеющее только один делитель. Прн- 
мечательно, что при делении и умно- 
жении на Одия другие числа не меня- 
ются. Все его уважают и ценят. 
Он олицетворяет равенство, в 
то время как Два есть начало нера - 
венства. Замечательными свойст- 
вами обладает Три: помимо того, чтс 
Три является треугольным*) числом, 
это первое нечетное простое нисло. 
Но и этого еще мало. Гри — единст- 
венное число, равное сумме предыду- 
щих Чисел: Г -- 2 = 8. Интересными 
свойствами обладают Четыре и Пять. 
Но свойства Числа Шесть еще за- 
мечательнее. Посмотрите, как он важ- 
но прогуливастся по залу, чувствуя 
свое превосходство. 

— А в чем же оно? — спросила 
Философия. 

— В том, что это число равно 
сумме своих собственных делителей: 
его делители |, 2, 3, сумма же их 
1 + 2 {3 = 6. Это же совершенст- 
во! Я его так н называю Совершен- 


дым Числом**). 

— Замечательно! Неужели других 
таких Чисел нет? — спросила Гео- 
метрия. 


— Бсть, — ответил Пифагор, уль- 
баясь, — но их очень мало. Это и 
естественно: ведь совершенство — это 


красота, а красота встречается, к 
сожалению, не так уж часто. Мие 
известны четыре Соверщенных 





= =. 


*) См. статью Л. Д. Бендукидзе 
«Фигурные числа», «Квант», 1%$74, №6. 

**) См. статью Л. С. Варпахов- 
ского «Гайны совершенных чисел н дру- 
жествеилых пар», «Квант», 1973, № 10. 
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Числа — одно однозначное — 6, одно 
двузначное — 28, одпо трехзначное — 
496 и одно четырехзначное — 8198. 
Я полагаю, что среди пяти- и шести- 
значных чисел Совершенного нет. За- 
метилн ли вы, что все названные 
мною Числа четные? Пока мине не уда- 
лось найти ни одного нечетного Со- 
вершенного Числа. Я уверен, что та- 
ких чисел не существует. 

— Это н в самом деле замечатель- 
но! — воскликнул Философия н 
попросила, обращаясь к Арифметике: ` 
— дорогая, поручи твоим служителям 
продолжить поиски  Совершенных 
Чисел! 

— Конечно, конечно, исследова- 
ния нашего уважаемого Пифагора 
будут продолжены, — сказала Ариф- 
метика и, лукаво прищурив глаза, 
спросила сестер: — а неужели вас 
не ‘удиваяет поведение пары Чисел 
220 и 284? 

— Как же, — сказала Музыка, — 
я сразу заметила, что эти два Числа 
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все время вместе. Но почему — не 
знаю. 

— Это настоящие друзья, — ска- 
зал Пифагор, — разъедииить их ни- 
кто не в силах. Я их называю 
дружественными. и вот почему: сум- 
ма собственных- делителей каждого 
нз ннх равна другому. Вот, пожалуй- 
ста, собствениые делители Числа 220: 
12: ©. №2 5 Ш 
сумма нх равна 284: 11244+ 
5 - 10+ 11-20 + 22 + 44+ 
-- 55 + 10 = 284; собственные же 
делители 284 — это Числа 1, 2, 4, 
71, 142; их сумма равна 220: [+ 
24-7 142 = 220. Когда 
на днях один человек спросил меня, 
что такое друг, я ему ответил: 
«друг — это второе я», — и привел в 
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пример числа 220 ин 284. Вас, 
наверное, интересует, существуют лн 
другие пары дружественных чисел. 
Да, мне известны ешетр и такие ла- 
ры, они в конце зала; но это очень 
большие Числа. 

— А я еще заметила, что Числа 
как-го странио разделились на иары, 
когда начались танцы. Например, 
Ни 13, 17 н 19, 29 и 31. А вот 5 тан- 
цевало то с 3-я, то с 7-ю. В чем 
дело?— поинтересовалась Геометрия. 

— О, это очень просто, — улыб- 
нулся Пифагор, — танцевали толь- 
ко пары простых Чисел-близнецов. 
Вы ‘ведь знаете, что если числа рн 
р +2 простые, то они назы- 
ваются близнецали. Вот такие Числа 
и объединились. Что же касается 
Числа 5, то оно является близнецом 
как Числа З, так и Числа 7, вот оно 
и танцевало то с одним, то с другим. 

— Ох, как же я не смогла заме- 
тить этого? Ведь я очень хорошо 
знаю Яростые Числа, — с сожалением 
сказала Геометрия. 

— Пиячего, сестра, — утешила ее 
Арифметика, — не горюй. Давай 
лучше поблагодарим нашего дорого- 
го Пифагора и пойдем танцевать. 

Примдессы поблагодарили Пифа- 
гора, а он, в свою очередь, заверил 
их, что и впредь будет верно служить 
дорогим его сердцу Арифметике, Гго- 
метрии, Философии и Музыкс. 

и 
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МОЖНО ЛИ ВЗВЕСИТЬ 


МОЛЕКУЛУ. 


Н.А. РОДИНА 


В этой статье мы хотим вас познако- 
мить с одним из способов определе- 
ния массы молекул. 

Известно, что атмосфера Земли 
состоит из разных газов — азота, кис- 
лорода, водорода, углекислого газа 
и других. Высота атмосферы велика; 
установлено, что она простирается 
до 2000 км от поверхности Землн, 
но основная масса газа сосредоточена 
внизу. В нижнем слое атмосферы, 
высота которого всего 16 км, содер- 
жится 0,9 ее массы. 

Почему «оседают» молекулы? При- 
чина в том, что на них действует снла 
тяжести, направленная к Земле. Но 
почему же тогда воздух не «падает» 
на Землю и не образует тонкий слой 
на ее поверхности? Этому препятст- 
вует непрерывное беспорядочное дви- 
жение молекул воздуха. Благодаря 
этому движению молекулы разлете- 
лись бы по всему мировому прост- 
ранству, не будь снлы тяжести, кото- 
рая тянет их вниз. 

Значит, высота атмосферы, ее сред- 
няя плотность, распределение моле- 
кул по высоте зависят от масс моле- 
кул газов, входящих в состав атмо- 
сферы — ведь чем больше масса мо- 
лекулы, тем больше действующая на 
нее сила тяжести. Например, если бы 
атмосфера состояла только из кисло- 
рода, то на высоте 5 км ее плотность 
была бы в два раза меньше, чем у 
поверхности Земли, а если бы она 
состояла только из водорода, то это 
произошло бы на высоте 80 км. 

Конечно, распределение молекул 
зависит н от температуры, так как 
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с температурой связана скорость дви- 
жения молекул. Как вы думаете, как 
изменились бы приведенные выше 
числа, если бы Земля стала двигать- 
ся по орбите, более близкой к Солнцу 
(например, «поменялась местами» с 
Венерой)? А если бы Земля удалилась 
от Солнца («поменялась местами» с 
Марсом}? 

Но какое отношение имеет наш 
рассказ об атмосфере к определению 
масс молекул? Дело в том, что фран- 
цузский ученый Жан Перрен создал 
как бы маленькое подобие земной 
атмосферы, в котором роль молекул 
нграли частицы, хотя и чрезвычайно 
малые, но все же такие, что их можно 
было увидеть в микроскон и опреде- 
лить их размеры и массы. 

Для этого перемешали с водой 
смолу так, что образовалась смесь, 
содержащая отдельные микроскопи- 
ческие капельки смолы. Такую смесь 
называют эмульсней (например, слив- 
кн в молоке, пока они не отстоятся, 
образуют эмульсию). 

Еще до того, как был поставлен 
этот опыт, ученые предполагали, что 
капли смолы в воде будут вести себя 
так же, как молекулы в атмосфере. 
Опыты, которые Перрен начая в 
1908 году, подтвердили это предпо- 
ложение. 

Капельки смолы имели форму ша- 
риков, их днаметр был измерен и 
оказался (в одном из серин опытов) 
равным 0,00005 см (то есть 5. 10-3 см). 
Как видите, диаметр нх очень мал, 
но все же намного больше диаметра 
молекул (напомним, что днаметр мо- 
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лекул нмеет 
ка 10-8 см). 

Замечательна та точность и добро- 
совестность, с которой проводиансь 
эти опыты. Капли разного размера 
множество раз отделяли друг от дру- 
га, чтобы нолучить однородные эмуль- 
сии. Проводили несколько серий из- 
мерений, нспользуя и «крупные» кап- 
ли — диаметром в 5 десятитысячных 
долей миллиметра, и мелкие — дна- 
метром в 14 стотысячных его долей. 

Размеры капель определяли раз- 
ными способами. Один низ них — 
его называют способом рядов — мож- 
но понять из приведенной фотографии 
(рис. 1). На ней видны осевшие на 
поверхность сосуда каплн эмульсии. 
В некоторых местах капли располо- 
жилнись по прямой линии, образовали 
ряд (например, под точкой «а»). Изме- 
рив длину ряда, сосчитав число ка- 
пель в нем и зная, с каким увеличе- 
нием сделана фотография, определя- 
ли средний днаметр капли. Известно, 
что такие измерения дают более точ- 
ные результаты, чем измерения одной 
частицы. 

Отыщите из фотографии такие ря- 
ды и определите днаметр капли дан- 
ной. эмульсий (увеличение  рав- 
но 5000). 

Когда образовалась, эмульсия, ка- 
пельки стали оседать на дно сосуда 


величину  поряд- 
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и сседали долго — несколько меся- 
цев, пока не наступило равновесие. 
Все ли они расположились около са- 
мого дна? Нег, получилась картина, 
напоминающая атмосферу Земли: у 
самого дна число капелек было наи- 
болыним, а затем оно постепейно 
убывало с высотой. Причина такого 
расиределения капелек в слоях эмуль- 
сни та же, что и для молекул возду- 
ха в атмосфере! Разница лишь в том, 
что капельки смолы двигаются не 
сами, их со всех сторон беспорядочно 
толкают молекулы окружающей воды. 

Весь слой эмульсни, вся эта ма- 
ленькая «атмосфера», имела толщи- 
ну 0,01 см. 

Чтобы подсчитать число капелек 
в разных слоях, поступили следую- 
щим образом. Эмульсню поместнли 
под микроскоп (рис. 2). Сначала 
микроскои сфокусировали так, что- 
бы резко был виден самый нижний 
слой (толщвьиой примерно 0,0001 см}, 
н пересчитали число капелек смолы 
в нем. Затем мнкроскоп сфокусирова- 
лн на следующий слой и т. д. Считать 
капли было нелегко: они все время 
перемещались, число их было огром- 
но (лесятки тысяч штук). В одном из 
опытов Перрен пересчитал 13 000 ка- 
пель на четырех уровнях. 

В опытах Перрена было твердо 
установлено, что капельки смолы в 
эмульсин распределяются под дейст- 
вием силы тяжести точно но такому 
же закону, как и молекулы в атмосфе- 
ре Земли. Опыты проделывали много 





Рис. 2. 


раз, в разных варнантах: меняли смо- 
лу, добавляли в воду глицерин, и 
результаты опыта оставались прежни- 
ми. Следовательно, мы можем с пол- 
ным правом сравинть распределение 
капель смолы в эмульсии с распреде- 
лением молекул’ в атмосфере н таким 
образом определить массы молекул 
газов, содержащихся в воздухе. 

Воспользуемся результатами одно- 
го нз опытов Перрена. Масса одной 
капельки смолы оказалась равной 
7.8 -10-1° г. Высота й, на которой 
число таких капелек было в 2 раза 
меньше, чем у дна, была рав- 
на 3-10-3 см. 

Теперь вспомним данные о нашей 
атмосфере: если бы она состояла толь- 
ко из кислорода, то на высоте Н 
== 5 км плотность кислорода была бы 
в 2 раза меньше, чем у поверхности 
Земли. 

Как пю этим данным рассчитать 
массу молекулы кислорода? Обозна- 
чнм массу молекулы через т, а 
массу капли через М и запишем та- 
кое отношение 


ми, 

откуда 

Ма 7,8.10-152.3.10-3 см 
= 5-10 см — 


ее: 


Сделайте самостоятельно 
расчет для водорода. 

В настоящее время массы молекул 
определяют многими разными спосо- 
бами, значения масс уточнены. На- 
пример, для массы молекулы кислоро- 
да сейчас установлено значение 
54.10-* г а для водорода — 
3,34 - 10-23 г. 

А как определить массы молекул 
газов, не входящих в состав атмо- 
сферы? Здесь на помощь приходит 
еще один закон природы Было откры- 
то (это сделал в 1811 году итальян- 
ский ученый А. Авогадро), что в одн- 
наковых объемах всех газов прн 
одинаковых условнях содержится од- 
но и то же число молекул. Значит, 


аналогичный 
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в | м3 кислорода, азота, неона, угле- 
кислого газа и т. д. при 0” С и нор- 
мальном атмосферном давлении со- 
держится столько же молекул, что 
н В 1 м3 водорода. В чем же тогда 
причнна различия в плотностях этих 
газов? Почему, например, плотность 
неона, то есть масса | м3 его, равна 
0,9 ке/мз, а плотность водорода в 
10 раз меньше — 0,09 кг/м3? Ответьте 
на этот вопрос и определите массу 
молекулы неона. Можно таким же 
образом вычислить массы молекул 
других газов (плотности газов ука- 
заны в таблицах, например, в учебни- 
ке «Физика 6»). 

Познакомившись с одним из мето- 
дов определения массы молекул, вы 
могли убедиться, что массы эти очень 
малы. Можно ли взвесить одну илн 
несколько молекул? Конечио, нет, 
хотя в современной науке и технике 
нспользуют очень чувствительные ве- 
сы. Если на таких весах уравновесить 
два листочка бумаги, а затем на один 
из них нанести карандашом точку, 
то весы обнаружат ее массу. Каза- 
лось бы, не стоит и принимать во 
внимание массу молекулы. Но все 
тела состоят нз молекул, значит, 
н массы тел складываются из масс 
молекул. Сколько же молекул со- 
держится в телах? Найдем, например, 
сколько молекул водорода содержит- 
ся в детском «воздушном» шарике, 
если масса всего водорода в нем равна 
3 г. Тогда число молекул будет 
равно З2г: 3.10-?% г == 102, то есть 
1 000 000 000 000 000 000 000 000. Те- 
перь мы перешли от невообразимо 
малых к невообразимо большим 
числам! 

Чтобы создать хотя бы какое-то 
представление о велнчине этого чнс- 
ла, проведем еще один (последний!) 
расчет. Если в этом резиновом шари- 
ке сделать такой тонкий прокол, 
что через него будет выходить каж- 
дую секунду по 1000 009 молекул, 
то понадобнтся примерно 30 миллиар- 
дов лет, чтобы все молекулы вышли 
из шарика. 
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ОТВЕТЫ. УНАЗАНИЯ. 
РЕШЕНИЯ 


и к ев А. пей: + 
К статье «Траяспортная задача» 
1. ж11: = 0, Хза — 


= 40, х,; = 40, ху, = 
— Хьз — Хзз — = Аз: — = 0. 


40, Хо = 60, Хз — 
10, ху: = хз = хи = 


2. хи = 17, ха -= 3, ха, = 3, хз =: 17, 
Хзз = 15, хо 9 да = 16, Жо = Ха == 
—7 Ха = Хз: = Я: — 32 = духи = 
= ха = 0 

3. даа = 100, ха = 300, хи = 500, 


Хзз = 50, хзз == 150, хза == 500, хз == и — 
== Хз == Хэз = Хау = ХЗа == 0. 

Указание. Тарифами злесь явля: 
ются кратчайшие расстояния между пункта- 
ми, которые можно найти с помощью динамн- 
ческого программирования 


4. ха = Хар = Хз = Х2: = Хз == [. 


$. Ребят лучше всего прикрепить к пред- - 


местам так, чтобы общая сумма баллов была 
наибольшей. Решая соответствующую задачу 
о назначениях, получаем: 
Геометрия — Коля (3) 
Алгебра — Боря (3) 
Исторня — Саша(4) 
Физнка — Юра (4) 
Хнмия — Вихя (4) 

Такое распределение даст наибольшую 
сумму — 18 баллов. Есть ли иные, но рав: 
ноценные распределения обязанностей? 

6. Транспортная задача и се решение 
представлены в таблице (воды в реке, быть 
может, и больше 150 ведер, но мы указываем 
лишь то количество, которого нам недостает 
для полива). 
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7. Допустим, что в оптимальном плане 
имеется чт в который входят клетки с та- 
рифами С, Чи бк -- бл 
всего 2р разных каеток (с 5; ‘\ХОдму в цикл 
один раз). Пронумеруем клетки цикла начи- 
ная © ил. Отнимая от суммы тарифов нечет- 
ных клеток сумму те четных клеток 
цикла, получаем индекс А ‚,. Индекс А;, 

а также вссх четных клеток цикла еЬ 
— ал: Если А; > 0, то можно улучшить 
план, неренеся какне-то перевозки в честные 
клетки; если А; „Г, < 9, то можно улучшить 
план, перепеся перевозки в нечетные клетки, 
Но это противоречило бы условию Ня 
ности плана. И наконец, если А}, = 0, 
О 


то можно, не ухудшив плана, освободить 
клетку с минимальной перевозкой. Значит, 
в любом случае план без циклов будет не 
хуже циклического. 


К статье «Вычисление мкогочленов — от 


Ньютона до наших дней» 


2. Для 


—- 199. (вт) --20С<,:) — операции и два 


многочлена {в) — ше более 
вычитзния; для миогочлена (г) — не более 


3 
—5 юн -1-1(>х,:) — операции н одно сло- 


жение. р 
3. {1 Ре х-Х = х*, ре = 3. К = х8, 
Рх) = (р-р т Их И. 


(11) Заметим, что х-() — Рот 
НИ... Ех (а -Р И); отсюда (= 
ж--... + х--1- (+ 2)]: 
:(х— |= [7-2 — 1): {х— 1) — 


Е -- 
— "+2: х— И. 
(ПОР) = Ц + 6-Е (х— 1) 2*] 


М) р, хх 2: но = (((з- -189 
пр реаер, — эри. 


5. Пусть Р(х) = хх 1 - 


. -- Ч В 

Нам нужно по коэффициентам М 5 
..., Язь многочлена Ёх} найти параметры 
5:,..., Рад, превратающие последиюю строку 


схемы "{т. ® в тождество. 
Параметр 8, — единственный, для ко- 
торого существузт формула, причем простая. 
Лемма |. Справедливо состношение 
ау — РР = 1. {1 ) 
Аоказательство проводится нн- 
дукцией но А>2. 


При А-=2 а,—24,--| согласно (6) (роль 
Ь, играет в (6) параметр А). 
Пусть А-.3, и пусть в схеме йе к) 
Рь—, Е кА + а х®-—3 --.. 


тогда 
Ри РВ РА гов) -Е бык == в. 
ах 3...) (ле -- бах -- 
и) бак = 0 -|- (а Бу еЫ-ЬЬ. 
так что, если по предположению индукцин 
© == (#—ПЬ, -|- № тоа, =а -{- В, = #В,--1. 
Возможность вычисления значений ос- 
тальных параметров по значениям коэффици- 
ентов также доказывается индукцией по #2. 
База индукции. Е = 2, п- 4. Схема(5), 
формулы (6}. 
Посылка индукции. Пусть при некотором 
1—= #— [2 схема (7. Е— |) универсальна, то 


есть любому набору чисел А1, А.,..., Ад» 
соответствуют значения Ф., 6. ..-., Вад 
параметров, подставив которые в схему 


{7. 2—1), мы получим многочлен 
риа (хх --2-- Ах... Ако. (11) 
Шаг индукции. "Тогда схема {7. #) также 
уинверсальна. Выпишем предпоследнюю стро- 

ку этой схемы: 
рв (х)= Ри (хо) Ех вк) Ьк. (И) 
Согласио нашему предположению (посылка 
индукции), для нахождения значений пара- 
метров &:. ‚ бак, превращающих много- 
член рА(х) из (7. в) в многочлен {(х) с данными 
коэффициентами а1, -.., ал Нам достаточио 
найти такой о рк— 4х) (точнее, его 
коэффициенты А; А... эн—а — см. (П)) 
н такие значения параметров Вон—1, ОаА, 
чтобы после их подстановки в (111) выполня- 
лось тождество дл (х) —= Кх). Перемножив мно- 
гочлены в правой части равенства (1) и при- 
равняв коэффициенты полученного многочле- 
на и многочлена Кх)-=х"-Нах”—+.. -+ аз, 
мы сможем выписать систему 2Ё уравиений 
с неизвестными А,, --., Аж Вэ 
В.А (21, ..., @к заданы, 6, находится из 
равенства (!)); чтобы сократить запись фор- 
мул, заменим параметр Б—, символом 6: 

а =. | Ь,, 

=А. =. 1 - Аа -- Ь, 


(У) 
= Аз + в. -Аз + РА», 


РН = Аида р Ь:-А 2А—3 их 6- Ак, 
Яна — и—2 -- 2. Аз, 
@2к — ое - ба». 


Условимся обозначать уравнение системы 
(ТУ) с номером 7 (1< |= 28) О {1\)-/. 
Тогда процесс решення системы (ПУ) можио 
описать в нескольких словах: А; выража- 
ется череза, из (1\)-1 н {1), А. выражается 
через а, ан Ё из (1\)-2, Аз выражается 
через а, аз, @зиб из (№ 3 ит. д. Послед- 
ним из уравнения (1\)-(22—2) мы выра- 
зим нензвестное А›л_.; затем, подставив 
в уравнение (1\)-(22—Т) найденные вы- 
раженния для Аж» и Аз мы получим 
уравнение относительно 6. 

Лемма 2. Неизвестные Аз и Аз 
{15 —1) выражаются из системы (ТМ) че- 
рез параметр Ь и коэффициенты ат, @», ... 
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‚ @зк—› Согласно формилам (Ву выражается 
через а1 согласно (1) 
Аз—1 == (- ПРЕ ИЬР Е 
| Зьдаь ав ад -Р. 
7 $. @:, а, ..., Иа, (\) 
([-Пы-- Тира, а) "+... 

. 7.7 (@1. а», .-., а). 0 
Доказательство. База индик- 
ции |1 Аа В, К — Пь,- 

-+ Но, А. = фЬ- т #2). 

ПНосыл ка индукции — формулы (У), (УТ) 
прин 17 < #1. 

Шаг индукции: (а)А у: = ВА — 
— Аа) -- уча = (ОР Е-Ь, 1 - 1] — 
> г у (ал, @з, аз)" —...— ыы = 
—В.Т,.Ка,, аз) ы—1_ -.. и из): ==(—Ю7Х 
х {бп НЫ 51,74 (@ь а, а) + 

(Б Ань == — ВАА я @1+ = 
== (— 1+1 +1 1 Га, }+1(аг. а») |. 

Лемма 3. Лом ученное после всех под- 
становок уравнение относительно В == Вод 
имеет стелень #---| и единичный коэффициент 
при старшем члене (то есть при В—\). 

Доказательство. Предположим, 
что в нравой части уравнения (1\)-(28—1) 
на левом крайнем месте (там. где сейчас про- 
бел) стоит нензвестное Азк—:, н выразим его 
через В, а;, ...-, @^—: по формуле (\) (она 
по-прежнему применима здесь): 

Ака == (-1и НЕА) Г} Г] -ь--.. = 

= (УП) 
Вспомним. что на к деле Ак Е= 0; 
умножив правую и левую части (УШ) на 
(—1\^, получим требуемое уравнение отно- 
сительно Ь. 

Решив это уравнение *), мы. найдем зна- 
ченне параметра $=В.к—1, а затем по фор- 
мулам (\), (М1) вычислим неизвестные А., 
Аз, ..., Аэв—:: Параметр 6. находится из 
уравнения НУ ]-(2А). 

6. Так как в каждой операции участву- 
ет не более двух параметров, то общее число 
параметров в схеме с № операциями не боль- 
ше 2—1] (хотя бы в одной операции должна 
участвовать переменная х). В первой огера- 
цни участвуют два числа. Каждое из иих есть 
либо х, либо один нз не более чем 2М— 1 па- 
раметров; всего не более {2№)}? возможностей. 
Во второй опсрации могут участвовать те же 
числа и результат первой операции; всего 
не более (2 -|- 1)? возможностей, и так далее. 
Наконец, в последней операции могут участ- 
вовать нс более ЗА— | чисел (в том числе 
№—1 результат предыдущих операций); 


А; 


БЕ... 


*) Так называемая «основная теорема ал- 
гебры», открытая великим К. Ф. Гауссом, 
утверждает, что миогочлен стелени л> 0 
всегда имест хотя бы один корень; хотя при 
п > 5 формул для нахождения этого кория 
(как уже упоминалось в сноске на с. 32) 
и не существует, разработаны методы на: 
хождения Всех корней многочлена с любой 


| точностью. 
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всего не более (3№— 1)? возможностей. Об- 
ащее число различных вариантов ие больше 
произведения этих чисел, т есть 
5$м = @\)? (2мМ -- 1... ВМ -- 1: = 

= ВАО 2 Е. 


К статье «Белорусский государственный 
университет им. В. И. Ленина» 


Варнант | 
. (3—2 2)(4 — п). 
. @=т еп р. 
. 1<х<2. 
.Х=: — д/4. 
Вариант 2 


5 № м = 


Ал (#==0. 


Варнант 3 


| [И 
1. 3 агсс0$ 5}, П— 32Гс60$ ор 
2. 90, 24. 
3 а=®, х=3З Нл а<®, х== 
ре а—6-р а — 12а _ 
2 
р ь 
4. 4 со ваза (5—2 с } сс (15 = а] 
Вариаит 4 
и 
1. отссов = | и. 


2. 55 км/ч, 48 км/ч. 


л л 2 
3$. х, аист. Ел, х = тэ х 
ХАЯ (А ==0, ЗЕ] ль). 
4. хо. 


Вариант 5 


1 — | 
2. в. 


1-5 
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—_——— дд ——————ы— м ——3——————————— 
о 
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3. х= НАЛ =0, -|....). 


д 
4 
2 


4. 8, 4, Зи2, 4, 8. 


Вариант 6 


: . . @ 
1. 213 со5? В мп Ву & <05? -о 


1 
2. х=: —- = (аш З-Н2л), 





(# =0, 

+1,...). 

3 д. -1<х<0. 

4. м, = ИВТ, в, = — 3, хь = 27, у» == 
К статье «Уральский ‘государственный 
уннверситет им. А; М. Горького» 

Математика 

Вазнаит | 

1. 24 часа. 

2 туз. у 

- 48 (53 —7} ) аз. Указа - 


ние. Рассмотреть два осевых сечения ко- 
нуса: проходящее через ребро куба, лежа- 
щее в основании конуса, н проходящее че- 
рез вершину куба, лежащую нд том же 
расстоянии от основания конуса, что и 
центр куба. 
4-1 
3. м = бл. ге АЖИЕ \- 8; х, = 


4п -:. | 
-_. 9 
—щцелые. Указание. 
дится к виду 
1 





п. гае лх9р-- 2, А, п, р, 


Уравненяе приво- 
1 -:- 40053 х-с05х = 


# — 


х 
—5° <05ес >. Умножая обе части урав- 


нення на $нЕх, призодим уравиение к ви- 
Хх 
ду $ 5х -= 05—27. Решая его и замечая, 


что корини уравнения зп х-= 0 ис удовлет- 
воряют исходиому уравнению, находнм от- 
вет. 


4. 62 нуля. Указание. Легко найти 
с достаточной точностью, что 


дышим [9- )=— в. 47. 


Варкант 2 
1. 24 рубля, 21 рубль. 


[7 
Зап —— 
в 


| 35 
- 12 057 т -=- - Яп-—5- о 


3. хх =1.6, Хх, =314/0, х. =7Тл 


х. = 131/10. Указание. Привесли урав- 
нение к виду 








и | х } 
2 [| зт 5 | в0$ || = 2 =т 2х 
и решить егс в областях 0<х=л/2, 
ях 31/2. 
4. х-=2. Указание. Неравенство 


4х — х? — 2-2 выполняется лншь при х=2. 
Зариант 3 
1. 77/20 часа. 


2. в 





я 
8 $11° — 
О 


3. х= Ал, А — целое. Указание. 
Поскольку с0$2х>0, уравнение удовлетво- 
ряется лишь если со5ах = 1. 


1 . 
4. а (| — ут) при а>0: х=0 


при а= 0; а ( о р 75 к, прн < 0. 


Вариант +4 
. Ио -- Зи). 
в 
УЗ (Я — 0?) ` 
3 И. =, гв Указание 
Ввести вспомогательные переменные а = 
1 1 1 


х--у* те вы "5. 


4. Указание. Обозначив с! 
привести неравенство к виду—{2-- 
ин учесть, что 2—0. 


Физика 





2. 2агс Е 





—-5 


Математкко-мехаинческий факультет 


Билет 1 
3. Количество зеплоты @,, выделяемое 
за | с в проволоке, равно 
р И 5 
ЧА = фк. 
Количество теплоты О,, выдеаяемое за [с 
в той же проволоке после подключения 
второй, равно 
Е*Ю 
НЕСЕТ ТЫ 
Тогда 
4(7-- Ю/2) 
(и 


Билето 


3. На тело, двнжущееся равномерно по 
наклонной плоскости с углом @, действует 


0,20, = 251,44, 
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снла трения ЁРтр = №9 60$ ©, уравновешн- 
вающая ны силу Ре, = ти та. 





Следовательно, А=1н. На наклонной плос- 
кости с углом В ускорение 
В.В | 
аы т = дтВ- Шасоз В). 
Отсюда 
21 соя 
реа = у ЯазтВ ет (в — а) ^ 


Билет 3 


3. Воспользовавшись законом Бойля— 
Марнотта, получим: 


В(Е— 1) 
Ро = ов 1 СМ рт. ст. 


Билет 4 
3. Сила, действующая има ВОЙ за- 
ряд, равна по закону Кулона Ё, = 94,/т*= 
= 1,18. 10-* дн. Равнодействующая двух рав- 
ных сил, иаправленных под углом 602 друг 
к другу, равна 


Е =2 2Ё, с05 0/2 =Р, 73 =2,04-10-2 дн. 


Физический факультет 


Билет 1! 

2. При расширении газ совершаст работу 
нд внешними телами (против виешиих сил), 
на что расходуется часть его внутренней энер- 
гни. Если не сообщать ему дополнительно 
энергию в виде некоторого колнчебтва тен- 
лоты, он охладится. 

3. Условие полного внутрениего отраже- 
ння выполняется дая всех углов, больших 

1 


тах (рис. 1) таких, что Япапах =. 


п 
Отсюда 


УП тах == = 


а 
гу (ть “' 


а К ча 
в=-5 Уф =1,76 м. 





Рис. 1. 
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Бизсет 2 
2. Да. 
3. В момент удара тело имело скорость 


и = УЕ — 1). 


После абсолютно упругого удара тело дви- 
жется под углом 30° к горизонту, вертикаль- 
ная составляющая скорости 


ев == И2е(Н — д) ша. 
Отсюда 


В, = 92/28 == (Н — В) эта == (Н — В). 


Бнлет 3 


2. Освещенность увеличится в 10:9 раз. 
3. Напряженность поля 


й ге 
ЗЕрЕлЕО "ЗОН 


При соирнкосновенни двух шаров потенциалы 
их поверхностей становятся равными, а за- 
ряды распределяются пропорционально ем- 


кости. Общий заряд 9, == 9; -Г 92; отноше- 
ние зарядов 9/93 = С/С.. Тогда новый за- 
ряд на первом шаре 9 = нЕ = НЗ 
= 1,1 вси. 
Билет 14 
2. Поскольку точки С и В эквипотен- 
цнальны, ток но ребру СР не пойдет, н его 


можно ие учитывать. Тогда В == 0,5 ом. 
3. Закон движения для бруска (рис. 2) 


Е — Ётр = та.. 





Рис. 2. 


На тележку действуст только сила трения, 
то есть Ёжр = Маз. Тележка и брусок ка- 
тятся с одинаковым ускорением, если Ётр= 
=; Ата. При этом сила 


МЫ 
Е=оАте и =эн. 
а ускорение 


т =- м у 
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Если ЕЪЁтв 


к счалье 
педагогический институт им. В. И. Ленина» 
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Мат 
= ‚ то Ргр = Атв, 





а ускорения тележки и бруска различны. 
В этом случае ускорение бруска 


ЕР — Ате 


Чбр-= РЯ : 


А ускорение тележки 


Ат 


ат М 


В первом случае Р, = 200 дн = 2. Ю-3н < 
< 5.5 н, ускорение а ле л/с. Во вто- 
ром случае Ё, = бн >> 5,5 н. Тогда 


обр = 0.5 м/С?, ат = 0,95 м/с. 


«Московский — государственный 


Математика 


Математнческий Факультет 
Варнант | 


1. У3.5 < м <2. Указание. По- 
лезио сразу заметить, что 0 < х?—З& |. 


2. хр 1, х.=2л. Указание. 


Заметив, что (1 — мл 2х). == (5тх — с03 д)2 и 
что в указаниом промежутке со$х>0 и 
т х 50, чо есть И втх — с08 Хх =: 

= 605 х — $11х (многие абитуриенты нс учи- 
тывали этого}, получаем уравнение 


60$ Х — ЗМ Х == 51 Зх -[- 60$ Зх, 


дл д 


решение которого: х= 75, х= я-а 


п==0, =1, +2,...} Из полученных 
решений выбираем те, которые удовлетво- 


ряют условию 5 дэ х= 2. 


И = ИЗаз ян < с0$@. 


- 14 км/ч, 2 кмм. Указание. Обоз- 
начим через х скорость катера в стоячей 
воде, через у—скорость течения, тогда 











96 96 _ 
ину Ку М, 

96 4 72 24 
Зо 


Варнант 2 


1 
1190 <х<->, 7т<х<3. 


б Зл л 

2х = — д, = — “д, = 
Зл 51 л 

Пато а 35 = > Ибь К. 





[#2 
5 Ша. 


р 


| 
3. = @3 5111 © с0 


4. 840 км, 80 км/ч, 70 км/ч. Указание. 
Обозначим через $ расстояние между пунк- 
тами Ан В, через х— скорость первого 
поезда, тогда 





$ 5 
Е 
х х—1® , 
$ р 
2 к 2 
Е: 


Физический факультет 
Варнант 1 


$ 1 „522 
1. [22 65 - 





12, 18, 27: 27, 18. 12, 8. 


3. х — ДВ, х= -3-- ли (2, п= 0, 


Вариант 2 
1 
1. И == 5-2 щВт-. 
2. И 45. 
л л 
3 хо аДЁ, х= ++ 
+21 (@, п=0, =, +2, ...). 
4. х, = 61, х.= —[,4. 
Варкант 3 
! 
| - 3 63 ма 2 511 В с057 В. 
2.1, —2, — 5, ... 


| 
& = аа + 


3. х == ош ЗЛА, 
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6. Т--: 6827 К. 
7. 1 -— 23 мин. 
8. И -- 0,934 л. 
9. Л-- 10а. 
10. 2-- 18 мин. 


1. Е = 13,4. 107 дж. 

12. } - 15см; изображение действитель- 
ное, перевернутое и таких же размеров, что 
и предмет. 

13. А, == 4,35. 0-* м. 


К статье «Московский областной 
педагогический институт им. Н. К. Крупской» 


Математика 


Вариант 1 





1. А=2 при а>0; А = — 2 при о<0. 
2. —2<х<-Г. 
= & — 
дю: <т о ЕР В. 


3. 5 
зта-$т В 


4. Указание. Положить @ = и и 
Ь — |2Рт* — п]. Не забудьте доказать, что 


а36 при тля. 
Вариант 2 


1. А-- —УБ при 0<Ь<2, А= 
== УВ при В>2, А= — 0,05 при в = 
= 0,0025. 

2. х> 5. 

3. 1/94. 


4. 3087. Указание. Надо записать 
данкые числа в следующем виде: 


п(п-- 15-2) (1 -- 3) = 10001 -- 
-- 00 (л-- 1) -- Ю(-- 2) и--3) 
и 
(РЭ Е 2 Плп= 1000(1--3) + 
:- 00 (л.+- 2) Ю{п-- 3) п. 
Варнаит 3 
т х=- — 8. 
д л 
2. = тп, х.= — + 


+ Эд (В =0, Г, +2, ...). 


[ 
3. 2 #-- “е--). 


4. 30 ким, 20 хи. ч. 
Вариант 4 
1. Урависние не имеет решений. 


д ЛЕ 
2. х-=Е-Ь +5 А=0, +1, +2,.,.). 


7 


2аь 
325 . 
4. 25 дней. 
Вариант 5 





(Е =0, 1, =2, ...). 
32 УЗ. 
2 
4. Уравпенае не имеет решений. 
Вариант 6 


1. х== 1-5”. 


2. хр ; =7,...). 


3. а/2 уз у 


4. Уравнение не имсет „решений. 


лл (п-=-0, +1, 


Варнант 7? 
2р? с0$ @ ша 
"(1 - соб а -г ята)- * 


2. Хх: = _3, х.=2. 


кл я 
3-х. ==(— 1) -5 +=”. х: = = 


5 1 я 


(Е -20, -+1.32, ...). 


1 
4. х>1, <. 
Вариант 8 
й (рта — 2й) 


+: 5= Эта 


2. х = — 2, №]. 


3. ху == д--2дА, х. = 


5-1 Ол 


(Е =0, +1, 2, ...). 


4. 0 <х<1. 


Физика 


т 
1. р. = ет 43 атм. 


5 в! ==7 мх. 


2. цпип = 
3. 44. 


4. Расстояние между объективом и 
окуляром увеличили на 0,026 м. 


5. Е = Зв 020,26. 
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К статье «Московский авнационяый 
технологический институт 
им. К. 3. Циолковского» 

Факультет радиоэлектронной аппаратуры 


1 х=9. 


2 1.9 = ры а 
Хх: -1- 270, Хх ст за {Е, п-= 
0, к =”): 
р 
| 
5 =0, и, =0; х. = —-5, 4 =0 
1 1 
узо» Я == — 4, У == 
ВоВе 


Авнационно-механический факультет 


И 
7. х ВЫ 


дя 


5 л ЕО 
асс т + -8- + 7] 





| 
5 


2. х== — 1 
Ее 


(п=0, +,...}. 
3. х -= агсчт ($112 из В). 


5. 1<х«2. 


`К статье «Ярославский политехнический 
институт» 
Математика 
Варнант } 


5 


2 
1. У= Вы Ва а созес ях 


х Узи (а 4. В) чт (@ — В). 


2. х, == (2, АК 


Указание. Ввести, вспомогательные 
известные 2 = юр х, = 108. (и-- |. 


3. Хх 3, х= |. 


4. х, = 41.3 -- 4Ёл, 
О Е 2.) 


у: = 18; х: = 
не- 


Хз = 81/3 м Ел 
(А = 


Варнант 2 
В: 
23/3 $ (< +5)" (-=) 


Г. ЕЕ ОЕ ОЕ ЕЕК з 
057 5 


р 1 \и5 1 
3. 1<х< 27, |. "ео. 
Указание. Обозначить 108; х через {. 


4. х= ля (п=0, =, +2 ...). 
Указание. Привестн уравнение к виду 


с0$ 8х — с0$ 4х -= 0. 
Вариант 3 

, и ЗА дззий © со а 

: 37 2 

2. х=у =а/ УЗ, решения сушеству- 
ют при а> 0, 8>0, а 1, 61. 

3. х>4, х5. 

4. х Ее. х. = (— Пл -- пл (п= 
=0, +1, ат 

Физика 

1. 9, = 36 км/ч, и; = 54 км/ч. 

2. А= т (р соз а -|- & зта а) [= 
= 1,35.103 дж. 


[1:4 


= со$ а-Ни чтпа 


—_ 72294 н. 
4. Е ыы з 
. тек — вк) = 14-1 н 
__ 360-5$ 6 

< = р = 30°}. 


тон 
5. А Е +1) = дж. 


6. 2. К 4 
= (а-я м 








РУк В о 
7. т = КТ = 4.10-3 ка, р 
—=1,2-102& молекул. 
2ро -- Зрай, 
8. В. = — = . 
в РУ 23,6 м 
9. а) Е АЯ 
‚ а) = ЕЕаЕ= в/м, ф-= 
9 
= ЕТЛ - 36° (Е = 1/4 ле,). 
29 _9_ 
Е=-5: =Ю1 = 400 в/м, ф== В == 60 в. 
в) Е =0, ф= 60 в. 
р 
10. Е= 912 28.10% в/м, ф= 
а? 
29 
=—в`==1,2.10 в 


Бир:УКуапитесте.ги 
ря 1 1 
11. А=9 (4. —Ф-)= ка (5- — :: | = 


= 0,27 дж. 


Р 
2. идет: =9.6-10-9 «(4-31 нк), 





91=49—49, =721,4.10-9 к. 


ии 
13. в = (^7^-) в- м ом. 

1 
т 
Ред: — 12.10-2я, р=р= 

= — 8,3 дптр. 
ВА 
В 
= — 


К статье «Ташкентский автомобнльно- 
дорожный институт» 


Математика 


Вариант |1 


1. 72 при Ибх<—1и 1 <<; 
6 — 
— 2 при 1х2. 
2. х=1. 
Но? 
а: =. 
у 2;тфа + с05ф 
Варнант 2 
1. шп. 
2. х, =2, у, = — 1; х.=—1, 9: =. 
3. = Зп-Е1) (п ==0, Зах Г). 


1 
4. —2- д (1-- 25та), 


Физика 
Вариант 1 


э 
= 


5. атах -= А (- ® 22,9 м/?. 


Вариант 2 
25 — ата 


Бе 52 с0$ @ 


==0,1, 


; 


«У 


25 


НЕА: 4 ДГ 
8 {91 — # с0$ 9) 


а 








ТР = 922 г 
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Вариант 4 


РУв 
РП 





5 Т == = 312:К 


К ребусам (см с 35) 


Т 9 8= 1,125 
2 65 64:- 1.015625 
3 339 х 268 = 90852 


К головоломке (см с 18) 


99 9х 15-30 
7? 719Х 2=2 
В+2 10-- 28 = 29 


6 2—1хХ 45-90 
30 = 26 + 29 -[ 90 = 159 
К статье «Телевиденне готовит в вуз» 


(см «Квант» 1974, № 6) 


Математика 
Задачи 


[43 
р =И 


а} У2этфяш\ф 
651 (ф -- $) 


ЛИЗ 


=>] а сю 


4 


5 У2ЮЗут а соза 


6 18/23 Указанне Докажите, 
что треугольники А$С и А$В правнльные 





7 ЗИЗем, ИЗсм УЗ си 
Физнка 
2 
Е (+1) 
АА 4 
Е т (а Е а)? 
о — 
2 УЕ \ 
в нет унет) =? 


$ АА =2,5 м, АБ=З,5 м 


Корректор М 6 Румянцева 


ИИ Москва В7{ Леннискнй просиект 15 
*Квант» тел 234 0811 Сдано в иабор 17ЛУ\ 7+ г 
Подписано в печать 11’] 71 г 

Бумага 70%108/з Фыз печ л 5 

Усл печ л 65 Уч изд л 77 

Тир $54 153 эк. Т 1238 

Цена 30 коп Заказ 758 
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Указание В первом случае увели- 
ченное изображение является действитель 
ным, а во втором случае — мнимым 


$ &=1 20 

2 
шиа = УЕТ 
6 х= УП 4210,45 м 


5 


=9.7 м 


п. — Е») В 
7 пя= ПИРЕЕ. 1 
8 = =. 


ме 


пР$ 
о =2,2 104 
| а 


ЮУ 2 боле 
{Ат т 
1 а в 
4 | д и 
1—_—— 
2 
=!,7 НК в. 
С (А, — АФ,) 
12 К ро Г,2 р 
где |\ — молекулярная масса 


д. [2..2 щшы. == 


8 Юмах = 





урана, А — 


число Авогадро 


р = № 
3 = АУ (терм, — т — тд = 


=4,2 101 дж, 


где А — атомная 
Авогадро 


масса гелия, № -—— число 


К задачам «Квант» 


школьников» 
(см «Квант», 1974, № 6) 


1 Сила чавления воздуха в бутылке «вы 
держивает» вес воды в воронке 

2 Стул упадет вперед 

3 Днем — через каждые 4 часа, почью 
(с 19 до 7 часов) — через 12 часов 

4 оО 98 метров 

о 


Зля младших 





Меховскии полиграфичесьии комбинат 
Союзполиграфирома 

при Государственном комитете Совета Министров 
СССР во делам издательств полнграфни и кинж- 
иои торговли г Чехов Московскон обтасти 





Риуколиси не возвращаются 
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2’ ЗЕ мм 








= 
> 


. м] 
ЕЁ ты Ы | 
9 ю' п 2. 3. ни 5 юи 


| ат 
8 К ЭГ о = 227 [23 [24 |25 26. 
27" |284 29) № зо ОО |1 сы 


320 |33' А} 5 ь 3; зв [3 |407 

В И И у й г ^ < 
42\ А ыы 45 |467 47 | |8 49 | [50 м 
>| ТИ 

= 53 ое. 5 55 5: 58 [59 160. 
И 

в" [62 Е [ва 6465 66 |67 


/ о $ 2 

о. т’ 2 
|: . №’ 
НБ 
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с. 


Кроссворд 
По горизонтали 


2— 8 отрезок в треугольнике 
10—16 математическое предложение 
18—25 признак 
33—40 одна из форм умозаключения 
43—50 одно нз основиых понятый матема- 
тического анализа 
55—58 ппоская фигура 
77—83 отображение 


По вертикали 


1—42 направленный отрезок 
19—68 знак корня 
29—62 точка круга, равноудаленная от то- 
чек его границы 
2—30 мера длины 
45—73 одно из основных геометрических 
понятий 
47—80 множество точек, координаты кото- 
рых удовлетворяют уравнению у-=Кх) 
57—75 часть плоскости 
8—57 одна из осей координат 
50—76 спед движущейся точки 
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ИНДЕКС 70465 


Теорема Пифагора 
С помощью каждого из рисунков, помещен- 
ных на этой странице, можно доказать тео- 
рему Пифагора. Попробуйте по этнм рисуи- 
_кам восстановить иден доказательств и под- 


робчо их провссти. 
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Физико- 
математической 
школе при МИИТе 


. ] к) Сы ) : ти т 
> &* Ь 4. а" | ыы $ ме ыы 
„ - $ -Вео— : Да, уже 
| 3 у вобщимо,, 


р 
Тех 


е. ЕТ 
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Основан в 1970 году 


1974 


8 


и Академии педагогических 
наук СССР 


5 Издательство «Наука» 
Главная редакция 
ие) физико-математической 

янтературы 


В НОМЕРЕ: 





Н. С. Александров. Павел Самуцливач 
(к пятидесятилетию со дня смерти) 


М. С. Торонджадзе. А. Д. Бендукидзе. Кривые Псано 


Урысон 


Б. Понтекорво. Юзость Энрико Ферми 
И. Б. Демидовия. Кок начертить п-мерный куб? 
Я. А. Слородинский. О силах ниерции 


А. К. Кикоин. 


Математический кружок 


Физикн. математики, спорт... 


А. „1. Тоом. Вступительная контрольная работа в ВЗМЕ 
в 1974 году. Реиюиия задач 


Задачник иКванта» 

Задачи №276— М280; Ф288—Ф292 

Решения задач М№236—М240; Ф243—Ф? 
Рецензии, библиография 


И. Зорич. Эиприко Ферми — физик 


Информация 

В. НМ. Капауы. 
МИНТе—5 лет 
В. А. Волков, А. Л.  Лихтарникоя, И.С. Рубанов. 
Конференция по работе со школьниками 


Физико-математической школе при 


«Квант» для младших школьников 


Задачи 
В. К. Смиышляев, А. П. Савин. Нет ли другого 
доказательства? 


Ответы, указания, решения 
Смесь {с. 27, 35) 





На Га с. обломки помещен рисунок. похазнвающий, как строится 
«ковер Серпинского» (риг. С. 4%. Лихина). Если в центре квадрата 
вырезать а 3 раза меныний квадрат. в оставшихся (о краям) 
& каадратах онять вырезано в 3 раза игныиие квадраты н тох до 
бесконечности. то останется множество точек, которое 9вля. 

ется линией — мномествон {на плоскости) размерность Г. 
Подробно 0б определении понятаз пазмелнмости то- 
чечних множеств. предложенном П. С. Урысоном. 
рассказано в статье академика ПГ. С. 4 лсксандрова (см. с. Я). 


4-я с. обложки — рис. 9. В. Наларива, 


ини пртрирпииттиииитич Е иотиииииитнии - с п 


& «Азанмгь, 171 209 
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Павел Самуилович Урысон (1898—1924) 
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поллемолитое ПАВЕЙ 
БАМУИЛОВИЧ 
УрЫСОН 


К ПЯТИДЕСЯТИЛЕТИЮ 
СО ДНЯ СМЕРТИ 





В статье академика Павла Сергеевича Александрова рассказывается о жизни н ра- 
ботак выдающегося советского математика — Павла Самумловича Урысона, К сожа- 
пению, чтобы почувствовать, какого масштаба был этот математик, суметь оценить 
значение и важность полученных им результатов, нужно знать гораздо больше, чем 
изучается а школе, в частности, нужно знать, что такое топология, и быть знакомым 
< основными понятиями теорни множеств. По-видимому, с большинством мз этих 
понятий вы встретитесь в этой статье впервые, поэтому, в своей математической 
части статья, безусловно, трудная; при первом чтении, вероятно, эту часть целе- 
сообразно пропустить. В то же время подготовленный и вдумчивый читатель сможет 
найти в этой статье очень много интересных и полезных сведений, получив представ- 
ленне о том, чем занимается современная топология. Такому читателю мы совету- 
ем, прежде чем приступить к подробному разбору этой статьи, познакомиться 
< основными определениями н результатами теорин множеств. Наятм все это можно, 
например, в прекрасных и достаточно элементарных книгах П. С. Алексаидрова 
«Введение в теорию функций денствительного переменного», П. С. Александро- 
ва и П. С. Урысона «Мемуар о компактных топологических пространствах» 
ИА. С. Пархоменко «Что такое линия». Кроме того, в этом же иомере журнала 
мы публикуем статью М. С. Торонджадзе, А. Д. Бендукидзе «Кривые 
Пеано», рассказывающую об история определения понятия линим. 


17 августа 1974 года исполняется очень рано обратил внимание 


пятьдесят лет со дия смерти одного 
из самых талантливых советских ма- 
тематиков П. С. Урысона. 

Павел Самуилович Урысон родил- 
ся 3 февраля 1898 года в Одессе. 
Его большие способности проявились 
еще в детские годы: ученье ему да- 
валось легко и широкая его любозна- 
тельность сказалась н в отношении 
естественных паук (главным образом 
физики и химии), и в отношении 
математики, а также языков и лите- 
ратуры. Блестяще окончив в 1915 го- 
ду московскую частную гимпазию 
П. Н. Поповой, он в том же году 
поступил в Московский университет 
на физико-математический  факуль- 
тет, причем предполагал стать физи- 
ком. На его выдающиеся способности 
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П. П. Лазарев, который содействовал 
преодолению препятствий  полицей- 
ски-бюрократического характера, воз- 
никших при поступленни П.С. Уры- 
сона в университет. Под руководст- 
вом П.П. Лазарева была сделана 
первая научная работа Павла Самун- 
ловича, она называлась «О радиации 
трубки Кулиджа», имела эксперимен- 
тальный характер и была напечата- 
на в 1915 году. 

Однако скоро научные интересы 
П. С. Урысона стали все более скло- 
няться в сторону математики. Ре- 
шающее влияние в этом отношении 
имели лекции, прочитанные в Мо- 
сковском университете Д. Ф. Егоро- 
вым и Н. Н. Лузиным, учеником ко- 
торых П. С. Урысон всегда себя и счи- 
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тал. Особенно велико было, конечно, 
влияние Н. Н. Лузина, который на- 
ходился тогда в расцвете своей педа- 
гогической деятельности в Москов- 
ском университете и сосредоточил 
вокруг себя нанболее живых и спо- 
собных к математике студентов. В кон- 
це университетского курса Н. Н. Лу- 
зин предложил Павлу Самуиловичу 
«остаться при университете» (то есть 
постулить в аспирантуру) под сго ру- 
ководством. Это предложение, при- 
нятое П.С. Урысоном, определило 
окончательно выбор им математиче- 
ской специальности. 

Аспираятский период в жизни 
П.С. Урысона, продолжавшийся с 
1919 но 1921 год, целиком попал в не- 
забываемые первые годы формирова- 
ния послереволюционной, советской 
математической школы. То были го- 
ды необычайпого подъема и увлече- 
ння внезапно раскрывшимнся новы- 
ми творческими возможностями, годы 
подлинного цветения для многих мо- 
лодых людей, впервые вкусивших ра- 
дость творческого соприкосновения 
с наукой в тех новых, небывалых 
условиях, которые открыла Револю- 
ция. Мало найдется в истории мате- 
матической науки периодов столь го- 
рячего энтузиазма, как начало двад- 
цатых годов в Московском универсн- 
тете, когда в столь короткий срок, 
буквально за несколько лет, возпик- 
ла целая большая научная школа, 
в значительной стелени определив- 
ная дальнейшее развитие математн- 
ки в нашей стране и сразу выдвинув- 
шая целый ряд новых выдающихся 
ученых. 

П. С. Урысон сразу же попал в са- 
мый центр этого сообщества молодых 
магематиков — в первую очередь, ко- 
печно, вследствие иеобычайно ярко- 
го своего математического таланта, 
но также н вследствие свсей увле- 
ченности наукой, своей жизнерадост- 
ности, своего кнпучего темперамен- 
та и обаятельных свойств своего ха- 
рактера, открытого, дружелюбного, 
совершенно чуждого какой бы то ни 
было мелочности. Его любили в това- 
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рищеской среде, как любят людей 
в которых чувствуется подлинное дви 
жение большой человеческой лично 
сти, одаренной не только в смысл 
способностей к одной какой-нибул 
специальности, но и по всему диапа 
зопу эмоциональных, этических и со 
циальных свойств человека. 
Математическое творчествс 
П. С. Урысона развивалось бурно и 
разнообразно. Уже в студенческие 
годы он овладел математикой своего 
времени, аего аспирантские отчеты на- 
долго запомнились в среде московских 
математиков: почти каждый отчет, 
даже по специальностям, далеким от 
освовных математических интересов 
Павла Самуиловича, содержал тот 
нли иной новый результат или, в 
крайнем случае, какое-нибудь суще- 
ственное упрощение нли усовершен- 
ствование доказательств. А сколько 
различных ошибок и неточностей на- 
ходил по этому поводу Павел Самуин- 
лович в математической литературе! 
Но и зто ие все. Из аспирантских 
отчетов П.С. Урысона возникли не- 
которые его исследования по матема- 
тическому анализу (в частности, ра- 
бота по нелинейным интегральным 
уравнениям}, ставшие впоследствии 
знаменитыми и в полном смысле это- 
го слова «классическими». Тем не ме- 
нес, в наибольшей степени обессмер- 
тили его имя топологические иссле- 
дования и в первую очередь создан- 
ная им теория размерности, явившая- 
ся одним из значительнейших дости- 
жений математической мысли пер- 
вых десятилетий текущего века. 
Теорию размерности П. С. Урысон 
постронл в течение 1921/22 учебного 
года. К этому времени он уже за- 
кончил аспирантуру и в июне 1921 го- 
да был утвержден в должности доцен- 
та Московского университета. Тем же 
летом Д. Ф. Егоров поставил перед 
П. С. Урысоном задачу: дать внут- 
реннее топологическое определение ли- 
нии, которое для плоских фигур (то 
есть для множеств, лежащих в пло- 
скостн) было бы эквивалентно извест- 
ному определению канторовой кривой 


как замкнутого, связного множества 
точек плоскости, ме содержащего внут- 
ренних точек (относительно плоско- 
сти)*). В той же беседе Д. Ф. Егоров 
поставил н задачу определения воз- 
можно широкого класса множеств, 
которые естественно было бы назы- 
вать поверхностями. 

Обе задачи оказались поставлен- 
ными удачно (хотя с формальной точ- 
ки зрения и не вполне определенным 
образом). Павел Самуилович сразу 
же стал упорно думать над этими за- 
дачами. Очень скоро предметом его 
размышлений стало общее определе- 
ние размерности, то есть числа из- 
мерений геометрической фигуры. Все 
лето 1921 года прошло в напряжен- 
ных попытках найти «настоящее» оп- 
ределение, причем Павел Самунлович 
переходил от одкого варианта к дру- 
гому, постоянно строя примеры, по- 
казывающие, почему тот или иной 
варнант надо отбросить. Это были 
два месяца действительно всепогло- 
щающнх размышлений. Наконси, в 
одно утро в конце августа Павел Са- 
муилович проснулся с готовым, окон- 
чательным и всем теперь хорошо 
известным «индуктивным определени- 
ем размерности» (см. ниже). 

Это было в деревне Бурково вбли- 
зи Болшева, на берегу реки Клязь- 
мы, там группа молодых московских 
математиков (в том числе В. В. Сте- 
панов, Д. Е. Меньшов, Н. К. Бари) 
жнла на даче. В то же утро, во вре- 
мя купанья в Клязьме П. С. Урысон 
рассказал мне свсе определение раз- 
мернссти и тут же, го время этого 
разговора, затянувшегося на несколь- 
ко часов, набросал план всего по- 
строения теории размернссти, с ие- 
лым рядом теорем, бывших тогда ги- 
потезами, за которые неизвестно бы- 
ло, как и взяться, и которые затем 


*) То сесть не содержащего никакой точ- 
кн, которая входила бы в данное множество 
вместе с какой-нибудь своей окрестиостью 
{за окрестность можно взять, например, 
круг илн квадрат). 
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доказывались одна за другой в те- 
чение последующих месяцев. Никог- 
да потом я не был участником или 
свидетелем математического разгово- 
ра, который состоял из такого сплош- 
ного потока новых мыслей, как в то 
августовское утро. 

Вся набросаниая тогда программа 
полностью осуществилась в течение 
зимы 1921/22 года, к весне 1922 го- 
да вся теория размерности была го- 
това. Оказалось, что можно естествен- 
ным образом поставить в ссответствие 
каждому множеству Е (каждому мет- 
рическому пространству) некоторое 
кеотрицалельное целое число ип ЕЁ — 
размерность этого множества. Новое 
определение оказалось плодотворным, 
оно явилось нсточником установления 
целого ряда новых свойств точечных 
множеств, что в свою очередь приве- 
ло к постановке новых математиче- 
ских задач. 

Попытаемся изложить предложен- 
кое П.С. Урысоном «индуктивнсе» 
определение размерности, отступив от 
первоначальной формы, данной этому 
определению его автором. 

Под множеством будем понимать 
любое замкнутое множество, лежащее 
в каком-либо метрическом пространст- 
ве (или хотя бы только в каком-либо 
евклидовом пространстве произволь- 
ного числа измерений). Скажем, что 
два множества Ри О, лежащие в лю- 
бом метрическом (или даже тополо- 
гическом) пространстве К, отделены 
друг ст друга, если эти множества 
не имеют общих точек и если, кро- 
ме того, ни одно из них не содержит 
предельной точки другого. Так на- 
пример, интервалы {0,1} и (1, 2) чис- 
ловой прямой отделены друг от дру- 
га (хотя имеют общую” предельную 
точку 1). Точно так же отделены друг 
от друга внутренность круга и вся 
внешияя к данпому кругу область 
(состоящая из всех точек плоско- 
сти, расстояние каждой из которых 
от центра круга превосходит его ра- 
ДИУС). 

Скажем далее, что каксе-либо мно- 
жество В является перегородкой меж- 
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ду множествами Си О, если допол- 
нение ВЮ`^ В множества В (до всего 
рассматриваемого нами пространст- 
ва Ю} может быть представлено в ви- 
де суммы Ю\ В=Р |) @ двух отделен- 
ных друг от друга множеств Ри (0, 
низ которых одно (пусть это будет Р)} 
содержит множество С, а другое со- 
держит множество О: 


РЫС, (>50, ВИРИО=В. 


После этого определение размерно- 
сти метрических пространств (или 
хотя бы множеств, лежащих в евкли- 
довых пространствах любого числа 
измерений) осуществляется по индук- 
ции следующим образом. 

Пустому мкожеству приписывает- 
ся размерность —1. 

Предположим, что мы цже опре- 
делили множества размерности, не 
превосходящей п—1. Скажем, что мно- 
жество Х (метрическое пространство) 
имеет размерность не более п, если 
между любыми двумя лежащими в Х 
замкнутыми множествами без общих 
точек имеется перегородка размерно- 
сти не более чем п 1. После этого 
мы естественно говорим, что размер- 
ность множества Х равна п, если Х 
входит в класс множеств, имеющих 
размерность не более п, и не входит 
в класс множеств, имеющих размер- 
ность не более п Г. 

Если интересоваться лишь так на- 
зываемыми «сепарабельными» метри- 
ческими пространствами (то есть имею- 
щнми счетное всюду плотное подмно- 
жество точек) — а только ими и ин- 
тересовались в пачале построения 
теории размерности,— то определе- 
ние размерности, эквивалентное дан- 
ному выше, можно сформулировать 
и так. 


Размерность пустого множества 
полагаем равной —1. 


Предполагая, что множества раз- 
мерности не более п\ уже опреде- 
лены, говорим, что размерность мно- 
жества Х не превосходит п, если, ко- 
кова бы ни была точка х СХ и не со- 


|- 
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держащее ее замкнутое множество Ф 
между х и Ф существует перегород- 
ка размерности не более п 1. 


Последнее утверждение в свою 
очередь эквивалентно такому. 


Какова бы ни была точка х ЕХ 
и ее окрестность О(х), существует 
меньшая окрестность О\(х) той же 
почки, такоя, что граница окрестно- 
сти Ох) имеет размерность не бо- 
лее п—1. 


Теперь читатель уже легко лока- 
жет что всякое конечное множество 
(на прямой, на плоскости) и вообще 
всякое метрическое пространство, со- 
стоящее из конечного числа точек, 
имеет размерность 0; что прямая и ок- 
ружность, а также все известные чи- 
тателю «элементарные кривые» (па- 
рабола, эллипс. синусонда и другие) 
нмеют размерность 1. По индуктив- 
ному определению отсюда следует, 
что плоскость и сфера имеют размер- 
ность не более чем 2. После этого, 
снова пользуясь индукцией, доказы- 
ваем, что трехмерное пространство 
имест размерность пе более чем 3. 
Но что плоскость имеет размерность 
ровно 2, чнтателю едва ли удастся до- 
казать — для этого надо знать боль- 
ше, чем можно знать, никогда не изу- 
чая топологии. 


Что же касается прямого (то есть 
основывающегося пеносредственно на 
данных выше определениях} доказа- 
тельства того, что размерность трех- 
мерного пространства не меньше 
чем 3 (и следовательно, равна 
трем), то для такого доказательства 
Урысону понадобилось свыше двад- 
цати страниц! 


Идти дальше таким же неносред- 
ственным путем было невозможно; 
понадобились какие-то «обходные ма- 
иевры». 


Их Урысон нашел в замечатель- 
ной работе знаменитого французско- 
го математика Лебега, впервые за- 
метившего в 1911 году (хотя и не до- 
казавшего строго) следующий глубо- 
кий геометрический факт (впервые 


строго доказанный Брауэром*) 
в 1913 году). 

Пусть п-мерный куб ” покрыт 
коненным числом замкнутых множеств 
Ф,, Ф....., Ф.. Если эти множества 
достаточно малы по диаметру (а нмен- 
но, если их днаметры меныие ребра 
куба), то имеется хотя бы одна точ- 
ка, принадлежащая не менее чем п-|-1 
множеству из нисла данных множеств 
Ф,, Ф....., Ф.. 

С другой стороны, уже рисунок | 
показывает, как построить покрытне 
квадрата сколь угодно мелкими замк- 
нутыми множествами (даже квадрата- 
ми), имеющее «кратность» 3**). Чи- 
татель легко обобщит это построение 
на кубы трех и более измерений. Та- 
ким образом, мы приходим к следую- 
щему новому определению размерио- 
сти, которое сформулируем для огра- 
ниченных замкнутых множеств, ле- 
жащих в евклидовых пространствах 
любого числа измерений (хотя это оп- 
ределение легко допускает обобщение 
на любые метрические и даже па еще 
более общие пространства). 

Скажем, что размерность апп Х 
пространства Х не превосходит п, 
если это пространство допускает сколь 
угодно мелкое покрытие замкнутыми 
множествами, имеющее кратность не 
более чем п-- 1. 

Урысон доказал замечательную 
«теорему эквивалентности», утвер- 
ждающую, что для всех ограниченных 
замкнутых множеств Х, лежащих 
в каких-либо евклидовых пространст- 
вах, только что определенная размер- 
ность апт Х совпадает с ранее опре- 
деленной индуктивной размерностью. 
В действительности этот факт имеет 





*) Л.Э.Я. Брауэр (1881—1966) — 
выдающийся голландский математик, один 
из создателей топологии и целого направ- 
ления (интуиционизм») в обосновании ма- 
тематики. 

**) Мы говорим, что данная система 
множеств цмеет кратность Ё, если Е есть 
нанбольшее число множеств с непустым пс- 
ресечением среди множеств данной системы 
(на рисунке 1 точка А принадлежит трем 
множествам). 
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Рис. 1. 


место для всех метрических (и еще 
более общих) пространств. Глубина 
доказанной Урысоном теоремы эквн- 
валентности состоит в том, что она 
устанавливает эквивалентность двух 
совсем не схожих между собою гео- 
метрических свойств, двух совершеп- 
но различных по их формулировкам 
определении, являющихся, как ока- 
залось, определениями одного и то- 
го же понятия, а именно понятия 
размерности геометрической фигуры, 
что это понятие может быть таким 
образом охарактеризовано с совер- 
шенно различных сторон. Именно та- 
кие сопоставления, казалось бы, со- 
вершенно различных подходов к ка- 
ким-нибудь явлениям и оказываются 
в науке наиболее плодотворными. 

- Как следствие своей «теоремы эк- 
вивалентности» Урысон доказал, что 
п-мерное в элементарном геометриче- 
ском смысле евклидово пространство 
имеет размерность п и в смысле при- 
веденного выше общего индуктивного 
определения размерности. Но этим 
далеко не ограничилось значение этой 
теоремы, она послужила поворотной 
точкой в развитии теории размерно- 
сти и значительной части всей топо- 
логни вообще. В частности, эта теоре- 
ма явилась отправной точкой для 
построения гомологической теории 
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Рис. 2 


В 


я {© 





Рис. 4. 


компактных метрических и более ^об- 
щих пространств. Помимо теоремы 
эквивалентиости отмечу еще несколь- 
ко теорем теории размерности: всякое 
множество, ивляющегся суммой счет- 
ного числа замкнутых множеств раз- 
мерности п, само имеет размерность 
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п; для любых двух множеств А и В 
выполняется неравенство Урысона: 


апт (АПВ) =@тА тв 1. 


Из последнего неравенства и из 
теоремы о сумме замкнутых множеств 
П. С. Урысон вывел следующий факт: 
размерность любого множества есть 
наименыиее такое число п, что дан- 
ное множество может быть представ- 
лено 8 виде суммы п! ниульмерных 
множеств (при этом нульмерные мно- 
жества могут быть определены, на- 
пример, как множества, гомеоморф- 
ные подмножествам множества ирра- 
цнональных чисел числовой прямой 
или канторова совершенного множе- 
ства). 

Большое значение Павел Самуило- 
вич придавал предложению, что ог 
раниченное множество, являющееся сов- 
местной границей двух связных обла- 
стей в п-мерном евклидовом простран- 
стве К", есть так называемое (п--1)- 
мерное канторово многообразие (под 
К-мерным канторовым многообразием 
П. С. Урысон понимал А-мерный кон- 
тинуум, который остается связным 
после удаления из него любого мно- 
жества размериости не более &—2). 
Для случая п=3 это предложение 
доказал П.С. Урысои, а впоследст- 
вни оно было доказано -во всей общ- 
ности. Все обычные многообразия яв- 
ляются и канторовыми многообра- 
зиями (в частности, каиторовыми мио- 
гообразиями соответствующего числа 
измерений являются все кубы). Имем- 
но понятие канторова многообразия 
П. С. Урысон считал центральным в 
созданной им теории: одномерные кан- 
торовы многообразия суть просто од- 
номерные континуумы, это и есть ли- 
нии в наиболее общем смысле слова: 
плоские линии в этом смысле совпа- 
дают с канторовыми кривыми. Та- 
ким образом решается нервая исход- 
ная задача, поставленная Д. Ф. Его- 
ровым. Двумерные канторовы много- 
образия 1. С. Урысон считал поверх- 
ностями в самом широком смысле сло- 
ва, н с этой точки зрения теорема 
о том, что совместная граница двух 


областей в трехмерном пространстве 
есть двумерное канторово многообра- 
зие («канторова поверхность», как лю- 
бил говорить Павел Самуилович), име- 
ла, конечно, решающее значение. Лю- 
бопытно отметить, что свою работу 
ло теории размерности Павел Самун- 
лович назвал «Мемуаром о канторо- 
вых многообразиях». 

Вторая часть этого мемуара, издан- 
ная уже посмертно в точном соответ- 
ствин с планом и предварительнымн 
набросками автора, всецело посвя- 
щена теории одномерных контину- 
умов, в частности, их «индексам вет- 
вления» (в различных точках). При 
этом индекс ветвления кривой в дан- 
ной ее точке х есть наименьшее такое 
натуральное число №, что точка х 
имеет столь угодно малую окрест- 
ность, граница которой состоят из # 
точек. Прямолинейный отрезок ({н 
всякая гомеоморфная ему кривая) 
имеет в двух концевых точках индекс 
ветвления |, во всех остальных точ- 
ках — индекс 2; лемниската (восьмер- 
ка) имеет во всех точках индекс вет- 
вления 2, кроме одной точки с ин- 
дексом 4 (см. рис. 2). Выбрасывая 
из замкнутого треугольника АВС 
внутренности всех белых треуголь- 
ников, построенных на рисунке 3, 
и продолжая намеченный процесс 
до бесконечности, иполучим  кри- 
вую 5, впервые построенную поль- 
ским математиком В. Серпинским, 
имеющую в трех точках А, В, С ин- 
декс 2, во всех вершинах всех осталь- 
ных треугольников (их счетное мно- 
жеств о)— индекс 4 и в множестве 
(мощности континуума) всех осталь- 
ных точек — индекс 3 (докажите это!). 


| 
Если взять график функции х = т - 


1 
на полуинтервале 0<х<; = и попол- 


нить его всеми точками — 15 у=1 
предельного сегмента осн ординат, 
то получится кривая (см. рис. 4, 
масштаб на осях разный!), которая 
во всех точках (0, у), —1=и-=1, пре- 
дельного сегмента имеет бесконечный 
(«счетный») индекс ветвлення, в точке 
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Рие. 5. 


е 


ных точках — нидекс 2. Существуют 
кривые, имеющие во всех точках бес- 
конечный (н даже несчетный, равный 
мющностн континуума) индекс вет- 
вления. Такова кривая «ковер Сер- 
пинского», получаемая продолженным 
бесконечно процессом выкидывания 
из изображенного на рисунке 5 зам- 
кнугого квадрата изображенных на 
нем открытых квадратов. Урысон до- 
казал следующую любопытную теоре- 
му: если кривая имеет во всех свонцх 
точках индекс не менее ®, то непре- 
менно на ней имеются и точки ин- 
декса не менее 2—2, при этом длч 
каждого конечного Е имеется кривая, 
имеющая лишь точки индексов Е и 
2—2. Из доказанной Урысоном теоре- 
мы следует, что если кривая во всех 
своих точках имеет один и тот же 
конечный индекс ветвления, то он ра- 
вен 2, и все кривые, удовлетворяющие 
этому условию, гомеоморфны окриуж- 
ности. 

Перечисленные выше теоремы 
П. С. Урысона составляют лишь ие- 
большую часть множества установ- 
ленных им конкретных геометриче- 
ских факторов, составивших содер- 
жание его мемуара по теорин размер- 


0 |— индекс 1, а во всех осталь- 


ности. Как я уже сказал, все эти 
теоремы были доказаны в течение зи- 
мы 1921/22 года. Параллельно Павел 
Самуилович читал в Московском уни- 
верситете курс под заглавием «Топо- 
логия континуумов», в котором из- 
лагались все эти результаты, часто 
тотчас же после их доказательства. 
Этот курс — первый топологический 
курс, прочитанный не только в Мо- 
сковском университете, но и вообще 
в нашей стране, — был, несомненно, 
одним из самых замечательных мате- 
матических курсов, когда-либо про- 
читанных в стенах Московского уни- 
верситета, именно в силу его сплошь 
творческого характера. 


Лето 1922 года, проведенное 
П. С. Урысоном вместе со мной сно- 
ва в окрестностях Болшева (в так 
называемых Старых КГорках), было 
периодом наших совместных исследо- 
ваний по теорни топологических про- 
странств. 


В течение этого лета были полу- 
чены результаты, вошедщие в наш 
общий «Мемуар о компактных про- 
странствах», третье издание которо- 
го недавно (в 1972 году) было опуб- 
ликовано в виде отдельной моногра- 


фин. 


В это же лето и часть следующей 
зимы Павел Самунлович сделал свою 
работу по теории меры. Зимой 
1922/23 года Павел Самуилович про- 
должал заниматься главным образом 
теорией топологических пространств. 
В это время была доказана наша 
совместная теорема о необходимых 
н лостаточных условиях для того, 
чтобы топологическое пространство 
было гомеоморфно метрнческому (так 
называемая «общая метризационная 
теорема»), была доказана П. С. Уры- 
соном и замечательная теорема о том, 
что все метрические пространства со 
счетным всюду плотным множеством 
# только они гомеоморфны множеспе- 
вом, лежащим в гильбертовом про- 
странстве. Доказательство возмож- 
ности топологически включить в гиль- 
бертово пространство всякое нормаль- 
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ное пространство со счетной базой*) 
то есть доказательство того, что нор 
мальность представляет собой необ 
ходимое и достаточное условие дл; 
метризуемости пространств со счет 
ной базой, было получено Павлом Са 
муиловичем лишь несколько позже 
в 1924 году. За зиму 1922/23 годе 
П. С. Урысоном был окончательно от- 
редактирован мемуар по теории раз- 
мерности. а мною — нашг общий ме. 
муар по теории компактных прост- 
ранств. В эту же зиму Павел Самун- 
лович с большим увлечением изучал 
теорию относительности, с тем, чтобы 
на следующий год (то есть зимой 
1923/24 года) читать ло этому пред- 
мету курс лекций в университете. 
Лето 1923 года ушло на поездку в Гер- 
манию, где Павел Самунлович с боль- 
шим успехом делал доклады в Гет- 
тингенском математическом общест- 
ве и сразу же иривлек к свонм топо- 
логическим работам внимание Гиль- 
берта**). В качестве отдыха было пред- 
принято пешеходное путешествие по 
Норвегни. Вернувшись в Москву 
осенью 1923 года, Павел Самуилович 
стал со свойственным ему увлечени- 
ем заниматься новыми отделами топо- 
логни: он изучал мемуары Пуанкаре 
и Брауэра. 

В эту последнюю зиму своей жиз- 
ни П.С. Урысон все больше и боль- 
ие интересовался так называемой 
«комбинаторной топологией», не бро- 
сая, однако, своих занятий и различ- 
ными вопросами теоретико-множест- 
венной топологии. В последние меся- 
цы жизнин он нанисал свой извест- 
ный мемуар «О мощности связных 





*) Топологическое простраиство называ- 
ется нормальным, если любые два его ие- 
пересекающиеся замкиутые мляожества нмеют 
непересекающиеся окрестности (то сесть со- 
держащие их пепересекающисся открытые 
множества). 


**) Л. Гильберт {1862 —1943) — один 
из величанших математиков девятнадцатого 
з» двадцатого веков. Ему принадлежат фун- 
даментальные работы почти во всех областях 
математики. 
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П. С. Александров, Л. Э. Я. Брауэр и П. С. Урысои летом 1924 года. 
(Фотография публикуется впервые) 


множеств», где среди других резуль- 
татов был построен знаменитый при- 
мер счетного связного хаусдорфова 
пространства, одновременно он по- 
строил универсальное метрическое 
пространство со счетной базой, содер- 
жащее изометрический образ всяко- 
го метрического пространства со счет- 
ной базой. П.С. Урысони доказал, 
что построенное им пространство яв- 
ляется (с точностью до изометрии) 
единственным полным универсальным 
метрическим пространством со 
счетной базой, обладающим свойством 
метрической однородности в том смыс- 
ле, что любые два его изометричных 
конечных множества могут быть пере- 
ведены друг в друга изометрическим 
отображением всего пространства на 
себя. Кроме того, построенное 
П. С. Урысоном метрическое ипрост- 
ранство обладает рядом еще и других 
интересных свойств, в том числе свя- 
зностью и локальной связностью (вся- 
кие две его точки могут быть соедни- 
нены прямолинейным отрезком). 


Лето 1924 года П. С. Урысон сно- 
ва провел в заграничной командиров- 
ке. В эгом нашем совместном путе- 
шествни были посацены Германия, 
Голландия и Франция. В частности, 
работы Павла Самуиловича пронзве- 
ли очень болышое впечатление на 
Брауэра и Хаусдорфа, которые виде- 
ли в этих работах самое большое то- 
пологическое достижение того вре- 
мени. Для отдыха была предпринята 
поездка в маленькое рыбацкое посе- 
ление Ба (Ва{2) в южной части Бре- 
тании. Туда мы приехали во второй 
половине июля, н там Павел Самуи- 
лович напнсал свою работу о связ- 
ных множествах. Это пребывание бы- 
ло прервано лишь недельной поезд- 
кой на крайний запад Бретанин—Фи- 
нистерр. суровые и днкие места. про- 
изведшие на Павла Самуиловича ог- 
ромное впечатление. Из этой поезд- 
ки мы вернулись 11 августа, а 14 ав- 
густа Павел Самуилович закончил 
свой мемуар и собирался послелова- 
тельно писать сначала работу о мет- 
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ризацин нормальных пространств со 
счетной базой, а потом работу об уни- 
версальном метрическом пространст- 
ве. Лишь первая стравица первой низ 
этнх двух работ была им написана — 
в день его смерти. В эти дни в океане 
нарастало волненне, привлекавшее 
Павла Самунловича и заставлявшее 
его плавать с особенным увлечением. 
К 17 августа это волнение перешло 
в настоящий шторм, и купанье, пред- 
принятое в этот день в начале шесто- 
го часа пополудни, оказалось для не- 
го роковым: схваченный набежавшей 
огромной волной, Павел Самуилович 
был брошен ею о скалу. Его удалось 
вытащить из воды лишь спустя со- 
рок минут, и попытки вернуть его 
к жизни остались безуспешными. 

П.С. Урысон похоронен там же, 
на кладбище в Ба. 

Вся научная деятельность 
П. С. Урысона продолжалась каких- 
нибудь четыре года, и за эги немно- 
гне годы он оставил неизгладимый 
след в науке. Теория размерности, 
метризацнонные теоремы, знаменитая 
«лемма Урысона» о существовании 
достаточно многих непрерывных функ- 
ций в нормальных пространствах, 
теорема о включении в гильбертово 
пространство — эги и другие резуль- 
таты П. С. Урысона представляют со- 
бой огромный вклад в науку, ие толь- 
ко не забытый за истекшую со дня 
его смерти половину века, но дока- 
завший свою жизнеспособность в мно- 
гочисленных дальнейших исследова- 
НИЯХ. 

Оставшиеся незавершенными науч- 
ные работы П.С. Урысона, иногда 
имевшиеся лишь в набросках и даже 
только в устных высказываниях, были 
мною подготовлены к печати и онуб- 
ликованы полностью при деятельном 
участии Брауэра, который, в частно- 
сти, прочитал корректуры всех работ 
П. С. Урысона. Их первые публика- 
ции были отчасти на немецком, отча- 
сти па французском языке, полный 
русский перевод составил два тома, 
вышедших под названием «Труды по 
топологии и другим областям мате- 
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матики» в 1951 году. Сейчас основные 
топологические теоремы, доказанные 
П. С. Урысоном, входят во все учеб- 
вики топологии. 

Трудно, да и бесполезно гадать 
о том, в какнх направлениях развн- 
валось бы математическое творчество 
П. С. Урысона, если бы его жизнь 
не оборвалась так преждевременно 
и так трагически. Но несомненно, 
что в его лице математическая наука 
потеряла ученого самого большого 
масштаба, с универсальной матема- 
зической одаренностью, с интереса- 
ми. охватывающими всю математику, 
с любознательностью, распространяв- 
шейся на самые разнообразные обла- 
сти человеческого познания. Общая 
одаренность его личности, объектив- 
но запечатлевиаяся в его научном 
васледин, воспринималась  сопри- 
касавшимися с ним людьми в самых 
различных ее проявлениях: в его лек- 
циях, удивительных по проникновен- 
ности н образности мысли, в его уме- 
нии и любви работать, в его сильных 
и глубоких реакциях на все зкачитель- 
ное, что происходило вокруг него в 
жизни человеческого общества, В той 
остроте, с которой он воспринимал 
природу н искусство (главным обра- 
зом музыку), и во многом другом, 
что деласт образ Павла Самунилови- 
ча не только живым и незабываемым, 
но и неповторимым по своей творче- 
ской силе и по своему человеческо- 
му обаянию для всех людей, которым 
пришлось с инм встретиться на жиз- 
ненном пути. 
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М.С.ТОРОНДЖАДЗЕ КРИВЫЕ 
А.Д.БЕНДУКИДЗЕ ПЕАНО 





С 26 по 30 марта 1974 года в Тбилиси состоялась вторая научная конференция 
учащихся Тбилисской физико-математической средней школы-интерната именн 
В. М. Комарова. На этой конференции грузинская школьница Медея Торонджадзе 
прочитапа доклад «Крнвые Пеано», подготовленный под руководством А. Д. Бенду- 
кидзе. Доклад был оформлен в гиде статьи, которую мы предлагаем вниманию 
читателей. В ней рассказано о том, как рождалось определение линим, но 
гривой, из-за котсрой это определение пришлось менять. Окончательное опреде- 
ление линии (точнее, размерностм точечного множества] вы найдете в статье ака- 
демика П. С. Александрова (см. с. 3]. 


Что такое линия? карт (1596—1650) сделал существен- 
Наверное, мпогие из тех, кому будет ный шаг по И» ГИ угочнения ЛОИЯТИЯ 
задан этот вопрос, с недоумением анния. Согласно Декарту. дцния есть 
ложмут плечами и ответят: «ЛШнния? множество почек плбкости. коорди- 
Да это же очень просто! Проведите 
острием хорошо отточенного каран- 
даша по бумаге, и вы получите ли- 
НИЮ». 

Кажется. что они правы,— ведь 
говоря о линии, мы и в самом деле 
представляем себе печто, похожее на 
вьющийся тонкий штрих. нарисован- 
ный на листе бумаги. 

И тем не менее они ие будут ира- 
вы! Причина очень проста: они дали 
не определение, а указаиие на то, 
что следует понимать под линией. 
Впрочем, винить их вряд ли стоит, 
так как дать точное математическое 
определение линни ие столь просто, 
как это может показаться с первого 
взгляда. Математикам для этого по- 
надобилось около 2200 лет! 

Первым, кто попытался определнть 
линию, был Евклид {1 век до 
н. Э.). Но его определение «линия — 
это длина без ширины» ни в коем 
случае нельзя счнтать удовлетвори- 
ых Медея Торонлжадляе читаст доклад «Кривые 

Спустя много лег иосле Евклида Целиоь на коиферениии учащихся физико- 
французский математик Рене Де- математических школ-интернатов в Тбилиси 
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наты которых удовлетворяют неко- 
торому уравнению вида Е (х, у)=0. 

Это было довольно общее и хоро- 
шее определенне линин. Оно было 
хорошо тем, что позволяло свести нзу- 
чение линии к изучению задающего 
ее уравиения РЁ (х, у)=0. Но позже 
выяснилось, что передко функция 
Е (х, и) имеет довольно сложный вид. 

Например, ссли окружность радиу- 
са А задается уравнением 

ха-у—Ю*—0 

(здесь Рах, у=х-Н?—А*), то спи- 
раль Архимеда таким простым урав- 
нением задать нельзя. Спираль Ар- 
химеда — это кривая, описываемая 
точкой, равномерно движущейся по 
лучу, который при этом равиомерно 
вращается вокруг неподвижной точ- 
ки (рис. 1). Эту кривую проще изу- 
чать геометрически, не прибегая к 
уравнениям. 

Определение Декарта имело еще 
один цедостатох: если ие наклалы- 
вать никаких ограничений на вид 
функции РЁ (х, 4). то любое множест- 
во ма плоскости по Декарту являет- 
ся линией (достаточно опреде- 
лить функиню Р (х, и) так: на за- 
данном множестве пар (х, у) эта 
функция равна нулю, во всех осталь- 
ных точках плоскости Ё (х, и)=1). 
Наиример, единичный квадрат по Де- 
карту является «линией», он задает- 
ся уравнением 


ре ЕН МН 9-1 --2==0, 
здесь фуикция 
Е (х, 5): 

= фин 1-2 
даже непрерывна! 

Во второй половине ХХ века 
другой французский математик Ка - 
милл Жордаи (1838—1922) 
развнл понятие линии, предложенное 


Декартом. Жордан определил пло- 
скую линию как множество почек 


плоскости, координаты х и у кото- 
рых даны уравнениями 

х=® (1. у—4 (0, 
где Ф() и +(0 — фичкции. непре- 
рывные на отрезке [0, 1] 
14 
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Рис. 1. 


Сейчас такой способ задания ли- 


`°нии называется параметричс- 


ским (© параметром В. 

Например, параметрическне урав- 
нения окружности радиуса К имеют 
вид 


х—Ю с0$ 214 ‘у=АЮ зп 21Ё 


Спираль Архимеда (точнее, ее кусок) 
задается несложными уравнениями 


Х=0{ с05$ ©/, ут в. 


Некоторое время казалось, что, 
наконец, найдено удачное определе- 
нне линии, при котором квадрат уж 
никак в «лнини» не попадет. Как бы 
не так! 

В 1890 году итальянский матема- 
тнкД жузеппе Пеано (1858— 
1932) построил пример кривой, обе- 
гающей все точки квадрата, и при- 
том удовлетворяющей определению 
линин, данному Жорданом! В даль- 
нейшем были найдены и другие при- 
меры подобных «линий». Теперь та- 
кне «линии» называются «кривыми 
Пеано». Построение олной из кривых 
Пеано мы приведем в конце статьи. 

Кривые Пеано показывают, что 
определение Жордана слишком ши- 
роко. Трудно считать линией кривую, 
заполняющую целый квадрат. В то 
же время оно и слишком узко — су- 
ществуют линин, не подходящие под 
это определение. 


Итак, что же такое линия? В слу- 
чае плоских линий окончательный от- 
вет на этот вопрос был дан одним 
из крупнейших математиков конца 
ХХ — начала ХХ вска Георгом 
Кантором (1845—1918). Не оста- 
навливаясь на точной формулиров- 
ке этого определения, приведем один 
интересный пример канторовой лни- 
нии, построенный известным польским 
математиком Вацлавом Серпинским. 

Возьмем квадрат. Разделим его 
на девять конгруэнтных квадратов и 
удалим из него внутренние точки 
центрального квадрата. Каждый из 
оставшихся восьми квадратов разде- 
лим на девять конгруэнтных квадра- 
тов и в каждом из них снова удалим 
внутренние точки центрального квад- 
рата. Продолжая этот процесс неог- 
раниченно, мы и получим 
линию. Ее называют ковром Сер- 
пинского (на первой странице облож- 
ки показана фигура, которая полу- 
чается при построении ковра Серпин- 
ского после третьего шага). Обрати- 
те внимание на то, что сколь угодно 
близко от любой из оставшихся то- 
чек (ковра Серпинского) найдется 
точка, выкинутая из исходного квад- 
рата. 

В 20-х годах нашего века совет- 
ский математнк П.С. Урысон 
обобщил определение Кантора и дал 
общее определение линии *). 


Построение ` кривой Пеано 


1. Пусть с — единичлый отрезок [0,1]. 
Разделим его на четыре Конгруэнтных от- 
резка: 





*) Об этом подробно рассказано в статье 
академика П. С. Александрова «Павел Са- 
мунлович Урысон» (см. с. 3). См. также 
А. С. Пархоменко «Что такое линия», 
М., Гостсхиздат, 1954. 


искомую, 
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Назовем эти отрезки отрезками первого 
ранга. Разделив Каждый из них на четыре 
конгруэнтных отрезка, получим 16 отрезков 

2 . 
второго ранга 0! ((=1,2, ..., 16). Прс- 
должая процесс деления, получим отрезки 
третьего, четвертого н болыших рапгов. При 
этом отрезкн г-го ранга булуг иметь вид: 


+ 47 3 РИ 
(=, 2,4. :.,4’). 
Возьмем теперь некоторую точку (.бо. 


‚ Если она не совпадаст ня с одной точ- 
кой деления, то существуст ровпо одия от- 
резок каждого раига, ее содержащий. Пусть 


такими являются с#', 01, ао По 
Е] 

ставям в соответствие точке # бесконечиую 

последовательность натуральных чисел п, 


4>, #3, . И будем это записывать так: 
ее Ча Ч зы 
Пример. №. -: (2, 6, 23, 85, ...). 
Если же точка {› совпадаст с какой- 
либо точкой деления, то есть нмеет внд т/4М, 
то начиная с отрезков п-го ранга се будут 
содержать два соседних отрезка каждого 
ранга. Сопоставим сй две последовательности: 


вю — (1, #2. и мЩь М, 4т, 16т, ...). 

5 =: 

= (1, а ИНЬ, ЗЕЕ, Ив ВЬ, .... 
Пример. М е-=(, Ё, 4, 16, ...)= 


== (1, 2,5, 17, ...). 

Итак, каждой точке отрезка @ мы поста- 
вили в соответствие одну иля две последо- 
вательности натуральных чисел (#1, ёе, въ, ..-}, 
в которых 1 = и = 4, 4 — 3 жа. 
Обратно, каждая такая последовательность 
определяет единственную точку отрезка о 
(докажите!). ; 

2. Проведем аналогичное построенне для 
единичного квадрата О. Разделив его на чс- 
тыре конгрузятных квадрата, получим квадра- 
Е 50 010 0. д 

рвого ранга: Оу’, 9’, © ', 9%’. Деле. 
инс каждого из этих квадратов на четыре коп- 
груэнтных квадрата даст Квадраты второго 
раига м так далее. Вообще, деление каждого 
квадрата г-го ранга Тез на четыре конгруэн г- 
ных квадрата дает четыре квадрата (г-;- 1)-го 

. БЕ Кг -|- 1 г Г) г; —= 
ранга: Чез, бара, бир, (=, 
2, ... 4"). Нумерацию квадратов проведем 
так, чтобы: 

1} первый квадрат любого ранга содер- 
жал точку (0, 0); 

2) можно было из квадрата ©", войти 


в квадрат 09°, обойтн в нем последовательно 


квадраты ОИРУ, 979, Ор, ОГО и 


выйти в квадрат ай пересекая лишь 
стороны (но не вершины!) квадратов ран- 
га (7-71). 
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Рис. 2. 


Поедаагаем читателю доказать, 


что та- 
кая нумерация всегда возможна. На рисунке 


? приведены квадраты первых трех рангов, 


причем красной ломаной указан путь, по 
которому идет иумерация квадратов (начи- 
ная с левого инжнего квадрата). 

Продолжая рассуждения, убеждаемся, 
что каждой точке (ху, Нъ) квадп: та 9 зожио 
призестя в соответствие одну илн несколько 
{сколько?) последовательлостей натуральных 
чисел, запишем это так: 

(хи. и} г. .. 13. 32] 

{1 = и=14 Е ‚ —3= +: = #1). 

Пример РФ "Аз = г. Е 
д Чо ТЗ №, 2 Ц. бе 26, 3-1 
(/, 17.) = [1 31 аа [2258 32. _..| 

[3, 9; 35; Г | М. № |. 


Ц здесь можно доказать, чго каждая 
такая последоватезьпость определяст ёдин- 
сгвенную точку (Хь, Из) из О. 

3. Запись точек отрезка © н квадрата 0 
в виде бесконечных последовательностей на- 
тупальных чисел дает возможность осущест- 
вигь отображепие в на 0. 

В самом деле. пусть , — произвольная 
точка о и 

в и, 

Последняя последовелельность однезнач- 
но определяет точку (хо, у5). которой соот- 
ветствуст последовательность [#1, 25. Гз. -..| 
Если даже {› иредставимо в виде двух носле- 
довательностей, то обе опн приводяг к одной 
н той же точке (хо. иа). Это легко доказать, 
если учесть, что длины сторои квадратов с 


возрастаинсм ранга стремятся к нулю. Итак, 
каждому  # соответствует  едниственное 
(Хо, Иа). а 

Пусть тенерь точка (хь, И) С Ч произ 


вольна и [1. 22, (3, ...| — одно из представ- 
лений этой точкн. Взяв 1 (8, А, У --}, 
убеждаемся, что при нашем отображении 
каждая точка квадрата О соответствует хотя 
бы одиой точке отрезка @. А это значит. что 
о отображено на @. Заметим, что это отобра- 
жение ис является взаимно однозначным. 
некоторые точки @ соответствуют двум, 
трем или даже чстырем точкам ад. 
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4. Так как каждое {[, определяет еднк- 
ственную точку (хо, Иа), то, положив х. = 
= ЧА). уз == М), мы тем самым однознач- 


но задаем яве функинн ф н ф, определенные 
на огрезке .[0. 1[: 
5 х 40. и $00. 


Пря этом множество тачек (4(0. {$(1)) цели- 
ком заполняет квадрат (©. 

Покажем, что эти функции определяют 
некоторую крявую Исано. Для этого доста- 
точую проверить, это функция Фи ф испре- 
рывны, Но эго почтя очевидно. В самом дс- 
ле, ‚ре и — некоторое натуральное число 
и # — фиксированная точка отрезка 0. 
Возьмем { так, ччабы было 

ЫЩ < 4". 

Эго иеравенство означает, что 4 и 1 
принадлежат одному и тому же нан соседним 
отрезкам рапга я. Но тогда и соответствую- 
лиие им точки (901), 49), Ч). $00) также 
булут ирниадлежать одному и тому же или 
соседним квадратам ранга я и поэтому 


(очен < 9-е, 
НОО < 2—и' 


Отсюда в силу произвольности й следу- 
ст испрерывность данных фуикций. 

Итак, ностроелиые нами функции задают 
некоторую кривую Пеано. Отметим, что на 
этой кривой имеются крагные точки. то есть 
точкн, в которых кривая пересекает саму 
себя. При этом нмеются двукратные, трех- 
кратиые и четирехкратиые дОЗКи. Лока: заво, 
что и в общем случае пе существует кривой 
Пеано. ню имеющей кратных точек. 
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5. ПОНТЕКОРВО ЮИ СТ 








Великий итальянский физик Энрико Ферми (1901—1954} оставил своими трудами 
глубокий след в теоретической и экспериментальной физике, астрофизике и техии- 
ческой физике. Когда он умер, от нас ушел последний универсальный физик наше- 
го столетия м, вероятно, последний универсальный физик вообще. В помещенной 
ниже статье, написанной одним мз ближайших учеников м сотрудников Ферми — 
советским академиком Бруно Понтекорео, рассказывается о юношеских годах вели- 
кого ученого. Текст статьи заммствован мз брошюры Б. Понтекорво «Энрико Фер- 
ми», выпущенной издательством «Знание» в 1971 году. 

В этом же номере журнала, в разделе «Рецензии, библиография», 


опубликована 
рецензия И. Зорича на две книги о Ферми. 


Ферми родился в Риме 29 сентября 
1901 года в семье служащего. Если 
можно говорить о врожденном прн- 
звании, то, несомненно, Ферми был 
рожден физиком. Хотя в семье никто 
не побуждал его кзанятиям наукой, 
он с детства проявил исключитель- 
ный ннтерес к математике и физике. 
Интеллектуальное развитие мальчн- 
ка, впоследствии гениального учено- 
го, представляет большой интерес, и 
я хотел бы подробнее остановиться 
на этом. 

Неизвестно точно, когда впервые 
у Ферми появился интерес к науке, 
но мы располагаем некоторыми фак- 
тами благодаря свидетельствам Энри- 
ко Персико, профессора физики Рим- 
ского университета и близкого дру- 
га Ферми с того времени, когда им 
было по 14 лет; его жены, Лауры 
Ферми, и ряла его сотрудников и дру- 
зей, особенно Франко Разетти и Эми- 
лно Сегре, с которыми Ферми делил- 
ся воспоминаниями. Сегре, например, 
рассказывает о следующем эпизоде: 
когда Ферми было только десять 
лет, он сумел понять, почему окруж- 
ность описывается уравнением х*-| 
--у2=Ю*, хотя это н потребовало от 
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него напряженного интеялектуально- 
ГО УСИлнЯ. 

Позже тринадцатилетнему Фермн 
очень помог найти правильную доро- 
гу в научяом лабиринте инженер Ами- 
дей, добрый пожилой человек, друг 
семьи Ферми, который по праву мо- 
жег гордиться тем, что, обнаружив 
исключительные спосббности Ферми, 
оказал на него большое, а может быть; 
и репающее влиянне. Инженер Ами- 
лей был очень аккуратным человеком. 
Когда после смерти Ферми Сегре по- 
просил Амидея рассказать о первых 
шагах Энрико в науке, он сумел при- 
вести (41 год спустя!) крайне точные 
и ценные для исторни наукн сведе- 
ния, позволяющие понять некоторые 
важные элементы в формировании 
титанической личности Ферми. Ни- 
же почтн полностью приводится пись- 
мо инженера Амидея профессору Сег- 
ре, рассказывающее о периоде жиз- 
ни Ферми от осенн 1914 до осени 
1918 года. 

«...В 1914 году я запимал долж- 
ность директора инспекторов в ми- 
нистерстве железных дорог. Вместе 
со мной работал главный ниспектор 
Альберто Фермн. После работы мы 
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эбычно возвращались домой вместе. 
Почти всегда нас сопровождал Энри- 
ко Ферми — сын моего коллеги. Маль- 
чик постоянио встречал отца после 
работы. Узнав, что я серьезно зани- 
маюсь математикой и физикой, Энри- 
ко стал задавать мне вопросы. В то 
время ему было 13 лет, а мне 37. 

Хорошо помню его первый вопрос: 

— Правда ли, что существует раз- 
дел геометрии, в котором важные 
геометрические свойства выявляются 
Сез использования представлений о 
мере? 

Я ответил, что это совершенно 
справедливо и что раздел этот назы- 
вается проективной геометрией. 

— Но каким образом эти свойст- 
ва используются на практике инже- 
нерами?— спросил он. 

Этот вопрос показался мие совер- 
шенно резонным. Рассказав мальчи- 
ку о некоторых свойствах, находящих 
успешное применение, я пообещал 
ему принестн на следующий день — 
что и сделал — книгу по проектнвной 
геометрии - 


Через несколько дней Энрико ска- 
зал мне, что он уже проштудировал 
первые трн урока, и обещал возвра- 
тить книгу, как только прочтет се. 
Примерно через два месяца книга бы- 
ла возвращена. На мой вопрос, встре- 
тились ли ему какие-либо трудности, 
мальчик ответил: «Никаких», и доба- 
вил, что он доказал все теоремы и лег- 
ко решил все задачи (в ккиге их бы- 
ло более 200). 


Я был изумлен: ведь я знал, что 
среди этих задач были такие, от ре- 
шения которых я вынужден был от- 
казаться, потому что на это ушло 
Сы слишком много времени. Но я 
убедился, что Энрико справился с эти- 
ми задачами. Было совершенно очс- 
видно, что в свободные часы, оста- 
вавшисся от приготовления школь- 
ных заданий, мальчик в совершенст- 
ке изучил проективную геометрию и 
с легкостью решал сложнейшие зада- 
чи. Я убедился в том, что Энрико 
исключительно одарен, во всяком слу- 
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чае в области геометрии. Когда я ска- 
зал 0б этом его отцу, тот ответил, 
что в школе Энрико считается хоро- 
шим учеником, но не больше. 

Впоследствии я узнал, что Энри- 
ко изучал математику и физику по 
разным случайным книгам, которые 
он покупал в букинистических мага- 
зннах на рынке Кампо ден Фьори. 
Он надеялся, в частности, найти в 
этнх книгах теорию, объясняющую 
движение волчков и гироскопов. 
Объяснения он так и не нашел. Но, 
розвращаясь к этой проблеме снова 
н снова, мальчик самостоятельно при- 
близился к разъяснению природы за- 
гадочного движения волчка. Все же 
я сказал ему, что к точному научно- 
му объяснению можно подойти, лишь 
овладев теоретической механикой. Но 
для ее изучения потребуется знание 
тригонометрии, алгебры, геометрни 
и дифференциального исчисления... 
Энрико согласился со мной, и я стал 
доставать для него книги, которые 
могли бы дать ему новые иден и 
прочную математическую основу... 

Энрико нашел векторный анализ 
очень интересным, полезным и не- 
сложным. С сентября 1917 до июля 
1918 года он изучил также некото- 
рые сторовы инженерного дела по 
книгам, которые я доставал для 
него. 


В июле 1918 года, пройдя трех- 
годичный курс лицея за два года, 
Энрико получнл днплом. Возник во- 
прос, нмеет ли ему смысл поступать 
в Римский университет. Мы с Энри- 
ка вели на эту тему длинные разго- 
воры- . 

Я спросил у 
посвятить себя: 


него, чему он хочет 
математике или фн- 
знке? Прнвожу дословно его ответ: 

— Я изучал математику © таким 
рвением нотому, что считал это необ- 
ходнмой подготовкой для последую- 
щего изучения физики, которой я на- 
мерен посвятить себя целиком и пол- 
НОСТЬЮ. 

Тогда я спросил у него. считает ли 
он свое знание физики столь же об- 


ширным и глубоким, как и матема- 
тики. 

— Я знаю физику шире и глуб- 
же, потому что прочел все наиболее 
известные книги по этому предме- 
ту,— ответил он*). 

Я уже убедился в том, что Энрико 
достаточно было прочесть книгу один 
раз, чтобы знать ее в совершенстве. 
Помню, например, как однажды он 
возвратил мне прочитанную им кни- 
гу по дифференциальному исчисле- 
нию. Я предложил ему оставить ее 
у себя еще на один год, с тем, чтобы 
он смог пользоваться ею. Ответ Фер- 
ми был поразительным. 

— Благодарю вас, — сказал он.— 
В этом нет необходимости, поскольку 
я уверен, что запомнил все необхо- 
димое. Несколько лет спустя идеи 
предстают передо мной с еще боль- 
шей отчетливостью, и если мне по- 
надобится формула, я смогу легко 
вывести ее. 

Кроме поразительной способности 
к наукам, Ферми обладал еще исклю- 
чительной памятью. 

Пришло время, когда я решил, 
что наступил подходящий момент, 
чтобы предложить ему свой план... 
План этот заключался в следующем: 
Энрико должен поступить не в Рим- 
ский университет, а в университет 
в Пизе. До этого ему надо будет вы- 
держать конкурс в Нормальную шко- 
лу в Пизе н впоследствии совмещать 
занятия в школе с посещением лек- 
ций в университете. Энрико признал 
разумность моего плана и решил сле- 
довать ему, хотя и понимал, что ро- 
дители булут возражать. 

Я немедленно отправился в Пизу, 
чтобы получить там необходимую ин- 
форманию и программу для конкурса 


*) По словам Энрико Персико, одной 
из этих книг был перевод многотомного кур- 
са физики русского ученого О. Д. Хвольсо- 
на. Мне помнится, что сам Ферми как-то 
сказал, что основные сведения в области 
общей и экспериментальной физики он по- 
черпнул именно из этого курса. 
5+ 
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Энрико Ферми в 16 лет. 


в Нормальную школу. Потом я вер- 
нулся в Рим, чтобы проштудировать 
программу с Энрико. Я не сомневал- 
ся в том, что он в совершенстве зна- 
ет предметы, связанные с математн- 
кой и физикой. Так оно и оказалось. 
Энрико не только выдержал конкурс, 
но оказался первым среди соискате- 
лей...» 

Осенью 1918 года Ферми, соглас- 
но плану ннженера Амидея, посту- 
пил одновременно в Высшую Нор- 
мальную школу Пизы и на физико- 
математический факультет старинно- 
го Пизанского университета. Во всех 
итальянских университетах нет всту- 
пительных экзаменов; нужно лишь 
иметь аттестат зрелости и, конечно, 
располагать средствами для оплаты 
обучения. Для поступления же в Нор- 
мальную школу требовалось выдер- 
жать довольно трудный коикурс, но 
для ученика школы обучение в уни- 
верситете было бесплатным. Ученик 
Нормальной школы автоматически яв- 
ляется и студентом университета, но 
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дополнительно посещает лекции и се- 
минары в школе. 

Высшая Нормальная школа в Пи- 
зе была создана в 1813 году Наполео- 
ном по тину Высшей Нормальной 
школы в Париже; она была единст- 
венным бесплатным выешим учебным 
заведением Италин. Хотя офиниаль- 
но школа предназначалась для вы- 
пуска учителей средних школ, мно- 
гне выпускники как гуманитарного, 
так и сстественного отделений изби- 
рали карьеру исследователей и ста- 
повились знаменитыми, что поднима- 
ло престиж школы. В частности, поч- 
ти все известные итальянские мате- 
матики от Бианки и Кастельнуово 
до Вольтерра и Левн-Чивиты были 
се выпускниками. 

На вступительном конкурсном эк- 
замене в николу от Ферми требовалось 
изложить свои знания по теме «Ха- 
рактер и причины звуков». Его «со- 
чинение» дает представление об уров- 
не знаний по классической физике, 
достигнутом Ферми в 17-летнем воз- 
расте. Достаточно сказать, что дале- 
ко не все выпускники физических фа- 
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Энрико Ферми во время 
эксперимента. 


культетов университетов (а не толь- 
ко средней школы) смогли бы напи- 
сать такое сочинение, в котором ис- 
пользуется метод Фурье при ранении 
дифференциального уравнения колеб- 
лющегося стержня. Ферми сам расска- 
зывал, что экзаменатор был удивлен 
его сочинением и сказал, что никог- 
да ничего подобного в своей практи- 
ке не встречал. 

Хотелось бы немного прокоммен- 
тировать письмо инженера Амидея. 
Мне кажется, что оно должно заич- 
тересовать не только физиков и исто- 
риков науки, ио и более иирокие 
круги читателей, особенно школьни- 
ков, которые начинают увлекаться 
наукой, а также педагогов. Быть мю- 
жет, благодаря инженеру Амидею 
одаренный мальчик и стал гением. 
Конечно, Ферми был прирожденным 
физиком, но кто может сказать, ка- 
кова была бы его судьба. если бы 
инженер Амидей отнесся к нему ина- 
че, если бы на вопросы мальчика ои 
отвечал, например. так: «Это пока 
слишком трудно для тебя. Подра- 
стешь — поймешь!». Возможно, Фер- 


ми н не увлекся бы так серьезно ма- 
тематикой и физикой в тринадцати- 
летнем возрасте и в результате стал 
бы, скажем, лишь хорошим иижене- 
ром или физиком. Он мог бы, нанрн- 
мер, влюбиться, мог заиитересовать- 
ся шахматами или теннисом, инност- 
ранными языками или геологией. Де- 
ло в том, что перед тринаднатилет- 
ним Ферми был только один прямой 
путь, который мог бы привести его 
туда, куда он впоследствии пришел 
(и этот путь был указан Амндеем), 
но при этом было огромное число 
«боковых» дорог. 


Во всяком случае, я совершенио 
уверен в том, что Ферми стал вели- 
ким Ферми именно потому, что его 
интересы определились и его интел- 
лектуальные запросы уже уловлет- 
ворялись, когда оп был еще мальчи- 
ком. В этом меня убежлал стиль Фер- 
ми во всем, что относилось к физике; 
читал ли он лекиии, объяснял что-ли- 
бо сотруднику, выражал ли сомненне 
в чем-либо, всегда создавалось внпе- 
чатление, что все ему просто и зна- 
комо, что физика для него то же, 
что лом родной. 


Если мое суждение правилыю, то 
число потенциальных Ферми в мире 
куда больше, чем это обычио пред- 
ставлястся. 

Вот что нисал Энрико Персико: 
«...МИсключительные способности Фер- 
ми в точных науках проявились очень 
рано; когла я познакомился с ним 
(ему было 14 лет), я с удивлением 
обнаружил, что прнятель у меня не 
ТОЛЬКО «лока» в науке, как говоряг 
на школьном жаргоне, но и товарищ. 
форма ума которого совершенно от- 
личается от типичной для всех «ум- 
ных» мальчиков и блестящих учени- 
ков. с которыми я был знаком... 
В области математики и физики он 
проявил знания по гораздо больше- 
му числу разделов, чем учили в 1ыко- 
ле, причем знания были не школяр- 
скими, и он оперировал ими совер- 
шенно непринужденио. Для него ужс 
тогда знание теоремы или закона о3- 
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начало, прежде всего, умение их ис- 
пользовать». 

Вероятно, читателя заинтересует 
вопрос, как учился Ферми в школе 
но гуманитарным предметам? Конеч- 
но, он был хорошим учеником, что 
не удивительно, если учесть наличие 
у него прекрасной памяти, но, опи- 
раясь на некоторые, впрочем, субъек- 
тивные внечатления, я сказал бы, 
что по гуманитарным предметам Фер- 
ми был не более чем «нормальным от- 
личником». Правда, он знал доволь- 
но много стихов наизусть, но это, я 
бы сказал, характеризует скорее его 
феноменальную намять, чем сграсть 
к поэзии. Мие помнится, гле-то в 
30-х годах Ферми сказал, что глав- 
ным источником его общей культу- 
ры является многотомная итальян- 
ская Детская энциклопедня — до- 
вольно удачная и красочно оформлен- 
ная кинга для юношества. Это нод- 
тверждает, что интересы Ферми вне 
области физнки и матемагики были 
все-таки довольно ограниченными. 
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недемидович КАК НАЧЕРТИТЬ 
/-МЕРНЫЙ 
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Отрезок, квадрат, куб... 


Какая разница между отрезком, квад- 
ратом и кубом? Отрезок — часть пря- 
мой линии, квадрат — часть плоско- 
сти, а куб — часть пространства. А 
что между ними общего, кроме сло- 
ва часть в их определении? Оказы- 
вается, существует глубокая анало- 
гия в процессе их построения. В са- 
мом деле, процесс построения квадра- 
та при заданном отрезке можно, на- 
пример, описать так: 

из концов данного отрезка восстав- 
ляем перпендикуляры к нему так, что- 
бы эти перпендикуляры лежали в од- 
кой плоскости; на каждом перпенди- 
куляре по сдну сторону от данного 
отрезка откладываем отрезки тси 
же длины и затем соединяем концы 
получившихся отрезков. 

Запишем теперь процесс пострее- 
ния куба при заданном квадрате: 

из каждой вершины данного квад- 
рата восставляем перпендикуляры к 
плоскости квадрата (то есть к двум 
сходящимся в этой вершине сторонам 
квадрата} так, чтобы эти перпенди- 
куляры находились в одном простран- 
стве; на перпендикулярах по одну сто- 
рону от квадрата откладываем отрез- 
ки, равные по длине ребрам квадрата; 
через концы этих отрезков проводим 
прямые, параллельные ребрам кевад- 
рата (то есть строим квадрат, пг- 
раллельный данному). 

В этой записи бросается в. глаза 
искусственность и ненужность оборо- 
та «нтобы эти перпендикуляры нахо- 
Эдились в одном пространстве»: ведь 
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ваше пространство вообще одно! Но 
давайте пофантазируем и опишем лро- 
цесс еще одного построения: 

из каждой вершины данного куба 
восставляем перпендикуляры ко всем 
трем сходящимся в ней ребрам (”} 
так, чтобы эти перпендикуляры на- 
ходились в одном пространстве; на 
этих перпендикулярах по одну сторо- 
ну от куба (”) откладываем отрез- 
ки, равные по длине ребрам куба; че- 
рез концы этих отрезков проводим 
отрезки, параллельные ребрам куба 
и равные им по длине (то есть строим 
куб, параллельный данному (2!!)). 


Геометрически такое «построение», 
конечно, невозможно — хотя бы по- 
тому, что в нашем пространстве нель- 
зя провести более трех попарно пер- 
пендикулярных линий. Но логиче- 
ски это рассуждение вполне стройное 
и приводит к нонятию «чельырехмер- 
ного» куба (то есть куба, в каждой 
вершине которого сходятся 4 попар- 
но перпендикулярных ребра). Более 
того, продолжая описанные юострое- 
вия «по индукции», мы придем к по- 
пятию «лятимерного», чшестимерногс» 
н в общем случае —«л-мерного» куба. 
Согласно этому рассуждению, обык- 
новенный куб — «трехмерный», квад- 
рат —«двумерный», а отрезок — «од- 
номерный» куб (рис. 1, 2, 3). 

Спрашивается, а существуют ли 
реальные объекты, соответствующие 
по своим свойствам п-мерному кубу 
(п-=}, 2,...)? Оказывается, существу- 
ют, один из таких объектов будет рас- 
смотрен в следующей главе. 
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Рис. 1. Куб трехмерный 


Таблица вершин #-мерного куба 
Отрезок (одномерный куб) име- 
ет два конца (две вершины). Обозна- 
чим один из концов цифрой 0, а дру- 
гой — цифрой 1. Получим табли - 
цу вершин отрезка: 


0 
| 


Множество вершин квадрата 
(двумерного куба) распадается на два 
подмножества вершин параллельных 
друг другу сторон. Обозначим соот- 
ветствующие вершины сторон оди- 
наковыми цифрами (0 или ]): чтобы 
их отличать друг от друга, добавим 
слева к обозначенням вершин одной 
стороны цифру 0, а другой — 1. 
Таблица вершин квад- 
рата приобретает следующий вид: 


00 10 
о п 


Аналогично из таблицы вершин 
квадрата строитсятаблица вер - 
шин куба: 


000 00 1Ю 10 
60 бр 1 


Далее — таблица вершин 
ччетырехмерного» куба: 


0000 0010 0100 0110 1000 1010 1100 110 
0001 об оо бит 199 и п ии 


Процесс построения таких таблиц 
можно продолжать неограниченно. 
Эти таблицы и представляют собой 
алгебраические образы п-мерных кубов; 
при этом вершине л-мерного ку- 
ба соответствует некоторый упорядо- 


Рис. 2. Куб двумерный 


Рис. 3. Куб одномерный 


ченный набор из п нулей и единиц, 
называемых координатами вершины. 

Опишем теперь основные свой - 
ства вершин и ребер п-мерного куба. 

1) На каждом ребре п-мерно- 
го куба лежит ровно две его верши- 
ны; все соответственные координаты 
этих вершин одинаковы, за исключе- 
нием одной: у одного конца ребра 
она равна 0, ау другого — 1. Имен- 
но эта координата и характеризует 
направление ребра. 

2) Все ребра одиого направления 
параллельны между собой и перпен- 
дикулярны к ребрам любого другого 
направления. 

3) Число различных направлений 
равно л. Все опи описываются ба- 
зисными ребрами, соединяющими вер- 
шину 00... О с вершинами 


00...01 
00...10 
Е 9%. 00 
102%». „00 


4) Из любой вершины л-мерного 
куба выходит ровно п ребер. Все они 
попарно перпендикулярны между со- 
бой. 

Лля п=1, 2, 3 указанные свойст- 
ва проверяются непосредственно (про- 
верьте!). Для л>3 описанные свой- 
ства вершин и ребер куба мы будем 
постулировать (убедиться в их внут- 
ренней непротиворечивости предо- 
ставляем вам самим). 
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Параллельное проектирование 


Наряду с реальпым чисто алгеб- 
раическим образом — табли- 
цей вершин — п-мериому кубу мож- 
но ноставить в соответствие и реалу.- 
ный чисто геометрический 
образ — чертеж. 

На рисунке | изображен чер- 
теж куба. Отметим следующие его 
свойства: 

1) Параллельные ребра куба ос- 
таются нараллельными и на чертеже. 

2) Перпендикулярные ребра куба 
на чертеже иепараллельны. 

3) Разные вершины куба на чер- 
теже ие сливаются в одну. 

Иными словами, чертеж куба пред- 
ставляет собой как бы тень, падаю- 
щую на горизонтальную площадку от 
освещения проволочной модели куба 
косыми параллельными лучами света, 
ке лежащими в плоскости ни одной 
нз граней. 

Оказывается, если подобное па - 
раллельное проектиро- 
ванне применить к кубу любой 
размерности л, то получится плоский 
чертеж л-мерного куба, обладающий 
тремя указанными вьиие свойствами. 
Но прежде чем локазать это, посчи- 
таем 


Сколько же вершин у п-мерного куба? 


Пусть А — произвольная вершина 
куба с координатами ав, 
а., @,. Так как а; равно либо нулю, 
лнбо единице, то мы можем коорди- 
наты этой вершины рассматривать 
как двоичное представление нското- 
рого числа #: 


Янь 


=: 2 ара, 

е.- -- а..2 = [9 
(тогда двоичная запись = имеет вил: 

Е: — Чаи... за). 

Вершинам п-мериого куба соответ- 
ствуют всевозможные наборы пулей 
и единиц (аи, аа, ... а». а); каждому 
же такому набору соответствует впол- 
не определенное число =; число # -- | 


24 


Бир:УКуапитссте.ги 


получается из числа = по следующему 
правилу: все правые разряды а1, 
@...... @» Подряд являющиеся еди- 
ничными, заменяются на нули, пер- 
вый справа нулевой (или отсутству- 
ющий) разряд а;;, — на единицу, а 
остальные (если они есть) остаются 
без изменения. Представим, например, 
в двоичной системе числа 0, 1, 2...., 15: 


0, --0, 4.-100, &-— 1000, 
=, 5, =101, 9. = 0, 
‚ -:10. 6=10, ГО, =1010, 
3=И, Ави И, =ЦИ, 

12, == 1100, 

13; = НОЕ, 

19, = 110, 

(5, 1. 


„Легко видеть, что число 27 в двоич- 
ной системе счисления нредставляется 
в виде единицы с л нулями, а число 
2*-1 — набором из я единиц. Зпачит, 
существует 2“ различных двоичных 
чисел (от пуля до 2" — |) разряд- 
ности не выше п; следователыью, 
число вершин л-мерного куба также 
равно 27. 
Попробуем тенерь построить 


Чертеж п-мерного куба 


Проведем на плоскости две прямые 
линии под углом друг к другу — на- 
зовем их основными. Отло- 
жим на одной из них (назовем ее цер- 
вой) по одну сторону от точки пере- 
сечения 2” — ] раз масштаб а, а на 
второй — л раз масштаб (рис. 4, а). 
Пронумеруем концы масштабных от- 
резков иа нервой линии числами 
о = |, 
а на второй — числами 
РР 

Через конец каждого масштабного 
отрезка проведем прямую линию, па- 
раллельную другой основной линии. 
Получим косоугольную — координат- 
ную сетку. Каждому узлу этой сетки 
поставим в соответствие пару целых 
чисел (Х, У) — косоугольные коор- 
динаты узла вдоль первого и второго 
направлений (точка пересечения ос- 


> 
© 
© 
о 
© 
© 
% 
ЕЯ 
$. 
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Рис. 4: а — куб четырехмерный: б — куб пятимерный 


новных линий имеет координаты 
(0,0)). Вершину куба с координатами 
(а„, а,—:,-.., аз, а) поместим в узел 
образовавшейся сетки с косоугольны- 
ми координатами 


п п ыы 
Ув, У Е 


шаы 

= 1=| 
Таким образом, первая косо- 
угольная координата узла, которым 


*) Вт Х (сигма») — это знак сумми- 


рования, У» бе = + 
== 


мы нзображаем вершину куба, 
равна номеру этой вершины, а 
вторая — ее весу а +... + а, 
(то есть суммарному количеству еди- 
ничных координат вершины). 

Если две вершины п-мерного куба 
отличаются лишь одной координатой, 
то соответствующие им низобра- 
ження вершин па косоуголь- 
ной координатной сетке соединим 
отрезком прямой — этот отрезок бу- 
дет служить изображением 
ребра нашего куба. 

На этом ностроение чертежа л-мер- 
ного куба заканчивается (на рисун- 
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Рис. 5. 


ке 4, а изображен чертеж четырех- 
мерного куба, а па рисунке 4, б—пяти- 
мерного куба). Чтобы убедиться в том, 
что и в общем (п-мерном) случае чер- 
теж п-мерного куба представляет со- 
бой результат параллельно - 
го проектирования куба на 
плоскость, проверим 


Три свойства чертежа 


Свойство 3}, очевидно, выпол- 
няется: разным вершинам соответ- 
ствуют разные номера, а потому’ их 
изображения имеют разные первые 
косоугольные координаты, и, сле- 
довательно, не совпадают. 

Проверим теперь свойство 
}) — сохранение параллельшюсти ре- 
бер. Возьмем любые два параллель- 
ные ребра куба. Обозначим коорди- 
наты вермшии первого ребра через Ро 
н а: 


, в), 


о 
а}; 


1 | 1 
= (а», Чв-т,.. Ч... 
р) 2 7 о 
< = (ал, Яп-1,...; а 
а координаты вершин второго реб- 
ра — через 61 и 62: 


== (Вл, Вл 3 ь'), 
= (6, В, _ №... 2 Об Ь}). 


Направление ребра здесь харак- 
теризустся :-й координатой. 
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Имеем: 

ИМ 

Я—= | 

р оу рм. 

ы=е 
Не нарушая общности, можно счн- 
тать. что 

=, 6=, 
#==1. 


Рассмотрим теперь изображения 
мо И -. 

а!, а*, 6, р. этих четырех вершин 
на кссоугольной координатной сет- 
ке. Проведем через образы вершин 
„зи Ь! 

а, и 6, прямые, параллельные перво- 
му косоугольному направяению, а че- 


рез образы вериви а. 2и5- — пря“ 
мые, параллельные второму направ- 
ленню (рис. 5). Точки пересечения 


этих прямых обозначим через а н В 
соответственно. Получаем два тре- 
угольника: аа и 6: Ь5*. Вычис- 
лим длину стороны а! а — по построс- 
нию она равна модулю разности пер- 
вых косоугольных координат верит 


аи а": 


\а!-2'-'— ‚Ув |= 


= 7 ры 


-(@2—@!. 9-1. 9-1, 


Длина стороны Ь! $ также равна 
2—1. Длина второй стороны треуголь. 


ника па (6 6") равна модулю раз- 
ности вторых косоугольных коорди- 
нат вершин. а и а? (соответственно 
вершин 61, $?) н равна единице; дей- 


ствнтельно: 
п 
ь р 
У Ус = \ [1 —а*) | = 
мн <} # 
= рп 1 
=— а! = —О==1. 
1 1 
Кр 
Итак, треугольники а.аа, и 


Ь р ь? равны по двум сторонам и уу 
меж ду ними. Значит. 


Н $! В. являющиеся изображениями 
ребер “куба одного направления, так- 
же равны и параллельны — что и тре- 
бСовалось доказать. 
Для доказательства свойства 
2) — непараллельности изображений 
перпендикулярных ребер куба— доста-, 
точио убедиться в непараллельности’ 
изображений базисных ребер. А пос- 
леднее очевидно, так как изображения 


2 
стороны в. е. 
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базисных ребер — это отрезки, сое- 

диняющие узел (0, 0) с изображением 

п вершин веса | (их номера равны 
Е: И. А 


Заключение 


Мы доказали возможность косого па- 
раллельного проектирования л-мер- 
ного куба на плоскость. Заметим, что 
чертежи кубов, изображенные на рн- 
сунках 4, а, 6, обладают еще одним 
свойством: вершины = одинакового 
веса лежат на одной прямой, парал- 
лельной первому коордннатному на- 
правлению. Это свойство чертежа не 
является необходимым для парал- 
лельного проектирования — оно, на- 
иример, ме имеет места на рисунке 1. 
Но часто именно это свойство снособ- 
ствует лучшему нониманию виутрен- 
кей структуры такого чисто алгебра- 
нческого объекта, каким является 
п-мерный куб. 





Встреча 
с нашими 
читателями 


Редакция журнала побывала 
в гостях у школьников под- 
московного города Загорска, 
в библиотеке профкома За- 
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вающих наш журнал. 
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главного редактора журнала 
В. А. Лешковцев. Он расска- 
зал о задачах, которые ставит 
перед собой «Квант», о 
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В заключение был про- 


статьях, которые появятся 
в журнале в ближайшее" вре- 
мя. Школьники в свою оче- 
редь высказали ряд пожела- 
ний редакции, Указали раз- 


которые их особенно ннтерс- 


суют, подсказали ряд тем 
для статей. Затем сотрудни- 
ки редакции ответили на 
вопросы читателей. 


веден небольшой конкурс по 
решению задач, победители 
которого были награждены 
намятными книгами. 

В. Н. Березин 
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Случай в автобусе 


Начнем с обыдённого происшествия. 
Автобус резко затормозил у свето- 
фора, нассажиров потянуло вперед. 
Кто-то наступил внереди стоящему на 
ногу и, конечно, извинился. С точки 
зрения правил поведения все в поряд- 
ке. Но физику конец истории должен 
показаться пелогичным. Пассажир, 
конечно, не внноват: виноват, навер- 
но, зазевавшийся водитель — он-то и 
должен извипиться... Мы, однако, ие 
будем увлекаться наукой о новедеиин, 
а только спросим себя, чем, собствен- 
но говоря, виноват водитель? Каким 
образом воднтель смог толкнуть пас- 
сажнров? Ведь он сидит далеко и ие 
может до них даже дотянуться. Мож- 
0 сказать, что сила (конечно, ие от 
водителя, а от мотора или, быть мо- 
жет, от тормозов) передалась через 
пол. Такой ответ также нельзя ири- 
знать удовлетворительным: ведь ноги 
остаются стоять на месте — пассажи- 
ру кажется, что его потянули, скорсе, 
за голову... 

Сели специально ле пыталься за- 
пугать дело, то объясняется все очень 
просто. Шофер затормозил автобус; 
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Я.А СМОРОДИНСКИЙ 


ноги пассажиров (из-за болыного тре- 
ния покоя подошв о пол) тоже за- 
тормозились, а туловище вместе с го- 
ловой продолжало двигаться с преж- 
ней скоростью, повинуясь первому зг- 
кону  Ныютона — закону инерини. 
Если бы трения не было. например ‚все 
нассажиры стояли на идеальных ро- 
ликах (чего ие сделаешиь ради науки!), 
то никакого толчка они сразу бы ие 
ночувствовалн, а один за другим уда- 
рились бы во внезапно остановивную- 
ся перед ними стенку кабины води- 
теля. 

Таксе описание приведет всякий 
разумный наблюдачель, который на- 
холитея в инюрциальной системе ко- 
ординат, например, наблюдает эу 
спену, стоя па тротуаре. 

Но может елучиться, что гу же ис- 
торию захочет проанализировать дру- 
гой наблюдатель, скажем, шофер ав- 
тобуса, который плотво сидел в свсем 
кресле. Он, конечно, знал. что азло- 
бус затормозил, то есть сгал двигаться 
с ускорением отпоснтельво земли, и 
поэтому его система отсчета перестала 
быть ннерцнальной. [Нсфер так и объ- 
яснит происшествис. А что скажет 


пассажир, который не знал о факте 
торможения, но невольно ощутил его? 
Таким образом, мы подошли к основ- 
ному вопросу — как описываются ме- 
ханические движения в неинерциаль- 
ных системах отсчета? 

Известно, что основные законы 
движения — законы Ньютона — спра- 
ведливы только в инерциальных сис- 
темах отсчета. Поэтому естественно 
ожидать, что при переходе к неннер- 
пиальным системам уравнения дви- 
жения должны измениться. Однако, 
если ограничиться только классичес- 
кой механикой, то есть не рассмат- 
ривать движений со скоростями, срав- 
нимыми со скоростью света, то ока- 
зывается, что основное уравнение двн- 
жения можно записывать точно в та- 
ком же виде, как второй закон Ныю- 
тона, если ввести новое понятие — 
понятие сил инерцни. 

Когда шофер тормозит автобус, 
он видит, что пассажир на роликах 
(то есть в отсутствие сил трения) 
получает относительно автобуса ус- 
корение, направленное в ту сторону, 
в которую двигался автобус до тор- 
можения. Или, что то же самое, ус- 
корение пассажира противоположно 
по направлению ускорению, которое 
получает автобус. 

Это ускорение не связано непос- 
редственно с действием какого-то тела 
на пассажира, но наблюдатель, на- 
ходящийся в ускоренной системе ко- 
ординат, пытаясь описать движеине 
с точки зрения обычных законов мс- 
ханики, должен будет сказать: если 
есть ускорение, то его надо приписать 
действию какой-то силы. Такие снлы, 
вводимые в неинерциальных систе- 
мах отсчета для того, чтобы описать 
ускоренное движение свободных тел, 
называют силами инерции. 

Силы инерции отличаются от обыч- 
ных сил, например, от электрических 
или гравитациоиных сил, прежде все- 
го тем, что они вызе”сы не взанмо- 
действием тел, а ускоренным лви- 
жением самой системы отсчета. Силы 
инерции исчезают при переходе в 
инерциальную систему отсчета (наб- 
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людатель на тротуаре), тогда как силы 
обычные не изменяются при переходе 
в любую другую систему отсчета. 
Обычные силы, как говорят, инва- 
риантны относительно перехода в дру- 
гую систему координат, если только 
скорость новой системы отсчета от- 
носительно исходной остается много 
менылей скорости света*). Отмечая 
такое фундаментальное — свойство 
обычных сил, иногда силы инерции 
называют псевдосилами («как бы» сн- 
лами) или фиктивными силами. 

Еще олно важное отличие сил 
инерции состоит в том, что с точки 
зрения неинерциального наблюдателя 
эти силы действуют во всех точках 
системы, где бы ни находилось ис- 
следуемое тело, причем в непосред- 
ственной близости от тела невозмож- 
но указать источник этих сил. Если бы 
один пассажир, стоя на роликах, толк- 
нул другого, то они отъехали бы 
друг от друга в разные стороны, ис- 
винуясь третьему закону Ньютона. 
В тормозящем же авгобусе все нас- 
сажиры подались вперед, н никто не 
поехал назад. В этом смысле действие 
сил инерции напоминает действие 
электрических или магинитных сил, 
которые передаются через электро- 
магинтное подле и для которых тоже 
не так просто понять, что такое про- 
тиводействие. ‘Поэтому и в задаче 
о силах инерции можно ввести ана- 
логичное нонятие — поле сил инер- 
ЦНИ. 


Поле и силы 


Известно, что взаимодействие элек- 
трических зарядов и токов осуществ- 
ляется электромагнитным полем, силы 
всемирного тяготения передаются 
гравитационным полем, синт Взаи- 





*) Если система отсчета движется ‹о 
скоростью, сравнимой со скоростью света, 
то, Как показывается в теорнин относнтель- 
ности, и обычные силы не остаются  инва- 
рнантными. Поэтому мы ограничиваем себя 
классическими нерелятивистскими снстема- 
мн отсчета. 
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модействия между нуклонами — по- 
лем ядерных сил. 


Во всех этих случаях взаимодей- 
ствие тел происходит без непосред- 
ственного коитакта. Понятие физи- 
ческого поля сил и было введено для 
описания такого сорта взаимодей- 
ствий. Это понятие прочно вошло 8 
физику и в ХХ веке совершенно вы- 
теснило понятие контактных сил. 
Лишь на малых расстояниях иног- 
да практически удобнее говорить о 
соприкосновении тел, о толчке или 
ударе. 

Для того чтобы сохранить третий 
закон Ньютона, говорят об обратном 
воздействии тела на поле. Таким обра- 
зом, например, сводят взаимодействие 
двух удаленных друг от друга элек- 
трических зарядов к взанмодействию 
заряда и поля в месте нахождения 
заряда. 


Происшествие в автобусе тоже 
можно описать, используя понятие 
поля снл. В тормозящем автобусе, 
с точки зрения водителя, возникает 
поле сил инерции, которое действует 
на пассажиров. Но следует подчерк- 
нуть, что это поле возникло из-за то- 
то, что система отсчета движется с 
ускорением, и оно может быть ‹унис- 
тожено» переходом в ннерциальную 
систему координат. 


Таким образом, в ускоренно двн- 
жущемся автобусе (мы дальше будем 
говорить — в системе координат) ЕОЗ- 
никает поле сил инерции, замечатель- 
ное, прежде всего, тем, что оно со- 
общает всем телам в системе, незави- 
симо от их массы, одинаковые уско- 
рения. Эти ускорения равны но абсо- 
лютной величине ускорению системы 
координат н направлены в противо- 
положную сторону. 

Только одна сила в- природе — 
сила тяготения — обладает таким же 
свойством. Например, в поле тяжес- 
ти Земли все тела свободно падают с 
одним и тем же ускорением относи- 
тельно инерциальной системы отсче- 
та. Эта аналогия на самом деле имеет 
глубокий смысл — она отражает ве- 
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лнкий принцип эквивалентности *), 
фундаментальный смысл которого рас- 
крывается в теории относительности. 

А пока мы можем сформулировать 
важный вывод: подобно силам тяго- 
тения, силы инерции пропорциональ- 
ны массе тела. Это есть следствие ра- 
венства ускорений всех свободных тел 
в неинерциальной системе координат. 


Какие бывают силы инерции? 


Принцип относительности Галилея 
утверждает, что в любой движущейся 
инерциальной системе отсчета дей- 
ствуют те же законы механики, что 
и в покоящейся системе**). Иначе 
говорят, что никакими опытами внут- 
ри системы наблюдатель не может 
узнать, движется он равномерно и 
прямолинейно или покоится. В част- 
ности, материальная точка, на кото- 
рую в такой системе не действуют ни- 
какие тела, будет либо покоиться, 
либо двигаться без ускорения. К это- 
му мы должны добавить, что точка не 
должна находиться ни в электричес- 
ком, ни в магнитном полях и на нее 
не должно действовать извне никакое 
массивное тело. Разумно применять 
принцип относительности Галилея, 
так сказать, в обратную сторону для 
установления того, является ли сис- 
тема отсчета инерциальной или нет. 
Мерой этого, очевидно, должна слу- 
жить степень точности выполнения 
законов Ньютона в этой системе. 





*) См., например, статью Д. Бородн- 
на «Гравитациониная масса», «Квант», 1973, 
№ 2. 

Заметим, кстати, что поле тяготения 
Земли тоже можно «уничтожить», перейдя 
в другую систему координат, например, „в 
космический корабль. Явление невесомости 
(когда сила тяготения «уравновешивается» 
снлой инерции) отражает тесную связь гра- 
витациониых сил с силами ннерцин. 


**) Принцип относительности Эйнштей- 
на ндет еще лалыше, утверждая, что все 
закокы физики (а не только мехазические) 
остаются такими же. В этой статье мы будем 
говорить только о классических механиче- 
ских явлениях. 
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Если же мы рассматриваем лви- 
жение тел в неинерциальных систе- 
мах отсчета, то нельзя забывать, что 
кроме обычных сил взаимодействия 
на тела действуют еще силы ннерции. 
Чтобы записать уравнения движения 
тел, надо уметь определять все силы. 
Обычные силы зависят от взанмного 
расположения тел и от их относитель- 
ных скоростей. Силы инерции, вызван- 
ные ускоренным движением системы 
отсчета, очевидно, должны зависеть 
и от характера движення самой сис- 
темы отсчета. 

Рассмотрим два случая: 

1) система отсчета относительно 
неподвижной инерциальной системы 
движется поступательно с некоторым 
постоянным ускорением; 

2) система отсчета вращается во- 
круг неподвнжной оси с постоянной 
угловой скоростью. 

В первом случае возникает только 
одна сила, которую так н называют 
силой инерции. Во втором случае надо 
говорить о двух силах. Первая зави- 
сит только от координат, то есть от 
расстояннй до оси вращения; эту 
силу называют центробежной силой 
инерции. Вторая сила зависит от 
скорости движення тела относитель- 
но вращающейся системы отсчета, но 
не зависит от координат; ее называют 
кориолисовой силой в честь француз- 
ского механика Кориолиса (1792— 
1843). О кориолисовой силе в этой 
статье мы говорить не будем. 

Для того чтобы получить конкрет- 
ные выражения для силы инерции 


при поступательном движении н для 
центробежной ‘силы ннерции, доста- 
точно сопоставить движения тела в 
инерциальной и неннерциальной снс- 
темах отсчета. 


Поступательное движеине 
системы отсчета 


Пусть система отсчета К’ движется 
равноускоренно с ускорением а, от- 
носительно инерциальной системы КД. 
Рассмотрим некоторое тело, на кото- 
рое со стороны другого тела действу- 
ет сила Е, сообщая ему ускорение а 
относительно системы К. Ускорение 
этого тела в системе К” обозначим а’. 
Опишем движение выбранного тела 
с точки зрения двух наблюдателей: 
один связан с системой К’ (будем на- 
зывать его подвижным наблюдате- 
лем), другой находится в системе К 
(его будем называть неподвижным). 

Для неподвижного наблюдателя 
(в инерциальной системе отсчета) 
тело участвует в двух движениях 
(рис. 1): с ускорением а’ относительно 
системы К’и с ускорением ах от- 
носительно системы К, поэтому его 
полное ускорение 


: 


а=а- а... 
Занишем уравнение движения тела: 
па м, 


или 
т (а’- а) = Е. 
Последнее равенство можно перепи- 
сать по-другому: 
та’ —: Е — та,. (В 
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_ бе) К 
о 
С я хр 


В частном случае, когда РЁ = 0, 
в системе К ускорения нет, то есть 
а = 9. поэтому 


а’= — а. 

Таким образом, подвижный наблю- 
датель обнаружит, что все свободные 
села в его системе имеют ускореиме, 
равное по абсолютной величине ус- 
корению самой системы отсчета, но 
направленное в противоположную сто- 
рону. Можно сказать, что в этой сис- 
теме ссть поле сил, которое действует 
на тела с силами Р„, называемыми си- 
лами инерции. 

Итак, с точки зрения подвижного 
наблюдателя уравнеиие движения те- 
ла в общем случае надо записать так 
(рис. 2): 


та’ = Е + ЁЕ.. (2) 


Сравнивая {1} и (2), нетрудно заме- 
тить, что 
Е: = —та%. 


То есть в случае поступательного две- 
жения неннерциальной системы от- 
счета сила изерции зависит от уско- 
рения этой системы, которое легко 
измерить на опыте. Заметим также 
еще раз, что сила инерцни (подобно 
снле тяжести) пропорциональна мас- 
се тела. . 


Готенциал поля сил инерции 


Многие физические поля сил можно 
охарактеризовать энергетически с 
помощью понятия потеициала или 
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Рис. 4. 


нотенциальной энергни тела в этом 
поле. Можно это сделать и для поля 
сил ннерцин, воспользовавшись ана- 
логией с полем тяжести Земли. Сход- 
ство этих полей состоит, прежде всего, 
в том, что все свободные тела в ус- 
коренной системе отсчеха движутся 
с одинаковыми ускорениями, не за- 
висящими от их масс. 

Известно, что -вблизи поверхности 
Земли (где ускорение свободного па- 
дения постоянно) тело массой гп об- 
ладает потенциальной энергией 


П = мах, 


тде х — высота тела над поверхностью 
Земли (рис. 3). Заметим, кстати, что 
величину ф = ах называют потен- 
цналом поля тяжести. При переме- 
щенини тела с высоты х, на высоту 
х. < х, поле совершает работу 


А = тв (х, —х,) = —П, —П,, 


то есть работу, равную убыли нотен- 
циальной энергии тела. Эта работа 
ндет на увеличение кннетаческой энер- 
гин тела: на сколько уменыцилась 
потенциальная энергия, настолько же 
увелнчилась книиетическая энергия, 
так что сумма кинетической и по- 


тенциальной энергий остается по- 
стоянной. Поэтому полная энергня 
тс? 
Е =-5 тах 


остается неизмениой, 

время движения. 
Еслн система отсчета К” ускоря- 

ется в направлении оси х’ (рис. 4) и 


сохраняется во 
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все свободные тела «падают» с уско- 


рением а, равным ускорению дви- 
жения самой системы, то но анало- 
гин выражение для потенциальной 
энергии тела массой м в поле сил 
инерции можно записать так: 
ЗВ = ОЖ, 

гдех' — координата тела в системе К”. 
Величину ф’= ах’ разумно назвать 
потенциалом поля сил инерции. 

Тогда полная энергия тела в ус- 
коренной системе отсчета равна 


НЫ 


,_т , 
В =—5—-- ох’, 


где и’— скорость тела. Причем, ве- 
личина полной энергии все время ос- 
тается постоянной. 


ъ 


Центробежная сила инерции 


Рассмотрим теперь систему отсчета, 
которая вращается с постоянной уг- 
ловой скоростью в вокруг неподвиж- 
ной оси. Такой системой может быть, 
например, вращающийся диск. Мы 
уже говорили о том, что в случае вра- 
щающейся системы отсчета надо го- 
ворить о двух силах инерция — цент- 
робежной и кориолисовой. Ограни- 
чимся рассмотрением только центро- 
Сежной силы инерции. Эта сила за- 
висит от координаты тела и не за- 
висит от того, покоится оно или двн- 
жется относительно вращающейся сис- 
темы отсчета, поэтому для простоты 
рассуждений будем считать, что тело 
неподвижно. 


Пусть на гладком вращающемся 
диске лежит тело, которое с помощью 
пружины удерживается на диске на 
расстоянии г отоси вращения. Опи- 
шем его поведение с точки зрения 
неподвижного и подвижного наблю- 
дателей. 

Неподвижный наблюдатель (свя- 
заиный с инерциальной системой от- 
счета) скажет, что поскольку тело 
движется по окружности, то оно имеет 


ускорение, называемое — центростре- 
мительным и равное по величине 
а = 7. 


Это ускорение телу сообщает сила 
упругости растянутой пружины Г, 
поскольку никакне другие тела в го- 
ризоптальной плоскости на тело не 
действуют (рис. 5). Согласно второму 
закону Ныотона 

та = К,. 

С точки зрения подвижного наб- 
людателя (связанного с вращающейся 
неинерциальной системой отсчета) 
тело покоится, следовательно, сумма 
всёх сил, действующих на тело, равна 
нулю. Поэтому этот наблюдатель дол- 
ужем сказать, чло есть сила, уразио- 
вешивающая силу упругости (рис. 6). 
Эло — центробежная сила инерции 
Ри.ц. равная 

иц = — Ву = —та,. 
Знак «минус» говорит о том. что эта 
сила направлена противоположно 
пентростремительному ускорению, то 
есть по радиусу от оси вращения, и 


равна по величине Риц := тег. 
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Рис. 7. 


Здесь уместно заметить, что суще- 
ствует досадная двусмысленность 
в сложившейся терминологии. Дело 
в том, что в неподвижной системе от- 
счета силу, с которой движущаяся по 
окружности материальная точка дей- 
ствует (по третьему закону Ньютона) 
на тело, удерживающее ее на окруж- 
ности (на пружину в нашем примере), 
называют также центробежной силой. 
С этой силой никогда не надо путать 
центробежную силу инерции (это ‘мо- 
следнее, самое главное слово часто 
опускают), которая действует на 
любое тело во врашающейся (неннер- 
циальной) системе отсчета. Эти две 
силы проявляются В разных системах 


отсчета и приложены к разным телам 
(рис. 7). 


Потенциал поля 
центробежных сил инерции 


Подсчитаем работу, которую совер- 
шает поле центробежных сил инер- 
ции по перемещению материальной 
точки массой т. Пусть начальная ко- 
ордината точкн (расстояние от оси 
вращения) равна 7:, а конечная — 
г.. Центробежная сила инерции равна 
то?г и направлена от оси вращения. 

Если г. — г, мало, то можио за- 
пясать 


р ве а Га = 72 
А = Ри. цАг = п = Аг, 
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заменив среднюю силу Риц силой в 
средней точке. ГПодставив вместо Аг 
значение 7. — х., получим 


9.2 22 
= о РА Г 


7 2 








С другой стороны, работа всегда 
равна изменению потенциальной энер- 
гии, взятому с обратным знаком, то 


есть 
А = —П.—П,). 


Сравнивая два выражения для ра- 
боты, заметим, что величииу 
то?г? 
Вр = 
можно назвать потенциальной энер- 
тией материальной точки в поле цент- 
робежных сил инерцин, а величину 


ф’ = —“5- — соответственно по- 


тенциалом этого поля. 

Тогда для вращающейся снстемы 
отсчета полная энергия точки при 
движенин равна 

‚ти ты 
Е р м т > 
н величина се остается постоянной. 

Напомиим, однако, что во вра- 
щающейся системе отсчета действует 
еще одна сила инерции (сияла Корио- 
лиса), зависящая от скорости мате- 
риальной точки. Поэтому, для того 
чтобы записать уравнение второго за- 








кона Ньютона в этой системе, недос- 
таточно знать выражение для полной 
энергии. Но об этом будет рассказано 
в другой статье. 

В заключение приводим несколько 
задач, причем читателям самим пред- 
лагается ввести все исходные дан- 
ные, необходимые для решения этих 
задач. 


Упражнения 


1. В вагоне на полке лежал грузнк, 
скрепленный со стенкой с помощью пружинки. 
Когда поезд стал двнгаться с ускорением, 
грузик на пружинке начал колебаться. 
Найти период его колебаний. 


2. На этот раз грузик висел на веревоч- 
ке. При ускоренном движении поезда он 
начал колебаться. Найти период колебаний 
и положение равновесия этого математи- 
ческого маятника. 


3. В трубке, прикрепленной к тележке 
и изогнутой под прямым углом, налита вода, 
заполнившая горизонтальное колено. На 
какую высоту поднимается вода в вертикаль- 
ном колене, когда тележка начинает двигать- 
ся ускоренно? 


4. Чемодан, лежащий на полке, был 
привязан веревкой. При каком ускорении 
поезда веревка оборвется? Как влияет 
трение чемодана о полку? 


5. Пружину с грузиком вращают с уг- 
ловой скоростью ©. Как будет колебаться 
грузик? 


6. В цилиндрическом сосуде находится 
кислород. Сосуд вращается вокруг оси. Как 
изменяется давление газа по раднусу сосуда? 


ВИр:ИКуапетесте.ги 


Задачи 


1. Направо и налево от 
нуля выписывают числа 
натурального ряда: 
..65432101234567... 


Затем, отсчитывая от 
правой единицы,  зачерки- 
вают каждое третье число 
(и иалево, и направо), от- 
считывая от левой единицы— 
каждое пятое — число, от- 
считывая от правой двойки — 
каждое седьмое число, ст- 
считывая от левой двойки — 
каждое девятое число и так 
далее. Доказать, что в ре- 
зультате слева незачеркну- 
тыми останутся все такие 
числа Ё, что 4 -|- 1 — про- 
стое числе, а справа — все 
такие числа т, что 4т — |1 — 
простое число. 

2. На сторонах АВ, ВС 
и АС треугольника АВС 
выбраны соответственно точ- 
ки ГР Мь, М, н 1», М.. 
№., причем так, что 


АГ В 
Г.В — Т.А, 
ВМ, СМ, 
мс М,В 
См, — АМ, 
МА > М.С ° 


Доказать, что площади 
треугольников 2:/М.М, н 
1.5М.М. равны. 

3. а стороны треуголь- 
ника АВС опущены высоты 
АБ, ВЕ и СЕ. Доказать, что 

а) площадь треугольни- 
ка, вершннамн которого яв- 
ляются .середнны Н, Ки Г 
проведенных высот, равна 
р + площади треугольника 


6) обозначим через 0, фи 
соответственно углы (отсчи- 
тываемые против хода часо- 
вой стрелки), которые обра- 
зуют прямые НК и АВ, КЕ 
и ВС, ЁМ ин СА; тогда спра- 
ведливо равенство 


(с052 А -|- с03? В) 48 0 -- 
-- (с0$ В -|- со$? С) шф-+ 
+ (©0552 С + со? д) Х 

х Ш = 0. 
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Ех Е т == 
дит: Я я = 
мы "я 


«Горы ‚мое жизни играли 

0че8 по эмоциональ 
А.К кикоин Г ную? 

рода`п ЯВ. ни с чем не 

сравнимое дужовное умиро- 

ь творекие. К этому присоеби- 


юнутая при- 
няется глубокое идовлетво- 


рение от преодоления пре- 
пятствий. В горах зарож- 
ооо дается скрепленная опасно- 


стями дружба с товарища- 
ми, остающаяся 
жизне.» 





на всю 





И. Е. Тамм 





«Идет к вершинам 
Игорь Тамм, 
А мы за Таммом 
по пятам... ъ 


Эти незамысловатые стихи 
содержались в одном из 
приветствий, обращенных в 
день семидесятилетнего 
юбилея к академику Игорю 
Евгеньевичу Тамму. Верши- 
ны, о которых говорится в 
этом  двустишии,— ото не 
аллегорические вершины 
науки, а вершины в бук- 
вальном смысле этого сло- 
ва — вершины высоких гор. 

Физикам всего мира 
лауреат Нобелевской пре- 
мии по физике академик 
И. Е. Тамм известен кэк ав- 
тор многих выдающихся нё- 
учных работ по теорим 
ядерных сил, теории осо- 
бых состояний электронов 
на поверхности кристалла 
(«уровни Тамма»), теории из- 
лучения быстрых электро- 
нов в веществе теории 
плазмы в магнитном поле и 
многих других. Но альпими- 
стам в нашей стране И. Е. 
Тамм был известен также 
как энтузиаст  высокогор- 
ного спорта. И. Е. Темм был 
одним из первых восходите- 
лей на вершины Алтая, а од- 
на из вершин этого района 
носит его имя (пик Тамма). 

Альпинисты знают и 
многих других ученых — фи- 
зикови матемотиков — йю- 
бителей гор и восхождений. 
Известный советския мате- 
матик  член-корреспондент 


Инльё Бор на лыжах. 


Фредерик и Ирэн Аолно- 
Кюри перед лыжиым нохо- 
ОМ 


Фредерик  Жолно-Кюри с 
сыном на рыбалке 


|. Е. Тамм и заслуженным 
мастей  сшотя  ниженер- 
электрик Е. А. Козакова 
Кавкиз. 1969 г. (Фотогра- 
фия публикуется впервые. } 
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Академии наук СССР Борис 
Николаевич Делоне не 
только сам совершил нема- 
ло восхождений на верши- 
ны, нои был организатором 
первого альпинистского ла- 
геря в нашей стране. Этим 
он положил начало той си- 
стеме обучения и спортив- 
ного совершенствования 
альпинистов, которая сдела- 
ла советских альпинистов 
сильнейшими в мире. 
Другой математик, ака- 
демик Александр Данило- 
вич Александров, также из- 
вестен не только как автор 
выдающихся работ по гео- 
метрки, но м как мастер 
спорта СССР по альпиниз- 
му, совершивший ряд труд- 
нейших восхождений на 
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Са 


Кавказе и в других районах 
страны. Отличный  горно- 
лыжник, он, будучи ректо- 
ром Ленинградского госу- 
дарственного университета, 
не раз выигрывал соревно- 
вання по слалому у моло- 
дых своих питомцев — сту- 
дентов университета. 
Многие другие физики 
и математики и в нашен 
стране, и за рубежом, взом 
числе и самые прославлен- 
ные из них, увлекались вы- 
сокогорным спортом. Не 
раз совершали восхождения 
на вершины гор такие кори- 
фен физики, как Нильс Бор, 
Вернер Гейзенберг. Горные 
походы, пешие и даже ве- 
лосипедные, любил совер- 
шеть Энрико Ферми. Изве- 
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Альберг Эпиштейвн на яхте. 
< 


Энрико Ферми «подкармлн- 
васт»себя в... свой лыжи. 


* 


Немало — времени провели 
вместе Нгорь Евгеньевич н 
Поль Дирак не только за 
обсуждением актуальных 
проблем физнкн, но эр нуте- 
шествуя в горах. совершая 
совместные восхождения на 
Кавказе, в Шотландин. 
{Фотография публикуется 
впервые. } 

»> 


И. Е. Тамм в горах 


стный физик Джон Тиндаль 
(явление рассеяния света в 
мутных средах носит назвл- 
ние эффекта Тиндаля) пер- 
вым совершил восхождение 
на одну из труднеиших аль- 
пийских вершин — Маттер- 
горн. 

Но альпннизм — не 
единственный вид спорта, 
ксторым увлекаются физики 
и мазематики. О Нильсе Бо- 
ре рассказывают, что од- 
нажды, когда он  прогули- 
вался по улицам Копенга- 
гена с приехавшим к нему 
физиком из Германии, пос- 
ледний обратил внимание на 
то, что множество прохо- 
жих приветствует Бора. За- 
граничный гость выразил 
Бору свой восторг по пово- 
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ду высокого культурного 
уровня датчан, так хорошо 
знающих своего знаменито- 
го физика. Но Бор ответил 
ему, что приветствующим 
его прохожим ои известен 
вовсе не как физик, а как... 
боксер... Бор был также от- 
личным яхтсменом, а во вре- 
мя пребывания его в США 
в период работы над атом- 
ной бомбой Н. Бор удив- 
лял молодых американских 
физиков своим искусством 
горнолыжника. Ему было в 
то время около 60 лет... 

На первый вэгляд увле- 
чение ученых спортом ка- 
жется странным. Многив 
ведь считают, что успешная 
научная работа требует, 
чтобы ей отдавалось все 
время ученого. Где уж тут 
выкроить время для путе- 
шествий по горам? Но неда- 
ром восточная пословица 
говорит, что отдых принад- 
лежит труду, как ночь дию. 
Отдых необходим каждому, 
кто трудится. Но отдыхать — 
значит отключиться от того, 
чем заият во время труда, 
А ученому отключиться от 
науки очень трудно, М луч- 
: ший способ отключения — 

ь и: 5 это заиятия спортом. Да 
рт. ь | еще таким, который требует 
РУЗ З большой и продолжитель- 
ной физической нагрузки и 
связан < сильными  впечат- 
лениями. Именно таков аль- 
пинизм: движение вверх, с 
тяжелым рюкзаком, в усло- 
виях постоянной опасности, 
наилучшим образом застав- 
ляет забыть о том, чем весь 
год был занят мозг... Воз- 
можно, что именно поэтому 
многые физики и математи- 
ки стдают предпочтеике 
альпинизму. Но, как мы ви- 
дели, и другие виды спорта 
ие чужды им. 

Спорт, любой вид спор- 
та — лучший отдых для 
тех, кто занимается наукоя. 
Да и для тех, кто еще толь- 
ко изучзет ее! 
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МАТЕМАТИЧЕСНИЙ 
КРУЖОК 
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Вступительная 


контрольная работа 
в ВЗМШ в 1974 году 


Решения задач 
А. „Т. Тоом 





В этом номере мы публикуем решения наиболее интересных задач из вступительной 
работы в ВЗМШ 1974 года (см. «Квант», 1974, № 1, с. 73]. 


Задача 1. Три друга сыграли 
несколько партий в шохматы, причем 
каждые двое сыграли друг с другом 
одинаковое количество партий. По- 
том стали решать, кто победитель. 
Первый сказал: «У меня больше, чем 
у каждого из вас, выигрышей». Второй 
сказал: «У меня меныце, чем у каждо- 
го из вас, проигрышей». Но когда под- 
считали очки, то оказалось, что боль- 
ше всех очков набрал третий (выиг- 
рыш — 1 очко; ничья — 1/2 очка, про- 
игрыш — 0). Могло ли так быть? Если 
нет — докожите, если да — приведи- 
те пример. 

Да, так могло быть. Вот пример, 
доказывающий это. Пусть каждые двое 
сыграли по 7 партий, причем из них: 

нервый вынграл у второго две пар- 
тии; 


второй выиграл у первого две 
партин; 

первый выиграл у третьего три 
партии; 

третий выиграл у первого четыре 
партии. 
Остальные партии закончнлись 
ВНИЧЬЮ. 


Задача 2. Существиют ли три 
положительных целых числа в, 6, с 
таких, что а меньше 1974, Ь на 15175 
меньше си [= с? 

Да, такие числа существуют. Мож- 
но было бы просто их выписать, но 
мы объясним, как их найти, и по- 
путно покажем, что эта тройка чисел 
един ственпа. 
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По условию, 


а 
е—Ь-: 1575, 
| < 1974. 


Из этой системы видно, что а? делит- 
ся на 1575=3*.5*.7. Поэтому а ле- 
лится на 3.5-7- 105. 

Положим а = 105 &. Из неравен- 
ства а < 1974 следует, чо 1 А = 
< 18. Тогда 


с = -- (74° + 1575}, 


ыы 


ь: — (ТЕ? — 1575, 


откуда А >15. При А = 6 н Ё= 
= 18 число $ получается нецелым.Ос- 
тается только А = 17. Тогда 

а = 1185, В = 224, с = 1199. 


«Легко убеднться, что эти числа удов- 
летворяют условию. 

Задача 6. Точка О лежит на 
биссектрисе угла АСВ. На луче АС 
выбрали точки Ау и А,, а на луче 
СВ — точки Ву и В. так, что четыре 
точки А, С, В,, О лежат на одной 
окружности и четыре точки А,, С, 
В., О тоже лежат на одной окруж- 
ности. Докажите, что А.А. = В В.. 

Ввелем обозначения: СР = а, 
5 АСР = —ВС0 -= «а. Нам надо про- 
делать два аналогичных построення. 
Чтобы не писать два раза почти одно 
и то же, введем переменную п, при- 
нимающую два значения: Ги, и опи- 
шем построение один раз, употребляя 
переменную п (см. рис. 1). Продолжим 





Рис. 1. 


АС за точку С на отрезок СЁ, = СВа. 
Отложим на дуге СВ,О дугу БЕ), 
равную дуге СВ„. Очевидно. 3СВЁЕ„= 
=и ЮР, = СВ„ = СЁЕ„. Поэтому, 
учитывая  собтношение —А,СО = 
= .%СРЕ,„, получаем, что СРЕзЕ„ — 
параллелограмм, и Е,Р, == СБ = а. 
Далее, 2СА,ЁР, = СРОРЁ,„, посколь- 
ку они опираются на одну дугу СЁл; 
поэтому -Е„А„Ё, =“. 

Таким образом, в треугольнике 
О т 

Пи = Йа = 1 

Ей А = 180 — 2 м. 


Поэтому треугольники Д.Е. АЙ, и 
Е.ЁЕ.А» равны по первому признаку. 





Рис. 2.. 
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Тогда 
Е.А, = В,Аь, 
ВС --А.С = В.С-А.С, 
В.С — В.С = А.б=— А.С, 
эткуда В.В, = А.А,, что и требо- 


валось доказать. 

Задача 7. Подряд в строчку 
выписакы 1974 цифры. Каждое 08у- 
значное число, записываемое двумя 
соседними цифрами (в том порядке, 
а каком они написаны), делится на 1 
или на 23. 

а) Последняя цифри 1. Какова пер- 
ва39? 

6) Первая 
ледняя? 

Удобно начертить «граф» (схему 
из стрелок), как показано на рисун- 
ке 2. В нем стрелка низ цифры х в циф- 
ру у означает, что у может следовать 
за х, то есть двузначное число ху де- 
лится на 17 иля на 23, 

Мы видим, что перед | может стоять 
только 5, перед 5 — только 8 и так 
далее, каждая цифра однозначно оп- 
ределяет предыдущую. При этом, ес- 
ли мы идем по стрелкам назад от циф- 
ры 1, то цифры, начиная с 6, повторя- 
ются с пернодом 5. Поэтому, если 
1974-я цифра 1. то 1971-я цифра 6, 
а так как дальше — повторение с пе- 
риодом 5, то первая нифра тоже 6. 

Пусть теперь первая цифра 9. 
Пойдем по стрелкам вперед. После 9 
может стоять только 2, после 2 толь- 
ко 3, после 3 только 4, после 4 только 
6, а вот после 6 может стоять и 9, и 8. 

Но после 8 должно стоять 5, 1, 7, 
а после 7 ничего стоять не может. 

Таким образом, 8 может появиться 
не раньше чем на 1971-м месте, а до 
тех пор после 6 может стоять только 9. 
Цифра 6 в первый раз появилась на 
5-м месте и будет повторяться © пе- 
рнодом 5. Значит, на 1970-м месте 
будет 6. На 1971-м, как мы выяснили, 
может быть 9 или 8, а на 1974-м месте 
может быть 4 или 7. 

Задача 8. Периметр выпукло- 
го четырехугольника АВСР равен 10, 
его стороны АВ и СО параллельны. 
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цифра 9. Какова пос- 


Найдите длины всех сторон. если из- 
вестно, что биссектрисы углов А и В 
четырехугольника делят сторону СР 
на три равные части, а биссектрисы 
углов С ц В делят сторону АВ на 
три равные части. 
В этой задаче возможны четыре 
случая, схематически изображенные 
на рисунках 3, 4,5, 6. Рисуики не 
воспроизводят действительпых длии 
„сторон или величин углов, показан 
только порядок следования точек 
пересечения биссектрис АЕ, ВЛ, 
СК, ОМ $5 сторонами. 
Гслучай (рис. 3). Пусть АМ = 
= МК = КВ = а. Заметим, что 
АМРО = =Срм = АОМ. (*) 
Поэтому АР = а. Аналогично ВС = 
= БЕ = ЕН = НС = а. Поэтому пе- 
риметр четырехугольника равен 8 а, 
откуда а = 5/4. Ответ для этого и дру- 
гих случаев дан в таблице. 

Пслучай (рис. 4). Пузь 
АК = КМ = МВ = а. Равенства (») 
снова верны, поэтому АР = а, и 
аналогично ВС = РЕ = ЕН = НС = 
=2. % Периметр равен 13 а. откуда 


= 13: 
Ш случай 
чен случаю П. 
[У случай (рис. 6). Пусть 
АК = КМ = МВ =а. — Используя 


(рис. 5) аналоги- 
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те же равенства углов (+), получаем: 

АР = ВС =2 а. 

откуда РН = НЕ = ЕС = а. 

риметр равеи 10 а. откуда а = 1. 
Ответы: 


ЕЕ НЫЕ № 
Пе- 


20/13 | 20/13 
60/13 130/13 
20/13 | 20/13 





Задача 9. а) Перенислите все 
вазмажные прямоугольники, у которых 
длины сторон болыие 1Ю и которые 
можно разрезать на 28 прямоуголь- 
ников размером 3Ж5. 

6) Можно ли 28 брусками ‘разме- 
ром 3ЗХ5ЖХ10 заполнить какуо-ни- 
будь прямоугольную коробку ажьжс, 
206 ас 10? 

а) Очевидно, пложадь такого яря- 
моугольника равна 28.3-5=420. Длу- 
ны его сторон — целые числа. Зна- 
цит, надо разбить число 420=22.3.0.7 
на два нелых множителя, каждый из 
которых больше 10. Рассмотрим тот 
множитель, который делится на 7. 
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Рис. 7. 


Он больше 10 и меньше 42 (иначе вто- 
рой множитель не больше 10). 


Получаем четыре случая: 1) 14 Х30; ° 


2) 21х20; 3) 2815; 4) 35х12. 

Мы выяснили, что никакой прямо- 
угольник, отличный от четырех пе- 
речисленных, не годится. Подходят ли 
эти четыре? 

Заметим, что если длинна одной сто- 
роны прямоугольника делится на 3, 
а второй — на 5, то такой прямо- 
угольник можно разрезать на прямо- 
угольники размером 3Х5. Отсюда 
сразу следует, что прямоугольники 
размером 21Ж20 и 35х12 подходят. 

Прямоугольник размером 14х30 
разрежем сначала на два прямоуголь- 
ника: 9Х30 и 5хХ30. Оба они могут 
быть разрезаны на прямоугольники 
размером 3%Х5, значит, прямоуголь- 
ник размером 14Х30 тоже подходит. 

Прямоугольник размером 28х15 
можно разрезать на прямоугольники 
25х15 и 3Х15. 

Значит, все четыре прямоуголь- 
ника подходят. 

6) Да, можно. Приведем пример, 
доказывающий это. Пусть 

а = 20, Б = 15, с= 4. 
Разрежем эту коробку размером 20 х 
х15Х И на две: размером 20 Хх 15 Х9и 
20х15х5. 

В каждой из двух полученных ко- 
робок одно измерение делится на 3, 
другое — на 5, третье — на 10. По- 
этому каждую из них, конечно, можно 
заполнить брусками 3Х5Х10. Всего 
брусков получится 28. 
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Задача 10. Существует ли де- 
вятизначное число, записываемое циф- 
рами 1,2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, у которого 
нельзя вычеркнуть пять цифр так, 
чтобы оставшиеся четыре шли в поряд- 
ке возрастания или в порядке убыва- 
ния? 


Да, существует. Докажем, на- 
пример, что годится такое число: 
321 654 987. 


Легко проверить, что если какие-то 
две цифры этого числа стоят в убы- 
вающем порядке (менышая стоит 
правее большей), то они обязательно 
из одной тройки. Значит, в этом чис- 
ле нельзя выбрать болыше трех цифр, 
стоящих в убывающем порядке, по- 
скольку все эти цифры должны на- 
ходиться в одной тройке. 

Если же какие-то цифры этого чис- 
ла стоятв возрастающем по- 
рядке, то они обязательно из разных 
троек. Поскольку троек всего три, 
то нельзя выбрать более трех цифр, 
стоящих в возрастающем порядке. 

Существуют и другие примеры. 
Например, годится число 


638 159 274, 


докажите это самостоятельно. 

Задача 11. Можно ли указать 
внутри треугольника со сторонами 
3, 4, 5 точку, расстояния от которой 
90 каждой из сторон треугольника: 
а) меныше 2; 6) меньше 1? 

а) Можно, подходит центр впи- 
санной окружности (ее радиус ра- 
вен 1). 

Ответ на вопрос 6}: нет, нельзя. 
Докажем это. Проведем из центра О 
вписанной окружности радиусы ко 
всем точкам касания со сторонами и 
обозначим римскими: цифрами части, 
на которые разделился наш треуголь- 
ник (см. рис. 7). Легко доказать, что 
если искомая точка М находится в 
части 1 (включая границу), то рас- 
стояние от М до АВ не меньше 1. Ана- 
логично, если М — в части 1, то рас- 
стояние от М до ВС не меньше 1, а 
если М — в части Ш, то расстояние 
от М до АС не меньше 1. 
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задачник поанта 





Решения задач из этого номера можао посылать не позднее 1 октября 1974 г. по 
адресу: 117074, Москва, В-71, Ленинский проспект, 15, издательство «Наука», журнал 
«Квант». После адреса на конверте напншите, решения каких задач вы посылаете, 
например: «Задачник «Кванта», №276, №277» или ч... $288». 

Решения задач по каждому из предметов [математике и физике], а также новые 
задачи просьба присылать в отдельных конвертах. Задачи из раззых номеров жур- 
нала присылайте танже в разных конкертах. В письмо вложите конверт с написан- 
ным на нем адресом [в этом конверте вы получите результаты провернкмы ваших 
решений|. Условия орнгинальных задач, предлагаемых для публикации, присылайте 
в двух экземппярах вместе с вашими решениями этых задач (на конверте пометьте: 
«Задачник «Кванта», новая задача по физике» или <... новая задача по математике»]. 
Поспе формулировкн задачи мы обычно указываем, кто предложил нам эту задачу. 
Разумеется, не все эти задачи публикуются впервые. Наиболее трудные отмечены 
звездочкой. 

В этом номере, как и в предыдущем, «Задачник «Кванта» составген мз задач по- 
следней Всесоюзной олимпиады м их обобщений. Полный набор задач олимпиады 
и подробный рассказ о заключительном туре мы поместим в № 10 за этот год. 


Задачи М278. а) Каждая из сторон вы- 


нестиугольника имеет длн- 


нуклого 
М276—М280; Ф288—$292 \ 


М276. Дан квадрат АВСО. Точки 
Ри О лежат соответственно на сто- 
ронах АВ и ВС, причем ВР = ВО. 
Пусть Н — основание  перпендику- 
ляра, опущенного из точки В на от- 
резок РС. Докажите, что угол РУО — 
прямой. (10 кл.) 

Н. Б. Василь 


М277. Задано несколько красных 
и несколько синих точек. Некоторые 
из них соединены отрезками. Назо- 
вем точку «особой», если более поло- 
вины из соединенных с ней точек имеют 
цвет, отличный от ее цвета. Если есть 
хотя бы одна особая точка, то выбни- 
рается любая особая точка и пере- 
крашивается в другой цвет. Докажи- 
те, что через конечное число шагов ие 
останется ни одной особой точки. 
(10 кл.) 
А. М. Штейнберг 
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ну больше 1. Всегда ли в нем найдется 
диагональ дллнны болыше 22 

6) В выпуклом  шестиугольнике 
АВСРЕЕ длины днагоналей АБ, 
ВЕ и СЕ болыше 2. Всегда ли у пего 
найдется сторона длины больше 12 
(8 кл. } 


Н. Х. Агаханов 


№279. На п карточках, выложен- 
ных по окружности, занисаны числа, 
каждое из которых равно -!-1 или —1. 
За какое наименышес число вопросов 
можно наверияка определить произ- 
ведение всех п чисел, если за один 
вопрос разрешается узпать 

а) произведение чисел на любых 
трех карточках? 

6) произведение чисел на любых 
трех карточках, лежащих подряд? 
(п — натуральное число, большее 3). 
{9 кл.) 

Ю. И. Нонин 


М280*. Дан треугольник АВС 
площади 1. Пусть А,. В, и С, — се- 
редины сторон ВС, АС и ЛВ соответ- 
ственно. Какую минимальную пло- 
щадь может иметь общая часть тре- 
угольников А,В.С, и КЕМ, если 
точки К, Ё, и М лежат соответственно 
на отрезках АВ,, СА и ВС? (10 кл. ) 


Б. М. Ивлеи 


$288. Сосуд С (рнс. 1) сообщается 
с окружающим пространством через 
малое отверстие. Температура газа в 
окружающем пространстве Т, дав- 
ление р. Газ настолько разрежен, что 
молекулы при пролете в сосуд и из 
сосуда па протяжении размеров от- 
верстия не сталкиваются друг е дру- 
гом. В сосуде поддерживается тем 
пература 4 Т. Каким будет давленне 
в сосуде? (9 кл.) 


Ф289. По сторонам нрямого угла 
скользит жесткая налочка длины 2 /Г. 
в центре которой закрейлена бусинка 
массы т. Скорость точки В постояпиа 
и равна о (рис. 2}. Определить. с ка- 


кой силой действует бусинка ца ца-. 


лочку в тот момент. когда % 45°. 


(8 кл. 1 





Рис. 1. 


Рис. № 


$290. Трубка, в которой находит- 
ся пружипка с прикрепленным к ней 
шариком, может вращаться вокруг 
вертикальной осн, проходяней через 
конец трубкн. Свободный коней пру- 
жинки прикреилен к трубке (рис. 3). 
График зависимюсти силы упругости 
пружнны РЁ от деформации представ- 
лен па рисунке 4. 

Нарисуйте ирнмерный график за- 
висимости смещения шарнка вдоль 
трубки от угловой скорости при уве- 
личенин се от нуля до такой величины, 
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1254567 д] с 
з 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


когла Ё==5 н. 
зависимость прн 
вой скорости? [, 


Как изменится эта 
уменьшении угло- 
2 см. (8—9 кл.) 


Ф29т. Два одинаковых  конлен- 
сатора А и В, каждый емкостью С, 
н катушка с индуктивностью 2. сое- 
динены как показано на рисунке 5. 





Рис. 5. Рис. 6. 

В начальный момент ключ А разом- 
кнуг, конденсатор 4 заряжен до раз- 
ности нотепциалов (И. Заряд кон- 
денсатора В и ток в катунке равны 
нулю. Определите максимальное зна- 
чение тока в катушке после замыка- 
пия ключа. (10 кл.) 


$292. Мз одной точки па дне го- 
ризонтального кругового желоба раз- 
легаются шарики под небольшими уг- 
лами к образующей желоба с одина- 
ковыми проекциями скорости вдоль 
этой образующей (рис. 6}. Встретятся 
ли эти шарики? (19 кл.) 
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Решения задач 


М236—М240; Ф243—Ф247 





М236. а) Имеется 51 двизначное число. До- 
кажите, что из этих чисел можно выбрать 
по крайней мере 6 чисел так, чтобы никакие 
два из выбранных чисел ни в одном разряде 
не имели одинаковой цифры. 

6) Даны натуральные числа Вип, (< 
< Ё<л. Даля какого наимекыиего т верно 
следующее утверждение: при любой расста- 
новке т ладей на доске размером пЖтп 
можна выбрать # ладей из этих т так, 
чтобы никакие две из выбранных ладей не 
били друг друга? 


Решим спачала задачу 6). Докажем, что 
если т =- п (8—1 то всегда мож- 
но выбрать Е ладей так, чтобы пикакис 
две из них не били друг друга. (То, что 
п (Е —1) ладей недостаточно, — очевихно: 
нх можно расставить в первых А — 1 столб- 
цах и тогда больше чем Ё — | выбрать пе- 
возможио.) Итак. т нЕ ПЕ По- 
кажем, что из этих т ладей всегда можно 
выбрать такую, что в ес «кресте» — прохо- 
дящих через лалью столбце и строке — стоит 
не более п-- Ё—2 ладьи. Пусть этого 
сделать нельзя. Выберем средн всех рядов 
(Строк и столбцов) тот, в котором ладей 
больше всего; обозпачим их чиело через {. 
По предположеняю в кресте каждой из этих 
залей стоит болыше л- В — 2 ладьи; зна- 
чит, всего ладей не меньше [(1— &— 1, 
причем [п Е— Ги пы, то есть 
> Е. Теперь уже легко заметить, что 
е-#— 1 не меньше п-ЁВ, что больше 
т=и (8 — ПЕ Ь если п больше едиин- 
цы. Получили противоречие; поэтому пай- 
дется ладья, крест которой содержит ие бо- 
лее п-|- & — 2 ладьи. Отметим эту ладью 
и вырежем ее крест из доски. Из оставшихся 
частей составим доску размерами (п — 1) х 
Х (л — 1. На новой доске будет ие мемице 
т— (пет и- 
-#— 2) {п — 1) (& — 2) -- 1 дадей. 

Предиоложим теперь, что для досок 
гх г. где г«<л, утверждение уже доказа- 
но (проверьте сго, например, для п = 3, 
& — 2). Тогда на доске п хХи—| 
из (п—1:(& — 2) -- | ладей всегда можно 
выделить (® — | ладью так, что иикакис 
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две но быют друг друга. Добалляя к пим вы- 
бранную ранес ладью, получим нужные А ла- 
Дей. 

Задача а) следует из задачи б), если взять 
п = 10, а Е = 6. В самом деле, обозначим 
проязволыюе — двузначное число через” 
ху (х:= 1... 9; и=0,.1,2,.,., 9). Бу- 
дем счнтать, что ладья соответствует числу 
аб, ссли сна стоит в ц-й строке доски и 6-м 
столбце (нумерацию строк и столбцов доскя 
начинаем с пуля; ладьи все будут разме- 
'атькя даже в прямоугольнике Эх 10). 
Две ладьи бьют друг друга тогда итолько 
тогда, Когда у соотьетствующих им чисел 
совпадают цифры в одном из разрядов. 
Мы уже знаем, что из 10-5 1- 1 = 51 ладей 
всегда можно выбрать шесть таких, что нн- 
какне Две не бьют друг друга. Тем самым 
Задача полностью решена, 


7. Г. Лимонов 


№237. Угих оетроцгольного треугольника 
равны ©, В и у. Какие массы нужно поме- 
стить в его вершинах, чтобы центр  тя- 
жести этих трех Масс попол 

4) в точку пересечения высот? 

6) в центр описанной окружности? 

Стороны треугольника равны а, В ис. 
Какие массы нужно гоместить в его верииг- 
ны, чтобы центр тяжести попал 

8) в точку пересечения отрезков, согди- 
няющих вершины и точки касания противо- 
положных им сторон со вписанной окруж- 
ностью? 

г) в центр вписанной окружности? 


Пусть в вершинах треугольника АВС 
расположены массы т, т» н те соответст- 
ееиио. Проведем прямые ВО и СЁ, пересс- 
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Рис. 3. 


Рис. 4. 


кающинеся внутри треугольника в точке 0 
(рис. 1). Заметим, что для того, чтобы 
центр тяжестя*) этнх масс полал в к О, 


необходимо выполиение соотношений < — = 


ет 
ар ть АЕ 
=рс ! т = ВЕ (докажите эта). 
дем теперь к ‘решению задачи. 
а) Пусть ВО и СЕ— высоты в треуголь- 
нике АВЕ (рис. 2)- Тогда 
вр 


во 
Яр: Ш БИА 


Псрей- 


то сесть 


ар 
би 


_ Чт. 
т 
То 15? 


Согласно садеазниому замечанию, — 
ч р ь ти ва 


на алотично «АЙ: Значит, в ве 
ни то а’ ь Варе 
ны А, В, С треугольника АВС можно по- 


местить, папример, 
16 В, ме -= 41. 
6) Пусть О — центр 
ружности (рис. 3). Нмеем: 
Ар $ В, 
вр = 


массы та = в, ту = 


описанной ок- 





эта * 
рб зи В 
ВО = Упу 
{теорема синусов для Треугольннков АВО и 
вср). 
Поэтому 
ао т у- т В, 
ВС `` `зта-зт В» > 
Греугольник ВАК — прямоугольный 
*) О иситрех тяжести ем. статью 


М. Б. Балка, И. А. Григорьева, Ме- 
ханнка помогает геометрии, «Кваит». 1973, 
№ 1, с. 34—35. 


Рис. 5. 


(-ХВАК — 90°) и -ЖВКА -- аУВСА =у; пс- 
этому зт В, = с0$у. — Аналогично $ В. = 








== с0% ©. 

Итак, 
АВ Уф . 60$ _ $127 
РС = эта ‘сова — шва ° 


Учитывая замечание, получаем: 
те 512 
т, 5122 ° 





Таким же образом 
ть 51128 
-то УП2а‘ 

Значит, можно взять та = $т 24, 
= яп 28, те = чп 2%. 

в) Легко видеть (см. рис. 4), что Ар= 
#3 = ь- Е 

о ‚ 


ть = 


=рр—а, ОС =рр— с, ГДЕ рэ 
поэтому 


те ра 


т Рр-с 


Аналогично АБ =рр—а. ЕВ=р-—6, то 
есть 





ть ра 
т. род: 
Поэтому достаточио положить 
1 1 
Та ра» ть = В, тре. 
г) Так как ВР — биссектриса угла В 
Ар с те С/-й 
(см. рис. 5), то Ба = а нли р = 8 
соответствеяно СЁ — биссектриса угла С н 
АЕ ь ть ф п 
БЕ = ооо ЧТ, =. оэтому 


МОЖНО ВЗЯТЬ Та == а, Ть-Ь, тес. 


Б. Д. Гинзбург 
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Рис. 6. 
№238. у что сумма С! - 
-1- С3.1973 -- С8.(1973)= с с г. (19733 -! 


делится на 9П- -- (Здесь Ге — коэффициен- 
ты многочлена 


нп 
орви = Усть. 


#—=0 


Будем решать нашу задачу по индукции. 
Положим 


т к 
Та == С, Сы Са 
Имеем: 


-1973 — С. (19732 | 


у, =1 делитея на 2-11; 
}: =2 делится на 22-12 
Предположим, что при всех Ал 
и = Сь-1- 8.1973 -- 
делится на 2*—!, и покажем, чло тогда 
= делится на 2"—!. Из определения чнсел 
{а сразу следует, что 
уп = С1-- 63-1973 
_ (ИЗ ф @а— ум)" 
р. У 1973 
:-/Т97З через а, а! И 1973 


Обозначим 


через В. 


Учитывая этн обозначения, перепишем *\.„, 


БЕр//Куап.тссте.ги 


так 
рее ь® 
а 27/1973 к 
авиа вит 
> ув = 


= Эн, -— 972 ун-, = 2,., -- 41-493 2... 


По предположению НИдУкЩиМ и делится на 
9-2 „_, делится па 97-3; значит, вся сум- 
ма делится на 21-1 — что и требовалось до. 
казать. 

Л. Г. Лиманов 


№239. На плоскости заданы две точки А и 
В. Пусть С — некоторая точка, одинаково 
удаленния от А и В. Построим послдедоза- 
тельность точек С, = С, (5, 0%. $ у 

ара риск: < где Сизь — центр окруж. 
ногти онисанной около треугольника АС. В. 
При каком положении точки С 


а} точка Си попадая в середину отрез- 
ка АВ (при этом Сьь, и дальнейщие чаены 
последоветельности не определены }? 

6) точка С„ совпадает с С? 


Пусть 50,ВА = 2б,АВ.= ал. Легко 
проверить (рис. ба, 6}, что дая остроуголь- 
ного треугольника 


д 
блин 9—5, г < <= 5 (Г) 


для туноугольного 
ы “ 
бин, "И — З@м. 6<а, <. (2} 
Это можно записать одной формулой: 
п 
‚ б<<-_, (3) 


я 
Киа — 9 ал я 








которая годнтся н для поямоутгольного тре- 
я 
угольника:; при м == -4— получим и, =09— 


центр Сл», зомадаст в середину отрезка 
я 


л 
Положим @н == хн--57 (ха — отношюе- 


НИС Воличины угла бя к ве личине прямого 
угла). Из (3) ясно, что х„ получается из 
х, п-кратным применением отоб ражения 


&—1(х} = х Е, и. {1 


НХ — 11, 





Рис. т. 
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Рис. 8. 


То есть 


Хи ГО (; . ’ { (5) > )}- 


п раз 
=) 
-[()- (=) 0. 


зн |. 


отображеине { растягнваст вдвое н отобра- 
жаст на весь отрезок [0, | (рнс. 7). Ясно, 
что |" (п-кратное применение {) «складывл- 
ст» отрезок [0, 1] уже не в? раза, а в 2" 
раз; точки, делящие [0, 1] иа 2” равных 
частей, отображает и концы отрезка: 


Заметим, что 2 (0) 


Каждый из отрезков 





д 
|" [-5== -1, если бо, в 
Ра 


{я ==) =0. ссла В 2т--Е (5) 


(где А, т, п — целые), а каждый отрезок 
Ё А 
—я-, -—5"_| подобно растягннаст па весь 


10, 1|. Нетрудно сообразить (рис. 8). что 
Тогда 


Эт — | 


ти) 


21-1 2т м 
для хе] бо, 51|, 


м2 [#— 


2 8, Эт- 1 , 
1 (х) - 2 ол —*] 
ыы й 

Эт  2т--1 

Для ле уп, уя — 


Нам нужно будет выяснить, в какнх слу- 
чаях Соьй =: Со. Для этого решим уравне- 
ние }” (х) =х. У него 27 корисй: 


2т -— | 

х а ри 1,2, 3,.... 271). (7) 
Эт -. 

х (т = 0, 1, 2...., 97-1 — |). (8) 


Теперь уже нетрудно разобраться в том, 
как вслет себя послеловательность 


Ха, А,. Ла. №, ‚. (9) 


в зависимости от хи == 29/л. 

1) Если х, нррационально, то все дру- 
гне числа последовательности (9) иррацио- 
нальты и отличны друг от друга. Первое 
легко саесдует из того, что все корин (7) 
и (8) уравнений }" (х) -=х рацнональны н, 
следовательно, равенство /” (ху) == хс не мо- 
жет выполняться при нррапиональном ху. 


2) Если д, а {р на — натураль- 
ные, ри27 взаимно просты), то последова- 
тельность «обрывается»: ху-,--О и последую- 
щие точкя Со, Суь,,- ‚ - не определены 
(но формуле (4) мы в этом случае получаем 
Ха Хоа, == . =). То, что вобрыв» про- 
НСХОоЗиТ имение при таких зкачевиях х., 
следует из формул (5). 


3) Если х, = рА29 Ур, ги 24 взаимно 
просты, в=0, р=|, г>). то последова- 
тельность (9), начиная < некоторого места, 
периодическая. В самом деле, как видно из 
(6), —: где { — некоторое 


А+ нечет- 


ное число. Существует такое л, что 2 — | 

делится на г. (Этот известный факт мы до- 

кажем ниже.) Пусть 2" — = $ (5, конеч- 
(5 

но, нечетно). Тогда х,+; = п — | Принадае- 





жит множеству (7), стало быть, Хуьла, == 


= Хз, И тем самым Х/+и -Х: для любого 
17=91- 1. 
Итак, последовательность 


бр бе © 6-5. 


перноднческая тогда н Только тогда, когда 


25 
отношение угла с. к —5  ранионально и не 


р 
имеет лид Е {в последнем случае Сд-, — 


середина отрезка АВ, и последовательность 
обрывается). 

Осталось доказать такую лемму: дая 
люб020 нечетного г найдется цедое п такое. 


49 


что 2" — 1 делится на г. Наномним два 
доказательства: 
1. Согаасни «теореме Эйле- 


ра», 9 — 1 делится на г, если а и г взанм- 


но просты, где ф (г) — количество натураль- 
вых чисел, мевьних г и взаимно простых 
с вим (см. статью С. Г. Гиндикина «Малая 
тсорема Ферма» в «Кванте» № 10, 1972 год). 

2. Рассмотрим остатки, которые дают г 
чисел 2—1 22-1, 23. Ге | 
при делении на г. Еслн ни одно из них не 
делится на г, то поскольку различных остат- 
кой возможно г-— |, какие-то два из этих 
чисел 2 — Ги 2+/ — {1 дают одинаковые 


остатки (*принини Дирихле»). Тог- 

дя нх разпюсть 

7-е: 2 | 
В В 

делится на г, и, следовательно, 2-1 


делится на г. 


Н. Б. Васильев 


М240. По заданному х значение х8 можно 
кайти за три арифметических действия: 
ХЕ-ЕХ-Х, ХЗ °.Х", ВХ. а Хх! — За 
пяте действий: первые три — те же самые, 
затем х®-х8 == 16 х18:х-- х. Докажите, 
что 

а) ^1°9° можно найти за 1? действий 
{Умножений и делений); 


6) для любого натурального п значе. 
ние хп можно найти не более чем за 


—- Юран -:- 1 действий. 


Заметим сиачала, что степеии хе во- 


казателями 9, 4, 8, ., 2 можно вычис- 
лить за А умножений, именно: х*--х-х, 
Же. Аа, . . их от. 

й п. Сю оба” Ро 
сюда следует, что х нельзя  най- 
тн быстрое чем за 1 а п] операций 


{через [2] обозначена целая часть дейстин- 
тельного числа 2, то есть такое иелое чис- 
ло т, что тт |). 


а) Так как 23 — 512 <1000<1024 - 21», 
то есть [1ю6, 1000] == 9, то х!0%® нельзя 
вычислить быстрее чем за 9 действия. С 
другой стороны, х110% -— хо :1 (16.4%), Иа 
что потребуется 11 умножёний ин Ё деление. 
Можно доказать, что этот способ вычисле- 
ния самый экономный. 

Замечание. В «Квантс» № | за 
1973 год была опубликована задача низ книж- 
ки Е. А. Морозовойи И. С. Петряа- 
кова, Международные математические 
олимпиады: 

Дан ящик сахарного песка, чашечные ве- 
сы и гирька в | г. Как возможно быстрее 
олвесить покупателю | кг сахару? (Указать 
схему уравновешиваний.) 

Несмотря на различне в формулиров- 
хах, в действительности задачи №2404) и 
только что приведениая. в точности ‚ совпа- 
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дают, и теперь вы уже можете указать от- 
вет и на этот вопрос. 
6) Онишем теперь снособ вычисления д”. 
Он основывастся на двоичном иред- 
ставлении {п}. числа п. 
Представим п в виде суммы 
н- ь:-91 ы Зе ое =! 


| =, -2 =: =, 


где #; — либо 0, либо 1, Оу — а 
#1 == 1. Тогда двоичное представление й име- 
ет вид: 
Хуа -= 2181 -| - в, Во (=) 
Обозначим через Ё(л) число единиц 


среди цифр #д 


И О т 


‚= Ел) 4-1, 


а через Н т нулей, так что И(п)= 
:1-- Р— Е (п). Для нахождения хп? вычис- 


ляем сначала многочлены хз, м. о, х? 
(за 1 умножений). Дальнейшие вычисления 
зависят от величины Е (п). ° 


1“ 
{1} Если РЕ (п)= —5-, то, перемно- 
жим те многочлены х 1, для которых в; 
{для этого нам потребуется Б (1) — 1 умно- 
жений): вынду равенства (ж), результат ра- 


вен х”, общее же число умножений равно 
1.- Е (п) -—1. 
Но 


Я: ‚3 1 3 
[: Е (п) — 155 Гек Юл 4- Ё. 





#.--3 
{2} Если —› <Е (ЕЁ, 


т" в 
70 Но. 
Рассмотрим число л-`2'7' — п. Очевидно, 
что {лу.- (из. Ю...0 г -Ё нуль} 
н что поэтому Ё (п) 5Ы (м) =. Как ив 


случае (1), вычислим многочлен х” за 

1. Е{п)---1 умпожений. Затем вычислим мно- 
57-1 %{ 

гочлен х”" (так как многочлен х2 уже 


найден, то на это потребуется еще одно ум- 
ножение} и. ваконеи, многочлен Хх” = 


= р 


:57 (одно деление). — Итак, в этом 
случае потребовалось ?-- Б(л) умножений 


н одно деление, то есть всего {-- Е (п) =] 
действий, где 


+ Е (п) --Е--Н о 


=> 1-1 $ Топ -Г |. 


Замечание. Многочлен х!09° был 
вычинсленк нами способом (2). Однако суще- 
ствуют многочлены, для которых ни способ 
{1), пи способ (21 не являются нанлучшими. 
Например, многочлен х1:0 может быть вы- 
числен за 9 умножений (найдите такой спо- 
<0б сами!). хотя (170, = 10 101010, так 
что Е (170) = Н 170) =4, ов. 170] =7; 
при способе (1) нужно 10 умножений, а 
при способе (2) —11 умпожений и одно де- 
ленис. 

Э. Г. Белага 





$243. Почему при ярком освещенни те, 
кто пользуется не очень сильными очками, 
могут читать и дез очков? 

Почему Оля того, чтобы сфотографи- 
ровать одновременно дна объекта, один из 
которых. находится дальше другого, и полу- 
чить на фотопленке резкое изображение 
обоих объектов, обычно уменьшают днаметр 
отверстия объектива (объектив диафраг- 
мириют)? 


Резкое изображение предмета, которое 
даст хрусталик несовершенного глаза, полу- 
чается не на сетчатке глаза, а перед ней, 
если человек близорук, или за ией, если 
человек дальнозорок. В обоих случаях изо- 
бражение каждой точки на сетчатке глаза 
получастся 8 виде расплывчатого круглого 
нятна, диаметр которого зависит от диаметра 
зрачка и от степени близорукости (нлн даль- 
позоркостн) человека (рис. 9). Чем меньше 
днаметр зрачка, тем уже пучок лучей, со- 
здающих нзображение точки, Тем меньшее 
пятно получается на сетчатке. Прин ярком 
освещении днаметр зрачка уменьшается, 
н изображение букв для людей, носящих 
не очень сильные очки, оказывается слабо 
размытым. Поэтому они могут читать и без 
очков. Для тех же, кто пользуется сильными 
очкамн, изображение букв получается далеко 
от сетчатки Глаза, и несмотря на небольшой 
диаметр зрачка, изображение букв оказы- 
вается сильно размытым, так что читать 
текст без очков все равно невозможно. 

Аналогично объясняется увеличение глу- 
бниы резкости (то есть области, которая 





Сетчатка 
ть Я 


Рис. 9. 
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Рис. 10. 


получается резкой на фотоплсике) при умень- 
шенни днаметра отверстня объектива. Дей- 
ствительно, пусть мы хотим одиовременио 
сфотографировать двс точки. иаходящиеся 
на некотором расстоянии друг от друга 
(рис. 10). Есля аипарат сфокусирован иа 
какой-то предмет между этими двумя точка- 
ми (объектив дает па фотонленке резкое 
изображение этого предмета), то изображе- 
ние точек на фотоиленке получается рас- 
плывчатым, но диаметр каждого из пятен — 
изображений точек — зависит от днаметра от- 
верстия объектива, уменьшаясь прн умень- 
вюнии этого диаметра. 


$244. К двум точкам прикреплены цепочка 
Эанны { и концы двух стержней, сума 
длин которых тоже равна 1, а свободные 
концы зшарнирно связаны. Чей центр — тя- 


жести находится ниже — цепочки или 
стержней? 
Потянуя за одио из звеньсв цепочки 


{рис. 11), ей можно придать форму стерж- 
ней. При этом будет произведена работа, 
которая, очевидно, идет иа увеличение по- 
тенциальной энергии цепочки, то есть на 
подлем се центра тяжести. Так ках в новом 
положении центр тяжести цепочки совпадает 
с положением центра тяжести стержней, 
ясно, что центр тяжести свободно висящей 
цепочки расположен ниже центра тяжести 
стержней. 


Ф245.Илмеется равномерно зарчженная полу- 
сфера. а) Показать, что плоскость, «закры- 
ваницая» эту полиусферу, эквипотенциаль- 
на. 5) Определить напряженность пойя в 
почках этой плоскости. 

Плотность зарядов полусферы равна 9. 


Рис. И. 
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Сложим две одинаковые равномерно за- 
ряжениые полусферы с равными илотностямн 
зарядов. В этом случае мы получим равно- 
мерно заряженную сферу, внутрн которой 


напряженность поля, как известно, равна 
нулю. Согласно принципу суперпозиции, 
однако, напряженность поля заряда сферы 
равна сумме напряженностей нолей зарядов 
нолусфер. Следовательно. равва нулю сум- 
ма Е; -{- Е. напряженноетей поаей зарялон 
полусфер. Эта возможно только в том случае, 
когда |Е,|-- |Е,] и, кроме того, оба век- 
тора Е; и Е» исрпендикулярны к илоско- 
сти ЛП, «закрывающей» полусферу. Действн- 
тельно, из симметрии ясно. что составляю- 
щие вскторов Е; и Е». параллельные этой 
плоскости, должны быть равными. Скла- 
дываясь, онн дадут нуль только в том слу- 
чае, еслн сами равны нулю. 

Итак, мы доказали, что векторы напря- 
женности поля в точках паоскости Л перпен- 
дикулярны к этой плоскостн. Эго означаст, 
что при перемещении заряда в плоскости Я 
не совершается работа. Следовательно. пло- 
екость По эквипотенниальна. 

Теперь найдем напряженность поля в 
точках плоскости ЛП. Согласно приицииу 
суперпозиции напряженность поая в точке 
равна сумме напряженностей полей зарядов 
отдельных участков полусферы. Напряжея- 
ность поля заряда участка А равна, оче- 
видно. по абеолютной величине 
Эл с$л 


ем я з 


где Эд — площадь участка А (участок А — 
участок поверхности полусферы столь ма- 
лый, что его можно считать наоским, то есть 
зииейный размер сго много меныше раднуса 
полусферы). 

Напряженность поля в точке О равна, 
очевидно, сумме перпендикулярных к пло- 
скости Л составляющих веклоров полсй 
зарядов отдельных участков полусферы. Со- 
ставляющая Ёл, перпендикулярная к пло- 
скости полусферы, равна Ед со“ 
(см. рис. 12). Следовательно, нужно 


Ра: 


нам 
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найти сумму 


б б 
12 — У за с05 % = рт $ 5А с05 5. 


Так как $лд с0$@ — это проекция площади 
участка А на плоскость Й, а сумма таких 
проекций площадей всех участков полу- 
сферы, очевидно, равна площади плоско- 


сти Л. то ссть 187, то 
9 
Е == лЮ* = ло. 
ра Ю 


Мы нашли напряженность в центре пло- 
скости ЛП. Нетрудно найти напряженность 
ноля в точках окружности, которая является 
пересечением плоскости Л и полусферы. 
Так как поверхность полусферы эквипотен- 
цнальна, то силовые линии в любой точке 
полусферы должны быть перпенднкулярны 
к полусфере. С другой стороны, в точках С 
и В они должны быть перпендикулярны 
нлоскости Л. Одновременно и то, н другое 
возможно тозько, если паиряженность поля 
в этих точках равна нулю. 

Нахождение мапряженмости поля, со- 
здавасмого зарядом полусферы в других 
точках плоскости, требуст сложных вычис- 
лений. Поле это неоднородно. Очевидно, что 
оно обладает симметрией относительно точ. 
ки О ив каждой точке плоскости зависнт 
от расстояння до этой точки от центра 0. 


Ф246. Геплонзолированный сосуд объемом ?У 
разделен пополам тонкой перегородкой. В 0д- 
ной половине сосуда нахсдится одноатомный 
газ с температурой Т, и давлением ру. 
в другой половине — другой  одноатомный 
2а3 с Оавлением р. и температурой Т.. 
Пайти установивицюся температуру смеси 
газов после того, как убрали перегородку. 

Воспользуемся законом сохранения энер* 
гии. Так как сосуд теплонзолирован, то пол- 
ная энергия газов при их перемешивании 
нс может измениться. Внутренняя энергия и 
молей идеального одноатомного газа равна 
книетической энергии хастического движения 
моккУул газа: 


3 
ИУ лАТ, 


где Т — абсолютная температура газа, ® — 
универсальная газовая постоянная. Это озна. 
част, что пока ис убрали перегородку, внут- 
ренняя энергия системы была равна 


3 й 
(= 5 и, АТ, тэ п.ВТ, 


(п; — чнсло молей первого газа, пл» — число 
молей второго газа). После того как убрали 
перегородку, температура газов стала рэв- 
на Т, а внутренние энергин газов сталн 


3 
уп: ВТ и -у яа ЛГ. По закону сохранения 


энергии 
3 3 3 а 
эп, ЕТ, ру я АТ, = 5. ВТ-- и. ЕТ. 






— а—> 
(оугяляяя”(суляялиях о) 
— =— 


6) 











Рис. 13. 
Отсюда 
п, 
- — -Т. 
т п. Г, 1 п:78 М 1 р 
п, --Я, п, | ы 
и. 


В эю выражение входит отнонюие 


Пу Но. 
Чтобы пайтн сго, занишем уравяение газо- 
вого состояния для обоих газов до переме- 


анивания: 

ри ТЕ: рам = п КТ. 
Разделиз перное равепство па второе, полу- 
чим 


Е 

ны о Г, 
Следовательно, 

т ТР Т: Ра (ра 1 р} 
РР -РГ, ‘ 

Ф247Т. Модель молекулы уклеокислого газа 
СО, — три шарики, соединенные прумин- 
ками и рисположенные и положменни равно- 


аесня вдоль одной прямой. Такая молекула 
молчет совершать аннейные колебания дпух 
тивов: а) нли 6) на рис. 13. Найти отноше- 
ние частот этих колебиний. 


Обозначим жесткость пружииок модели 
молекулы #, массу шариков — атомов кис- 
порода М и массу ишарнка — атома углс- 
рода сп (ИМ 17}. 

Сонершая колебания тина @), аба атома 
кислорода колеблются сиихрокио  отиоси- 
тельно цеподвяжного атома углерода. Это 
связано с тем, что в силу симметрии козеба- 
ний атомов кислорода на атом углерода п 
любой момент действуют с обеих сторон раз- 
ные по абсолютной величине п противонолож- 
но направленвые силы, которые «уравновс- 
зуивают» зруг друга. Поэтому в случае а) 
атомы кислорода савершают свободные коле- 


блния. нериод которых равен 
р М 

о 2л № * 
К 
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Прин колебаннях типа 5) па атом угле- 
рода действуют равные по абсолютной всли- 
чнне силы, по паправлепы опи в одну иту же 
сторону. Если чнарнк --- этом углерода раз- 
бить на две равные части, то ясно, что они 


будут колебаться как олко нелсе: на них 
всегда действуют равные енлы и, слелова- 
тельно. шарикн-половиикн и любой момент 


будут иметь одинаковые ускорения, скорости 
н координаты. Частота колебаний молекулы 
СО. рзаиа частоте колебаими системы, со- 
стоянен из атома кислорода н половины 
атома углерода. Таким образом, задача 
сводится к онпределенню пернода колебаний 
соединенных пружинкой шарнков массы М 
н 21/2. Такне шарики колеблюлся окозо 
неподвижного . центра Масс системы. Если 
длипа пружнеки в нерастявутом состоявин 
равна {, то центр масс системы находится 





м 
эм °Т шарика массы 


из расстоянии { я 
М. Поэтому можно считать, что шарик мас- 
сы М (атом кислорода) колеблется относи- 
тельно центра масс на пружиике длины 


т 


РОМ 


Жесткость часги пружинки больше 
жесткости целой пружинки. Так как жест- 
кость обратно ипропорцкональна отношению 
длины этой части к дание целой пружины, 
То жесткость части пружинки 


т--?М 


{ р 
95 Е : т 


Пернох колебаний шарика массы М на пру- 
жинке жесткости А, равен 








у м ост — 
бы и = "В тии Они 2м}' 
а 
Тв _1/ тм ть 2М ‚2 
И Буи. 
ЗА. 16 4 
Так как Дм 3 вт 





узт-Ит 


Следовательно, отношение частот 


«- ИЗ 
и И 
И. Ш. Слободецкий 
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РЕЦЕНЗИИ. 
БИБЛИОГРАФИЯ 





Энрико 
Ферми — 
физик 


Возьмите любую моногра- 
фию по физике, изданную в 
последние 20—30 лет, и вы 
почти наверняка встретите 
в ней Эприко Ферми -- раз- 
работанную нм теорию, иред- 
ложенный им метод исследо- 
вания или хотя бы физиче- 
ский термии. Фермн внес 
огромный вклад в теорсти- 
ческую физику, атомную фн- 
знку, физику ядра н элемен- 
тарных частни. 

Более 15 лет назад был 
издан русский перевод куигн 
Лауры Ферми «Атомы у вас 
дома» — биографии этого 
ученого, ваписанной его же- 
ной. В ной рассказывается 
о жизненном пути Ферми, 
раскрывается образ Ферми — 
человска, но, естественно, 
почти не освещается его на- 
учная деятельность. И вот 
наконец-то почти одновремен- 
но Появились Две книги © 
Ферми — ученом. Одна из 
ннх*) принадлежит перу Эми- 
лно Сегре, учевика, соратин- 
ка и друга Ферми, вторая**} 
составлена другим учеником 
Ферми, советским академи- 
ком Б. М. Понтекорво и его 


*) Сегре Э. Эйрико 
Ферми — физик. «Мир», 1973, 
324 с. ц. Гр. 19 к. 

**) Понтекорво Б., 
Покровский В. Эн- 
рико Ферми в воспоминаниях 
учеников н друзей. «Наука», 
1972, 160 с., ц. 57 к. 
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сотрудником В. Н. Покров- 
ским. В обсих книгах матс- 
риал преподносится, что на- 
зывается, «из первых рук», 
ни они дают достаточно пол- 
ное и объективное представ- 
ление о творческом пути од- 
ного из замечательных физи- 
ков атомной эры. 


Перелистаем страницы 
ЭТИХ КНИГ. 
...1915 год. Базарный 


девь в Риме. Невысокий, ко- 
ренастый  четырнадцатилет- 
ний мальчик пробирается срс- 
ди прилавков букнинстов, 
разыскивая книгн по физике, 
Нтальянская физика, давшая 
миру Галилея и Вольта, кав- 
но уже утратила спою былую 
славу, преподавание этой на- 
укн в школах и универснте- 
тах велось иа довольно виз- 
ком уровке, н влюблеиному 
в физику Энрико Ферми оста- 
валось одно -—— черпать зна- 
нНЯ ИЗ Книг. 


...Защитнв дкилом в Ин. 
3е, Ферми возвращается в 
Рим и сразу попадает плод 
онску Корбино, который был 


днректором физической ла- 
бораторни Римского уни. 
верситста- Заметив — вы- 
дающийся талант Ферми, 
Корбнко гохог ему полу- 
чнть {в 26 лет)  иро- 


фсссорскую кафедру в Рим- 
ском университете — первую 
в Италии кафедру теоретк- 
ческой физики, специально 
упрежденвую но этому слу- 
чею, а главное, комог собрать 
вокруг молодого профессора 
группу столь же молодых 
энтузиастов: Персико, Ра- 
зеттн, Ссгре, Амальди, Пон- 
текорво, Росси. Так возникла 
школа Фермн. Впоследствии 
эти имена, как и имена тех, 
кто группиролвалея вокруг 
Ферми в период сго жизни 
в США (Андерсон,  Гелл- 
Манн, Гольдбергер, Фелд, 
Орнр, Розенфельд, Чу, Янг), 
стали известны каждому фи- 
зику. 


.. Подобно магниту Фер- 
ми всегда притягинал к себе 
талантливых людей. Чем же 
он достигал этого? Прежде 
всего, конечно, беспредель- 
ной влюбленкостью в физи- 
ку м глубоким пониманием 
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ес. За сложными математн- 
ческими построениями, за 
нагромождением формул 
Ферми умел разглядеть суть 
физических процессов ни яв, 
лений. Вот что рассказывает 


Ганс Бете, один из вы- 
дающихся физиков нашего 
времени: 

«Метод работы Ферми 


над теоретическими проблсе- 
мами больше всего поражал 
меня своей простотой. Он 
мог проиикнуть в существо 
любой задачн, какой бы 
сложной диз ни казалась. Он 
срывал с нее покров матема- 
тических усаожнений и не- 
нужного формализма. При 
таком подходе он мог часто 
не более чем за полчаса ре- 
шить весьма сложную физи- 
ческую задачу. Конечно, при 
этсм ие получалось матема- 
тически полного решения, 
но когда вы расставались 
с Ферми после одного из 
таких обсуждений, уже было 
ясно, каким нулем можно 
позучить математнческое ре- 
ини». 


При этом сам Фермн был 
хорошим математиком, спо- 
собным, если нужно, произ- 
вестн любые выкладки. Имси. 
ко -—— если очень нужио. Но 
в своей повседневной науч- 
ной деятельности он предио- 
читал приближенные; прн- 
кидочные расчеты и не рас- 
ставался с логарифмической 
линейкой. Когда же появи- 
лись  электронно-вычислн- 
лельные машины, он сразу 
оценил их мощь и нервым 
среди физнков стал активно 
пользоваться ими. 

Диапазон Маучных инте- 
ресов Ферми был поистине 
колоссален. Бруио Макси- 
мович Понтекорво вспоми- 
наст, что в Римском универ- 
ситете Ферми читал лекции 
по квантовой мехаикке, атом- 
ной физике, математической 
физике, термодинамике, ис 
самым любимым у него был 
курс ..-геофизнки. Как же 
ему удавалось разбираться-— 
н ие по-дилетантски, а глу- 
боко — в столь различных 
областях физики? Помимо 
выдающегося таланта, Ферми 
обладал еще двумя немало. 
важными качествами: необы- 


чайным трудолюбием и систс- 
матичностью. И то, и другое 
проявилось уже в Юности. 
Во время летних студенче- 
ских каникул 1919 года он 
исписал караядашом тетрад- 
ку в кожаной обложке: на 
се 102 страницах уместнлся 
конспект всей физики от 
аналитической динамики Га- 
мильтона и Якоби до эаект- 
ронной теорни материи Ло- 
реица, теории квантов План- 
ка и осиов радиоактивности 
Резерфорда. Последние за- 
метки, оглавление н библно- 
графические списки он напи- 
сал 29 сентября, в день 
своего 18-летня. Любопытно, 
что эту тетрадку он взял 
с собой в Америку, где хра- 
нил иаряду с другими науч- 
ными записями до коица 
жизни. 


Не, полагаясь на свою 
феиоменальную память, он 
составил обширную, хорошо 
систематизированную карто- 
теку (моя искусственная па- 
мять», — шутил Ферми), из 
которой, заглянув предварн- 
тельно в ключ-блокнот, мог 
без труда извлечь любые 
нужные сведения; уравне- 
ния, параметры ин константы, 
библнографические ссылки, 
краткие изложения чужих 
научных работ ин докладов. 


Несколько слов о работо- 
способности Ферми, ставшей 
впоследствии  недосягаемым 
эталоном для всякого физи- 
ка. В марте 1934 года он 
возглавил исследования по 
облучению атомов различных 
элементов незадолго до это- 
го открытымк нейтронами. 
За два месяца до летних ка- 
никул испытанию подверт- 
лись практически все элемен- 
ты. Затем Ферми уехал чи- 
тать цикл лекций в Южную 
Америку, а вернувшись, во- 
зобиовил работу, проверяя 
влияние различных материа- 
лов на поведение нейтронов. 
К ковцу 1934 года работы 
были практически заверше- 
ны (ие будь они столь ии- 
тенсивными, на ннх понадо- 
бился бы не один год). За 
цикл нейтронных исследова- 
ний Фермн был удостоен 
Нобелевской премни ио фн- 
зике в 1938 году. 


В декабре 1938 года 
Ферми с женой и двумя дсть- 
мн поехал в Стокгольм по- 
лучать Нобелевскую пре- 
мию, а оттуда отправился 
в Америку, решив ие возвра- 
щаться больше в фашистскую 
Италию. 


...Еще в 1934 году, изу- 
чая взаимодействие нейтро- 
нов с ураном, Ферми обна- 
ружел неизвестные ранее ра- 
дноактивные вещества и сде- 
лал, правда, в осторожной 
форме, вывод, что это транс- 
урановые элементы. Вывод 
оказался ошнбочным, и эту 
ошибку Ферми пе мог про- 
стить себе до копла жизни. 
На самом же деле обнару- 
женные им радиоактивные 
вещества, как показали спу- 
стя четыре тода немецкие 
ученые Ган, Штрассмаи и 
Мейтнер, являлись продук- 
тами деления ядер урана. 
Как только это было дока- 
зано, в умах многих ученых, 
в том числе и Ферми, роди- 
лась идея инепной ядерной 
реакции, в результате кото- 
рой должно выделяться ог- 
ромное количество энергии. 


...Когда разразилась 
война в Европе, а особенно 
после того, как в декабре 
1941 года Соединенные Штз- 
ты вступили в войну, сотни 
ученых, работавших в США, 
главным образом эмигрантов 
из различных стран Европы, 
оккупированных — гитлеров- 
ской Германией, сосредото- 
чили свои усилия пад созда- 
нием атомной бомбы. И здесь 
оказался незаменимым Фер- 
ми. Даже среди таких выдаю- 
щихся ученых как Бор, 
Оппенгеймер, Комптон, Вайс- 
копф, Фейнман, Бете, он 
считался зворакулом», к нему 
обращались в самых трудных 
случаях. 


...После окончания вой- 
ны Ферми совсем отошел от 


атомных исследований и ув- 
лекся физикой элементарных 
частиц. По-прежнему много 
времени уделял он педагогн- 
ческой деятельности: читал 
лекции в Чнкагском универ- 
ситете, руководил теоретн- 
ческим семинаром, занимал- 
ся с группой аспирантов, из 
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которой вышли многие ак- 
тивно работающие ныне учс- 
ные, писал учебники. Летом 
1954 года он тяжело заболел, 
врачи поставили страшный 
диаглюз — рак желудка с ме- 
тастазами, и Ферми понял, 
что жить ему осталось ие- 
много. Но и в этой тяжелей. 
шей ситуации он сохраиял 
спокойствие и бодрость духа 
ин даже на больничной койке 
продолжал нисать учебный 
курс квантовой механики. 


Ферми умер 29 ноября 
1954 года, спустя ровно два 
месяца после своего 53-го 
дия рождення... 


Таким предстает перед 
нами Энрико Ферми со стра- 
инц этих двух книг. Разуме- 
ется, в кратком рассказе не- 
возможио дать полное пред- 
ставление о Ферми — чело- 
веке и ученом. Для этого на- 
до прочесть обе книги. 


С огромным интересом 
читаются приложения к кни: 
ге Сегре: письма Ферми к 
своему другу и тезке Энри- 
ко Персико. охватывающие 
пернод с 1917 пло 1926 год; 
речь, произиссенная Ферми 
при вручении ему Нобелев- 
ской премии и содержащая 
популярное изложеине работ 
по искусствениой радноак- 
тивности, возникающей при 
бомбардировке нейтронами; 
запись последней речи Фер- 
ми, в которой живо и непо- 
средственно, с большим юмо- 
ром рассказано об истории 
ядерных исследований вплоть 
до создания первого ядерного 
реактора, и, наконец, более 
строгий доклад на ту же 
тему. Все эти материалы, как 
н большая часть основного 
текста обеих книг, вполне 
доступны школьникам стар- 
ших классов, увлекающим- 
ся физикой. Прочтя эти кни- 
ги, они- познакомятся © вы- 
дающимся ученым, который 
по праву входит в плеяду 
создателей физики ХХ века, 
а также с одной из замеча- 
тельных и драматических 
страниц в истории физики. 


Н. Зорич 
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Физико- 
математической школе 
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ИНФОРМАЦИЯ 





27 февраля 1974 годи в Московском ордена 
Ленина и ордена Трудового Красного Зна- 
мени институте инженеров железнодорожно- 
го транспорта (МИИТе) состоялась методи- 
ческая конференция, посвященная 5-летню 
работы физико-математической школы 
МИНТа *). В конференции приняли участие 
сотрудники ФМИР МИИТа — студенты н 
преподаватели ниститута — и гости — пред- 
ставители  физико-математических — школ 
МВТУ, МЭИ, института атомной энергии 
им. И. В. Курчатова, Вечерней — математи- 
ческой школы при Московском математичс- 
ском обществе, редакции журнала «Квант», 
факультета «Юный железнодорожник» Леннн- 
градского знстнтута инженеров  железно- 
дорожиого транспорта. 

«Вечерние физико-математические шко- 
лы, созданные на общественных началах 
ири ведущих вузах нашей страны, — явленве 
исключительное в мировой педагогике, — 
сказал ваучный руководитель школы, завс- 
дующий кафедрой «Прикладная математниказ 
МИИТа. — профессор Л. Е. Садовский. — 
За рубежом меня спрашивали, что особенно 
характерно для пейзажа Москвы и других 
советских городов. И я отвечал — школы, 
масса школ, учебных заведений. Социализм 
порождает огромную тягу к знаниям, вссоб- 
щий нитересе к достиженням современиой 
науки, и всчернне ФМШ играют большую 
роль в деле воснитания молодого поколения». 
Секретарь комитета ВЛКСМ МИИТа 
В. И. Чеков вручил грамоты лучшим сту- 
дентам-нреподавателям школы В. Цветкову, 
В. Залкянлу, А. Маринбах и другим, и по- 
желал коллективу школы дальнейших успе- 
хов. Представители старейшей московской 
физико-матоматической школы — ФМШ 





*) Оцишиальво дисм рождения ФМШ 
МИИТа считается {7 января 1969 года, 
когда ректор ниститутя профессор 
Ф.П. Кочнев утвердил «Временное положе- 
ние о ФМШ» (фактически школа начала 
работу в 1968 году — см. статью А. И. Са: 
ловского «Физико-математическая ‘школа 
прн МИНТе», «Квант», 1972, № 1). 
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при МИИТе—5 лет 





МВТУ — вручили ФМШ МИИТаА 
ственный адрес. 

За нять лет ФМШ МИИТа удалось до- 
биться значительных успехов. Сложился 
свой собственный стиль, накоплен большой 
педагогический и методический опыт. 

Поэтому доклады наших преподавателей 
вызвали огромное количество вопросов. Нан- 
больший интерес вызвали сообщения об об- 
зорном курсе физики и специальном курсе 
элементарной математики, которые читаются 
в вашей школе для \Ю-классииков. Обсужде- 
нне мстодики преподаваиня продолжалось 
болес 5 часов. Затем гости посетили лекции 
н занятия в группах ФМШ, беседовали со 
школьникамн. 

Основная цель, которую ставит неред 
собой коллектив нашей ФМШ,‚—- это раскрыть 
школьникам красоту математики и физики, 
номочь им полюбить эти науки, определить 
свое призваиие. Разрыв между требованиями 
в средней школе и на приемных экзаменах 
в вузе, о котором так много дискутируют, 
состоит не в том, что от школьвика в вузе 
требуют каких-то дополнительных знаний. 
Просто помимо знаний, нредусмотреиных 
обычной школьной нрограммой, абитуриент 
должей обладать достаточно высокой культу - 
рой мьциления. 

Именно развитию мышления, тому, что 
принято называть зобщей математической 
культурой», и посвящена в основном работа 


привет- 


Научный руководитель ФМИГ МНИТа про. 
фессор Л. Е. Садовский на конференции. 


Участники конференции 

Директор Вечерией математической школы 
ирн Московском математическом обществе 
А. Н. Орлов передаст привст ФМШ МИНТа 
от ВМШ при ММО 

Выступает директор ФМШ МЭИ Б. Ф. Реутов 
Старейший преподаватель ФМШ МИИТа 
А. И. Сеславин рассказывает об обзорном 
курсе по математике для десятиклассников 
Дискуссия иа дскладе зам. председателя 
Совета ФМШ МИИТа по учебной работе 
В. И. Каплуна 
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нашей школы. Даже на занятиях, иосвя- 
щениых «конкурсным» темам, для нас глав- 
ное — это довести до учащихся общие сооб- 
ражения, лежадие в основе раздела, нари- 
совать общую картиву. Лишь после того, 
как это удалось сделать, мы переходим 
к деталям. При этом основпая работа по 
освоению техники ложится на самого учашс- 
Гося. В школе разработана система ‹спе- 
цнальных заданий, которые учащиеся вы- 
полияют дома, а потом сдают иа проверку. 
Задание обычно состоит из 15—20 задач 
разного плана и разного уровня сложности. 
Одиако даже в самых простых примерах 
всегда содержатся некоторые подчае неожи- 
данные для школьника трудности. Напри- 
мер, в задание по графикам и элементарным 
функциям включены и такие простые ири- 
меры, как построит график функции 
у-= ХХ {| ] — целая часть), и такие, как 
построить область 
т? {чт 2х, соз 2ли} < 12, 


в которых для полного решения необходимо 
провести маленькое исследование. 

Каждый год в начале сентября наша 
школа проводит очередной набор. У иас 
часто спрашивают: «А какой, примерно, 
конкурс в Вашей школе?» И ответ: «Ника- 
кого» — обычно вызывает удивление. В школе 
работает достаточно преподавателей и сту- 
дентов, чтобы обеспечить занятия практиче- 
ски в любом числе групп, поэтому для каж- 
дого поступающего независимо от остальных 
собеседование дает ответ: принять или не 
принять. По результатам вступительного 
собеседования мы принимаем учащихся 8-х, 
9-х и Ю-х классов школ Москвы и Москов- 
ской области. 

Программа трехгоднчного потока 
(8—10 класс) рассчитана на планомерное 
развитие математической культуры, глубокое 
усвоение различных разделов математики 
и физики. Программа двухгоднчного потока 
($—10 класс) практически совпадает с иро- 
граммой трехгодичного, во вроходнтся за 
2 года. поэтому требования к девятиклас- 
сникам на собеседовании немного выше. 
Ученнкам десятого класса приходится осван- 
вать нашу программу всего за один год, 
поэтому отбор десятиклассииков самый стро- 
гий. Программа нашей школы включает 
в основном неэлементарные разделы эле- 
ментарной н элементарные разделы высшей 
математнки. Курс математнки, как, вирочем, 
н курс физики, состонт из отдельных тем- 
этюдов. Каждая тема разбирается обычпо 
па протяжении 3—5 занятий. Тема начн- 
нается с поставки отдельных задач и разбо- 
ра нитунтиввых в практических соображе- 
ний, лежащих в ее основе, а завершается 
доказательством каких-лнбо важных положе- 
ний, разбором дальнейших перспектив прн- 
менення рассмотренных методов. При этом 
на лекциях разбираются лишь прииципналь- 
ные моменты, а основная работа проводктся 
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на семинарах, где по каждой теме предла- 
гаются циклы задач. Болыьшииство тем из- 
ложены в книгах серкй «Библиотека мате- 
матического кружка», «Популярные лекции 
по математике», но некоторые родились у нас. 
Например, в этом году девятиклассникам 
была предложена тема, связанная с тради- 
ционным кружковским разделом «выпуклые 
фигуры», которая была посвящена, однако, 
придуманной одним из преподавателей на- 
шей школы Г. Кацманом теореме о том, что 
с некоторой точки зрения четыре ножки для 
стула с круглым сиденьем — оптимальный 
варнант. Курс физики читается в основном 
с теоретическим уклоном. При этом с исполь- 
зованием математического аппарата мини- 
мальной сложности часто удается довести 
рассмотрение до самых современных резуль- 
татов. Это относится, например, к термодина- 
мике, теории фазовых переходов, теорин 
относительности. 

основном изучение элементарной, 
«школьной» математики построено так, чтобы 
в ней ис оставалось мест, метко названных 
французским математиком Ламперти по- 
явлением кролика из шляпы». Огромнос 
внимание уделяется тонкостям в основных 
определениях, построению контриримеров. 
Большой популяриостью у преподавателей 
и учащихся ФМШ пользуются серии вопросов 
н задач по элементарной математике, состав- 
леиные старейшим работником изшей шко- 
лы А. Сеславиным. 

В заключеиие для тех, кто заинтересовал- 
ся нашим рассказом, приведем типовые во- 
просы прошлогоднего собеседования. 

8 класс 

1. Доказать, что если 
а? 1 р? = 62, то 3-1 <. 
2. В записи числа 1! = 11 -10.9.... 
-2 == 39$» 6800 потеряна одна цифра, 
обозначенная «звездочкой». Не вычисляя 111, 
определить эту цифру. 

9 класс 
1. Решить уравнение: 


! 
ха? -1- | ху х уч. 


а, $,с>0 и 


2. Лве окружности с радиусами КЮ, 
и В, касаются друг друга внешним образом 
в точке С. К ним проведена общая виешияя 
касательная АВ. Найти угол АСВ. 

3. Доказать, что л3 — л делится на 6 
при натуральных п. 

4. Оценить вес земной атмосферы. 
(Для справок. Радиус Земли КЮ => 
^= 6400 км, площадь поверхностн шара р=- 
диуса А равна 4л?.) 

Ю класс 

1. Решнть уравнение ух -- ут 2х = 1, 

2. Найти нлощадь сечения, проведен- 
ного в кубе АВСРА’В'С’Р’ через точки М, 


К, Т, лежащие соответственно на ребрах 
АР (АМ — МБ), СВ (СК = КО) и ВВ’ 
{ЗВТ = ТВ’). 


В. Н. Каплун 





Конференция 
по работе 
со школьниками 


В. А. Волков 
А. Л. Лиахтарниыков 
И. С. Рубанов 





В феврале этого года студенты и мастнтые 
математики, занимающиеся внеклассной ра- 
ботой со школьниками, собрались на свою 
первую конференцяю. 172 делегата из 29 уни- 
верситетов и 26 педагогнческих вузов страны 
приехали в Ленкниград, чтобы обсудить работу 
юношеских, летних, заочных и вечерннх 
математических школ, кружков, проведение 
олимпиад. Конференция проводнлась коми- 
тетом ВЛКСМ и Советом по вонросам сред- 
него образования математико-механического 
факультста Ленинградского университета. 
Половину делегатов ковференцни со- 
ставляли студенты. Это олна их характерных 
черт работы вузов со школьниками: етуденты, 
самн недавние школьники, становятся пер- 
выми помощниками ребят в важном н труд- 
ном деле выбора профессии. Нзиболее ишни- 
роко такого рода общественная деятельность 
распространена на математических факуль- 
тетах ряда вузов нашей страны. И это понят 
но, так как занятня математикой в школьные 
годы полезны не только для будущих мате- 
матнков. Они повышают и общую культуру, 
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прививают школьнику навыки логического 
мышления. Кроме того, знание основ мате- 
матикн в наши дни помогает творчески рабо- 
тать во многих другнх областях. 

Программа конференцин была насыщен- 
ной. Несмотря на то, что конференция рабо- 
тала целых 6 дней (с 31 января по 5 февра- 
ля 1974 года), заседання в отдельные дин 
продолжались (с перерывами) с 9 часов утра 
до 8 часов вечера. 

В 95 докладах и кратких сообщениях 
преподаватели, студенты и научные работ- 
ники рассказалн о работе школ. 

С болылим интересом делегаты  вы- 
слушали доклады  члена-корреспоидента 
АН СССР Д. К. Фаддеева, члена-корреспон- 
дента АПН СССР В. Г. Болтянского, профес- 
сора С. В. Смирнова. профессора Н. М. Ягло- 
ма, доцента М. Б. Балка (фото внизу). 


Участники конференцин присутствовали 
на математическом бое между командами 
снецшколы-интерната № 45 при ЛГУ и 
физико-математнческой школы № 30 
г. Ленинграда. В один из вечеров была 
организована встреча с членами редколлсгин 
журнала «Квант». Они рассказали делегатам 
о работе редакции. Далее прошел оживлек- 
ный обмен мнениями о работе журнала- 


На коиференцин работали 5 секций 
{ЮМШ, ЗМШ, ЛМШ и лекторских група, 
организации работы со школьниками в вузе 
и олимпиад). На заседакии каждой секции 
лосле подробного обсуждения принималось 
решение, в котором содержалась оценка 
конкретной формы работы и предложения 
заннтересованным организациям по ее совер- 
шенствованию. Конференция приняла также 
общее решение, содержащее предложения 
по совершенствованию форм и методов рабо- 
ты со школьниками, 
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В решении. в частности, отмечается, 
что виешкольная работа по математике 
со школьниками страны ведется с начала 
тридцатых годов. Она получила особенно 
болышое распространение в последнее деся- 
тилетие и в настоящее время охватывает 
сотни тысяч учащихся. Эта работа позволяет 
осуществлять постоянное руководство заня- 
тиями школьников математикой, оказывать 
эффективную помощь учителям (особенно 
учителям из сельской местности, рабочих 
носелков и иебольших городов) в организа- 
ции внеклассных занятий, кружков и фа- 
культативов. 

Конференция отметила, что участие в 
работе со школьниками комсомольцев вузов 
и иаучио-исследовательских учреждений — 
реальный вклад в выполЛненне цпостановле- 
ний партин и правительства о повышейии 
уровня полготовкн учащихся общеобразова- 
тельных школ, в проводимый ЦК ВЛКСМ 
поход под девизом «Комсомол — сельской 
школе». Только многотысячная армия сту- 
дентов И аспирантов может помочь органам 
народного образования вовлечь массы школь- 
ников во внеклассную работу, развить инди- 
видуальные способности каждого школьника. 

Конференция обратилась с просьбой 
в Комитет по печати при Совете Министров 
СССР увеличить выпуск специальных изда- 
ний, связанных с внекласской работой со 
школьниками. 

На заключительном пленарном заседа- 
нни было принято обращение к студентам, 
аспирантам и преподавателям вузов и ксо- 
трудникам каучно-исследовательскнх учреж- 
дений шире развсрнуть работу со школьии- 
ками по всем предметам и дисциплинам. 
Работа конференции показала, что имеются 
все предпосылки для дальнейшего совершен- 
ствовання и расширения этой ‘работы как 
у математиков, так и у работников другнх 
областей науки и техники. 


Задачи математического боя 
между школой № 30 
и школой-интернатом № 45 


1. Построить треугольник, две высоты 
которого лежат на данных прямых, а центр 
описанной окружности находится в данной 


точке. 
6Жб нужно заполнить 


2. Кьадрат 
12 плитками, К из которых имеют форыу 


ты (12 — и форму [| 





ри какнх А это возможно? 

3. На ребрах А’Р’ и С’О’ куба 
АВСРА’В"С”О"’ выбирают две точки К и М 
так, что плоскость КОМ касается шара, 
вписаиного в куб. Доказать, что величина 
двуграниого угла при ребре В’. тетраэдра 
ОКМ не зависит от выбора точек К и М. 
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4. На плоскости лежит правильный вось- 
миугольник и круг. Восьмнугольник можно 
поворачивать и симметрично отражать от- 
носительно любой ето стороны. Доказать, 
что с помощью таких операций можно до- 
биться, чтобы. центр восьмиутольника попал 
в данный круг. 

5. Построить треугольник по цеитрам 
вписанной, описанной и одиой из вневписан- 
ных окружностей. | 

каждой вершине правильного 
К-угольника поставлена буква А или Б. 
Известно, что для каждой вершины можио 
указать такое число р, меньшее #№/2, что 
слово из р последовательных букв, начинаю- 
щееся с этой вершины, совпадает со словом 
из р последовательных букв, оканчивающим- 
ся перед этой вершиной (слова читаются 
по часовой стрелке}. Доказать, что Ё-уголь- 
ник можно повернуть так, чтобы каждая 
буква совместилась с Такой же буквой. 

7. Окружность раднуса К, касающаяся 
внешиим образом окружности радиуса г < В, 
катится без скольжения по этой окружности, 
а окружность радиуса К -1- г касается внут- 
ренним образом окружности радиуса г и так- 
же катится ло ней без скольжения. На каж- 
дой из катящихся окружностей выбрано 
по точке. Доказать, что описываемые этими 
точками траекторий конгруэнтны. 

8. Какое панбольшее число ферзей мож- 
но расставить иа шахматной доске 8 Хх 8 так, 
чтобы каждый из инх был под ударом ие бо- 
лее чем одного из остальных? 

9. В прямоугольном параллеленнпеде из 
одной вершины проведены три диагонали 
граней. Доказать, что сумма углов между 
этими диагоналями равна 180. 

10. Дан выпуклый многоугольник. До- 
казать, что если через каждую тройку ло- 
следовательных вершин провести окружность, 
то нанбольшая из этих окружностей содер- 
жит многоугольник. 

И. Функция { определена на множестве 
А “ {0, |. Для каждого х выполнено ра- 





венство поди а 


такие функции }. 
12. Вытекает лк из неравенств 065 > с 


| =х. Найти все 


- а ин авс, > 2 -- а,4, — неравеиство 
ара) в) етс > е-тс + 
- аа, (9+4), еслн о а,5. 6,4, а, 


а, С. а > 0? 

13. Назовем квартетом. четверку кле- 
ток на клетчатой бумаге, центры которых 
лежат в вершинах прямоугольника со сто- 
ронами, параллельными линиям сетки. Ка- 
кое наибольшее число квартетов, ис имею- 
шнх общих клеток, можно разместить в 
квадрате 25 х 25? 
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«Квант» для младших школьников 





Задачи 


1. Восьмиклассники построены в 
шеренгу. Перед каждым из пих стоит 
семиклассник, который ниже его рос- 
том. Доказать, что если шеренги се- 
миклассников и восьмиклассников 
построить по росту. то но-прежнему 
каждый восьмикласеник будет выию 
стоящего перед ним семиклассника. 

2. Мальчик поймал в реке рыбу. 
Ему захотелось тут же хотя бы прн- 
близительно определить массу этой 
рыбы. Как оп может это сделать, если 
у него есть ровная прочная удочка и 
в своих запасах ой нашел бухаику 
хлеба массой в | ^г? 

3. Доказать, что и? -- я -- 1 ве де- 
лится па 1974 ии при каком целом л. 

4. Длинный коридор имеет элек- 
троироводку. Человек, войдя с од- 
ного конца коридора, включил мампу, 
а пройдя коридор — выкмочил се. 
Какова схема проводки, если лам- 
почку можно включать и выключать 
из обоих концов коридора? 

5. Дана шахматиая доска размс- 
ром 100% 100 клеток. Две клетки иа- 
зовем соседними. если опи имеют об- 
щую сторону. В клетках этой доски 









стоят целые чнела, иричем числа, сго- НЕЕРы «НЕНь 
= . : 7“ В 17 - - 
ящие в соседних клетках, отлича- НН НЯ >: 
"С" ъ ъуъ :] ч = Е +8? |1 
ются ие более чем на 20. Доказать, ВН ИЕН 


что на доске изйдется три одинаковых 
числа. 

6. Иместся алюминиевый шарик 
объемом 20 см?3 и массой 18 г. Как оп- 
ределить, сплошной оп или виутри 
него есть воздушная полость? 
Можно ли каким-нибудь способом вы- 
яспить, находится эта полость в цент- 
ре шара или около его. поверхности? 


Рисунки Э. Назарова 
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Нет ли другого 
доказательства? 


В. К. Смепилчев, А. П. Савин 





Если спросить у человека, давно окоц- 
чившего среднюю школу, псмнит ли 
он теорему Пифагора, то в подавляю- 
щем большинстве случаев ответ будет: 
«А как же! В прямоугольном тре- 
угольннке сумма квадратов катетов 
равна квадрату гнпотенузы». Другне 
хсоремы забываются, а эта ист. Опа 
поражает нас своей красотой и изя- 
ществом и надолго остается в памяти. 

Но вспомнить доказательство этой 
теоремы сможет далеко ие всякий, 
а если и вспомиит, то не доказатель- 
ство из учебника Киселева, принал- 
лежащее Евклиду, а какое-нибудь бс- 
лее изяшисе, например, нидийсксе, 
состоящее из рисуика (рис. }) и под- 
писи «смотри». 

Очень изящно и локазательстео, 
основаннсе на ткореме о секущей и 
касательной, проведенных к окруж- 
нсстн из одной точки (рис. 2). По упо- 
мянутой теорехе АВ? = АС.АР или 
а? = {5 -- С —Ь), то есть @-+ 


5 


а 


Доказательств теоремы Пифагора 
очень много. Ещев 1876 году в Москве 
Сыла издана книга Ю. Ф. Виппера 
‘Сорок пять доказательств теоремы 
Пифагора». Кокечно, она уже явля- 
ется библиографической редкостью, 
но книгу В. Литимана «Теорема Пи- 
фагора» {М., Физматгиз, 1960) найти 
еще не слишком трудно. В ней дано 
догольно полнее собрание различных 
доказательств эгой теоремы. И, ко- 
незно, мы рекомендуем посмотреть 
статью В. Н. Березина «Теорема Пн- 
фагора», «Квант», 1972, № 3. и одпо- 
именную заметку в «Кваите» № 7 за 
1974 год. 

Является ли теорема Пифагора 
уникальной в смысле обилия се до- 
казательств? Оказывается, нет. Очень 
многие фундаментальные тесремы дс- 
казаны десятками способов. 

Чем это вызвано? Почему мате- 
матики передоказывают уже изеест- 


ные факты? На наш взгляд, можно вы- 
делить три основные причины. 
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Рис. 2. 


Первая — иедагогическая. Обыч- 
но первые доказательства теорем весь- 
ма громоздки и исуклюжи, но затем, 
когда стало известно, что данный факт 
верен, появляются новые, более ко- 
роткие и изящные доказательства, ко- 
торые легче усванваются, более па- 
глядиы. 

Вторая причина — стремление ус- 
тановить связь данной теоремы с дру- 
гими известными фактами, определить 
-се положение в сложном ссоружений, 
нменуемом математикой. (“Примером 
этому может служить обнаруженная 
иами евязь теоремы о касательной н 
секущей с теоремой Пифагора. 

И третья причина — открытне но- 
вых фактов, для которых даиная тео- 
рема является очевидным следствием. 

Один из таких примеров мы раз- 
берем в конце статьи. А сейчас раз- 
берем несколько доказательств дру- 
гой, уже ие столь знаменитой тео- 
ремы. 

Пусть М — точка, аежещцая на 
окружности, описанной вокриг равно- 
стороннего треугольника АВС. Тог- 
да Элина наибольшего изо отрезков 
МЛ, МВ, МС равна сумме длин ос- 
тальных двух. 

Приведем довольно изящиое гсо- 
метрическое решение. А именно, пусть 
МА — наибольший из указанных от- 
резков (рис. 3). Отложим от точки М 
отрезок МО = МВ. Далее заметим, 
что угол АМВ равеи 60°, как опира- 
ющийся на ту же дугу, что п угол 
АСВ. Отсюда следует, что треуголь- 


Рис. 3. 


ник ВМО — равносторонний, после 
чего уже совсем нетрудно установить, 
что треугольники АВО и ВМС рав- 
ны, и, следовательно, МА = АД -+ 
-- БМ-= МС -- МВ. 

А вот тригонометрическое доказа- 
тельство. Обозначим длипу стороны 
треугольника ИВС через а. а угол 
ВАМ через “. Выразим указанные 
отрезки через а и ©. с помощью теоре- 
мы синусов: 


Е В ИЖ, ыы, 





$т 60 * зн1 60° , 
и имп (607 -|- <) 
мА $1: 607 ^^^ 


Найдем сумму МВ и МС: 
МВ-1. Мех 


$111 60 
‚(аист (60 — о) 


а с0$ (30° — <) 
ь 511 60 


амп (@ 
эт 60 


- 60°) 


Сравиив полученный результат с ве- 
личиной МА, получим утверждение 
теоремы. 

Заметим, что тригонометрия явля- 
ется очень сильным аппаратом для 
решения геометрических задач, прн- 
чем ее применение переводит задачу 
из геометрического русла в алгебра- 
ическое. 

И сще одно замечание. Аппарат 
григонометрии основан на ряде гео- 
метрических теорем, поэтому непра- 
вомерно доказательство таких теорем 
применением тригонометрии. Напрни- 
мер, «доказательство» теоремы Пифа- 
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гора: а = супа, В — с с0$ а, откуда 
а? 6? == 6? (51? а -|- с0$* @) = С", 
не может быть признано доказатель- 
ством, поскольку тождество $1? о -= 
-- с05?° а == | само доказывается с 
помошью теоремы Пифагора. 
Приведем еще одно доказательство 
нашей теоремы, основанное на тео- 
реме Птолемея: произведение днаго- 
налей вписанного  четырехугольника 


равно сумме произведений — противо- 
положных сторон этого — четырех- 


угольнико- 

Примецим эту теорему к четырех- 
угольнику АВМС. Тогда имеем: МА х 
х ВС-=МВ.АС-- МС. АВ, и, так как 
АВ = ВС = АС, то МА = МВ + 
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+ МС. Таким образом, рассматри- 
ваемый факт является следствием те- 
оремы Птолемея. 


В заключение повторим: доказал 
теорему — подумай, ист ли другого 
доказательства. Такой подход помю- 
жет привести в систему Ваши мате- 
матические знания, приучит отыски- 
вать разные подходы к решению задач, 
находить среди пих наиболее сстест- 
венные и продуктивные. И, поверьте, 
Вы испытаете громадное удовлегво- 
рение, получив красивое н своеобраз- 
пое доказательство. Именно здесь ма- 


тематика вплотную соприкасается с 
искусством. 








ОТВЕТЫ, УНАЗАНИЯ. 
РЕШЕНИЯ 





К задачам «Квант» 
для младших школьников» 


(см. «Квант». 1974, №7) 

1. Обозначить первые два числа, стоя- 
щне в первой строке квадрата, через ан, 
а первое чнсло во второй строке через с 
н сумму магического квадрата через 5. После 
этого можно пайтн все остальпые числа 
в квадрате н доказать, что $ делится на 3. 

2. Намагниченная иголка может оттал. 
киваться от маГинта, понамасниченная всет- 
да притягивается. 

3. Оля должна ставить нолики симчет- 
ричио крестикам Саши. если, конечно, она 
не может выиграть одним ходом. 

4. Свинцовый. 

5. Число кусков бумаги имеет вил 
1-- ПЕ !- ТЕ (Е — число разрываний бумаги 
на |2 кусков, {-- на 8 кусков). Получить 
60 кусков кельзя. Легко указать наборы № 
и Г, при которых получаются числа кусков 


Корректор Г. С. Вайсберг 


НО7ТЬ Москва, В-7РЁ Леминский просцект, 15 
«Квант». тел. 234-08-И. Сдано в набор 167.74 г 
Поднисако в нечать 201-74 г. Заказ 952 
Бумага 70х00. Физ печ. л. Усл. печ. л. 3.2 
Уч.-нзл. л. 5,63 Тираж 360 355 экз. Т-11282 
Цена 30 коп. 
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от 61! до 67, а далее надо увеличивать Е на 
единицу. 





К кроссворду 

(см. «Квант». 1974, № 7) 
По горизонтали: 
2— 8 медиана; 16—16 теорема: 18—25 кри- 
терий; 33—40 дедукцня: 43-—50 иитегрил; 
55-58 круг, 77—83 функция. 
По вертикали: 
|—42 вектор; 19—68 радикал; 29—62 центр; 
2—30 метр: 45—73 точка; 47—80 график; 
57—75 угол; 8—67 абсцисса; 50—76 линия. 


К задачам «Домино— пасьянс» 
(ся. «Квант», 1974, №5) 

Сч. рисунок. Указание. В первой 
задаче есть лишь олно место. где может 
стоять кость 4:2. аналогичными рассужде- 
виямн находятся места остальных костен. 





комбииат 


Чехолский полиграфический. 
Госуларстлениом 


Союзполиграфирома при 
комитете Сонета Министров СССР по делам 
издательсти. полиграфии и киижиои торговли 
г. Чехоп Москонской области 





Рукописи не возвращаются 





Конференция по работе 
со ижольниками 


Эта конфереиция проходмла 
= фавраме 1974 года в Ленни- 
© ней расске- 


граде. 

зано ма с. 59—60. 
Ф Зданме матмеха ЛГУ, в ко- 
тором проходила конференция. 
® не задачи математи- 
ческого боя рассказывает уче- 
них 10 класса ФМШ при ЛГУ 
С. Фомин. Придирчивый опто- 
нент — М. Гусаров [школа № 30 
Ленмиг 


рада). - 
Г ЖИ ТЕ ЕД 
лучает зысший белл! 


бы «Кзаит» читали в каждой 
школе» 


О лу 


< трудом вместиям участимков . 


конференции, желающих прк- 
обсуждени 
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я С пройти через д 
а 6 6 цент 
дабириита таки я 

и блокие чела На | 
венных Рота, 
офрать сыммы 75, 


та Ч 


о 


> ? НН] | 7 ЕВ К 


№: он 
< И 
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1974 





Научно-популярный 
физико-математический 


жирнал 
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Научная конференция 
учащихся 
специализированных 
школ-нитернатов 
1. Участники конференции 

во время заседания 

3. Майя Мимшкинвиели (ТГби- 
ляси) читает локлад «О 
группах преобр:.лаваний». 

3. Руководитель — кневской 
делегации И. И. Яковаев в 
Владимир Харламов демон- 
стрируют голограмму 

4. Доклад читает Алатолий 
Ивавон (Москва}. 

5. Виктор Зубко (Киев) рас- 
сказывает о своей работе по 
исследованию комет. 

5. Владимир Драчев {Ново- 
ибирск} и сго фотокамера 
«Рыбий глаз» 

7— 8 Встреча с «Кааитом». 
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На первой странице обложки помещена фотография часов, ма- 
ятник которых описывает кокическую поверхность. Эти часы 
были изеотовлены во Франции в конце прошлого столетия. Сей- 
час они находятся в Москве а Политехническом музее. Впервые 
часы с конияеским маятником были изобретекы и построены 
Христина ном Гюйеенсом. Об этом рассказано в статье С. Г. 
Линдикина «Из истории маятниковых часовь (с. 2}. 
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К ЗОО-ЛЕТИЮ 


ВЫХОДА В СВЕТ КНИГИ ГЮЙГЕНСА й 


«МАЯТНИКОВЫЕ ЧАСЫ» 


Знаменитая история о сутках, «по- 
терянных» во время кругосветного 
путешествия Магеллана, свидетель- 
ствует, в частности, о том, что моря- 
ки, отправляясь в дальнее плавание, 
довольно скоро лишались информа- 
ции о местном времени в пункте от- 
плытия. «Хранить» же это время им 
было важно не только по причинам 
сентиментальным — для удобства раз- 
мышлений о родном доме и семье. 
Вопрос «хранения» времени тесно свя- 
зан с проблемой измерения геогра- 
фических координат на борту кораб- 
ля. Трудно себе представить, что мож- 
но совершать дальние плавания, не 
обладая надежными способами изме- 
реннй координат в открытом море. 
Однако историческиефакты свидетель- 
ствуют о том, что надежные слособы 
для измерения широты (по высоте 
подъема Солниа в полдень) имелись 
но крайней мере в ХУ[ веке, а сколь- 
ко-нибудь точно измерить долготу в 
открытом море моренлаватели были 
не в состоянни еще к началу ХУП ве- 
ка. Проблема эта интересовала мор- 
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ские державы из соображений сугубо 
экономических, и не удивительно, что 
с самого начала ХУИ века француз- 
ские короли Генрих [\ и ЛюдовикХ МУ, 
король Испании Филипп И, англий- 
ский парламент и Генеральные Шта- 
ты Голландии, как бы соревнуясь, 
предлагали огромные премин за соз- 
данне  удовлетворительного способа 
измерения долготы. 

Хотя такого способа не сущест- 
вовало, исходную идею предлагал 
еще Гиннарх: надо воспользоваться 
тем, что разность долгот в двух пунк- 
тах земного шара пропорциональна 
разности местных времен в этих лунк- 
тах в любой фиксированный момент 
временн. В пунктах, долготы которых 
отличаются на 15’, разница в мест- 
ном времени — | час (3607/94 - 
==15`}. Поэтому задача измерения 
долготы сводилась к тому, чтобы срав- 
нить местное время на корабле с мест- 
ным временем какого-либо пункта, 
долгота которого известна. Местное 
время в пункте нахождения корабля 
измерить несложно, н единственное, 


Маятниковые часы, которые вы видите на 
этом рисунке. были изготовлены в 1657 го- 
ду искусвым часовым мастером С. Кэсте- 
ром из Гааги по личному заказу Христиана 
Гюйгенса. Это одни из первых часов, из- 
готовленных по заказу Гюйгенса. 

На` фотографии виден механизм часов, от- 
четливо ВИДНЫ щекн, обеспечивающие 
циклбидальное движение маятника. Е на- 


стоящее время эти часы находятся в Госу- | 


Зарственном музее истории естествознания 
в Лейдене. 


чего не хватает для использования 
этого принципа — умения, находясь 
на борту корабля, измерять время в 
какой-то фиксированной точке отсче- 
та, например, в порту отплытия. Для 
этого пытались воспользоваться ка- 
кими-нибудь астрономическими явле- 
ниями, такими, чтобы, с одной сто- 
роны, их можно было наблюдать на 
борту корабля, а, с другой стороны, 
было бы известно точное время их на- 
ступления в исходном пункте. Но 
ничего подходящего знайти не уда- 
валось: лунные и солнечные затмения 
происходили до «обиднего» редко. 
Очень красиво писал об этом Галилей: 
«По прежним временам небо было на 
этот счет щедро, но по нынешним 
нуждам оно изрядно скупо, помогая 
нам только лунными затмениями: и 
не потому, Что то же самое небо не 
изобилует явлениями частыми, за- 
метными и куда более подходящими 
для наших нужд, чем лунные и сол- 
нечные затмения, но пзавителю мира 
угодно было скрывать их вилоть до 
наших дней..». Оптимизм, который 
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чувствуется в словах’ Галилея, связан 
с большими надеждами, которые он 


возлагал на открытые им спутники 
Юпитера (он назвал нх Медичейскими 
звездами в честь братьев Медичи): 
затмения этих спутников происходили 
дозольно часто. Мы цитировали от- 
рывок из письма Галилея Генераль- 
ным Штатам Голландии, в котором 
он предлагал воспользоваться  зат- 
мениями спутников Юпитера для из- 
мерения долготы: Его предложение 
было принято, но оказалось практи- 
чески не слишком пригодным: наб- 
людать спутники Юпитера незросто, 
и делать это можно не каждую ночь; 
нх движение было недостаточно точно 
описано. Влолне благожелательный 
адмирал Лауренс Реаль чистосердеч- 
но писал Галилею, что его метод слиш- 
ком тонок «для такого грубого наро- 
да, как голландские моряки». Этому 
«грубому» народу хорошо бы попросту 
иметь на корабле часы, показываю- 
щие местное время исходного пункта, 
а с измерением местного времени на 
корабле по Солнцу (хотя бы в истин- 
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ный полдень) они бы справились. Но 
нменно такие точные часы, выдержн- 
вающие морскую качку, создать не 
удавалось. 

В 1655 году Генеральные Штаты 
Голландии получили очередной про- 
сект измерения долготы — на этот раз 
при помощи наблюдений над высотой 
Луны. Рассмотрение проекта было 
поручено Христнану Гюйгенсу, 27- 
летнему сыну влиятельного члена Го- 
сударственного Совета. Х. Гюйгенс, 
уже известный к тому времени своими 
научными достижениями, в частнос- 
ти, открытием кольца Сатурна, убе- 
дился в несостоятельности проекта, 
однако заинтересовался самой зада- 
чей. После этого Гюйгенс настойчи- 
во пытался найти конструкцию часов, 
пригодных для измерения долготы. 
12 января 1657 года он писал: «На этих 
днях я нашел новую конструкцию ча- 
сов, при помощи которой время из- 
меряется так точно, что появляется 
немалая надежда на возможность из- 
мерения при ее помощи долготы, даже 
еслн придется везти их по морю». 
Гюйгенс сам хорошо умел работать 
руками (вместе с братом Константн- 
ном он шлифовал лнизы для своего 
телескопа), но все же он предпочел 
доверить нзготовленне первого экзем- 
пляра часов газгскому часовщику Со- 
ломону Костеру. 16 июня 1657 года 
натент Генеральных Штатов закрепил 
за Гюйгенсом авторство на маятнико- 
вые часы, ав 1658 году вышла брошю- 
ра «Ногоосит» с описанием изобре- 
тения. 

Гюйгенс предложил несколько 
технических новинок в конструкцин 
часов, но главная из них — исполь- 
зование периода колебания маятника 
в качестве меры времени. Впервые 
Галилей обратил внимание на пора- 
зительную устойчивость периода сво- 
бодных колебаний маятника при из- 
менении амплитуды размаха: «Коле- 
бания маятника совершаются в опре- 
деленные сроки с такой неизбеж- 
ностью, что совершенно невозможно 
заставить совершаться в иные сроки 
иначе, как удлиняя или укорачивая 
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нить. Другая особенность, поистине 
удивительная, заключается в том, 
что один и тот же маятник совершает 
свой колебания с той же или весьма 
мало и почти неощутимо различной 
частотой, будут ли колебания совер- 
шаться по самым большим или самым 
малым дугам той же окружностих. 
Гюйгенс был, разумеется, знаком с 
этнм наблюдением Галилея, опублн- 
кованным в знаменятой книге «Беседы 
н математические доказательства, ка- 
сающиеся двух новых отраслей нау- 
кн, относящихся к механике и мест- 
ному движению». 

История этого замечательного от- 
крытия описана в письме Вивнани, 
знаменитого ученика Галилея, прин- 
цу Леопольду Медичи, также бывше- 
му учеником Галилея: 


«В 1583г., имея около двадцати лет 
от роду, Галилей находился в Пизе, 
где, следуя совету отца, изучал фило- 
софию и медицину. Однажды, нахо- 
дясь в соборе этого города, ой, со 
свойственной ему любознательностью 
и смекалкоя, решил наблюдать за 
движением люстры, подвешенной к 
самому верху, —- не окажется ли про- 
должительность ее размахов, как 
вдоль болыших дуг, так и вдоль сред- 
них и малых, одинаковой; ибо ему 
казалось, что продолжительность про- 
хождения большой дуги может сокра- 
титься за счет большей скорости, с 
которой, как он видел, движется 
люстра на более высоких и наклонных 
участках. И лока люстра размеренно 
двигалась, он сделал грубую прикид- 
ку — его обычное выражение -—- того, 
как происходит движение взад и впе- 
ред, с помощью биений собственного 
цульса, а также темпа музыки, в ко- 
торой он тогда уже был искушен с не- 
малою от того для себя пользой. И ему 
на основании таких подсчетов пока- 
залось, что он не заблуждался, под- 
считав, что времена колебаний одн- 
наковы, но не удовлетворенный этим, 
вернувшись домой, он, чтобы надеж- 
нее в этом удостовериться, решил сде- 
лать следующее. 


Он привязал два свницовых шара 
па нитях совершенно одннаковой дли- 


ны так, чтобы они могли свободно 
раскачиваться..., и, отклоняя вх от 
вертикали на разиое число градусов, 
наиример, один шар на 39, другой на 
10, оя отпускал их в одно и то же мгно- 
вение. С помощью товарища он наб- 
людал, что пока один маятник делал 
такое-то число колебаний по больним 
дугам, другой делал в точпости столь- 
ко же по малым дугам». 

Гюйгенс решил воспользоваться 
тем, что период колебаний маятника 
не меняется ни при естествениом за- 
тухании колебаний от сопротивления 
воздуха, ин ирн раскачке во время 
волнения на море. Оказывается, и 
Галилей предполагал восиользоваться 
маятником для создания часов. Но к 
рассмотрениям колебаний маятника 
после опытов 1583 года Галилей вер- 
нулея лиию через 50 лет, когда в 
1634 году, после суда инквизиции и 
отречения от «лжеучения» Коперника, 
он решил записать в «Беседах» свой 
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открытня но механике, полученные в 
юности (книга вышла из печати в 
1638 году). 5 июня 1635 года в письме 
адмиралу Реалю Галилей писал о 
соединении маятника со счетчиком 
колебаний. Лишь в 164 году, всего 
за год до смерти, Галилей пристунцил 
к практическому осуществлению про- 
екта. Но слепому старнку эта илже- 
нерная задача была уже не но плечу. 
Ой завещил ее окончание своему сыну 
Винченцо, который несколько лет не 
ирнступал к работе, а вскоре после 
ес возобновления умер. 

[Чирокой огласки эта деятель- 
ность пе получила, но ученики Галн- 
лея зпали о ней н, озпакомивнись © 
брошюрой Гюйгенса, они попытались 
восстановить прноритет учителя. Ле- 
опольд Медичи пересыласт влиятель- 
ному французскому астроному Буйо, 
нокровительствовавииему — Гюйгенсу, 
письмо о приоритете Галилея, под- 
робный рассказ Вивнани об историн 
открытия (мы его цитировали вышис) 
и рисунок часов Галилея для передачи 
Гюйгенсу. Возможно, Гюйгенса даже 
подозревали в илагиатг. Ученики Га- 
лилея знали о переговорах с Гене 
ральными Штатами Голландии отно- 
сительно способа измерения геогра- 
фической долготы, которые Галилей 
вел в строжайшей тайне, опасаясь 
инквизиции. Все же на носледней ста- 
дни флорентийский инквизитор узнал 
о его контактах с Голландией и до- 
бился их запрещения. В заключение 
ои успокоил Рим, что Галилей чуже 
скорее лежит в гробу, чем занимается 
математическими иостроениями». Пе- 
реговоры были столь секретны, что 
ученики Галилея не узнали, какой 
метод предложил их учитель, и пред- 
положили, что речь могла идти об из- 
меренни долготы при помощи маят- 
инковых часов, п что присланными 
материалами мог воспользоваться 
Христнан Гюйгенс, отец которого 
был членом комиссии, разбиравшей 
нредложение Галилея. Мы знаем те- 
перь, что это не так, а речь пила об 
использовании затмений спутников 
Юпнтера. 


Ознакомившись с полученными от 
Буйо материалами, Гюйгенс конста- 
тировал, что Галилей выдвигал идею 
маятниковых часов, но был далек от 
технической реализации проекта. Ха- 
рактерно, что Макс Лауэ в своей «Ис- 
торин физики», отмечая, что «хрешаю- 
щий шаг для создания часов в совре- 
менном смысле сделал Христиан Гюй- 
генс в 1657 году», выдвигает на пер- 
вый план не использование периода 
колебаний маятника как меры вре- 
мени, а идею «обратной связи»: в ча- 
сах Гюйгенса впервые энергия источ- 
нику колебания доставляется, не на- 
рушая периода колебания, причем 
«сам источник колебаний определяет 
моменты времени, когда требуется 
доставка энергии». У Гюйгенса эту 
роль выполияет простое и остроум- 
ное устройство в виде якоря с косо 
срезанными зубцами, ритмически под- 
талкивающего маятник. 

В 1673 году Гюйгенс писал: «Не- 
которые утверждают, что Галилей 
пытался сделать это изобретение, но 
не довел дело до конца; эти лица ско- 
рее уменьшают славу Галилея, чем 
мою, так как выходит, что я с большим 
успехом, чем он, выполнил ту же за- 
дачу». Нельзя только забывать, что 
когда Галнлей занимался этой зада- 
чей, он был слеп и на 50 лет старше 
Гюйгенса. 

Вообще Гюйгенс в большей сте- 
пени, чем кто бы то нн было, следо- 
вал по пути Галилея. По словам Лаг- 
ранжа, Гюйгенсу было суждено усо- 
вершенствовать н развить важнейшие 
открытия Галилея. Эта связь между 
двумя великими учеными нмела зна- 
менательное начало: 17-летний Гюй- 
генс собирался доказать, что брошен- 
ные тела движутся по параболам, но 
обиаружил доказательство в книге 
Галилея и не захотел «писать Илиаду 
после Гомера». 

Гюйгенс, еще при построении 
первых часов, заметил, что утверж- 
дение Галилея об изохронности коле- 
баний математического маятника (не- 
зависимости пернода Т от максималь- 
ного угла отклонения от вертикали &@) 
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не точно. Это утверждение с хорошей 
точностью выполняется для малых @,, 
но заметно нарушается, например, при 
а, = 60°. Непонятно, как Галилей про- 
смотрел это обстоятельство: оно долж- 
но было выявиться в опытах, описан- 
ных Вивиани. Гюйгенс отметил в кни- 
ге, изданной в 1673 году, что отноше- 
ние пернода для а = 90” к периоду 
для малых дуг равно 34: 29. Точ- 
ность, с которой найдено это отноше- 
ние, поразительна. Галилей утвер- 
ждал, что квадрат периода пропор- 
ционален длине маятника /[, но ника- 
ких указаний на способ получения 
этого соотношения не оставил. Гюй- 
генс доказал справедливость этой фор- 
мулы для малых а. Получение фор- 
мулы для периода колебаний маят- 
ника при любых а требует приме- 
нення математического аппарата, не 
известного во времена Гюйгенса. Не- 
смотря на это, Гюйгенс получил очень 
точные оценки для периода, причем 
не всегда понятно, какими средства- 
ми он этого добивался *). 
Построив первые часы, Гюйгенс 
«заболел» проблемой построения точ- 
ных часов, надежных в условиях мо- 
реплавания. Для этого надо было 
придумать устройство, компенсирую- 
щее изменение периода колебаний про- 
стого (математического) маятника при 
увеличении угла отклонения. Гюйгенс 
заметил, что для этого можио специ- 
альным образом уменьшать длину ма- 
ятника при увеличении угла откло- 
нения. В первой конструкции он под- 
бирал зависимость длины от угла эк- 
спериментально, затем ему удалось 
найти нужную зависимость теорети- 
чески. В результате Гюйгенс изобрел 





*) Для оценкн периода колебаннй удоб- 
но пользоваться приближенной формулой 


а 
Тел у х 


1 Е. 9 
х(! + р 9? 5 + 5 т ст. 


тогда еще ме известной. 


циклондальный — маятник, который 
впервые был использован в часах в 
1659 году. Гюйгенс возлагал на часы 
с цнклондальным маятником большие 
надежды, брал патенты в разных стра- 
нах, организовывал морские испыта- 
ния, которые, увы, проходили с пе- 
ременным успехом. Часы хорошо за- 
рекомендовали себя в 1663 году при 
путешествни капитана Холмса из Лон- 
дона в Лиссабон, в 1664 году при пла- 
вании из Гвинеи, в 1668 году на фран- 
цузской эскадре, плававшей около 
острова Крит. С другой стороны, ис- 
пытания при плавании адмирала Ри- 
шера в Канаду и Англию в 1670 году, 
капитана де Граафа на мыс Доброй 
Надежды в 1687 году ин испытания 
самого Гюйгенса на Зюйдерзее в 
1685 году дали отрицательные резуль- 
таты. Не оправдал себя циклоидаль- 
ный маятник и в «сухопутных часах». 
Та же судьба постигла другой пред- 
ложенный Гюйгенсом источник изо- 
хронных колебаний — конический ма- 
ятник, основанный на одной из са- 
мых замечательных работ Гюйгенса 
«О центробежной силе». Однако ма- 
тематические и механические резуль- 
таты, полученные в связи с этими нзо- 
бретениямн, стали одной из ярчайших 
страниц в истории науки. 

Все же Гюйгенсу удалось найтн 
путь, на котором, правда, уже не им 
самнм, был создан морской хроно- 
метр (считается, что первый удовлет- 
ворнтельный хронометр  скояструн- 
ровал Гаррисон уже в ХУШ веке). 
В 1675 году Гюйгенс предложил идею 
пружиниых часов с балансиром. Его 
последняя работа о часах была опуб- 
ликована в 1693 году, за два года до 
смертн. 

Что касается маятниковых часов, 
то в дальнейшем оказалось, что удоб- 
нее всего добиваться изохронизма, 
прикрепляя к верхнему концу спе- 
циально подобранную пружнну. 

К 1673 году Гюйгенс придумал 
большое число усовери енствований к 
маятниковым часам, а парижский ча- 
совщик Исаак Тюре изготовил эк- 
земпляр часов с учетом всех новшеств. 
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СНАТЗТТА М1 


НУСЕМТЕ 


ХУМСНЕМИ, СОМ5Т Е 


НОВКОГОС1УМ 
ОЗСИТАТОВТУМ 


З1УЕ 
ОЕ МОТУ РЕМРУТОКУМ 
АР НОВОГОС1А АРТАТО 
БЕМОМУТААТТОНЕ$ 
ЗЕОМЕТАЕСА 


ыы 


РАЙТЗТ1$. 


от чи, 


мМосЬхииа 
СУМ ТЮИН.ЕС!0 ЕС! 


Ары ? Месиот 
\ 


Титульный лист первого издания книги 
«Маятниковые часы» 


Кроме того, Гюйгенс привел в порядок 
исследования по математике и меха- 
нике, предпринятые в процессе ра- 
боты над часами. Все это было под- 
итожено в книге «Маятниковые часы», 
вышедшей в 1673 году в Париже. На 
титульном — листе ло  напи- 
сано: «Христнан Гюйгенс, сын Кон- 
стантина, из Зейлихема. Маятниковые 
часы, нли Геометрические доказатель- 
ства, относящиеся к движению маят- 
ников, приспособленных к часам. Па- 
риж. В типографин Ф. Мюге, печат- 
ннка короля н светлейшего архие- 
пископа, на улице Гитары, под вы- 
веской трех волхвов. 1673. С привн- 
легней короля». Кннга Гюйгенса на- 
ряду с «Беседами» Галилея и «Мате- 
матнческимн началами натуральной 
философии» Ньютона является одним 
нз трех китов, на которых покоится 
механика Х\УЦП века. 

В дальнейшем книга стала крат- 
ко называться «Маятниковые часы», но 
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ТТТ ИИ 





Эскиз часов < 
слелавный Гюйгенсом 


циклоидальным маятииком. 


это название недостаточно полно от- 
ражает ее содержание. Собственно 
конструкция маятниковых часов опи- 
сывается лишь в первой из пяти 
частей. 

Своим главным достижением Гюй- 
тенс считал изобретение циклондаль- 
ного маятника. Во-первых, Гюйгенс 
доказал, что если конец маятника дви- 
жется по циклоиде *) (а ие по окруж- 
ности, как в случае математического 
маятника), то его колебания изо- 
хронны. Во-вторых, он придумал 
очень остроумный способ подвески 
маятника, обеспечивающий движение 
его конца по циклоиде: поместил под- 
вес между двумя пластинками (ще- 
ками), изогнутыми ио циклонде, на 
которые при отклоненин маятника на- 
матывается часть нитр. Циклоидаль- 
ному ‘маятнику посвящена боль- 





*) Циклоиду описывает фихсированная 
точка границы круга, который катится 663 
скольжения по прямой. Математики в ХУП 
веке обнаружили много — замечательных 
‹войств, которымн обладает эта кривая. 


Схема часов. 


шая часть книгн (вторая и третья 
части), где доказываются  механи- 
ческие и математические утверждения, 
необходимые для обоснования изо- 
хронности циклондального маятни- 
ка и правила его подвескн. Гюйгенс 
пишет: «Для проведения этих дока- 
зательств потребовалось укрепить н, 
где нужно, дополнить учение великого 
Галилея о паденив тел. Наиболее 
желательным нлодом, как бы вели- 
чайшей вершиной этого учения, и яв- 
ляется открытое мпою свойство цик- 
лоиды». 

Четвертая часть книги «О цеитре 
качания» начинается так: «Когда я 
был еще почти мальчиком [ему не 
было 17 лет. — С. Г.|, ученейший 
муж Мерсенн задал мне и многим дру- 
гим задачу — определить центр ка- 
чания. Из писем, которые писал мне 
Мерсенн, а также из недавно опуб- 
ликованных мемуаров Декарта, за- 
ключающих ответ на письма Мерсенна 
по этому поводу, я заключаю, что 
эта задача пользовалась в то время 





Внешний вид часов с циклоидальным маят- 
внком и щекн. определяющие движение 
водвеса маятника. 


известной славой среди математиков... 
Мерсенн назначил болышную, вызы- 
вающую зависть премию на тот слу- 
чай, если я решу задачу. Однако он 
тогда ни от кого не получил того, что 
требовал». 

Речь шла о следующей задаче. 
Имеется физический маятник — фи- 
гура, подвешенная в одной точке и со- 
вершающая колебания. Его привс- 
денной длиной называется длина ма- 
тематического маятннка, имеющего 
тот же пернод колебаний. Проведем 
через центр тяжести маятника отре- 
зок этой длины, начинающийся в 
точке подвеса. Тогда другой конец 
отрезка называется центром качания. 
(Мерсенн начинал с попытки ответить 
на вопрос, как надо бить мечом, чтобы 
удар был наиболее эффективен. Если 
считать меч отрезком, который «воин» 
держит за конец А, то оказывается, 
что центр качания отстоит от А на 


2 
з ДЛИНЫ. 


Бир:УКуапеитсесте.ги 


Мерсенн считал, что оптималь- 
ная точка совпадает с центром ка- 
чания н далека от центра тяжести. 


Оппонент Мерсенна Бальди счи- 
тал, что надо бить местом, наиболее 
близким к центру тяжести.) В задачах, 
предложенных Мерсенном Гюйгенсу, 
речь шла о центрах качания круговых 
секторов, сегментов, равнобедренных 
треугольников, по-разному — подве- 
шенных. Гюйгенс писал: *...я в то 
время не нашел, что позволило бы мне 
приступить к расчетам, и как бы по- 
вернул назад у самого порога, и воз- 
держался от всякого исследования.Но 
и те, кто надеялись, что решили 
задачу, знаменитые люди, как Декарт, 
Оноре Фабри и другие, вовсе не дос- 
тигли цели или достигли ес только в 
немногих, особенно простых  случа- 
ях... 


Повод к новой постановке опы- 
тов дали регулируемые маятннки на- 
ших часов, снабженные, кроме ниж- 
него постоянного груза, еще вторым 
подвижным грузнком, как сказано при 
описании часов. 


Исходя из этого, я начал иссле- 
дования сначала, на этот раз с луч- 
шими. видами на успех, и, наконец, 
одолел все трудности Н решил не толь- 
ко все задачи Мерсенна. но нашел еще 
и новые задачи, более трудные, и, 
наконец, нашел общий метод для 
вычнсления центров качания линий, 
площадей н тел. От этого я имел не 
только удовольствие, что я нашел неч- 
то, что напрасно искали столь многие, 
и понял законы природы, относящи- 
еся к этому случаю, но получил и 
определенную пользу, которая вооб- 
ще заставила меня заняться этим вон- 
росом, а именно, я нашел легкий и 
удобный способ регулировки часов». 
«Я нашел это правило в 1664 году», — 
отметил Гюйгенс на писъьме*Мерсенна 
с ностановкой задачи. Правило регу- 
лировання маятника с подвижным 
грузом он нашел еще раньше, в 1661 
году- 

Наконец, в пятой части без до- 
казательства приводятся теоремы о 
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центробежной силе *) и описывается 
коиструкция часов с коническим ма- 
ятником (известно, что Гюйгенс изо- 
брел их 5 октября 1659 года). Дока- 
зательства теорем содержатся В ра- 
боте «О центробежной силе», напи- 
санной в 1659 году, но вышедшей в 


свет лишь через восемь лет после 
смерти Гюйгенса. О центробежной 
снле знал еще Аристотель, а Птолемей 
считал, что если бы Земля вращалась 
вокруг своей осн, то из-за центро- 
бежиой силы предметы не могли бы 
удерживаться на ее поверхностн. Кеп- 
дер и Галилей опровергали эту точку 
зрения, объясняя, что в этом случае 





*) Гюйгенс всюду пользуется. пояятием 
центробежной силы ннерции, которую он 
называет просто центробежной силой. Эта 
сила возникает во вращающейся системе 
отсчета. Она численно равна центростремн- 
тельному ускорению тела, умкоженнаму из 
сго массу, и направлена по радиусу от оси 
вращения. Подробнее о силах ннерини рас- 
сказывается в статье Я. А. Смородин- 
ского «Снлы инерцинь («Квант», 1974, №8). 
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вес уравновешивает центробежную сн- 
лу, фактически предполагая, что при 
удалении от центра вращения цент- 
робежная сила уменьшается. Однако 
лишь Гюйгенс получил знаменитую 
формулу для центробежной — силы 


ту? 
И и Ниже приводится подлин- 


ный текст Гюйгенса и читатель смо- 
жет увидеть, в каком (быть может, 
не самом экономном с сегодняшней 
точки зрення) виле были впервые со- 
общены результаты, полученные Гюй- 
генсом. Для облегчення понимания 
сделаем два предварительных заме- 
чания. 

1. Какой бы задачей Гюйгенс ни 
занимался, он всегда думал о воз- 
можных приложениях полученных ре- 
зультатов к часам. И в этом случае он 
хотел воспользоваться коническим ма- 
ятником. Так называется нить с гру- 
зом, вращающаяся вокруг оси, иро- 
ходящей через точку подвеса (рис. 1). 
Пусть { — длина нити, @& — угол нн- 
ти с вертикалью, А — расстоянне от 
груза до оси. Еслн маятник движется 
по окружности, и угол я остается по- 


ту- 
стоянным, то —— 


р = ТЕ {5 и. Отсюда 


‘= рав ша.Для пернода —времени 


одного оборота — получаем (посколь- 
ку Т = 2я №9: 


Т=2л у а -=2л уе = 


ке 


и 
проек- 





= 2л 


= 
Здесь и = [05 а — длина 
ции нити на ось маятника, 

В тексте Гюйгенса проводятся 
многочисленные обсуждения форму- 
лы для пернода конического маятника. 
Движение конического маятника срав- 
нивается с двумя движениями, кото- 
рые к тому времени былн основатель- 
но изучены: со свободным паденкем 
н колебаннямн простого, или мате- 
матического, маятника (Гюйгенс на- 
зывает его колебания боковыми, В 9т- 
личие от круговых колебаний. конн- 
ческого маятника). 





Эскиз часов с коническим маятником, сде- 
ланный Гюйгенсом. 


2. Пусть имеется некоторая по- 
верхность вращения (у Гюйгенса па- 
раболоид — поверхность вращения 
параболы ру = х* вокруг оси ы, 
рис. 2). Тяжелая матернальная точ- 
ка устойчиво вращается по горизон- 
тальному сечению (кругу), если рав- 
нодействующая веса н центробежной 
сялы направлена по нормали к по- 
верхности (перпендикуляру к каса- 
тельной плоскости), а потому здесь 
применима формула для конического 
маятника. В этом случае < — угол 
нормали с осью, { — длина отрезка 
нормали между осью и поверхностью, 
и — проекция этого отрезка на ось. 
Здесь переход от конического маят- 
ника к вращению тяжелой точки в ка- 
кой-то мере аналогичен переходу Га- 
лилея от математического маятника к 
движению тяжелой точки по круго- 
вому желобу. Далее Гюйгенс замечает, 
что у параболы ру == х? величина и 
(проекция отрезка нормали на ось) 
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не зависит от положения точки и рав- 
на >. Отсюда он делает вывод, что 
период вращения тяжелой точки по 
любым горизонтальным  сечениям 
параболоида один и тот же: 


и р р 
Т=2л 28° (2) 
Это следует из (1} и дает новый способ 
получения изохронных колебаний, что 
так важно было прин построении ча- 
сов. Если подвесить коннческий ма- 
ятник так, чтобы независимо от уг- 
ла а наклона нити к оси его конец 
двигался по поверхности параболо- 
нда, полученного от вращения пара- 
болы ру -= х?, то период вращения 
не будет зависеть от &. Другими сло- 
вами, надо сделать так, чтобы прн из- 
менении © длина [ изменялась, обес- 
печивая постоянство проекции и на 
ось. Гюйгенс придумал чрезвычай- 
но остроумный способ подвески. Он 
предложил изготовить пластинку по 
форме полукубической параболы у? = 
= ахз + $, закрепить в некоторой 
ее точке конец нити и тогда, оказы- 
вается, можно так подобрать а, 6 и 
длину нити, что как бы мы ни натя- 
нули нить, намотав часть ее на плас- 
тинку, другой ее конец будет нахо- 
диться на  параболе- Секрет 
этого остроумного способа подвески 
опирается на те же математические 
соображения, что и способ подвески 
циклоидального маятника. 
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Пятая часть 
«Маятниковых часов», 
содержащая другую конструкцию 
Часов © испельзованием кругового 
движения маятныков, и теоремы 
© центробежной силе 


Х. Гюйгенс 





..У меня было намерение издать описание 
этих часов вместе с теоремами, относящи- 
мися к круговому движению и к центро- 
бежной силе, как я хочу ее назвать. Но от- 
носмтельно этого предмета у меня больше 
материала, чем времени для его изложения 
в настоящий момент. Но для того чтобы 
лица, интересующиеся этим вопросом, быст- 
рее познакомились с новым, отнюдь не 
бесполезным открытием, чтобы какая-либо 
спучайность не помешала опубликованию, 
я, противно моему первоначальному пред- 
положению, присоединил еще м эту часть 
к предыдущим. В ней кратко описывается 
конструкция новых часов и далее следуют 
теоремы © центробежной силе; их доказа- 
тельство откладывастся на более позднее 
время. 


КОНСТРУКЦИЯ ВТОРЫХ ЧАСОВ 


Я не счел нужным изложить здесь распре- 
деление колес внутри часового механизма; 
это устройство легко Могут осуществить ча- 
совщики в различных вариантах. Будет до- 
статочным описать ту часть часов, которая 
регулирует их ход определенным образом. 

Следующий рисунок изображает эту 
часть часов. 
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Ось ОН следует представлять себе вер- 
тикальной, способной вращаться в двух под- 
шипниках. В А к осн приделана пластинка, 
имеющая определенную ширину м искрив- 
ленная по кривой АВ, которая есть полу-. 
кубическая парабола, пры сматывании нити 
< которой и прибавлении некоторой длины 
описывается парабола ЕЁ, как доказано а 
теореме У!!! третьей части. АЕ — длина, на 
которую надо удлинить нить; путем сматы- 
вания всей линии ВАЕ и образуется пара- 
бола ЕЁ. ВСЕ — нить, закрепленная на кри- 
вой АВ, конец которой описывает параболу. 
К нити прикреплен груз Е. Если ось ОН 
вращается, тогда нить ВСЕ, вытянутая в пря- 
мую, повлечет за собой груз ЕЁ, который бу- 
дет описывать горизонтальные круги. Эти 
круги будут больше мли меньше, в зависи- 
мости от большей или меньшей силы, с ко- 
торой дейстауют на ось колеса, вращающие 
барабан К. Но все эти круги будут лежать 
на параболическом коноиде и именно по- 
тому продолжительность одного оборота 
будет всегда одна и та же, как вытекает 
из того, что я объясыю сб этом двыжении 
эпоследствми. Если оборот должен совер- 
шаться в полсекунды, то параметр парабо- 
лы ЕЁ должен составлять 4'/› дюйма моего 
часового фута, то есть он должен быть ра- 
вен половине длины маятника, у которого 
каждое колебание длится '/. секунды. Из па- 
раметра параболы определяется пвраметр 
полукубической параболы; он равен ??/ 5 
первого параметра; определяется также от- 
резок АЕ, который равем половине длины 
параметра параболы ЕЁ. Если же оборот 
должен совершаться в секунду, то надо все 
длины брать в четыре раза больше, как па- 
раметры, так и длыну АЕ. 


ТЕОРЕМЫ О ЦЕНТРОБЕЖНОЙ СИЯЕ, 
ВЫЗВАННОЙ КРУГОВЫМ ДВИЖЕНИЕМ °) 


Еслы два одинаковых тела в одинаковое 
время описывают неодинаковые окружно- 
сти, то их центробежные силы относятся, 
как длины окружностей или как дизметры. 


И 
Если два одинаковых тела двнжутся с 
одинаковой скоростью по окружности раз- 
ных кругов, то их центробежные силы об- 
разно пропорциональны диаметрам. 


Ш 
Еспи два одинаковых тела движутся 
по одинаковым кругам с разной ско- 
ростью, но обз равномерно, как мы это 





*) Примечания к тексту даны в квадрат- 
ных скобках. В нримечаниях используются 
следующие обозначения: м — масса тела, 
ГР — центробежная сила, Г — пернод, Ю — 
расстояние до центра, у — скорость. 





Маятниковые часы, экспонирующиеся в 
Москве в Политехническом музее. 


здесь всегда подразумеваем, то их цен- 
тробежные силы относятся, как квадраты 
скоростей. 


1\ 


Если два одинаковых тела движутся 
по разным окружностям и обнаруживают 
одинаковую центробежную силу, то их 
времена обращения относятся как корни 
квадратные из диаметров. 


У 


Еслн тело движется по окружности 
круга с той скоростью, которую бы оно 
прнобрело, свободно падая с высоты 
4 диаметра круга, то испытываемая им 
центробежная смла разна аесу, ус есть оно 
тянет за нить, при помощи которой оно 
прикреплено к центру, с тсй же силой, 
как если бы было подвешено к нити. 


[Если высота Н = Ю/2, тс для конечной 
скорости при свободном игденин имеем: 


у = У2=Н = УВЕ, а для указанной цент- 
робежной силы имеем: 


Е тый _ мА _ 
== =-р =тв.| 


У! 


Если тело пробегает различные гори- 
зонтальные окружности, которые все ле- 
жат на кривой поверхности параболическо- 
го коноида (параболоида) с вертикальной 
осью, то время оборотов всегда одно и 
то же, будут ли круги больше или меньше, 
и это время обращения вдвое больше 
продолжнтельности колебання маятника, 
длина которого равнв половине параметра 
образующей параболы. 
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Счастливые билеты 


1. Назовем автобусный 
билет «счастливым», если 
сумма цифр его шестизнач- 
ного номера залисапа двумя 
последними цифрамн, взя- 
тымн в том же порядке. На- 
пример, счастлявыми будут 
билеты с комерами 728124, 
032419. Сколько счастливых 
билетов нмеется в первом 
миллионе, то есть от номера 
000 000 до 999999? 

Б. И. Алейников 





2. Шестизначный номер 
автобусного билета М за- 
пишем в виде №—= 10004 -Г В, 
где А и В — трехзначные 
числа. 

Назовем билет с номером 
М№ «дважды счастливым», еслн 
сумма цифр числа А равна 
сумме цифр числа В и произ- 
ведение цифр числа А рав- 
но произведению цифр чис- 
ла В. Существуют лн не три- 
виальные дважды счастливые 
билеты? Тривлальными мы 
назэвем такие дважды счаст- 
ливые билеты, у которых в 
номере № чнсло В получает- 
ся из А перестановкой цифр, 
а также бклеты, в запнсн но- 
мера которых встречаются 
нули. 

Г. К. Коротаев 
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мл гевке О ПЕРЕМЕНЫ 


МЕСТ 


БЛАГАЕМЫХ..` 





О некоторых вещах в «Кванте» труд- 
но рассказать не потому, что они труд- 
ны сами по себе, а потому, что для 
их понимания хорошо бы заранее 
знать кое-что помимо школьной про- 
граммы. Иногда даже не помимо, а 
чуть глубже. Старшеклассники зна- 
ют, наиример, что такое предел по- 
следовательности, но знают обычно 
довольно поверхностно. А именно 
этим матерналом нужно свободно вла- 
деть, чтобы разобраться в предлага- 
емой статье, где доказывается заме- 
чательная теорема Римана о переста- 
новках условно сходящихся рядов. 

В «Кванте» № 3 за 1974 год мы 
предложили читателям 20 задач на 
пределы. Тот, кто справился с зада- 
чами, может смело приниматься за 
эту статью. 

Впрочем, решив задачи, не откла- 
дывайте в сторону ручку и бумагу: 
основной текст статьи содержит мно- 
гочисленные упражнения; лишь само- 
стоятельно решив их, вы сможете по- 
настоящему во всем разобраться. 


Сумма ряда 


Начнем с очень простых упраж- 
нений. 


1. а) Найти сумму $„ первых п членов 
геометрической прогрессии 


1 
о 


6} То же для прогрессии 
1 1 1 


| 
=. 4, 8. 16... 
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") 





1-7; 6) 


Ответ: а) $» - $и= 


0". 


С 


2. Найти суммы $50) и $5(2) бесконечно 
убывающих геометрических прогресснй (1) 
и (2). 


ы 1 
$0) -=1, 50% --3. 


Суммы $? и 5? можно найти, 
нспользуя готовую формулу $ = 
Ь, 

ЗЕ: {где 
знаменатель бесконечно убывающей 
геометрической прогрессин): 


За =. Е 


Ответ: 





Ь, —1-й член, а 9 — 





Ш 
1—2 


1 1 1 
ЕН 
5 57. 


Можно поступить иначе, воспользо- 
вавшись упражинением 1. Найдем, 


например, этим способом $. При 
п=!1, 2, 3... получаем частичные 
суммы: 


$1, Зак, 
| 


| 
8, == —, ... (3) 


Рай 
Последовательность (3} стремится к 
пределу 5 =1 Этот предел по 
определению называется суммой 
прогрессии (1). 

Приведенные два решения, п> 
сути дела, не различаются: формула 


О 
1—4 


$ =1— 


получается из формулы 


г: 
$и= Я о именно предельным 
переходом. Мы привели второе ре- 
шение просто чтобы напомнить опре- 
деленне суммы бесконечно убывающей 
геометрической прогрессии. А это 
нам понадобилось для того, чтобы 
дать следующее общее определение. 
Определение. Пусть а,, 
а» аз... — произвольная числовая 
последовательность. Выражениеа, 
+ а. Га. +... имеет специальное 
название: ряд. Образуем — последо- 
вательность частичных сумм: 
$: =а, $5. =а, га, 
$ =а, Га. + а... 51 
ей ны 
Если эта последовательность имеет 
предел $, то говорят, что ряд 
а, На. + аз -г ... На, - 
сходится, а его сумма равна числу 5, 
н пишут: 





а, На. -- а. +... +-а„ -... = $. 
Если ряд а, {- а, | аз +... не 
сходится, то он называется расхо- 


дящимся. 


Упражнения 

3. Приведите примеры расходяшихся 
рядов: 

а) нридумайте ряд, частичные суммы ко- 
торого стремятся к бесконечности; 

6) прндумайте ряд, для которого носле- 
довательность частичных сумм не стремится 
ни к какому числу и не стремится к беско- 
нечности. 

4. Докажите, что рял 


1 , 
Е 


сходится. Сумма его — знаменитое число е*") 
{основание натуральных логарифмов). До- 
кажите, что 2<е <3. Докажите, что е — 
иррациональное число. 
5. Докажите, что ряд 
аа 
т р Г 33 1 
сходится, и его сумма $ «2. При каких 
натуральных А сходится ряд 
| 
о Е, 59 
а ЗЕЕ : 
Если все члены ряда 


‚1 1 Г, 
Гл Г Е Ро 


тж. 


Указание. 


положительны (как в упражнениях 4 и 5}, 


*) См.’ сталью Л. Г. Лиманова 
«О числе е и л», «Квант», 1972, № 5. 
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то, чтобы доказать сходимость ряда, достаточ- 
но проверить, что все частичные суммы мень-. 
ше некоторого (одного и того же) числа С; 
тогда сходимость последовательности частич- 
ных сумм следует из того, что любая возрас- 








тающая ограниченная — последовательность 
имеет предел. 
6. Сходится ли ряд 
Виа | 1 1 
ТЕ 
| 1 > 
ь 2—1 9" + --- 


Можно ли порознь суммировать 
положительные и отрицательные 
слагаемые ? 


Вы уже нашли сумму ряда 
| 


= 


1 
(она равна ). А можно ли было вы- 


числять ее так: просуммировать сна- 
чала все положительные члены ряда, 
потом все отрицательные, а затем сло- 
жить результаты? 

Почему бы и нет? Попробуем: 


т 32 
! ! 2 
Е: Пс. 
ТЕ 
| ! | 
м о ТЫ о Я 
1) ! Г 
-(-1)-—---+ 
а 
2 ! 1 
33-3 


Ответ, во всяком случае, получается 
правильный. Спрашивается: всегда ли 
так можно действовать? 


Упражнения 


7. Ряд а, + а. -Р а:--... сходится. 
Его’ сумма равна $. Можно ли вычислить ее 
так: сначала просуммировать все положи- 
тельные слагаемые йл, потом — все отри- 
цательные, а затем сложить результаты? 

8. Ряд а, + а, -|- аа-Р... сходится. 
Его сумма равна 5. Дано, что если просум- 
мировать все положительные слагаемые ап, 
то получится число р, аесли просуммировать 
все отрицательные слагаемые а» — чнсло у. 
Можно ди утверждать, что р-|-9 == 5? 
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Замечание. Упражнения 7 и 8 
внешне очень похожи А вот ответы к ним — 
разные! 


Можно ли переставлять члены ряда? 


Выпишем все натуральные числа, но 
не в обычном, а в каком-нибудь дру- 
гом порядке. Например, так: 
1, 2, 3, 5, 4, 7, 9, 11, 

6, 13, 15, 17, 19, 8,... (4) 
(нечетное — четное, два нечетных — 
четное, три нечетных — четное и так 
далее). Каждое натуральное число 
выписывается ровно один раз — вся- 
кое л рано или поздно встретится, и 
никакое л не повторяется дважды. 

Переставим члены ряда а, + а, -1- 
-. аз"... В соответствии с новым по- 
рядком номеров: например, для пос- 
лЛедовательности (4) получится ряд 
а, На. -+ аз + а; та. + а + 

++ ау та т в Таз На, 

+ а: Таь ат... 

Можно ли утверждать, что новый 
ряд сходится, если исходный сходил- 
ся? Обязаны ли оба ряда иметь оди- 
наковые суммы? 

С детства мы усвоили премудрость: 
«От перемены мест слагаемых сумма 
не меняется». Распространяется ли 
этот закон с конечных сумм на бес- 
конечные ряды? 

Поэкслериментируем. Возьмем ряд 

| | 1 | | 
ЕЕ аа а 
Е 
В АВЕ 


1 } 1 1 
рае ы - {5} 





2" слагаемых 


Он, очевидно, сходится; его сумма 
равна нулю. Переставим его члены 
так, чтобы их номера образовали по- 
следовательность (4); получим ряд 


1 1 1 
оо 


| 1 1 
ое 





й слагаемых 


#6 


тии... 6 
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Ряд (6) расходится! В самом деле, в 
(6) в каждой группе идущих подряд 
положительных слагаемых сумма чле- 
нов равна 1; все отрицательные чле- 
ны, начиная са., по абсолютной ве- 


1 
пичине не превосходят ——, и лишь 


а, = —1, поэтому частичная сумма, 
содержащая слагаемое а.„, заведомо 


п 1 
не меньше, чем ——. Таким образом, 


частичные суммы ряда (6) стремятся 
к бесконечности. 

Итак, переставив члены сходяще- 
гося ряда (5), мы получили расходя- 
щийся ряд (6). 





Унражнения 


3. Можно ли так переставить члены ря- 
да (2). чтобы получился расходящийся ряд? 

10. Можно ли так переставить члены 
какого-нибудь  сходящегося ряда, чтобы 
получился: 

а) расходящийся ряд, частичные суммы 
которого не стремятся ни к какому числу и 
не стремятся к бесконечности? 

6) сходящийся ряд с другой суммой? 


Абсолютно и условно 
сходящиеся ряды 


Делая упражнения 5 и 6, вы должны 


были установить, что ряд 
а ! 


О В" 


ат 
{он называется гармоническим) рас- 
ходитея, а ряд 

Я ! 


] 1 


К НЯ се 


сходится. Таким образом, бывает, что 
ряд 


а: -|- а < аз -|... (7) 
сходится, а ряд 
| -- а. -- а: | +... (8) 


расходится; в этом случае ряд (7) 
называется условно сходящимся. Бы- 
вает, что и ряд (7), и ряд (8) сходятся 
(< этим мы встречались на примере 
прогрессий (1) и (2)); в этом случае 
ряд (7) называется абсолютно схо- 
дящимся. 


Упражнения 


11. Может ли быть так, что ряд (8) схо- 
дится, а ряд (7) расходится? 

12. Как сходится ряд 
или абсолютно? 

13. Докажите, что ряд из упражнения 
8 сходится абсолютно. 

14. Что получится, если сумму ряда (5) 
вычислять по рецепту, предложениому в уп- 
ражиения 7? 

15. Докажите, что сумму абсолютно 
сходящегося ряда можио вычислять по ре- 
цепту. указанному в упражнении 7. 

16. Докажите следующую теорему о пе- 
рестановке членов абсолютно сходящегося 
ряда. Пусть ряд а, -Р а. Раз... 
обсолютно сходится. Произвольно переставим 
его члены. Тогда новый ряд тоже абсолютно 
сходится, и суммы обоих рядов одинаковы. 


(5) — условио 


Теорема Римана 


Переставляя члены любого условно схо- 
дящегося ряда, можно получить рас- 
ходящийся ряд и можно получить схо- 
дящийся ряд, сумма которого рав- 
на произвольному заранее заданному 
числу. 

Для доказательства этой теоремы 
нам понадобится следующая 


Лемма. Если ряд а, + а, -|- 
{+ а: -|-... сходится условно, то ряд, 
составленный из его положительных 
членов, расходится, и ряд, составлен- 
ный. из отрицательных членов, тоже 
расходится. 


Упражнения 


17. Докажнте эгу 
упражнения 8, 1Зи 15). 
18. Пусть а, -- а. "!- аа--... -— ©х0- 
дищийся ряд. Докажите, что тогда последо- 
вательность Га»} стремится к нулю: 
м ал = 0. 


п-о 


лемму (вспомните 


Доказательство 
теоремы Римана 


А. Укажем, как нужно перестав- 
лять. члены ряда а, -1`а. --..., чтобы 
получить расходящийся ряд, частич- 
ные суммы которого стремятся к бес- 
конечности. 

Сначала будем выписывать только 
положительные члены ряда — до тех 
пор, пока их сумма не станет больше 1 
(по лемме это- возможно). Затем выпи- 
шем первый отрицательный член. Да- 


9 Квант № 9 
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лее снова будем выписывать положн- 
тельные члены, пока сумма всех вы- 
писанных чисел не превзойдет 2. 
Потом выпишем второй отрицатель- 
ный член. И так далее. 

На л-м этапе выписывается столь- 
ко положительных членов, сколько 
нужно, чтобы сумма всех выписан- 
ных чисел стала больше л (по лемме 
это можно сделать), затем к ним до- 
бавляется п-й отрицательный член. 

Пример. Если проделать это © ря- 


дом (5), то получится рял. начало которого 
выглядит так: 


1 1 1 1 
Е ЕР 


1 
а 


+ 


1 | | 
Ва р 


Согласно упражнению 18 общий 
член ряда а, стремится к нулю. Зна- 
чит, найдется такое №, что |а,| < 1 
при всех л > №. Следовательно, на 
М№-м этапе (после добавления М№-го 
отрицательного члена ряда) сумма 
всех выписанных членов окажется 
больще № — 1, на (№ -- |)-м этапе 
сначала (пока вынисываются поло- 
жительные члены) сумма растет, по- 
том (при добавлении М -1- 1-го отри- 
цательного члена ряда) она умень- 
шается, но остается больше №, и так 
далее. Частичные суммы нового ряда 
стремятся к бесконечностн. 

Замечание. Чтобы последователь- 
ность частичных сумм не стремилась ни к ка- 
кому числу и не стремилась к бесконечности, 
можно, например, поочередно выписывать 
группы из положительных и отрицательных 
членов а» так, чтобы сумма выписанных чи- 


сел становилась попеременно то больше 1, 
то мепьше — |. 


Б. Укажем теперь, как нужно 
переставлять члены ряда а, Га. `! 
-- аз-..., чтобы новый ряд оказался 
сходящимся к заранее заданной сум- 
ме $. 

Сначала будем выписывать только 
отрицательные члены ряда, пока сум- 
ма всех выписанных чисел не станет 
меньше 5; потом добавим один или 
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несколько положительных членов, 
чтобы вся сумма стала болыне $. 

Продолжим выписывать  отрица- 
тельные члены, пока сумма всех вы- 
лисанных членов не станет опять мень- 
ше $; как только это произойдет, до- 
бавим вторую группу положительных 
членов, так чтобы вся сумма превзо- 
шла $, н так далее. 

На п-м этапе выписывается очс-. 
редная группа отрицательных чле- 
зов (пока сумма всех выписанных 
чисел не станет меньше 5), а затем 
очередная группа — положительных 
членов (пока Вся сумма не станет 
больше $). По лемме членов каждого 
знака «хватить. 

По построению частичные суммы 
нового ряда ведут себя так: хбывают, 
пока не станут меньше $, и тут же 
начинают расти, пока не станут боль- 
ше 5; снова убывают и так далее. 
Всякий раз «перескок» через 5 обес- 
печивается добавлением одного едии- 
ственного члена. Тем самым, Посколь- 

Ита, —- 0, отклонения частичных 


п-< 
сумм от $ тоже стремятся к нулю, то 
есть новый ряд сходится к 9, что и 
требовалось доказать. 

Пример. Ряд 

1 


м ЕЯ 
Е 


2 


=> = 


Е № Ее 
и ВЕ 
м о той 








2" слагаемых 


сходится к нулю. Переставим его 
члены так, чтобы их номера образо- 
вали последовательность 1, 3, 2, 5, 
7, 4, 9, 11,6,... (два нечетных — одно 
1 1 
четное). Получим ряд = -щ+ 
1 1 | р | } $ 1 
о Е ее ЗЕ Ей 
1 
— 5; это 


сразу становится ясно, если расста- 
вить скобки ии образом: 


| / 1 
та 


—.... который сходится к 


-3+(-4+ 
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Аналоги и обобщения 


Осторожнее со скобка- 
ми! В последнем примере мы рас- 
ставили скобки, чтобы убедиться, чтс 
ряд сходится к —1/2. В даином слу- 
чае мы действовалн правильно (это 
легко обосновать), но вообще рас- 
ставлять скобки нужно с осторож- 
ностью. Простейший пример: рас- 


ходящийся ряд 1—1: 1—1... после 
следующей расстановки скобок 
(1—0 -+- 1-04... (9) 


превращается в ряд, сходящийся к 
нулю. 

Этот пример не слишком интере- 
сен. Большего внимания заслуживает 
такой факт: существуют расходящи- 
еся ряды, которые при подходящей 
расстановке скобок становятся схо- 
дящимися к любому заранее заданному 
числу. 


Упражнение 19. 2) Приведите 
пример ряда, обладающего только что ука- 
занным свойством. 

6) Докажите, что любой ряд, получен- 
ный из  сходящегося расстановкой скобок, 
сходится, и имеет такую же сумму, как ис- 
ходный ряд. 


в) Пусть $„ -- частичные суммы рас- 
ходящегося ряда а; -1- а, Г а\..., юо- 
торый получен перестановкой членов из 


некоторого условио сходящегося ряда. Пусть 
а < — предельные точки последователь- 
ности (5, |*), и пусть $ — произвольная 
точка отрезка (а, 6]: а = $ = В. Докажите, 
что тогда существует расстановка скобок, 
при которой ряд а, фа, Разг... ста 
новится сходящимся к $. 

Чего можно добнться, 
меняя знаки. Пусть а, На, 1 
-- аз г... — произвольный условно 
сходящийся ряд. Разрешим поменять 
знаки у части членов а, (оставив 
остальные а, без изменения). Дру- 
сими словами, разрешим заменить ряд 
а, - а. -г аз т... рядом а, -- 
-- а-6, -!- аз. --..; где 61 =1. 

Упражнение 20. Докажите, что 
для любого числа $ и для любого условно 
сходящегося ряда а, |- а, [Г @з 2... 
можно так подобрать числа В, В., В,... 





*) Онределение предельной точки см. 


«Квант», 1974, № 3. с. 30 


(где [6:[= 0, чтобы ряд а,6,-Р соб» 1 
—- аз6з -- ... сходилея к $. 


Переставляех только 
отрнинцательчые член ы.Ряд 
а, а, -| аз г... условно сходится. 
Разрешим переставлять между собой 
только отрицательные члены а, (0<- 
тавляя все положительные члены а, 
на их первоначальных местах). 


Упражнение 21 


а) Может ли при указанных перестанов- 
ках ряд а, -|- а, -^ а. ... стать расходя- 
щимся? 

6) Всегда ли можно с помошью таких 
герестаповок сделать его сходящимся к про- 
извольно заданной сумме 52 

в} К какиы суммам можно заведомо за- 
ставить его сходиться такими перестановками? 


Комплексный › вариант 
теоремы Римана. До сих пор 
мы считали члены ряда @к произ- 
вольными денствительными числа- 
ми. Разрешям им тенерь прииимать 
любые комплексные значения. 


Упражнения 


22. Пусть ряд а-- ао-- а -|-... 
(ап — комплексные) сходится к сумме 2, 
и пусть сго члены хожно переставить так, 
чтобы новый ряд схолился к сумме Й.. Возь- 
мем ина прямой, проходящей через 2; и 2.. 
нронзвольное 2. Докажите, что можно так 
нереставить члены ряда а, -[- аз -г аз-|..., 
чтобы сумма полученного ряда оказалась 
равной 7. 

23. Пусть и, Г а, -г а-- ... — арс- 
азвольный сходящийся ряд из комплексных 
чисел. Рассмотрим всевозможные сходящиеся 
ряды, получающиеся из него перестёновкой 
членов аз, и отметих па комплексной плос- 
кости все числа 7, которые служат суммами 
рассматриваемых рядов. Докажите, что 
возможны только три случая: 

8) отмеченной окажется одна единствел- 
ная точка 2, 

6) отмеченными окажутся все точки нс- 
которон прямой, 

в) отмечены будут все числа 2 (то есть 
все точки комплексной плоскости». 


оз 
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Маневры 


Со станции К на путь 5 
(см. рисунок} зрибыл манев- 
ровый локомотив „Л с ваго- 
нами Си В. На путях 2 
я 3 стоят порожние вагоны 
А иВ. Требуется с помощью 
локомотива „7 поставить ва- 
гон С на путь 2, вагон В — 
на путь 3, а вагоны А и В 
ко главе с локомотизом го. 
ставить на путь 5 для отправ- 
ления на станцию А. 





При макеврах‘ вагоны 
можно ррицеплять к локс- 
мотиву с любой стороны. 
Вместимость путей /—5 не 
ограничена, а в тупики /— 11/7 
помещается только один ва- 
гон или локомотив. За какас 
наименьшее число операций 
можно произвести требуемые 
маневры? Операцией мы бу- 
дем считать перестановку од- 
ного или нескольких вагонов 
с одного пути (тупика) на 
другой путь (тупик). Холо- 
стые рейсы локомотива опг- 
рациеВ не считаются. 


И. В. Грессерман 
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Три коротеньких очерка о 
капле — это кмапая мапость 
того, что можно о ней рас- 
сказать. Ее пристально изу- 
чают м физики, и матема- 
тики. и биологы, и метео- 
рологи, и даже медики, 
интересуясь состоянием 
кровн больного, придумали 
метод чкапельной пробы». 
Кое-что о капле я расска- 
зал в недавно вышедшей 
книге °]. Если читатели 
«Кванта» попристальнее 
присмотрятся к каплям, они 
увидят много неожиданного 
и интересного. Капля до- 
стойна внимания жаждущих 
знать и любящих природу. 


Раздавленная канля 


Аналогия рождается на 
перекрестках памяти и раз- 
думий и иногда связывает 
воедино образы н события, 
состоящие в очень дальнем 
родстве. Неожиданная ана- 
яогия, даже отдалениая или 
поверхностиая, родившаяся 
вовремя, может помочь ис- 
следователю выйти нзтупика 
н осветнть путь к решению. 
Когда-то, в коние 40-х 
годов, я участвовал в эксие- 
риментальной работе. Ее 
цель заключалась в опре- 
делении физических харак- 
теристик вещества, которое 
ранее не исследовалось. Ра- 
нее этого вещества п чистом 
виде просто не было — ценой 
больших усилий его иолу- 
чили химики. 

На первый взгляд, за- 
Дача совсем не новая” и ре- 
щать ее следует, двигаясь 
путями, протореииыми мно- 
гими нсследователями, нзу- 
чавшими физические харак- 
теристнки других веществ. 
Наиа задача, однако, была 
усложнена ‚тем, что эксперн- 
ментировать мы могли лини, 


*] Я. Е. Гегузин. Кап- 
ля. М. «Наука», 1973. Рас- 
сказ об этой книге вы най- 
дете в конце журнала в 
разделе «Рецензии, библио- 
графия». 
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с мнкроскопическими  кру- 
пинками, Каждая крупинка 
весила около одной мнл- 
лионной грамма, а размер 
се — несколько десятков ми- 
крои. Количеством крупни- 
нок мы были очевь ограни- 
чены — химики их добыва- 
ли © трудом. 

Группа, в которой я ра- 
ботал, должна была опре- 
делить температуру плавле- 
ния и поверхиостное натя- 
жение вещества п жидкой 
фазе. 

В обычном - «макроско- 
пическомь эксперименте тем- 
нература плавления нзме- 
ряется легко и просто: в об- 
разец погружают термометр 
И следят за тем, как меняются 
его показания по мере нагре- 
ва образиа. Температура: по- 
степенно возрастаст. Когда 
она достигнет некоторого зна- 
чения, се рост приостановнт- 
ся в связи с тем, что теило, 
ирнтекающее к образну, нач- 
нет расходоваться не на на- 
грев, а из процесс расплав- 
лення. Эта температура и 
является температурой плёв- 
ления. Когда же масса кру- 
пиики — одна миланоинная 
грамма, термометр внедрить 
В нее невозможно, идля оп- 


ределения тсмнературы плав- 
лення следует искать обход- 
ные пути. 

Один из участников на- 
шей группы, у которого за 
плечами были годы работы в 
лнтейном ° цехе, предложил 
совсем неожиданное решение 
задачи. Его память хранила 
воспоминание, роднвшее 
аналогию. В годы войны, — 
сказал он, — я вел плавку 
одновременио в нескольких 
одинаковых тигельных элект- 
ропечах. Загружал их алю- 
миниевыми чушками и, что- 
бы определить начало рас- 
нлавления шихты в печи, нс 
забираясь на се загрузочную 
площадку, в каждую печь 
между чушками вертикаль- 
но устанавливал длинный 
металлический стержень, ко- 
торый был виден над печью. 
В момент начала плавления 
стержень. наклонялся — эта 
служило сигналом. 

Эта впоспомннание вод- 
сказало идею, с помощью 
которой можно было измс- 
рить температуру плавления 
крупинки. Опыт заключался 
в следующем. На тщательно 
отполированиой — пластинке 
кварца располагалась кру- 
пинка. Сверху ее накрывали 
другой пластинкой кварца, 
которая, касаясь крупинки, 
образовывала некоторый угол 
с первой пластинкой. Это 
устройство нагревали, и в 
тот момент, когда крупинка 
расплавлялась, верхняя пла- 
стинка  раздавливала обра- 
зовавшуюся каплю и угал 
между пластинками скачко- 
образно уменьшался. Чтобы 
надежнее этот момент заре- 
гистрировать. на внешнюю 
поверхиость верхней нластин- 
ки нанесли зеркальное но- 
крытие и следили за тем, 
как отражаемый от нее 
луч скачком смещается. Пла- 
стинка, меняющая свое по- 
ложение, была подобна ме- 
таллическому стержню, ко- 
торый наклонялся, свидс- 
тельствуя о начале процесса 
плавления. Так как масса 
крупинки пренебрежимо ма- 
ла по сравнению с массой 
кварцевых пластинок, между 
которыми она зажата, тсм- 
иература крупиики равна 
температуре пластинок и, 


следовательно. 
весьма просто. 

В описанном оныте, во- 
нрекн известной пословине, 
нам удалось поймать двух 
зайцев: определить, во-пер- 
вых, Температуру плавления, 
и, во-вторых — величниу по- 
верхностного натяжения рас- 
плавленного вещества. Дело 
в том, что верхияя пластинка. 
раздавливая своей тяжестью 
каллю, ирепращала ес в ле- 
пешку определенной — тол- 
щины. Сколько бы раз ии 
повторялся оФныт по рас- 
плавзенню одной н той же 
крупинки, образовавшаяся 
жндкая капля весом пла- 
стники расилющивалась до 
одной и ТОЙ же толщины Я. 
Эту реличину можно было 
уменьшить, увеличивая нее 
верхней пластинки. Легко 
нонять, что дальнейшему рас- 
нлющиванию препятствуют 
силы поверхностного  натя- 
жения, приложенные к той 
части нонерхности раснлю- 
щенной канли, которая гра- 
ничит с воздухом. В наших 
опытах вещество каили прак- 
тически пе смачивало кварц 
{именис поэтому опыты и 
ставились с кварневыми пла- 
стинками) и, следовательно, 
можно считать. что радиус 
закругления свободной по- 


й 
верхности Г = =. 


измерить се 


Величина — поверхност- 
ного натяжения 2 может быть 
определена из условия равен- 
ства давления, которое ока- 
зываст пластинка на жидкую 
каилю . (Ри). и лапласовского 
давления (Р„) — избыточного 
давления, обусловленного нс- 
крипленностью свободной но- 
нерхноети кайли. Ееля пла- 
стинка давит на канлю с си- 
лой Р, а площадь се колтакта 
с расвлющениой каплей дА*, 


то Рд-== Величина 


дА=- 
а 2% 
в ще П и — 
| = я . Приравии 
вая Рик Р.. паходим фор- 
мулу. с помощью которой 
можно определить величину 
воверхностного  натяженяя 
вещества: 
ЕВ 
и = 
Х, 2л 9? г 
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Величины Я и В можно 
измерить с большой точно- 
стью, а силу Е легко опре- 


делить, зная все верхией 
пластинки, 
Способ решения стояв- 


исй перед нами задачи. ко- 
торый подсказала возинкшая 
идруг аналогня, конечно же, 
был не сдинственно возмож- 
ным. Видимо. можно было 
придумать и иные нрисмы, 
но нас привлекла в нем не- 
ожиданность аналогии и... 
возможноеть — опровергнуть 
пословицу о днух зайнах 


дождь 
НА ОКОННОМ СТЕКЛЕ 


Если посмотреть во время 
дождя на окно, можно за- 
метить, что дождевые капли, 
ухдаряясь об оконное стекло. 
часто не прилипают К нему. 
Они сначала движутся в 
нанравленни их свободного 
полета, а нотом начинают 
ползти отвесно вниз. Очень 
часто движущаяся капля 
оставляст за собой илажный 
след. Со временем он распа- 
дается на капельки, которые 
оказываются столь малыми. 
что вначале покоятся, как 
бы ириклеенные к стеклу. 
Но вскоре случайная дожде- 
ная капля покрупнее столк- 
нется © одной ия нях, за- 
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хватит ее и вместе © ней 
поползет отвесно по стеклу, 
оставляя за собой новый 
след. 

В этом явлении многое 
нуждается в объясненнн. Го- 
чему одни капли ползут, а 
другие  застывают, ° при- 
кленвшись к стеклу? Почему 
остается за каплей слел? И 
всегда ли он остается? 

Прежде чем объяснить, 
что происходит с дождевой 
каплей на отвесном оконном 
стекле, рассмотрим — пове- 
дение капли на гладкой по- 
верхности твердого теда, ко- 
торая с горизонтом образу- 
ет некоторый угол $. Если бы 
на гладкой ловерхности рас- 
полагалась ие жидкая кап- 
ля, а, скажем, твердый ку- 
бик, происходило бы сле- 
дующее. До некоторого зна- 
чения угла ф кубик по по- 
<верхности не двигался бы, 
а затем, при дальнейшем уве- 
личенин угла, он начал бы 
скользнть ло новерхности. 
Об этом подробно рассказы- 
вают в школе ма уроках фи- 
зики, говоря, что на кубик 
действуют три силы: сила 
тяжести 119. сила реакции 
опюры М н сила трения Ехо. 

Будет или це будет 
скользить кубик но наклон- 
ной плоскости. зависит от 
соотношения между вели - 


чинамн силы трения и про- 

хкиии силы тяжести иа ма- 

правление возможного лвни- 

жения 
в 


кубика (ти этф): 





С увеличением угла ф сила 
трения уменышается (так 
как ЁР.р пропорциональна №, 
а М уменьшается при уве- 
личении утяа \{), а величи- 
на проекции силы тяжести 
растет. 

Начниая с некоторого 
значення ф (при котором 
то эиф=Ётр) при лдальней- 
шем увеличении угла кубик 
мачикает скользить. 
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Теперь вернемся к кав- 
ле. Схематически здесь все 
так же, как в случае твер- 
Дого кубика: есть сила тя- 
жести, есть н сила, подобная 
силе трения, только в слу- 
чае капли эта сила отлича- 
стся некоторой особенностью, 
так как капля не скользит, а 
переливается по поверхио- 
сти. По наклонной поверх- 
ности жидкая Капля пере- 
мещается подобно гусеннце. 
В тыльной части капли жид- 
кость отрывается от поверх- 
ности и перстскает в лобовую 
часть. В этом процессе любой 

участок жидкости, контак- 

тирующий с поверхностью, 
со временем оказывается пе- 
ред необходимостью  отор- 
ваться от исе. Сила, которая 
для этого необходима, и яв- 
ляется аналогом силы тре- 
ния, действующей, когда 
хвердый кубик скользит по 
твердой поверхности. 


Чтобы нпоцять. что же 
пронсхолит на оконном 
стекле во время дождя, 


надо определить лве конку- 
рирующие силы: проекцию 
силы тяжести на направле- 
нне, образующее с горизон- 
том Угол 4 (Е), в силу. ие- 
обхолимую для отрыва жид- 
кости от твердой поверхно- 
сти {Ё2) в области тыльной 
частн движущейся капли: 


Е ры ь 





Сила Р; с углом ф свя: 


зана очевидным соотноншю- 
пнем: Ржу $ о (т— 
масса канлн). 
Происхождсиие сизы Е. 
связано стем, что жидкость и 
твердое тело, на поверхности 
которого она находится, при- 
тягиваются друг к другу си- 
ламн молекулярного взаимо- 
действия. Это взаимодействие 
количественно можио охарак- 
теризовать той энергией, ко- 
торую необходимо затратить, 
чтобы отделить жидкость от 
твердой поверхностн по пло- 
'цади контакта } см”. До от- 
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рыва энергия, связанная с 
границей жидкость —- твер- 
дое Тело, равнялась @л;т. 
После отрыва жндкостн от 
твердого тела образуются две 
поверхности: одна из иих — 
свободная поверхность жид- 
кости с энергней о, вторая— 
свободная поверхность твер- 
дого тела с энергией @т. 
Таким образом, интересую- 
\щая мас энергия отрыва в 
расчете на | см? равна 
Аа= од -[ 9 к— Яжт. 

Имея в виду каплю. 
которая с поверхностью твер- 
дого тела соприкасается по 
кругу  днаметра 2Ю, ве- 
личину снлы Ё. можно вы- 
числить, следуя очевидной 
логике. Мысленно сместим 
каплю как целое на некоторое 
расстояние х. При этом бу- 
дет выполнена работа (или 
затрачена энергия), равная 
произведению площади, на 
которой жидкость оторвалась 
от твердого тела, на величину 
Аа. Легко сообразить, что 
эта площадь равна 28Вх и, 
следовательно, выполненная 
работа А == 2ЮАах. А так 
как работа равна произве- 
дению силы А, на путь х, 
зо Ё, = ЭААх. Может воз- 
никнуть вопрос: почему учи- 
тывастся затрата знергии на 
отрыв тыльной части капли 
от поверхности твердого тела 
и не учитывается вынгрыш 
экергии вследствие «набе- 
тания» лобовой части капли 
на эту поверхность? Дело в 
том, что зиергия, выитран- 
ная при «набеганиин», не 
нспользуется для облегче- 
пия отрыва. Она просто рас- 
сенвается, быть может, чуть- 
чуть нагревая каплю. (Иду- 
щему по болоту не легче 
вытаскивать правую ногу из 
трясины из-за того, что ле- 
вая в это время легко туда 
проваливается. ). | 

Чтобы капля поползла 
по наклонной  поверхнос- 
тн, необходимо выполнение 
условия:  Ё:> Рь или 
тр эт ф > 24а. 

Учтя, что ококиое стех- 
ло наклонено по отношению 
к линия горизонта лод углом 
{$ = 90°, — а это означает, 
что мт ф = РЁ — легко прн- 
дем к заключению, что по 
стеклу понползут лишь те 





капли, масса которых Удов- 
истворяст  уеловию: 


эЮда 
г. 





т > 


Для  праостоты  преано- 
ожим, ЧТо ина поверхности 
горизонтально  пасположен- 
нога стекла кавяя  имест 
форму полусферы. — Тогди 

р 


тан ка 


{2 -— плотность жидкости ка- 
нель.). Ихся это в виду, из 
нредыдущеге — «оотношения 
легко нолучим следующий 
результат: но новерхности 
оковного стекла поползут 
капли, радиус которых уе: 
летворяст условию: 


2 
#5 [в 


Изложенные  соображе- 
ния и простые формулы да- 
ЮТ нозможностЬь ПОНЯТЬ МНО- 
гос из того, что ироисходит 
ва ыремя дождя на оконном 
стекле. ‚ Во-перных, стано- 
вится ясным, что движумдая- 
сй капля будет за собой ос- 
танлять след ири условии, 
ссли величниа Ах > 396 
В этом случае каиле выгод 
нее смещаться но оставля- 
емому на стекле жидком 
слою, чем оголать твердую 
новерхиость. Велничину А“ 
мы сравяивзем с велиячивой 
2°„ потему, чтс при отрыве 
жидкой каили от жидком 
слая образуются дис поверх- 
ности жидкости. Еели же 
величина А окажется мепь- 
н:с. чем 20, капли будут 
скатываться но стеклу, ис 
остазляя за собой влажвого 
следа. 

На сухом, точнее, на 
почти сухом стскде окна 
капли оставаяют след. Эта 
означает, что в носледней 
формуле вместо Ая мы мо- 
жем писать 2“... Для воды 
о 70 дин/см, и потому 
по оконному стеклу будут 
скатываться канлн, радиуе 
которых больше 0,35 см. По- 
смотрите во время дождя па 
скно и вы ‘убедитесь, что 
лело именно так и обстоит. 

Очень много любовытно- 
го в поведевнн дождинок ня 
оконном стекле связано © 
тем, что нсе иремя па нем 
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ноявляются новые капли. П<- 


которые мз ных новые 
даждевье каили. а иекото 
рые - маленькие капельки, 


возникише #х раснадающе- 
гося следа, оставляемого дви* 
жУщимнся бплышими канля- 
НЕ. 

Опвсать словами, ито 
нронеходнт па оконном стек- 
.ю с  дождниками -- затея 
свероятио трудная: нни- 
какими словами пе передать 
огромного разпообразия про- 
исходящих событий. В ла 
бораторин мы сняли об этом 
фильм. И назвали со так же. 
как называется этот очерк. 
«Дождь на оконном стекле 
Чтобы отчетливее запечат- 
леть ное происходящее. уст- 
ронли «чернильный» дождь: 
ноду слегка подкрагили чер- 
нилами и паправили кан- 
ли ла пертикально стоящее 
етекло. 

Кинокалиы  выразитель- 
нее слон. и поэтому без до 
НолинТтельных комментариев 
к ачерке приилагиется врно’ 
грамм2. 








23 








ВЕСЕННЯЯ КАПЕЛЬ 


Много физических явлений 
связано © весенней канелью. 
Например, можно бы расска- 
зать о закономерностях об- 
разования изумнтельной по 
совершенству н красоте «кан- 
левидной» формы каплн, го- 
товящейся оторваться от та- 
ющей сосульки. Не могу 
объяснить лочему, но форма 
набухающей канли мне пред- 
ставляется верхом геометри- 
ческого соверщенства. Разве 
линь сфера может сравнить- 
ся © ней по красоте и логи- 
ческой законченности формы. 
Можно бы рассказать о сол- 
нечных бликах, живущих на 
поверхностн капли, которая 
набухает на кончнке сосуль- 
ки. Блики колеблются в 
ритме дыхания набухающей 
капли. Можно рассказать 
© весеннем звоне, который, 
по мысли поэта, сопровож- 
дает полет сосульки из зимы 
в весну. Звои капели звучит 
во многих стихотворных и 
музыкальных строчках, и, 
конечио же, следовало бы 


рассказать об акустике уда- ° 


ра капли о поверхность во- 
ды или льда, покрытого во- 
Дяным слоем. Капля разби- 
вастся иа мелкие осколки, 
и каждый из осколков вносит 
свое звучание в  вссениий 
ЗВОН. 

Миого физических яв- 
лений связано с весенней 
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канелью, а здесь рассказ 
лншь 06 одном из них — о 
том, что происходит в тот 
момент, когда набухшая кап- 
ля отрывается от родившей 
се сосульки. Обычно глаз 
этого явления не замечает, 
точнее, в глаза оно не бро- 
састся. А кипвокамера по- 
могла сделать его зримым, 
очевидным 

Перед иами две кино- 
граммы, смонтированные из 
кадров ленты, на которую 
был заснят процессе отрыва 
калли от двух различных со 
сулек, одна из которых 
воострее, а другая — поту- 
пес. Первые кадры на этих 
кинограммах практически 
одинаковы. Они рассказы- 
вают отом, что вабухающая 
капля увеличивает свой 
объем и, двигаясь по направ- 
лению к земле, вытягивает 
тонкую перемычку — свя- 
зующее звено между сосуль- 
кой и каплей. Затем капля 
от перемычки отрывается и 
свободно падает, а оставиша- 
яся неремычка начннаст из- 
менять свою форму. Она уко- 
рачивастся, утолщастся в 
нижней частн н в виде ‹фор- 
мировавшейся капельки от- 
рывается от сосульки. Итак, 
рождению каждой крупной 
капли сопутствует рожде- 
ние еще одной маленькой 
капельки. Ее объем сущест- 
венно, приблизительно в 
100 раз, меныше — объема 
первой канли; и, как пра- 
внло, глаз се не замечает. 

Судьба маленькой кан- 
ли оказывается очень нео- 
жнлапиной. Возникнув, она 
не летит вслед за падающей 
большой, а, наоборот, на- 
чннаст двигаться вверх, по 
направлению к  сосулькс. 
Нногда это движение окан- 
чивается тем, что малая кап- 
ля достигает сосульки и как 
бы поглощается ею, а иной 
раз, немного переместившись 
вверх, она летит вииз вслед 
за большой. 

Участь маленькой капли 
зависит от того, какой тол- 
щины была перемычка, прс- 
вратившаяся в капельку, а 
толщина перемычки зависит 
от того, насколько остра таю- 
\цая сосулька.  Капельки, 
возвращающиеся в сосульку, 
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обычно порождаются сосуль- 
ками остроконечнымн. Кипо 
граммы потому и различа- 
ются последними кадрами, 
что они относятся к сосуль- 
кам с разным углом при вер- 
шине. 

Попытаемся понять то, 
о чем рассказывают кино 
граммы. После отрыва боль- 
июй капли с ` перемычкой 
происходят два процесса: 


первый — на ее конце фор- 
мируется маленькая ка- 
пелька; второй — капил- 


лярными силами эта капель 
ка подталкивастся вверх. 
Эти силы не возникли бы, 
если бы капля была обособ- 
ленной, ограниченной сфе- 
рической поверхностью. В 
такой капле было бы лишь 
скомпенсированное — давле- 
ние всестороннего сжатия 
Капля на кончике сосульки 
вверху не закрывается сфе- 
рической  иоверхностью, и 
поэтому к противополож 
ному участку ес поверхности 
приложена — нескомпенснро- 
ванная сила, обусловленная 
лапласовским давлеинем Ра; 
она-то и толкаст каллю вверх. 
В тот момент, когда малень- 
кая капля, — сформировав- 
инсь,  отрывастсея от со- 
сульки, она еще продолжает 
двигаться вверх. Достигнет 
или не достигнет она сосуль- 
ки, зависит от ее массы, от 
соотношения между силой, 
толкнувшей каплю вверх 
{Рь), в силой тяжести (Ру), 
чо некоторое движение вверх, 
как правило, наблюдается 
всегда 

Точно, < помощью фор- 
мул, описать все происхо- 
дящее с маленькой канлен 
очень не просто. Ограннчим- 
ся приближенной оценкой. 
Сила, вынуждающая канель- 
ку падать вниз, определя- 
ется точно: Р, = тв = 


4 
=3 лАбрр. А вот силу, тол- 


кающую канлю вверх, Ёз, 
можно лишь грубо оценить, 
придав определенное — зна- 
чение днамстру перемычки, 
соеднняющей капельку с 
сосулькой. Если Ю — 
радиус капли, г радиус 
2% 
перемычки, а Ра >, 
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з , 2 
то ЕЁ. = Рдг? = Зал 
р" 
Чтобы капелька начала двн 
гаться вверх, необходимо вы 


нолнение условня 2; > Ёу. 
Из этого условия следует, что 





Ы * 
Рори 
4 ри. Пред- 


в 
положим, что =10. ра- 


зумсется, не точно 10, но 
такого норядка. В этом слу- 
чае вверх заведомо полетит 
капелька, радиус которой 
удовлетворяет условию: 


> 2 
< 19 +2) ‚ Под: 


ставив в эту формулу значе- 
ния констант (поверхностное 
натяжение < -= 70 диягем. 
плотность воды р =: | 2/’смй и 
Я № си’), убедимся. 
что радиус капельки, летя- 
щей вверх, должен быть мень- 
не 0,3 ми. Именно та- 
кие калельки и запечатлены 
на кивограммах. 


25 








МАТЕМАТИЧЕСКИЙ 
КРУЖОК 


Игра 
«Жизнь» 


И. Н. Клумова 





— А можете вы исчезать и появляться не так внезипно?— 
спросила Алиса.— А то у меня голова идет кругом. 

— Хорошо,— сказал Кот и исчез—на этот раз очено мед- 
ленно. Первым исчез кончик его хвоста, а последней —улыбка. 
Она долго парила в воздухе, когда все остальное уже пропало. 
— Д-да, подумала Алиса.— Видала я котов без улыбок. но 
улыбка без кота Такого я в жизни не встречала. 
Льюис Кэрролл. «Алиса в стране чудес». 


В октябрьском номере жур- 
нала «еп НЙ Атегсаи» 
за 1970 год появилось опи- 
сание увлекательнейшей иг- 
ры — «Жизнь», придуманной 
современным американским 
математиком Джоном Хор- 
тоном Коивеем. О ней пре- 
красно рассказано в книге 
известного американского 
специалиста в области за- 
нимательной математики М. 
Гарднера. Игра эта очень 
не похожа на все остальные; 
лишь вычислительная маши- 
на Дает возможность пол- 
ностью ощутить, насколько 
эта игра необычна и красива. 

В игру «Жизнь» можно 
играть одному, без партнера. 
Внимательному и уже очень 
опытному игроку достаточно 
нметь болыной лист клетча- 
той бумаги и карандаш, что- 
бы делать ходы. Но начина- 
ющему игроку лучше за- 
пастись доской, разграфлен- 
ной на клетки, и фишками 
двух цветов, например, чер- 
ными и белыми (и лист, н 
доска считаются бесконеч- 
ными). 


Правила игры 


Идея игры состоит в Тем, 
чтобы, начав с какого-ии- 
будь простого расположе- 
ния черных фишек (<орга- 
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иизмов») на. доске, просле- 
дить, что будет происходить 
< этой исходной позицией 
(«колонией») под действием 
«генетических законов» Кон- 
вея. «Генетические законых-- 
это и сесть правила игры, 
они управляют рожде- 
нием, гибелью н вы- 
живайнем фишек на 
доске. 

Заметим, что каждая 
клетка доски может  нахо- 
диться в одиом из двух со- 
стояния — либо она пустая, 
либо же на иней стоит одна 
черная фишка, —- и что у 
исе есть восемь соседних 
клеток (четыре имеют с ней 
общие стороны, и еще четы- 
ре — общие вершины). Бу- 
дем называть колонию, по- 
лучающуюся нз предыдущей 
в результате одного хода, 
следующим поколением. 
Сформулируем теперь  пра- 
вила игры. то есть опреде- 
лим, когда фишка +погниба- 
ет», когда «рождается» и ког- 
да «выживает». 

Фишка выживаст 
(остается на Доске на своем 
месте) и Цереходит в следую- 
щее локоление, если у нее 
есть две иля три соседние 
фишки. 

‚ Фишка погибает, -- 
снимается с доски, —ссли она 
имеет больше, чем три илн 
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меныхе, чем два соседа (со- 
ответстненно из-за переиа- 
селенности или же от одн- 
ночества}. 

Фишка рождается 
в нскоторой пустой клетке. 
если в клетках, соседпих с 
этой нустой клеткой, стоит 
ровно три фишки. Процсс- 
сы «рождения» и «гибели» 
происходят одновременно. 

Конвей рекомендуст 
производить ходы следую- 
щим образом. Определить, 
какие фишки должны но- 
гибнуть и положить на Каж- 
дую из них еще по одной 
черной фишке. Затем опреде- 
лить, в каких клетках долж- 
ны «родиться» фишки, —- и 
поместнть в каждую такую 
клетку белую фишку. Вни- 
мательно проверить еще раз, 
все лисделано правильно {до- 
вустить ошибку, особенно. 
если играениь впервые, очень 
легко!), и затем убрать с 
доски псе столбики из чер- 
ных фишек, а`белые фишки 
заменить черными — при 
этом получится следующее 
поколение исходной колонии 
(для этого изм и иужны 
фишки двух иветон}. 

Начав игру, вы обнару- 
жите, что первоначальная 
колония может претерпевать 
самые неожиданные и порой 
очень красивые изменения. 
Ивогда колония — вымирает 
{с доски исчезают все клет- 
ки): произойти это может и 
нс сразу, а лишь после того, 
как сменится очень много 
воколений. Но чаще всего 
исходные конфигурацин либо 
переходят в устойчивые, то 
есть перестают изменяться 
вообще (их Конвей называет 
«любителями спокойной жиз- 
ния), либо «выходят на коле- 
бательный режим», то есть 
испытывают цикл превраще- 
ний с определениым перно- 
дом. Во всех этнх трех слу- 
чаях эволюция конфигура- 
ции снитастся законченной. 


Происхождение «видов» 


Посмотрим, что пронсходит 
с некоторыми простыми кон- 
фнгурациями. 


Одна или двефишки всег- 
да’ погибают после первого 
же хода. Конфигурация из 
трех фишек (се Конвей на- 
зывает т ри плетом) ча- 
ще всего погибает. На рн- 
сунке 1 изображены пять 
триплетов. Первые три по- 
гибают уже на втором ходу. 
Триплет (2) переходит в ус- 
тойчивую конфигурацию из 
четырех фншек, называемую 
«блоком». Триплет (0) Кон- 
вей называет «мигалкой» — 
он превращается поперемен- 
но то в вертикальный, то 
снова в горизонтальный ряд. 

Отметим еще, что любой 
диагональный ряд фишек по- 
степенно вымирает: с каждым 
ходом число фишек на доске 
уменьшается на два (&по- 
гибают» крайние фишки). 

На рисунке 2 нзобра- 
жена эволюция пяти тет- 
рамино — так  Гардиер 


вез 
называет конфигурацию из 


четырех клеток, связанных 
между собой ходом ладьи. 
Конфигурация (2) нам уже 
известна — это «блок»; тет- 
рамино (6), (в) и (2) перехо- 
дят также в устойчивую кон- 
фигурацию, называемую 
чильем»: (6) и (в} — на вто- 
ром ходу, а (2) — на треть- 
см. Конфигурация (9) назы- 


вается «навигационными ог- 
нями»; замечательна она 
тем, что ва девятом ходу 


распадается на четыре от- 
дельные «мигалки», Дальней- 
шие превращения которых в 
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Рис. |. Эволюция пяти. триплетов 


Рис. 2. Эволюция пяти тетрамино 
Номер хода 
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Рис. 3. Устойчивые конфигурации 
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самом деле напомннают «дся- 
тельность» светофоров. 

На рнсунке 3 изображе- 
ны двенадцать наиболее час- 
то встречающихся устойчи- 
вых конфигураций — «лю- 
бителей спокойной жизни». 

Заданые 1. Сущест- 
вует двенадцать конфигура- 
мия из пяти клеток, связан- 
ных между собой ходом ладьи 
(«пентамино»). Самый слож- 
ной нз ннх является певта- 
мино в форме буквы Г (рис. 
4 а). Эта конфигурация прев- 
ращается в устойчивую лишь 
после Тысяча сто третьего 
хода, распадаясь при этом 
на восемь «блоков», четыре 
*«мигалки», четыре «улья», 
«каравай», «лодку» И =«ко- 
рабль» (см. рис. 3)! Получить 
этот результат без ЭВМ было 
бы, конечно,  иевозмежно; 
прн этом счетная машина 
должиа де обладать уст- 
ройством, позволяющим вы- 
водить выходные данные на 
экран, — только тогда мы 
сможем наблюдать за всеми 
изменениями, происходящими 
на доске. Попробуйте вы- 
ясиить, что будет пронсхо- 
дить с остальными одиннад- 
патью конфигурациями. 

Задание 2. Выясните 
судьбу конфигураций, изоб- 
раженных на рисунке 46—с. 


Заметим лишь, что если 
эволюция буквы Н эзаканчи- 
вается быстро, то бунва П 
(или ворота»), неожиданно 
оказывается долгожителем» 
— лишь после 173 хо- 
да она распадается на пять 
«мигалок», шесть «блоков» 
и два «прудая! 

На рисунке 5 изображена 
конфигурация из пяти фи- 
щек, которую Гарднер счи- 
тает одиим нз самых нзуми- 
тельных  открытнй игры 
«Жизнь»; Конвей назвад ее 
«планером». Замечательно 
здесь то, что «планер» яв» 
ляется фигурой, действитель- 
но перемещающейся по дос- 
ке (слетящей»): после второго 
хода он входит в пиксх, а на 
четвертом ходу переходит 
в себя, смещаясь при этом 
на одну клетку впраВо и од. 
ну вниз относительно на- 
чальной позиции. В игре 
«Жизнь» скорость, с которой 





Рис. б. «Космические корабли» 


по доске перемещается шах- 
матный король, называется 
«скоростью света». Связано 
это с Тем, что большие ско- 
рости в этой игре просто не 
достягаются: ни одна кон- 
фигурация не воспроизводит 
себя настолько быстро, что- 
бы двигаться с такой ско- 
ростью: Скорость движения 
фигуры у Конвся равна дро- 
би, в знаменателе которой 
стоит число ходов, иеобходи- 
мых для воспроизведения фи- 
гуры, = в числителе — число 
клеток. на которое она прн 
этом смещается. Скорость 
«планера» (по диагснали) 
составаяет , скорости све- 
та (проверьте это!). Конвей 
доказал, что п «Жизии» та- 
кая скорость (по диагонали) 
будет максимальной и что 
скорость любой конечной фн- 
гуры, перемещающейгя по 
вертикалн илн по горизон- 
тали, не может превышать по- 
ловины скорости света. На 
рисуике 6 показаны три *кос- 
меических кораблях — (впла- 
_ иер» — самый «легкий» из 
всех экосмических — хораб- 
лей»), персдвигающиеся по 


Рис. 7, 





горизонтали со скоростью, 
равной половине скорости 
света. <В нолете из них вы- 
летают «искрых, — пишет 
Гарднер, — которые тут же 
гаснут при дальнсйшем дви- 
жении скорабля». Оказыва- 
стея, что «сперхтяжелые 
космические корабли» (у ннх 
горизонтальный ряд  состо- 
ит боле» чем из шести фи- 
шек) уже требуют эскорта 
из двух или большего числа 
«кораблей» меньших разме- 
ров, в противном случае на 
доске появляются мелкие фи- 
гуры, мешающие движению. 
На рисунке Т изображен са- 
мый тяжелый из «космичес- 
ких кораблей», которым до- 
статочно иметь два сопровож- 
дающих более легких +«ко- 
рабля». Как вычислил Кон- 
всей, «кораблю» длиной в 100 
клеток нужен эскорт, ссстоя- 
щий уже из тридцати кораб- 
лей. 


ПРОБЛЕМА «РОСТА» 


Пожалуй, самой сложной за- 
дачей игры «Жизнь» была 
следующая: существует ли 
такая конечная исходная ко- 
дония, — число «организмов» 
которой росло бы при пере- 
ходе от поколения к поколе- 
нию бесконечно. 
Опубликовав свою игру, 
Конвей пообещал премию 
тому, кто найдет ответ на 
этот вонрос. Задача была ре- 
шена в ноябре 1970 года груп- 
пой математиков Массачу- 


Рис. 8. «Плапериое ружьс» 
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сетского технологического 
института: они построили 
конфигурацию (рис. 8), про 
которую Гарднер говорит, 
что она чстреляет «планзра- 
мн», — первый «планер» об- 
разуется нз сороковом ходу, 
после чего каждые  трид- 
пать ходов прибавляется еще 
один впланер». Конфигура- 
ция эта получила название 
«планерного ружья»; по- 
нятио, что каждый *выст- 
рел» увеличивает число ор- 
ганязмое на пять, и, значит, 
исходная колония растет бес- 
предельно. 

Позднее те же математики 
умудрились так  скомби- 
нировать придуманные ими 
«ружья». что, помимо гото- 
ка «планеров», через каж- 
дые 300 ходов «занускался» 
заже иелый  скосмический 
корабль»! 


Улыбка 


В заключение приведем пря- 
меры еще двух интересных 
конфигураций. 

Первая — это так на- 
зываемый «Чеширский коть 
{рис. 9): на пятом ходу от 
его «морды» остается лишь 
«улыбка» (6), исчезающая иа 
саедующем ходу и затем 
преврашающаяся уже в ус- 
тойчивую конфигурацию — 
«блок», которую Гарднер на- 
зывает «отпечатком кошачь- 
ей лапы, напоминающей с том, 
что некогда ина этом месте 
находился кот». 

Вторая конфигурация 
называется «Жнейка» 
(рис. 10); она движется по 
бесконечной диагонали сни- 
зу вверх и оставляет на своем 
нути «снопы» — устойчивые 
конфигурации. «К сожале- 
нию, — пишет изобретатель 
«жнейки», — мие пе удалось 
прилумать сеятеля — движу- 
щуюся фигурку, которая мог- 
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ла бы засевать поле с той же 
скоростью, с которой жней- 
ка его убирает», 

И, наконец, отметим, 
что игра «Жизнь» — далеко 
н не только игра; она по праву 
НЕНЫБЕЕННЫНЫ® | заняла ВИКО место в Не 

попов евыЕаы -- Е рии клеточных автоматов», 
т вызваз интерес у’ многнх уче- 

ных, занимающихся пробле- 
мами использовання ЭВМ. 
«Например, созданне «пла- 
нерного ружья», — пншет 
Гарднер, — открывает вол- 
нующую возможность имита- 
ции в нгре Конвея машниы 
Уьюринга*), способной 
(в принципе) производить 
все действия, которые толь- 
ко доступны самым совершен- 
ным нз современиых ЭВМ». 

Читателям, заинтересо- 
вавшимся игрой Конвея, мы 
предлагаем еще несколько 
задач. 

Задание 3. Что про- 
исходит с горизонтальными 
рядами из п фишек при 
п=5, 6, .. 9? 

Задание 4. Как ве- 
дут себя конфигурации, изо- 
бражениые на рисунке Ша. 
6. в («восьмерка», буква 7, 
два «планера» летящие нл- 
встречу друг другу). 











*) Машина Тьюринга —это 
ндеальный автомат, способ- 
ный производитьл юбыевы- 
чнсления, изобрехеи англий- 


ским математиком А. М. Тью- 
рингом. 








Из жизни единиц 


А. Л. Тоом 





Увы! — сказал сатурниец, 

— мы живем всего лишь пятьсот 
больших оборотов Солнца... 

Наше существование — точка, срок 
нашей жизни — меновение. наша 
планета — атом. 


Вольтер. «Микромегас». 


Не так давно стапо известно, что неко- 
торые, на первый взгляд, совершенно раз- 
ные явления и процессы, происходящие в 
жизни, например, превращения полимеров, 
жизнедеятельность бмопогических тканей, 
рост кристаллов и даже работа вычиспи- 
тельной машины, у которой вычисления 
происходят одновременно во всех рабочих 
ячейках (такой вычиспительной машины по- 
ка нет, но построить ее было бы очень >а- 
манчиво], тем не менее нмеют нечто общее. 
Это общее выявляется тогда, когда делает- 
ся попытка описать данные процессы язы- 
ком математики, создать то, что ученые на- 
зывают математической моделью. 

Известный советский физик Я. И. Френ- 
кспь говорил, что математическая модель 
должна быть похожа скорее на карикатуру, 
чем на «реалистический» рисунок. Основнсе 
требованмые, предъявляемое к модели — 
это простота: жизненные процессы настоль- 
ком математики, создать то, что ученые на- 
дель поддается математическому мзучению 
< трудом. В настоящее время большую по- 
пулярность приобрели так называемые «ре- 
шетчатые модели», опысывающие процессы, 
промсходящие на решетке из одинаковых 
«клеточек». В таких моделях трудности воз- 
никают уже тогда, когда каждая клеточка 
может находиться только в двух состояни- 
ях. Об этом мы и расскажем в статье. 
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]. Колонии и операторы 


Для математика клетчатая бумага таит 
в себе много привлекательных воз- 
можностей. Воспользуемся здесь од- 
ной из них. Откройте страницу тет- 
ради в клетку. Вы видите на ней сетку 
из вертикальных и горизонтальных 
линий. Точки их пересечения будем 
для краткости называть узлами. Пред- 
ставим себе мир, который только из 
всех этих узлов и состоит. Правда, 
страницу прн этом вообразим беско- 
нечной. Пусть в этих узлах могут 
жнть существа: единицы. На 
рисунках единицы будем обозначать 
жирными точками, как на рисунке 1. 
В каждом узле может находиться 
одновременно только одна единица, а 
если в узле нет единицы, то там стоит 
нуль. Совокупность всех узлов, за- 
нятых единицами, будем называть 
колонией. Если единиц конечное чис- 
ло, то колонию назовем конечной. Ес- 
ли нет ни одной единицы, то мы ска- 
жем, что у нас пустая колония. (Вре- 
мя, как и пространство, дискретно. 
Это значит, что оно нумеруется целы- 
ми числами: 0, 1, 2,...) Должен быть 
задан оператор Р, то есть прави - 
ло, которое для любой колонии К, 
существующей в некоторый момент 
времени Ё, определяет, какая из нее 
получится колония РК в следующий 
момент времени # -+- 1. 

Пусть такой оператор Р задан. 
Основной вопрос, который мы попы- 
таемся выяснить, таков. Существует 
ли для данного оператора Р’бессмерт- 
ная конечная колония, то есть такая 
конечная колония К, что, сколько бы 
раз ни применять к ней оператор 
Р, всегда будет получаться непустая 
колония? Или же наоборот, оператор 
Р лаков, что всякая конечная колония 
через некоторое время вымирает, то 
есть не остается ни одной единицы? 

Разберем сначала два примера. 
Введем координатные оси, взяв за 
начало координат О один из узлов 
ни направив, как обычно, ось абсцисс 
вправо, ось ординат вверх (см. рис. 1) 
и приняв сторону клетки за единицу. 
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Пример 1. Пусть в момент 


#-- Тв узле А = (х, у) будет едини- 
ца в том и только в том случае, 
если в момент { единицами было за- 
нято большинство низ пя- 
ти узлов: этого узла А и четырех 
соседних с ним: справа (Хх 1, 5, 
слева (х — 1, и), сверху (х, и -- 1) 
снизу (х, у— №). Оператор Р задан. 

Упражиение 1. Что порождают 
колонии, изображенные на рисунке 1 («жир- 
мые» точки и крестики), под действием это- 
го оператора? Проследите дальнейшую 
энолюцию колоний. Существует ля для это- 


го операторя Сессмертная конечная коло- 
мия? 


Пример 2 (см. задачу М215). 
Пусть в момент #-- 1 в узле А = 
— (х, и) будет единица тогда пн 
только тогда, если в момент # еди- 


яицами было занято боль- 
шинство из трех узлов: это- 
го узла А ин двух соседних: 


сирава (х -|- 1, у) и сверху (х, у - 1).- 


Оператор Р задан. 

Из решения задачи М215 (опубли- 
кованиого в «Кванте»› №3, 1974) 
следует, что под действием этого 
оператора всякая конечная колония 
вымирает. (Проверьте это для коло- 
нни на рис. 1). Докажем этот факт 
еще раз способом, который пригодит- 
ся цам в дальнейшем. 

Изучим эволюцию колоний спе- 
цнального вида, заполняющих равно- 
бедренный прямоугольный треуголь- 
ник с катетамн, направленными впра- 
во и вверх от вершины прямого угла 
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(рис. 2). Оказывается, каждый такой 
треугольник в следующий момент вре- 
мени переходит в треугольник  та-’ 
кого же вида, но с менышей на еди- 
ницу длиной катетов. Только самый 
маленький треугольник с длиной ка- 
тетов 1 переходит в одну точку, а 
она на следующем шаге пропадает. 
(Проверьте это, проследив эволюцию 
рисунка 2.) Поэтому каждый такой 
треугольник вымирает за время, рав- 
ное первоначальной длиме катетов. 

Пусть теперь у нас есть произ- 
вольная конечная колония К. Ее мож- 
но заключить в равиобедренный пря- 
моугольный треугольник, что и сде- 
лано на рисунке 3. Тогда колония, 
получающаяся из мее в следующий 
момент, будет помещаться внутрн 
менынего треугольника такого же 
вида, н так далее. 

Здесь мы воспользовались важ- 
ным свойством оператора Р: еслн 
колония К, есть часть колонии К, 
(это можно записать так: К: < К.* ), 
то РК, есть часть РК,: РК, < РК. 
(что не исключает возможности, что 
РК, и РК. совпадают). Назовем это 
свойство, которое коротко можно за- 
писать так: 

Е А РАнет РА», 
монотонностью оператора Р. В этой 
статье рассматриваются только  мо- 
нотонные операторы. 

Аля немонотонных операторов вопрос 
о том, когда существуют бессмертные конеч- 
ные колонни, в общем виде не рейюн и, воз- 
можно, очень труден. Иитересный и общис- 
ный матернал об исследовании одного конк- 
ретного инемонотонного оператора, получив - 
шего название игры «Жизнь», собран в книге 
М. Гарднера «Математические досуги» 
{глава 38). Познакомиться с этой нгрой вы 
можете на с. 26 этого номера журнала. 

Опишем теперь точно, какого ви- 
да операторы Р мы будем рассмат- 
ривать. 





*) Знак С- означает включение множеств. 
Мы булем дальше пользоваться также поня- 
тиями пересечения, объединения и дополне- 
ния множеств (об операциях над множества- 
мн см., например, статью С. Г. Гинди- 
кина «Сколько существует операций над 
множествами», «Квант», 1973, № 7). 


Пусть О — «нулевой» узел, на- 
чало координат. В описание Р вхо- 
дит список Ш, состоящий из г \3- 
лов, .-...и,, ОТ состояний кото- 
рых в момент { зависит состояние 
узла О в момент {-:- 1. В примере 1 
число этих узлов г - 5, в примере 2 
г 3. Состояние любого узла А 
в момент Ё-|- | зависит от состояний 
зав Лиса Ара в м0. 
мент #. Знак -!- здесь означает сло- 
женис векторов. Например, еслн А == 

(х, у). к (\, у’), то Аи, 
чех", уу). 

Упражнение 2. 
дниаты векторов Ч... 
н векторов И, м, 


Паиншите коор- 
.. м5 в примере | 
изв примере 3. 

Кроме списка \, в 
оператора Р входит функция, опре- 
деляющая, как именно зависит со- 
стояние узла А в момент Г Гот 
состояний УЗЛОВ ЖИ сы 
А -ц в момент {. Чтобы задать та- 
кую функцию, нужно указать, что 
будет в узле А в момемт 4: 1 — 
единица или же иуль — для каж - 
дой комбинации единиц и 
в узлах Ар нь..., Аи, В МО- 
мент /. Всего таких комбинаций 2”. 
Можно, например, составить табли- 
цу, в которой против каждой комбн- 
нацин из единиц и нулей поставить 
либо едипицу, либо нуль, что и сде- 
лано на рисунке 4 (проверьте, что 
функция, заданная этой таблицей, 
определяет оператор Р из примера 2). 


задание 


состояния 


УЗЛОВ 


3 Квант № 9 


нулей. 
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Составлять таблииу, конечно, пе обя- 
зательно, можно функиию задать сло- 
весно, по так, чтобы по сло- 
веспому заданию можно было бы 
одпозпачно составить такую таблицу. 

Функции | >: ] (а, а», ...,а,), 
аргументы и значения которых при- 
нимают только два значення, О и 1, 
называются булевскими или двоичны- 
ми. Булевская фуикиия пазывастся 


монотонной, если из 
Я нон ь Ч, 
следует 
И С 


Как уже говорилось, мы будем рас- 
сматривать только монотонные оперз- 


торы. Ония задаются монотонными 
функциями. Положим, кроме того, 
Го... б.н 


Эти ограничения песуществеииы, ” поскольку 
ис удовлетворяют им из монотопных фуик- 
пий только констаниия — функиин, ириин- 
маюицие только одно значение (всегда нуль 
наи нсегда сдиннцу}  Функини - константы 
очень просты, и поэтому исинтерсены. 


Пример 3. Пусть в м0 
мент #! Ев узле А -(х, и) будет 
нуль в том и только в том случае, 
если в момент ЁР выполняется хотя бы 
одно из двух условий: 


а) нули стоят в обоих уз- 
лах (х, у ии: 

6) нули стоят в обоих уз- 
дах 1, ми КЕ УП. 


ЕВтОР Р задан. 


Упражненис 3, а) Проследите эво- 
аюцию колоний, изображениых на рисуике Т, 
нод действием этого оператора. 

Не правда ли, создастся внечатлепис, 
что колонни силющиваются с правого бока. 
но зато вытягиваются вверх? 

6) Докажите, что под действием опера- 
тора нрнмера 3 всякая конечная колония 
вымирает. 


П р мер 4. Пусть в м№- 
мент #-!- [Г в узле А == (х, и) будет 
нуль тог да и только тогда, если в мо- 
мент Ё выполняется хотя бы одно 
из двух условий: 


а} вули стоят в обоих узлах 
ху нс у- 1; 
6) нули стоят в обоих узлах 


ху нО, 9-1. 
Оператор Р задан. 
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Рис. 5. 


Рис. 6. 


Для этого оператора существуют бес- 
смертные конечные колонии, правда, все 
время изменяющиеся, но никогда не вымираю- 
щие. Найдите какую-нибудь из них. 


2. Нулевые множества. 
Теорема о выживании 


Вспомним теперь, что на плоскости, 
кроме узлов, есть еще и другие точки. 
Конечно, с точки зрения единиц, 
живущих только в узлах, никаких 
других точек в природе не существует, 
но для нас-то они существуют. Бу- 
дем рассматривать всевозможные гео- 
метрические фигуры — множества то- 
чек на плоскостн. Скажем, что фи- 
гура М заполнена нулями, если нули 
стоят во всех узлах, принадлежащих 
этой фигуре. 

Определение 1. Фигура М 
называется нулевой (для данного опе- 
ратора Р), если из того, что она 
заполнена нулями в момент {, сле- 
дует, что в узле О будет нуль в мо- 
мент ЕЕ. 

Так, в примерах 1, 2 фнгура является 
нулевой, если она содержит большинство 
нз пяти — в примере 1 — или трех — в при- 
мере 2 — узлов, составляющих множество У. 
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Пусть на плокости проведена пря- 
мая [. Назовем полуплоскостью мно- 
жество точек, расположенных по одну 
сторону от прямой, включая саму эту 
прямую. 

В соответствии с определением 1 
полуплоскость называется — нулевой, 
если из того, что она заполнена ну- 
лями в момент {, следует, что в узле О 
будет нуль в момент Ё- 1. 

Обозначим через ор перессчение 
всех полуплоскостей, нулевых 
для данного оператора Р. 


Теорема о выжива- 
нии. Лод действием оператора Р 
всякая конечная колония вымирает 
тогда и только тогда, если множест- 
80 др ПУСТО. 


Упражнение 4. (Проверка тео - 
ремы для прнмеров 1—4.) Докажите сле- 
дующие утверждення. 


а} Впримере 2 трн полуплоскости, 
заштрихованные на рисунке 5, являются ну- 
левыми. В примере З две полуплоскости, 
заштрихованные на рисунке 6, являются 
нулевымн. 

В обоих случаях заштрнхованные полу- 
плоскости не имеют общих точек, то есть нх 
пересечение пусто. Поэтому @р — пересе- 
ченне всех нулевых полуплоскостей тем 
более пусто. В состветствни с теоремой все 
конечные колонии вымирают. 

6) В примере 1 множество 9р ©0- 
стоит из одной точки О (н в соответствии с 
теоремой, существует бессмертная конечная 
колоння). 

В примере 4 множество ор состоит 


} 1 
из одной точкн Ё == (=. $. (Точка &— 


не узел. Вот почему нам не хватило узлов!) 

В примере 1 точка О входит в ор, а хо- 
нечная бессмертная колония остается на 
месте. В примере 4 простейшая бессмертная 
колония состонт нз четырех узлов — вер- 
шин одного единичного квадратнка (рис. 7). 
В следующий момент времени она порождает 
«крест», а этот крест в свою очередь 


порождает такой же квадратик, но сдвизутый 





на единицу влево н вниз. Скажем, что колония 
К заполняет фигуру М, если она 
содержит: все узлы, входящие в М. И крест, 
и квадратик на рисунке 7 можно представить 
как колонии, заполняющне равные фигуры — 
квадраты, показаниые на этих рисунках. 
Таким образом, колонии, порождаемые в 
последовательные моменты времени, можно 
представить как заполняющие один и тот же 
квадрат, сдвигающийся за едниицу времени 


1` 
иа вектор — & == =(—=, мах . Заметим, 
что ОрОы этого Квадрата парал лельны пря- 
мым и; Е, ген; СИ. В примере 1 стороны 
единичного квадрата, заполняемого коло- 
нией, также нараплельны линиям и. 


Упражнение 5 (издевательское) 
Есльбы вы были единицей н жилн бы в мире, 
управляемом оператором примера 4, то 

й : 


| 
‘существовала бы для вас точка & 3-2) 


или ист? 


3. Выпуклые множества 
ни выпуклые оболочки 


Множество точек М на плоскости на- 
зывается выпуклым, если’ удовлетво- 
ряет следующему условию: 

если точки А, В принадлежат М, 
то и все точки отрезка с концами А, 
В принадлежот М. 

Упражнение 6. Докажите, что 
всякая полуплоскость — выпуклое множество. 

Упражнение 7. Докажите, что 
пересеченне нескольких выпуклых мпожеств— 
выпуклое множество. 

Упражненне 8. В некоторых учеб- 
никах многоугольиик называется выпуклым, 
если он расположен по одну сторону от нря- 
мой, проведенной через каждую его сторону 
Докажите, что многоугольник будет выпук- 
лым в этом смысле тогда и только тогда, когда 
выпукло множество точек, расположенных 
на его контуре и внутри пего. 


Итак, если выпуклое множест- 
во М содержит точки А,,..., А», 


то оно содержит также ни все отрезки 
с концами в этих точках, 


и все тре- 
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угольники с вершинамн В этих точ- 
ках. Объединение всех то- 
чек ДА,,..., А, на плоскости, 
отрезков с кониами в этих точ- 


ках нтреугольников свер- 
шинами в этих точках назы- 
вается выпуклой — оболочкой —то- 
чек А, А, (на рисунке 8 выпук- 


лая оболочка точек Л.,..., А, за- 
крашена).Можно сказать, что выпук- 
лая оболочка точек А!,..., А, — 
это то, что обязательно входит во 
всякое выпуклое множество, со- 
держащее точкн Л,...., Л). 

Упражнение 9. а) Докажите, что 
множество, состоящее из четырех точек 
(на плоскости}, всегда можно разбить на два 
подмножества, выпуклые оболочки которых 
иересекаются. 

6) То же, есян множество Состоит из 
п > 4 точек. 

Вспомним определение — мно- 
жества ор. Есле искать бр, следуя 
этому определению, то придется 
стропть все нулевые полуллоско- 
стн, а их бесконечно много. Правда, 
в примерах 1—4 мы сумели найти ось, 
но пока не яснс, -как сделать это в 
общем случае. Охазывается, с ио- 
мощью выпуклых оболочек можно 
строить бор уже для. любого опе- 
ратора Р. 

Рассмотрим все подмножества 
множества Ц. В соответствии с опре- 
делением 1, множество И < И на- 
зывается нулевым, если -из того, что 
И” заполнено нулями в момент &, 
следует, что в точке О будет нуль в 
момент Ё- 1. 

Лемма 1. Мложество бр совпа- 
дает с пересечением выпуклых оболо- 
чек всех нулевых подмножеств Ч. 

Докажите эту яемму самостоятельно. 
Ук азание. Полуплоскость является ну- 
зевой тсгда н только тогда, когда она сСо- 
держит целиком хотя бы одно нулевое под- 
множество 0. 

Пользуясь леммой |, можно по 
всякому оператору Р, — заданному 
свонм набором М и фучкцией /, 
построить ср. Именно, надо выинсать 
все подмножества М (их 2“ имук). 
далее, зная функцию |, выбрать из 
них нулевые, построить их выпуклые 
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Рис. 9. 


Рис. 40. 


оболочки (каждая из них — много- 
угольник, отрезок или точка) н найти 
их пересечение. 

Следствие. Множество др 
всегда естё пересечение конечного числа 
нулевых полуплоскостей. 

Упражнение 10. Постройте еще 
раз @р для примеров 1—4, пользуясь спо- 
собом, вытекающим из леммы 1, 


4. Доказательство теоремы 
о выживании. 

Известная теорема Хелли 

в ролн «бога из машины» 


А. Найдем сначала условня, при 
которых все конечные колонии выми- 
рают. Прежде всего сделаем ряд важ- 
ных замечаний. Пусть нулевая 
нолуплоскость И ограничена пря- 
мой [. Тогда, если П была заполнена 
нулямн в момент #, то в момент Ё -- 1 
нуль будет не только в узле О, но 
и во всяком узле А, для которого 
прямая АО параллельна { (рис. 9). 

Далее, обозначим через у век- 
тор, на который нужно параллельно 
сдвинуть прямую (/, чтобы она в но- 
вом положении проходила через 
узел О (таких векторов бесконечно 
много, в качестве у можно выбрать 
любой из них}. Тогда, если в момент # 
нулевая полуплоскость ПЙ заполнена 
нулями, то в момент Ё2-- 1 нулями 
будет заполнена  полуплоскость 
Л у, полученная из ИП сдвигом 
на вектор у (полуплоскость П Ру 
заштрихована красным на рисунке 9). 
Аналогично, если в момент # полу- 
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Рис. 1] 
плоскость Ц -!- м заполнена нулями, 
то в момент {-- 1 будет заполнена 
пулями полуплоскость П -+ м у. 


Лемма 2. Путь дан тре- 
угольник АВС. Пусть три полу- 


плоскости П,, П,, Пз, ограниченные 
прямыми АВ, ВС, АС и находящиеся 
с внешних сторон по отношению к 
треугольнику АВС, являются нуле- 
выии для оператора Р (заштрихово- 
ны на рисунке 10). Тогда под действи- 
ем этого оператора всякая конечная 
колония единиц вымирает. 
Доказательство. Пусть 
К — конечная колония. Сдвинем ну- 
левые полуплоскости П,, П., Из на 
такне векторы м,, м., \з, чтобы по- 
лучающиеся после сдвига полуплоско- 
сн М =П м, Ш. =. 
{м,, ИП’, = ИП. + м, не имели бы 
общих точек с А, то есть были бы 
заполнены нулями (рис. 11). Гранич- 
ные прямые полуплоскостей П,, П,, 
Пз образуют треугольник А'8В'С", по- 
добный АВС (ин также орнентирован- 
ный); обозначим коэффициент подобия 
через 4. Докажем, что колония К 
вымрет за время, не большее, чем 4. 
Пусть у,, У,, У. — векторы, на 
которые нужио сдвинуть плоско- 
сти П,, П», Пз, чтобы их граничные 
прямые проходили через узел О. 
Из подобия тогда следует, что если 
полуплоскости П’,, П’., П’. сдвинуть 
соответственно на векторы 4, 4», 
4у., то их граничные прямые будут 
также проходить через одну точку; 
сами же полуплоскости в новом по- 
ложении покроют всю плоскость. Но 





Рис, 15. <=“. 


после Ё применений оператора Р 
согласно сделанным  замеча - 
ния м заведомо будут запслнены ну- 
лямн полуплоскости, лолучающиеся нз 
П”,, Ш., И’, сдвигами на №, ,, 
{уз; при { >= 4эти полуплоскости тем 
более покроют всю плоскость. Зна- 
чит, вся плоскость будет заполнена 
нулями, а это и означает, что коло- 
ния К вымирает. 

Лемма 3. Пусть две полуплос- 
кости, ограниченные двумя параллель- 
ными прямыми и расположенные по 
внешние стороны от них, являются ну- 
левыми для оператора Р(как ма рис. 6), 
Тогда под действием этого оператора 
всякая конечнач колония единиц вы- 
мнрает. 

Докажите эту лемму самостоя- 
тельно. У казание. Обсбщите ре- 
шенне упражнения 3. 

Леммы 2 и 3 можно объединить в 
одно следующее утверждение: 

Лемма 4. Если пересечение 
трех нулевых полуплоскостей пусто, 
то всякая конечная колония единиц 
вымирает. 

Доказательство. Если 
пересечение трех  полуплоскостей 
пусто, то либо они расположены как 
на рисунке 10, либо какне-то две из 
них расположены как на рисунке 6, 
а для этих двух случаев утверж- 
денние леммы 4 доказано. 

Б. Пусть теперь множество ось 
содержит хотя бы одну точку. Дока- 
жем, что тогда существует конечная 
бессмертная колония. 
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Лемма 5. Лусть бесконечная 
колония К заполняет (в момент ере- 
мени 1) пояуплоскость П, имеющую 
хотя бы одну общую точку с множегт- 
В0М Обр. Гогда колония РК содержит 
узел О. 

Доказательство. До- 
нустим, чтс РК ие содержит О. Зна- 
чит, в момент ЕЁ -- 1 в точке О стоит 0, 
то есть в момент какое-то нулевое 
подмножество М было целиком за- 
полнено нулями. Значит, это нуле- 
вое подмножество не имело ни одной 
общей точки с П, то есть принадле- 
жало дополнению к П. Но дополнение 
к П — выпуклое множество. Поэтому 
выпуклая оболочка этого нулевого 
подмножества тоже целиком принад- 
лежала дополнению к П. Значит, 
(см. лемму 1] и др целиком прннадле- 
жало дополнению к П, что противоре- 
чит условию. 

Следствне. Пусть бескочеч- 
ная колоння К заполняет полуплос- 
кость П, имеющую хотя бы одну об- 
щую точку с множеством Ат дь, 
где А — узел. Тогла колония РК со- 
держит узел А. 

Основной для случая Б является 

Леммаб. Пусть точка Ё пре- 
надлежит бр (как точка (М. и.) в 
примере 4). Тогда существует такой 
выпуклый многоугольник М, что, если 


колония К заполняет М, то коло- 

ния РК заполняет  многоуголь- 
— 

ник М — & (рис. 12), колония РК 


заполняет М — 2 и так далее; вообще, 
колония Р"К, получаемая из К че- 
рез п моментов времени, заполняет 


многоугольник М — пЕё, равный М и 


полученный из М с0вигом на 
— 

вектор — пЁ*). При этом ве ко- 

лонии К, РК, Р?К,... непусты. 





*) Мы утверждаем, что единицами заняты 


= 
все узлы, принадлежащие М.—п= но, 803- 
можно, не только они: ие исключено, что 
единицы будут и вне этого многоугольника. 
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Рис. 13. 


Рис. 14. 


Из этой леммы, в частности, сле- 
дует, что если точка О принадле- 
жит @,,то существует  «стабиль- 
ная» колония, не теряющая в про- 
цессе эволюции ни одного своего узла 
(но, возможно, приобретающая 
новые). 

Доказательство. Заме- 
тим, что мы не претендуем на то, что- 
бы найти наименышую бессмертную 
колони: (как мы нашлн для примеров 
| н 4}. Лам достаточно найти какую- 
нибудь. Поэтому будем с самого на- 
чала считать ммогоугольник М очень 
большим. Каким точно, скажем ниже. 

Утверждение леммы достаточно 
доказать только для в = 1, дая боль- 
ших л это будет следовать по индук- 
цин. Итак, предположим, что ко- 
лония К, существующая в момейт {#, 
заполняет М:  докажем, что коло- 
ния МРК заполняет  многоуголь- 


ник МЕ. 
Пусть какой-то узел А принад- 


лежит М — Е (см. рис. 14). Покажем, 
что А принадлежит РК. (это записы- 
вают так: Де РК). Очевидно, (А -- 
1-Е) М. Обозначим через АЮ наи- 
болышее из расстояний от точки Ё 
до узаов и,..., и,‚. Тогда круг 
с центром А | Ё и радиусом А на- 
кроет все узлы А +ц,..., А-- 
-- и,. Выберем М столь большим, 
чтобы всякий круг с нентром внут- 
ри М радиуса Ю либо ввобще не 
накрывал точек сторон многоуголь- 
ника М, либо накрывал точки лишь 
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одной стороны М, либо накрывал 
точки лишь двух соседних сторон, 
но не больше. (На рисунке 13 изобра- 
жен круг, накрывающий точки трех 
сторон треугольника — такого быть 
ме должно!) Рассмотрим три случая. 

а) Круг с центром АР ра- 
днуса Ю помещается целиком внут- 
ри М (см. рис. 14). Тогда все уз- 
лы А -|- и, тем более внутри М, то 
есть все они входят в К; значит, 
узел А входит в РК. 

6) Круг с центром А -- Ё и ра- 
днусом А накрывает точки только 
одной из сторон М (как на ри- 
сунке 15). Проведем прямую [Г че- 
рез эту сторону. Если бы колония К 
заполняла всю  полуплоскость П, 
ограниченную { (на рисунке 15 эта 
цолуплоскость заштрихована), то ко- 
лония РК содержала бы узел А по 
следствию из леммы 5 (полу- 
плоскость П содержит точку А 
н поэтому пересекается с множест- 
вом А |- сд. Но колония РК будет 
содержать узел А и в том случае, 
если К заполняет только М, так как 
состояние узла А в момент Ё-1 
зависит только от состояний 
узлов А -| и; в момент Ё, а эти узлы 
не входят в разность между Пн М. 

в) Круг с центром А-- Ё ра- 
днуса АЮ накрывает точки двух со- 
седиих сторон М (см. рис. 16). Мы 
хотим доказать, что для того, чтобы 
в узле А в момент 2 -1- 1 была едини- 
ца, достаточно, чтобы в момент вре- 
мени Ё единицы были в тех точках 





в. 


ТН ные 
падают в область нересечения М с 


-|-- и,, которые по- 
кругом. Мы докажем, что на самом 
деле для этого достаточно наличия 
единиц даже в меньшей области — 
пересечении. того же круга с много- 
угольником М’, полученном из М 
таким сдвигом, ири котором общая 
вершина двух соседних сторон М, 
часть которых накрыта кругом, по- 
пахает в точку А--Ё (рис. 16). 
Для этого нам нотребуется наложить 
НЗ М еще одно, теперь уже послед- 
нее, условие, 

Проведем прямые через точку & 
ин каждый из узлов и,..., И, 
отличных от Е (если все и, отличны 
от Ё то получится г прямых; если 
один из них совпадает с ЕЁ, то получит- 
ся г — 1 прямая). Потребуем, чтобы 
для каждой из этих (’ или г— 1) 
прямых нашлись две стороны много- 
угольника М, ей параллельные. Тогда 
каждая прямая, параллельная пря- 
мой, проходящей через & и какую- 
нибудь из точек и, ..., 4,, ОТЛич- 
ных от &, либо вовсе не пересекает М, 
либо нмеет с М целый общий отрезок. 
Этому условиго, например, удовлетво- 
ряет квадрат на рисунке 7 (иример 4). 

Проведем теперь через точ- 
ку Д -- Е прямую [, имеющую с мно- 
гоугольннком М’ лишь одну общую 
точку А -|-Е (см. рис. 16). Если бы 
колония К заполияла всю полуилес- 
кость П, ограниченную прямой / 
(на рнсунке 16 она заштриховама 
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синим), то пс следствию 
мы 5, в точке А в момент # -- 1 была 
бы единица. Но колония РА будет 
содержать узел А и в том случае, 
если К заполняет только М, посколь- 
ку узлов А -1- и, лежащих в полу- 
плоскости П, но вке М’, —‘нет. Дока- 
жем это. Допустим, что какой-то 
узел 1 -- и, оказался в разности 
между Пи М. Но в то же время он 
находитсяв круге с центром Аг: 
радиуса К. Значит, узел А -!- Ц; ле- 
жит в одном из двух секторов, заштрн- 
хованных черным. Тогда прямая, про- 
ходящая через Л -;- цу и А -1- Е, име- 
ет с М’лишь одну общую точку, что 
невозможно в силу выбора М. Тем 
самым лемма 6 доказана. 

В. Теорема Хелли. Мтак, 
мы исследовали такие два случая: 


лем- 


А) пересечение каких-то трех ну- 
левых полуплоскостей пусто 
(лемма 4); 

Б) пересечение всех нулевых по- 
луплоскостей непусто (лемма 6). 

Оказывается, только эти случан 
и возможны. Это следует из извест- 
ной теоремы Хелли. 

Это очень важная н красивая 
теорема, имеющая много разных фор- 
мулировок, доказательств и ириме- 
нений. Нам она понадобится линь 
в следующем варианте (локазательст- 
во ее см. на с. 77). 


Теорема Хелли. И уть 
на плоскости имеется пос» 4 выпуклых 
множеств, каждые три из которых 
имеют общую точку. Тогда все эти п 
множеств имеют общую точку. 


Применим се к нашему случаю. 
Но следствию из леммы | множест- 
ВО бр есть пересечение конечного чис- 
ла полунлоскостей. Пусть случай Б 
не имезт места: а» пусто. Тсгда, при- 
меняя теорему Хелли и рассуждая от 
иротненого, получаем. что пересече- 
ние каких-то трех нулевых полупло- 
скостей пусто, а это и сесть случай А. 
Тем самым теорема о выживании до- 
казана. 
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математической олимпиаде годовой подпиской 
на журнал «Квант» награждаются: 


1. БЕЛОШАПКО А. (Брянская обл., Новозыбков- 
ский р-н, п. Вышков, 9 кп.} 

2. БОТВИЧ Д. (Курская обл., Обознский р-н, с. Ка- 
мынино, 10 кл.) 

3. КРИВОПУЩЕНКО А. (БССР, Витебская обл., 
п. г. т. Ушачи, 9 кл.) 

4. ПЕЧЕНКОВ В. (Приморский край, Спасский р-н, 
с. Красный Кут, 10 кл.) 

5. ЯЦАЛО Б. (УССР, Ровенская обл., Зареченский 
р-н, с. Морочное, 9 кл.) 


Годовой подпмской на 1975 год награждаются 
также следующие участникм научной конферен- 
ций учащихся физико-математических школ-ин- 
тернатов [об этой конференции мы рассказываем 
в этом номере журнала]: 


1. МИМИНОШВИЛИ М. (г. Тбилиси, 9 нл.) 
2. ТОРОНДЖАДЗЕ М. (г. Тбилиси, 10 кл.) 
3. САНИКИДЗЕ М. (г. Тбилиси, 8 кл.) 

4. ИМОШИН А. (г. Рига, 10 кл.) 
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задачнии ябанта 








Решения задач мз этого номера можно посыпать не позднее 1 ноября 1974 г. по адре- 
су: 117071, Москва, В-71, Ненннский проспект, 15, издательстао «Наука», журнал «Квант». 
Поспе адреса има конверте напишите, решения каких задач вы посылаете, например: 
«Задачинк «Каанта», №264, №282» ипм к... 2293». Решения задач по каждому из предме- 
тоз (математике и физике), а тающе новые задачи просьба присыпать в отдельных нон- 
вертах. Задачм из разных номеров журнапа присылайте тамже в разных конаертах. 
В письмо вложите конаерт с написанным на нем адресом (в этом конаерте аы получите 
результаты проверкм вашнх решекий]. Успоаня орнгмнальных задач, предлагаемых для 
публикации, присылайте в даух экземплярах вместе с вашими решениями этих задач 
[на конверте пометьте: «Задачник «Кванта, новая задача по физике» млм «..новав за- 
дача по математике»). После формулировки задачи мы обычно указываем, кто пред- 
пожил нам эту задачу. Разумеется, не все этим задачи публикуются впервые. Наиболее 


трудные задаЧчн отмечены звездочкой. 


Задачи 
М281—М285; Ф293—Ф297 


М281. Сколько сторон может иметь 
выпуклый многоугольник, все диаго- 
нали которого имеют — одинако- 
вую длину? 

Г. А. Гальперин 


№282. В клетках прямоугольной 
таблицы размерами т Х п записаны 
любые натуральные числа. За один 
ход разрешается удвоить все числа 
одной строки или же вычесть единицу 
из всех чисел одного столбца. Дока- 
жите, что за несколько ходов можно 
добиться, чтобы все числа стали рав- 

ными нулю. 
С. Конягин 


М283. Выпуклый — многоуголь- 
ник обладает следующим свойством: 
если все его стороны отодвинуть на 
единицу во внешнюю сторону, то 
полученные прямые образуют мно- 
гоугольник, подобный исходному. До- 


кажите, что в этот многоугольник 
можно вписать окружность. 


М284. Сумма 100 натуральных чни- 
сел, каждое из которых не больше 100, 
равна 200.. Докажите, что из них 
можно выбрать несколько чисел, сум- 
ма которых равна 100. 


М285*. Прямоугольный лист бу- 
маги размерами @ Х $ разрезан на 
прямоугольные полоски, у каждой 
из которых одна сторона имеет дли- 
ну 1. Докажите, что хотя бы одно из 
чисел а и 5 — целое. 

А. В. Климов 


$293. Марс во время противо- 
стояния находится на расстоянии [ == 
= 5,56. 10 м от Земли и его угловой 
диаметр равен 25”, 1. Определить 
ускорение свободного падения на 
поверхности Марса, если известно, 
что максимальное угловое расстоя- 
ние между центрами Марса и его 
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Рис. 1. 


спутника Фобоса В = 34, 5, а 
псриод обращения Фобоса вокруг 
Марса Т = 2,76. 101 с. 

М. П. Погребняк 


Ф294* . К некоторому прибору, 
находящемуся внутри камеры высо- 
кого давления, необходимо подво- 
дить тепло. Во время опыта меняется 
давление в камере, и это приводит 
к изменению сопротивления любой 
проволоки, используемой в качестве 
нагревателя. На рисунке Г показана 
схема, используемая в случае, когда 
необходимо, чтобы количество под- 
водимого за одно и то же время тепла 
очень слабо зависело от давления. 
Сопротивление АР. — это обмотка на- 
гревателя, №, и Ю, — некоторые по- 
стоянные сопротивления, которые на- 
ходятся вне камеры высокого дав- 
ления. При каком соотношении ме- 
жду Ю,. В, н Ю, мощность. рассен- 
ваемая на сопротивлении №,. меня- 
ется меньше всего при изменении вели- 
чины сопротивления Юз? 


$295. Какова должна быть точ- 
ность измерения ускорения свобод- 
ного падения у поверхности Земли 
для того, чтобы можно было обнару- 
жить изменение этой величины в те- 
чение суток из-за притяжения Луны? 
Считать, что измерение производит. 
ся в точке, которая лежит в плоскости 
орбиты Луны; вращением Земли пре- 
небречь. 


Рис. 2. 


$296. Каждый из А различных 
конденсаторов с  емкостями С., 
С....., С, заряжен до разности 
потенциалов И. Затем все конденса- 
торы соединены последовательно раз- 
ноименными полюсами в замкнутую 
цепь. Найти напряжение на каждом 
конденсаторе в этой цеги. 


Б. Б. Биховиев 


$297. Коническая 
рекрываст сразу два отверстия в 
плоском сосуде, заполчениом жид- 
костью ири давленин р (ис. 2}. 
Раднусы отверстий А и г. Определить 
суммарную силу, действующую на 
пробку со стороны жидкости. Поле 
тяжести не учитывать. 


О. Я. Савченко 


пробка пс- 
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Решения задач 


М241— М245; Ф248—Ф252 





№241: Докажите, что 
31974 + 51923 
делится на 13. 


Автор задачи С. И. Майзус предложил 
такое довольно хитрое решение. Запишем 
число 39 -- 5191 в виде суммы 


(318 * = 21874) кы (59“ ее 2194) 


и докажем, что каждая скобка делится на 13. 
1°. При любых целых а, В и нечетном 
па?-- ф”" делится наа РФ: 


а? -- 5° = (+ьх 
ха" — а" +... -- 5"-\). 
Поэтому 
(32}987 -|- (22)98? = 99? -|- 4987 


делится на 13. 
2°. При любых целых а, $ и натураль- 
ном па" — $" делнтся на а — В: 
ай — 5" = а— 5х 
ха" + аб... ыЩщ.. 
Поэтому 
{53) 838 — (23)658 — 125658 Е. 8653 


делится на 125 —8=—= 1 = 9-13. 

Большинство читателей предлагают более 
естественное решение, пригодное для любых 
аналогичных примеров. 

Будем следить за тем, какие остатки 
дают степени Зн 5 при деленин на 13. Обо- 
значим эти остаткн чисел 3 и 5” через ги 
и г, соответственно. Последовательно на- 
ходим остатки гл при деленнн 3" на 13: 

п] 0123456... 


гл | 1 З91391... 
——> „= 

(Для того чтобы составлять такую Таблнцу, 
вовсе не нужно делнть 38, 3%.., на 13: 
ясно, что еслн 3 г, Делится иа 13, то 
37+1 — 3’, тоже делится на 13, так что 
остаток гп+1 можно получить просто как 
остаток при делении Зг„ на 13.) Таким обра- 
зом, остатки повторяются с периодом 3, 
н поскольку 1974 делится на 3, ТО Г1ьза = 

Для остатков,  получающихся при 
делеини на 13 чисел 5”, имеем такую таб- 
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лицу: 


Здесь период равен 4, и а Г. 
Таким образом, 34914 дает в остатке 1,519 
дает в остатке 12, а их сумма делится на 13. 

Подробнее о закономерностях, которые 
встречаются в последовательности остатков 
чисел а" (п=0,12,...) при делении на 
некоторое простое р, рассказано в статье 
С. Г. Гиндикина «Малая — теорема 
Ферма», «Квант» № 10, 1972. 


М242. Пусть АН; — высота и АМ; — 
медиана, проведенные из вершины Аз остро- 
угольного треугольника А.А. А; (= Ь 2, 3). 
Докажите, что одно из трех произведений 
НМ, |. }АзАз |, |НэМь |. АзА, |, НМ |. 

1Аз| равно сумме двух других *). Верко 
ли это утверждение для прямоугольного 
и тупоугольного треугольника? 


Докажем, что это утверждение верно 
для любого треугольннка. Выразнм произ- 
ведение |Н.М,|- |А.А, | через длины сторон 

[А.Аз|= ав, [АзА, | = а», |А1 А» | = аз. 

Из теоремы Пифагора, примененной к 
ДАНА. и ДА, Н.А, следует, что (рис. 1) 
А: 2 -= [А А, |8 — [АзН,Р < 

= А.А В — М.Н. Е, 
откуда 
М.Н. Е — АН, [= а? —а.5. (1) 

Докажем, что по модулю разность (1) 
равна 2]Н\М, |: |А.Аз |. 

Чтобы не рассматривать отдельно слу- 
чаи различного расположения точки Я, 
относительно точек А, Му, Аз, введем на 
прямой А.Аз систему кобрдинат. Примем 
за начало отсчета точку М,. Пусть коор- 
динаты точек А., Аз ин Н, соответственио 


*)Через [К обозначается длина от: 
резка с концами Кн Ё. 








Рис. 3. 

|. Вобы = 5) р 
равны — 5, и в. три ). Расстояние 
между точками с координатами х; и хо 
равно |[х, —х, |, ноэтому 
М.Н. Р ту ГАзН 

а, |? а, | 
=, 5" — М, че 








= (№ 2) =(,-3) 2йна.. (2) 


Поскольку |#, |= |.М, |, то из {1} и (2) 
вытскает равенство 


2 2 
м. |. Ми = 3 —@> |. 
Аналогично доказываются равенства 
., 2 
2 НМ» [- [АзА, |= а; — 25 |, 
о] Е 
2 Мь |. А.А, | = [45 — а; |. 
. 2 2 из 2 
в. Сумма трех чисел аз —@а., @, — аз 
2 2 
и 25 —а; равна 0. Поэтому модуль одного 
нз них равен сумме модулей двух других. 
Отсюда следует утверждение задачи. 
(Если обозначения вершин выбрать так, 
что а: > а. —> аз. то 
@ а о 2 2 Я 
м; — а3 | = |1 — @5[-Р |495 —2%| 
н, стало быть, 
[5.м, |. [АзА, ] =— Н.м, . [А Аз ] че 
= НзМз | М.А...) 
Н. Б. Васильев 


М243. л отрезков А.В... А,В,...., АзВп 
(рис. 3) расположены на плоскости так, что 
каждый из них ночинается на одной из двух 
данных прямых, оканчивается на другой 
прямой, и проходит через точку @ (не лежа- 
щую на данных прямых) — центр тяжести 
единичных масс, помещенных в точках Ау, 
А»... Ал. Докажите, что 








у 
И РИ КО Аи 
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Мы немного обобщим формулировку 
данной задачи, именно, будем считать, что 
в точках А; находятся не единичные массы, 
а массы т; (точка @ — центр тяжести масс 
т, расположенных в точках А:). Локажем, 
что тогда 

я я 
оч А;( ьч 
У нае - Ум, 


{=1 = 1 
Поместим в каждую из точек В; массу 
АС 
М = т; вс. Тогда иентр тяжести пары 
+ 


точек В; и А; (для всех 7) будет находиться 
в Точке @. Мы предполагаем, что не все 
Точки А;....,Ал лежат на одной прямой 
{для удобства обозначим наши прямые бук- 
вамн {1 н /›). Центр тяжести точек Аг, ле- 
жащих из прямой №, обозначим через Су; 
соответственно центр тяжести точек А;, на- 
ходящихся на [., обозначим через С». 
Аналогично, центр тяжести точек В;, лежа- 
щих ча ирямой 1 {#8 = №, 2), обозначим че- 
рез Р,‚. Соответствующие массы обозначим 
Р (С, Р(С.), РО), РО). 

Из условия задачи следует, что центр 
тяжести точек’ С: н С. будет в точке 0. 
С другой стороны, из выбора масс М; сле- 
ДУСТ, что центр тяжести точек С, нор. будет 
также в точке @. Поэтому должно быть 
Р (Сз=Р Ш.). Аналогичио — получаем 
Р (С) = РО): змачит, 


/а) С ая {С.) = Р {р.) РР 0. 


и 
Но Р-Р С = > т. аР(0,) 1 


%. 
Р(Б.) = У М» то есть 
7 м 
1#-1 
` “ ‹ А;б 
в. -% .. 
5 тр== А М; = р тев.б, 
6—1 И (=21 


что и требовалось доказать. 
Б. Д. Гинзбург 


№244. Даны 0ва набора из п вещественных 
чисеА: 

ара... ая и фа, Въ: - 2, Вл. 

Докажите, что если выполняется хотя бы 
одно из Обух условий: 

ч)} из аа <а} следует, что Вел 

а,-Ёа2-|-. -. -т@л 

6)* иза, За<ау»ь тдеа=> а о 


ЮО 
следует, что 6: = 6; 
то верно неравенство 


п (@16, + ава : шя м: о 
—- а =. п 
| х (ФР... + 9). 


р 


Так как из пункта 6) следует пункт а), 
мы решим сразу лункт 6). 
Предположим, что при некоторых значе- 


НИЯХ а, @,,..., би 6. 6,..... Ви вы- 
полияется неравенство 
Л (216, На.ь, г -.- т @ 5} < 
< а та. --... На) х (1!) 
х (6, = | „= и). 


. Если не все а; равны между собой, то 
найдутся а; н а; такие, что а; “а «а, 
Рассмотрим числааи ара, — а; боль- 
шим из этнх чисел заменим а;, а меныцим 
а: (понятно, что при этом а; увеличивается, 
а а) — уменьшается, причем на одну и ту 


же величину А > 0. так что а’ = а; + А, 
Я; ==: а; — А). 


Новые наборы | а,}, {Ь;} по-прежнему 
будут удовлетворять условию задачи. Если 
в новом наборе (а; } не все числа оказыва- 
ются одинаковыми, то снова проделаем ука- 
заниую выше операцию н т. д. После коиеч- 
ного числа шагов мы получим набор, ‘в кото- 
ром уже все числа [а;} равны между со- 
бой и равны а. Причем, поскольку на каж- 
дом шаге правая часть неравенства (1) не 


® * 
менялась (а; а = а; + а), а левая — 


убывала (а; В: --а; 6; = (а; + А) 6, -- 
-- а) — А ь, = а + а, А (6 — 
—ь;) <а;ь; 1 а36;, так как 6; —В) < 0, 
а А>0), то и для последиего набора ие- 
равенство (1) должно выполняться. Но если 
всё а; равны а, то и левая и правая части 
неравенства ({} одинаковы и равны па (6, -|- 
-- 6. --...-Е 8л), а это противоречит ка- 
шему предположению о том, что при неко- 
торых значениях (а:} н (8:} имеет место 
перавенство (1). Тем самым задача решена: 
прн всех значеннях {а,} н [8:), удовлетво- 
ряющих условию задачи, будет 


л (1; - аз6. Е... | апп) 


Ра, +... Радх 
(ба -- 62 --... + 8»). 

Л. Г. Лиманов 
№246. Предлагается построить М точек 


на плоскости так, чтобы все попарные рас- 
стояния между ними равнялись заранее 
заданным числам: для каждых двух точек 
Мь, М; известно, чему должно равняться 
расстояние |М:.Му|[=ту @и | — ж- 
бые числл от 1 940 М). : 

а) Можно ли произвести построение, 
ссли расстояния г; заданы так, что всякие 
5 из М точек построить можно? 

6) Достаточно ли требовать, чтобы 
можно было построить всякие 4 из № точек? 

в) Что изменится, если строить точки 
не на плоскости, а в пространстве? Каково 
„тогда наименьшее К, для которого возмож- 
ность построения любых К из данных № то- 
чек обеспечивает построение и вссх № точек? 
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а) Возможны два взаимно исключаю- 
щих друг друга случая. 

1°, Всякие пять из № точек, построен- 
ных с соблюдением требований задачи, ока- 
зываются расположенными на одной прямой, 

2°. Не всякие пять нз № точек оказыва- 
ются на одной прямой: по крайней мере три 
точки образуют треугольннк; пусть это будут 
точки М: М, н М3 (этого всегда можно до- 
мы меняя, если кужио, нумерацию чисел 
:Л- 

Рассмотрим сначала более общий слу: 
чай 2°. Докажем, что в случае 9° все М точек 
постронть можно. Построим г, М, М,М;з (так, 
чтобы М.М. = Ра, М.М; = паз, ММ > 
== 723). Так как ло условию можно построить 
на плоскости любые пять из А точек, то 
четыре из № точек тем более можио постро- 
ить (так, чтобы расстояния между ними рав- 
нялись заданным числам). 

Воспользовавшись этим, построим по- 
очередюю точки М, М, -..-. Мм, следя 
прн ностроении точки Мк (4 = & = М} лишь 


за тем. чтобы ММ == аа, М»ьМЕ == Гай 
и ММЬ == ГВ. 
Нам понадобится следующая 
Лемма. Даны четыре точки на плос- 


кости: А, В. Сир; А. Ви С не лежат на 
одной прямой. Пусть Е такая точка, что 
АЕ = 40, ВЕ = ВР и СЕ -= СО. Тогда 
Е обязательно совпадает с О. 

Доказательство. АЕ = Ар 
и ВЕ = ВО; значит, если Е и О не совпада- 
ют, то они симметричны относительно АВ. 
Аналогично, если Е н Р не совпадают, то 
они симметричны относительно АС (и отно- 
сительно ВС). Так как две точки не могут 
быть одновременно симметричны и относи- 
тельно АВ, и относительно АС, то, значит 
Е=О. ` 

Вернемся к решению нашей задачи. 

Согласно  лемме ‘положение — точки 
Мк.-(4 < # = №) всякий раз определяется 
однозначно. Проверим, что построенные та- 
ким образом точки — искомые: для любых { 
и 7 расстояние М; Му-= гн. 

Если хотя бы одни из индексов равен |, 
2 или 3, то это следует непосредственно из 
построения. Пусть оба индекса, Ен 7, больше 3. 
Постронм на плоскости пять точек А., А», 
Аз. А; к Аутак, чтобы попарные расстояния 
между ними равнялнсь заданным числом 
{в частиости, АА] = д — по условию 
это сделать можио. Передвиием пятнуголь- 
ник А1А,АзА;А; так, чтобы д А1АзАз сов- 
лал с А М, М.Мз (эТи два треугольника рав- 
ны). По лемме точки А; и А) совпадут при 
этом с точками Муи М). Тем самым М; М] -= 

гьь что и требовалось доказать. 

В случае 1” (когда любые пять точек 
оказываются на одной прямой} все № точек 
тем более можно построить, поскольку вер- 
ио следующее утверждение: 

Пусть нужно построить № точек на 
пряжой (так, чтобы попарные расстояния 





между ними равнялись заданным числам г;}. 
Числа гг; заданы так, что всякие четыре из № 
точек построить можно. Тогда можно по- 
строить все № точек. 

Доказывается это утверждение в точ- 
ности по той же схеме, что и выше. 

6) В общем случае из возможности по- 
строения любых четырех точек пе следует 
возможность построения всех Л точек. При- 
ведем соответствующий пример для М = 5. 

Пусть В — центр правильного треуголь- 
ника АВС (рис. 4), Е —- точка, симметрич- 
ная О относительно ВС. Положим гу» = 

= Иа = Го — АВ, Гиз — а ПЕ 
== Гз% — 735 —® Ар, г:5 = РЕ. Построить 
пять точек М:,..., АЛутак, чтобы М; М) 

= г;) при всех Ён р, Очевидно, невозможно: 
если выполнены 9 равенств М; = г; 
(все, кроме М .Мь = г. то по лемме М, 
=Му; значит, все 10 равенств одновременно 
выполняться не могут. Вместе с тем любые 
четыре точки из пяти построить можно: все 
точки, кроме Аз и все, кроме А{., образуют 
конфигурацию АВСВ; остальные три «чет- 
верки» точек образуют конфигураиню ВРСЕ 
на рисунке, 4. 

в) В случае построения точек не на плос- 
кости, а в пространстве, наименымее число К, 
такое, чтобы возможность построения любых 
К из № точек, обеспечивала построение и всех 
№ точек, равно шести. 

То, что шести точек достаточно, доказы- 
вается так же, как и в пункте 2). То, что 
пяти точек мало, следует, как и в пункте 5}, 
из рисуика 5, где Е — цеитр правильного 
тетраздра АВСО, а Е — точка, симметрич- 
ная точке Е относительно грани КВС. 


М. «7. Горвер 
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$248. Тонкий тяжелый обруч радиуса Р 
с очень легкими спицами может свободно 
вращаться вокруг горизонтальной оси. К 0б- 
Ручу прикрепили маленький шарик, масса 
которого равна зассе обруча. Найти период 
молых колебаний обруча с шариком. Дая 
Этого можно попытаться найти аналогию 
в движений обруча с шариком и математисс- 
ского маятника. 


Обычный способ найти период колеба- 
ний маятинка заключается в том, что запн- 
сывается уравнение движения маятинка я 
Затем, используя связь периода колебания 
с коэффициентами в уравнениям движения, 
находится сам период. В данном случае нам 
нришлось бы записать уравнение вращатель- 
вого движення обруча. Имеется, однако, и 
другой способ — сравнить движение рас- 
сматриваемого маятника с движением мате- 
матнческого маятника. Воспользуемся этим 
способом. 

Очевндио, что в положении равновесия 
обруча с шарнком шарнк занимает крайнее 
нижнее положение и радиус-вектор, соеди- 
няющнй шарик с осью вращения, вертика- 
лен. Найдем скорость шарика в тот момент, 
когда радиус-вектор состазляет с вертикалью 
угол, и сравинм ее со скоростью математн- 
ческого маятинка, когда его нить образует 
с верикалью тоже угол &. Естественно счн- 
тать, что длина нити математического маят- 
ника равна А и что одинаковы максимальные 
отклонения от положения равновесия (вы- 
соты й„ на рис. б, аи 6). 

Мз закона сохранения энергни следует. 
что 


ти? я 
тЕНь = тей + 0 ыь, 
- ту? . 
тде тай -- —э - зиергия шарика, а \ р — 


эвергия вращательного движения самого 
обруча. 

Так как все точки обруча в каждый 
данный момент времени движутся с одина- 
ковой по абсолютной величине скоростью >, 
то книетическая энергия №,р вращатель- 
ного движения обруча равна 


ту? 


. Ур а: 





Поэтому 
ту? 
н тан — те =2—5— 
г = Ув —#)- 


В случае математического 
нмесм: 


маятника 


ту? 
тЕНо = тей + о, 
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откуда . 


и = 29 (1, — 1). 


Мы видим, что при любом положенин 
шарнка (то есть прн любом Й) скорость маят- 
ника, который представляет собой обруч с 


шариком, в ]/2 раз меныше сисрости ма- 
тематического маятинка. Это означает, что 
любой участок траектории шарик проходит 


в 1/2 раз медленнее, чем математический 
маятник, так как средняя скорость на этом 


участке меньше в \/2 раз. Следовательно, 
период колебаний этого маятника Т; в 1/2 
раз больше первода колебаний математиче- 
ского маятника Т н поэтому равсн 
ва. 2® 
Г == НТ = = 


Ф249. Левсомый стержень, на концах ко: 
торого закреплены шарики массами т и М, 
опирается серединой на жесткую подставку, 
вокруг которой он может свободно вращаться 
в вертикальной плоскости. В начальный 
момент стержень расположен горизонтально, 
а скорость его разна нулю. С какой силой 
давит он в этот момент на подставку? 


Снла давлення на подставку Ра равна 
сумме сил давления Ел, н Рд,. Шариков 
на стержень, так как сам стержень невс- 
сомый. 

На каждый из шариков действуют две 
силы: сила тяжести н сила реакцнн со сто- 
роны стержия, которая по третьему закону 


Иьютона равна по величине силе давления 
нарика на стержень (фис. 7). . 
Запишем урависния движения шарикоя; 
МЕ — Ер.. == Ма, {1) 

Ёр.ё —тЙ == та. (21 

Заметим, что силы Рр, и Еро равны. 


Действительно, вращение саухото стержня 
относительно ося, проходящей через его се- 
редину, вызывается моментами сил Е), 
и Рл.., Но поскольку стержень иевесомый, 
на его вращение не надо затрачивать никаких 
усилий. Следовательно, моменты сил Е. 
м Ех. одинаковы. А так как одинаковы 
илечн. то равны н сами силы. 

Таким образом, из (1) и (2) с учетом 
того, что Ру. = Ёрд.. (так как силы реак- 





инн равны по величиис соответствующим 
силам давления), получаем 

Г я 2Мтв 

р.1 р. Мм №. 


Тогда сила давления на подставку, равная 
но абсолютной всдичине сумме сил реакции, 
равна 


ар 4Мте 
ОораеУ м аа 


В Е. 


де Род- Ра ча 
$250. Одичиковые заряды 9 находятся ни 
равстояннях а и В от: заземленной сферы ма- 
10г0 радиуса г (рис. 8). Расстовние д0 поверх- 
ности земаи и Оругих заземленных предие- 
108 много больше а и В. Найти силу, с ко- 


торой заряды действуют ма сферу. 


Под вляяинем внешних зарядов па за- 
земленной сфере наведется некоторый заряд О 








Рис. 9. 


который соответствующим образом распре- 
делнтся по поверхности сферы. Найдем ве- 
личину этого заряда. 

Так как сфера заземлена, потенциал ее 
поверхности равен пулю. Но если внутри 
проводящей оболочки нет зарядов, то элек- 
трнческох поле там отсутствует. Поэтому 
потенциал любой точки внутрн сферы равен 
потенциалу на ее поверхности, то есть в нз- 
шем случае равев нулю. 

В то же время согласно принципу супер- 
позиции потенциал поля в центре сферы 
(будем рассматривать именно эту точку) 
равен сумме потенциалов полей зарядов д 
и заряда сферы О: 


а .. 


< Е Е т ЕЕ 
Ш 4леа ' 4леоб 


Фо. 

Для того чтобы найти потеициая поля 
заряженной сферы, разодьем поверхность 
сферы На такие малые участки, что заряды 
па инх можно считать точечными. Потенциал 
поля в центре сферы от произвольного участ- 
ка равен 


АО; 


# Адевг * 


где А: — заряд этого участка. Очевидно, 
что потенциал поля всего заряда О в центре 
сферы Судет равен 

} @ 


Га Ув: $0, = 
Ро 1 ДЕ —9: 4лгог 








Таким образом, 


и, Е 
Ала ‘ Чле В ' 4лвг 








0, 


ВЁр:/Куапетссте.ги 


откуда 


9 — (= ==). 


` 


Теперь нструдно подсчитать силу, дей- 
ствующую па сферу. Поскольку радиус 
сферы мал по сравненню с расстояниями 
аи 6, можно считать, что заряд сферы @ 
является точечным и находится в центре 
сферы. Поэтому (см. рис. 8) 


Е РВ. 


где 
- ___ @9 94 
Г. льна № "17 Чле,Бт 


Подставив найденное выше значение заряда 
©, получим окоичительно 


[1 | 
(+) 


] т. 
ты. 


Ф251. На фотографий летящей пули (рис. 9) 
видны звуковые волны, которые возбуждаются 
при движении пули. (Такую фотографию уда- 
лось получить благодаря тому, чело области, 
в которых паотность воздуха различна, по- 
разному преломляют световые лучи.) Вос- 
пользовавшись линейкой, определите при- 
мерную величину скорости пули. Скорость 
звука в воздухе равна 340 м/с. 


Из каждой точки траекторин пули рас- 
пространяется сфернческая звуковая волна. 
Эти полны, складываясь, дают картину, ко- 
торая существенно зависит от соотношения 
между скоростью пули н скоростью звука. 
Еслн скорость звука болыше скорости пули, 
то волны, Которые излучаются в разных точ- 
ках, иикогда не смогут догнать друг друга 
{рис. 10). Если же скорость пули больше 
скорости звука, то фронты волн будут пе- 
ресскаться, как показано на рисунке #1, я, 
складываясь, зти волны будут образовывать 
«усы», расходящиеся от пули, аналогичные 
«усамь, идущим от носа глиссера. Эти «усы» 
представяяют собой огибаюшие фронтов сфе- 
рических звуковых волн. Подобчая картниа 
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представлена на фотографии. Следовательно, 
пуля двигалась со скоростью и, большей ско- 
рости звука мн. 

Угол между «усами» простым образом 
связан с отношением скоростей пули и звука. 
Так как за время { пуля пролетает рас- 
стояние ОА = $ (см. рис. 1). а звук из 
точки О проходит расстояние ОВ = и!» то 

щ и 


$1 —=—- 
и 3 х° 


В нашем случае & => 45° и поэтому 
и = 480 мс. 


$252. На цилиндрический столб памотен 
канат. За один из концов каната тянут 
с силой Е. Для того чтобы канат не сколь- 
зна но столбу, когда на столб намотан толь- 
ко один виток каната, второй конец каната 
нужно удерживать с силой |. С какой силой 
нужно удерживать этот конец каната, 
гсли на столб номотано п его витков? Как 
изменится сила |, если езять столб вдвое 
большего радиуса? (Сила [ не зависит от тол- 
ацины каната.) 


Сила | может зависеть только от диаметра 
столба 4. коэффициента трения и между 
столбом и канатом и от величины силы РЁ. 
Однако из соображений размерности можно 
сделать вывод, что 

[—Р. 
Действительно, невозможно подобрать та- 
кую комбинацию из РЁ, и и 4, чтобы она 
имела размерность снлы. 

Таким образом, 

| -= ЕР, 
где коэффициент пропорциональности # свя- 
зан с коэффициентом трения каната о столб. 

Из этой формулы сразу же следует, что 
при любом изменении радиуса столба сила { 
останется прежней. 

Для того чтобы ответить на первый воп- 
рос задачи, рассмотрим второй виток канта. 
Для иего роль силы Ё играет сила р поэтому 


| = АР 
где {; — сила, которую надо приложить к 
свободному концу каната, когда на столб 
намотано два витка. Для третьего витка 


3 = В = & 
н так далее. 


Для п-го витка получим 
В = ЯР, = Ая о... == АЯ |. 
Из первого равенства найдем коэффициент А: 


Следовательно 
и в" Вр и 
Н. Ш. Слободецкий 
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В этом номере мы приводим список чн- 
тателей, приславших в редакцию верные ре- 
шения задач М231—М245. В больштистве 
инсем содержалось верное решение задач 
М231, М241 и М242. Остальные задачи ре- 
шили (жирные цифры после фамилии — но- 
следние две цифры номера решенной задачи) 
А. Абдуррахманов (Баку) 34, 38; П. Ага- 
ронов (Баку) 36, 40; С. Агеев (Воронеж) 
34, 36—38, 40, 43; Д. Азов (Челябинск) 
34, 36, 38; М. Аронов (Володарск Горьков- 
ской обл.) 45а; В. Ашихмин (Таллин) 43; 
Е. Байсалов (Алма-Ата) 34, 36, 44; П. Бань- 
ковский (Уральск) 38, 37, 40, 43; //. Барсу- 
ков (Пятигорск) 37; В. Басманов (Воронеж) 
34, 35, 37, 39, 40; И. Боахмутский (Львов) 
34; Я. Беленький (Москва) 44; В. Беляев 
{Москва} 37; А. Берлин (Бобруйск) 32, 
43; В. Бильдин (с. Молодия Черновицкой 
обл.) 43, 44; А. Блох (Харьков) 32, 43, 44; 
А. Браилов (Москва) 35. 38, 40; А. Валь- 
ков (Ташкент) 34, 37, 38. 40, 43; Р. Вас- 
серманк (Одесса) 44; А. Векслер {Ташкевт) 
37, 38; А. Волков (Челябинск) 40; Г. Воль 
{Ворошиловград) 34; С. Всеволод (с. Куй- 
зовка МССР) 34; А. Вятчин (Павлово Горь- 
ковской обл.) 32, 34—36, 38—40, 43--45;: 
В. Галояк  (Октемберяи Арм. ССР) 34; 
В. Гальперин (Москва) 34; А. Гончаров (Нн- 
кополь) 32—33, 36, 37; Е. Горбатый (Одсс- 
са) 34, 38, 38—40, 44; М. Грабельковский (Во- 
роиеж) 32: А. Григорян (Баку) 32, 34, 
36—40, 43—45: А. Гулиев (с. Сулейманлы 
Аз. ССР) 34; К. Данильченко (Волгоград) 
36, 38; Л. Дедик (Москва) 33, 34, 36—38. 
40, 43, 44; С. Дориевич (Ленинград) 36. 
38; Н. Довжиков (Ленинград) 34; Э. Дя- 
ченко (Андрушевка Житомирской обл.) 34, 
37, 43; А. Еременко (Харьков ) 34; А. Ефаи- 
кин (Оренбург) 36, 38— 40; Г. Зайцев (Кимры 
Калинниской обл.) 44; М. Закс (Пермь) 43: 
С. Золотарев (Москва) 36; В. Иващик (Ки- 
ев) 32, 34, 43; И. Калика (Киев) 35; В. Ка- 
лебин (Москва) 45а; А. Карабегов (Ереван) 
32—38, 40; П. Кацыло (Москва) 38, 38—46, 
43; Н. Киричук (Луцк) 37; В. Конев (Ангарск) 
34; С. Коршунов {Мониво Московской обл.) 
37, 39, 40, 43, 44; А. Кукуш (Киев) 32, 34; 
А. Курляндчик (Вильнюс) 38, 34, 38, 37. 
39, 43; А. Лебедев (Бийск Алтайского края) 
43; М. Левин (Витебск) 38, 39; А. Леонтьев 
{Щигры Курской обл.) 37, 43; М. Любич 
(Харьков) 32-34, 36, 37, 43, 44; А. Мака: 
ричев (Львов) 32, 34, 36, 40, 43; С. Мали- 
нский (Полтава) 34; С. Мерзляков (Уфа) 
34: В. Мильман (Минск) 36—38; В. Митюк 
(Ружимн Житомирской обл.) 34; Ю. Михай- 
лов (Ленинград) 33, 34; Л. Михлим (Курск) 
32, 34, 36; С. Насыров (Казань) 43, 45 6; 
Н. Нецветаев (Ленинград) 32—38, 38; 43; 
С. Нужный (Куйбышев) 34; О. Окунев ({Кз- 
зань) 43; И. Панин (Ленинград) 34; Е. Па- 
рилис (Ташкент) 43, 44; Б. Певзнер (Москва) 
37, 40; Н. Петров (Болгария) 38; Ю. Пи- 
челис (Кзыл-Орда) 33, 34, 40,, 43; А. Плахов 
(Москва) 40; А. Поблагуев (Винница) 45а; 


М. Половинник (Мена Черниговской обл.) 
36, 37; А. Поносов (Пермь) 32—34, 36, 38, 
39, 43, 44; В. Поркшеян (Ростов-на-Дону) 
31, 45а; В. Прасолов (Ворошиловград) 33— 
35; Л. Рабннович (Тула) 32—38, 36, 39; 
Я. Рапацкия (Братск) 34; АД. Резников (Ки- 
ев) 37, 40; Р. Рожков (Москва) 43; Ф. Рож- 
ков (Рязань) 43; В. Ронкин (Харьков) 37, 
40; Б. Соломяк (Ленинград) 43; М. Ситников 
(Москва) 43; Г. Скляр (Жарьков) 32—34; 
С. Скоков (д. Соковни, г. Слободской) 37; 
В. Слепой (Фруизс) 37. 43: ЛА. Слесаренко 
(Рубцовск Алтайского края }34—38, 43. 43; 
А. Слинкин (Москва) 43, 44; И. Смирнов 
(Москва) 34: А. Соломахов (Москва) 34; 
Ю. Соркин (Москва) 38: К. Стемиек (Поль- 
ша) 43; А. Торнопольский (Коростень) 34; 
К. Тевосян (Абовяи Арм. ССР) 34; Э. Турке- 
вич (Черновцы) 32—34, 43, 44, 456; В. Уры- 
ваев (Москва) 43; ИН. Усвят (Ташкент) 34; 
С. Финашин (Ленинград) 32—34, 36, 43— 
45; Г. Храпунович (Ленинград) 40; И. Цу- 
керман (Ленинград) 34, 38, 37, 39, 40; Ю. Цы- 
ганов (п. Вербилки Московской обл.) 37; 
М. Чеповецкий (Леиинград) 34; А. Черебатов 
(Омск) 36, 40, 43. 44; И. Чернов {Кривой 
Рог) 32, 34; Р. Шаринов (Казань) 40; Г. Шме- 
лев (Ярославль) 43, 44, 45; 9. Шор (Харьков} 
44; А. Щехорский (с. Старнки Житомирской 
обл.} 32, 34; И. Юнус (Харьков) 34, 36, 37, 
43. 45; С. Юркевич (Ленипград) 32—34, 
43; Б. Юсин (Москва) 32—34, 36—40. 44, 
45; Р. Ямилов (Уфа) 34, 38, 37; Б. Яцало 
(<. Морочно Ровенской обл.) 37. 

Ю. П. „Лысов 


Правильные решения задач $243 —Ф252 прн- 
слали следующие читателн (жирная инфра 
после фамилии означаст последнюю цифру 
номера задачи): Д. Азов (Челябинск) 8, 8, 
9.0, 1; Р. Акбаров (Андижан) 9, 0, 1; Ю. Алек- 
на (Алитус) 8. 1; И. Алексеева (Миасс) 9; 
П. Анциферов (Фатеж) 4, 6, 7, 9, 0, 1; В. Аших- 
мин (Таллин) 8, 1, 2; Р. Бабчанник (с. Ма- 
нома Хабаровского края) 3, 4, 9, 0; В. Ба- 
куров (Новосибирск) 4, 6, 8, 9, 1.2; А. Ба- 
раов (Москва) 4, 6; А. Барсуков (Пятигорск) 
9; Р. Басыров (д. Н. Каракитяны ТАССР) 
8. 9, 1, 2; В. Бганцов (Рубежное) 9; /7. Бей- 
гельман (Калининград) 6; В. Беляев (Москва) 
3, 4. В, 9, 0, 1; П. Бендорюс (п/о Наюрис Лит. 
ССР) 1; В, Бенхан (Калинин) 9; 'С. Березин 
(Кимры) 3, 4, 6, 8, 2; А. Берлин (Бобруйск) 
8, 1; М. Бижоев (с. Старый Урух КБАССР) 3; 
С. Бобков (Курган) 6, 8, 9; „7. Богомолов 
(Одесса) 4, 6, 9, 1, 2; А. Браславец (Ново- 
сибирск) 1; Ю. Бриль (Днепропетровск) 
4; А. Бузулуцков (Новосибирск) 4, 7; Ю. Бу- 
чинскас (Шилальский рн Лит. ССР) 4. 8, 8, 9, 
1, 2; А. Бушмакин (Мваново БАССР) 1; 
Ю. Вавич (Кировоград УССР) 9; А. Визитов 
(п. Глыбокое Чериовицкой обл.) 6; В. Винс 
<. Андреевка Омской обл.) 8; И. Виняр 
{Оргеев) 9, 1; А. Волков (Челябинск) 1; 
П. Волохов (Криуляны) 1; Д. Габриэльян 
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{Белая Калитва) 8; С. Гаврилов (Свердловск) 
6: В. Гаврилюк (Минск) 8, 9, 0, 1; В. Галцев 
(Оренбург) 1; М. Гедалин (Тбилиси) 9; 
С. Герц (Хуст) 9; Р. Гирдянис (Вильнюс) 4: 
„7. Глазман (Харьков) 3, 4, 6, 7, 8, 9, 0, 1.2: 
И. Голдовский (Брянск) 6; В. Голутва (п. Вы- 
сокополье Херсонской обл.) 1, 2: Е. Горба- 
тый (Одесса) 8, 0, 1; В. Гребень (д. Белоуша 
Брестской обл.) 9: С. Григорьев (Ессентуки) 
8; А. Гринбере (Кишинев) В. 1; И. Грин- 
шитейн (Одесса) 8, 9, 1; С. Гродский (Кор- 
сунь-Шевченковский) 4, В, 2; И. Грушецкий 
(Екабинлсе) 3, 1; В. Губени (Угиев Львовской 
обл.) 3, 1; М. Гулянский (Магнитогорск) 
3. 4. 6: А. Гуревич (Мииск) 4, 6. В, 9, 0, 1: 
А. Давыдкин (Горький) 1; У. Джуманиязов 
{Хазараспский р-н Хорезмской обл.) 8; 
А. Дматриенко (Воронеж) 9, 1, 2; Ю. До- 
кучаев (Леиниград) 4, 6, 7, 8, 9, 0, 1, 2; 

А. Дробинин (Евпатория) 4, 6, 9. 1, 2; 

И. Дубровский (Омск) 8, 0, 1; В. Дяченко 
(Гадяч) 8; Р. Егоряя (Раздан) 8, 9, 1! С. Ер- 
жанеова (<. Баршечтол Семипалатинской обл.) 
8; Г. Еркнопетян (Ереван) 8, 9, 2; В. Же- 
дезнов (п. Окгябрьский Амурской обл.) 
6. 9: В. Жик (Грозный) 6, 8, 9, 0, 2; Д. Жу- 
ховицкий (Магадан) 6; С. Загидулин {Феодо- 
сия) 1; С. Зазовский (Новомосковск Туль- 
ской обл.) 6. 2; С. Закурин т. Мышкино 
Ярославской обл.) 2; Р. Залавитдинов (Ка- 
наци) 8, 0; Ю. Зельдин (Орша) 2; С. Зенович 
(Ташкент) 9, 1; И. Зорин (Курск} 8; Е. Зуб- 
ко (Ивано-Франковск) 3, 4, 8, 1; А. Иванов 
(Фергана) 6; Т. Нванова (Москва) 2; В. Ива- 
щук (Кисв) 4, 6, 8, 9,0,1, 2; А. Налев (п. Строй- 
керамнки Куйбышевской обл.) $; А. Измай- 
лов (Баку) 6—9; И. Новик (Магпитогорск) 2; 
С. Казанцев (Новокузиецк) 8, 9, 0, 1; С. Кап- 
ляев (п. Сосновый Бор Ленинградской обл.} 
3, 4, 6, 7. 1; В. Канзюба (Пнепродзержинск) 
8, 0, 1; В. Карлин (п. ММС Волоколамского 
р-на} 6: В. Корпухов (Челябинск) 1; В. Кар- 
тюков (Батайск); 1; К. Кацман (Мытищи) 4, 
6; А. Касюм (Гайворон) 8; А. Клочко (Жу- 
ковский} 6, 1; Я. Коган (Глазов) 6—9, 1; 
В. Комаров (Ачинск) 8; И. Кондратенко (Во- 
рошиловград) 9, 1, 2; А. Коптелов (Челя- 
бинск) 1; Я. Кормильченко (Орджоникидзе) 2; 
С. Коршунов (п. Монино Московской обл.) 
4, 6—9, 0, 1.2; Л. Кофлеш (Таллин) 4, 8, 7: 
Л. Кофман (Таллии) 8, 9, 0, 1, 2; Г. Коява 
(Цхинвали) 8, 9, 1; С. Креким (Магадан) 6; 
ЗВ. Кизнецов (с. Кага БАССР) 6, 9, 0, 1; 
В. Кузьмин (Грозный) 7. 8; А. Лекчинов 
(Шахты) 6, 2; В. Лисенков (Киреевск) 8, ; 
А. /укьянов (Дубовский Ростовской обл.) 
8: Ю. Лурье (Москва) 9, 0; А. Льзов (Саратов) 
8. 0, 1, 2; В. Мазалов (Шауляй) В, 9, 0, 1; 
В. Маворов (Душанбе) 8; С. Макаров (Сз- 
ратов) 8, 1, 2; В. Малов (Ташкент) 1; Н. Ма- 
пехич (Новокузнецк) 3, 3, 9, 0, 1, 2; С. Медль- 
ник (Харьков) 3, 4. 6, 9, 1, 2; А. Набатчиков 
{Курск) 6, 2; Р. Нартикоев (Орджоникидзе); 
6; А. Немыкин (Кировабад) 7; Н. Никитин 
(Ленинград) 6, 8, 2; В. Николаев (Канаш) 
1, 2; Б. Новосядлый (Чортков) 3; Р. Нугаев 


(Казань) 3; С. Нужный (Куйбышев) 4, 6, Т; 
Г. Оганисян (Ереван) 4; А. Оксак (Воро- 
шиловград) 6; А. Осин (Камышин) 1; Р. Ос- 
панов (Байрам-Али) В, 9; А. Островский 
(Алма-Ата) 9; М. Островский (Ленниград) 
8, 9, 0, 1, 2; Г. Павлов (Москва) 6; П. Па- 
ровичников (Обиннск) 2; . Парфентьев 
(с. Мносское Челябинской обл.) 8, 1; Е. Па- 
тяеза (Москва) 8; Ю. Перфильев (Саратов) 4, 6, 
7, 8, 0; Ю. Нинелис (Кзыл-Орда) 3, 4, 6, 7. 9, 0, 
1, 2; К. Пирятинский (Кишинев) 9; А. Побла- 
гуев (Вииннца) 4, 6; О. Поваляев (Подольск) $. 
6, 8, 9, 1; А. Лолянский (Челябинск) ®, 1, 2; 
С. Поляруш (Жабинка) 6; Р. Портной (Чер- 
новцы) 9; Ю. Прилепский (Алма-Ата) 1, 2; 
В. Прупис (Москва) 4; В. Разин (Белорецк) 
8, 9, 1; А. Резников (Киев) 4, 6; А. Ремеев 
(Ташкент) 4, 7, 8, В В. Решетняк (Киев) 
6, 8, 0, 1,2; А. Решетов (Грозный) 1; Э. Ро- 
зенкранц (Магнитогорск) 3, 6, 1, 2; В. Ройна 
(Познань, Польша) 1; М. Рывкин (Бобруйск) 
4, 6, 8, 1, 2; В. Рыжиков (Ахтубинск), 4, 6, 8, 
9. 0, 1, 2; Е. Рялисов (Ломоносов) 8,0, 1, 2; 
А. Савик (Москва) 8. 1: П. Самовал (Гай- 
ворои) 6; И. Сафаргалиев (с. Янги-Курган 
Ферганской обл.) 8, 0; В. Свиридов (ВНИИСС 
Воронежской обл.) 6, 8, 9, 2; С. Семенюк 
(ст. Посевная Черепановского р-на) 1; А. Сем- 
ненко (Старые Дороги) 8; Р. Сергеев (д. Пе- 
ребродье Витебской обл.} 2; А. Синьсовский 
{Душанбе) 8; 1; Р. Сирота (Харьков) 4, 5, 
6, 9, #, 2: В. Слепой (Фрунзе) 2: В. Смолен- 
ков (Ленинград) 9, 1; Ю. Смоленцев (Ессен- 
туки) 3—9, 1, 2; А. Смык (Красноярск) 6, 8 
И. Снигирев (с. Чепца УАССР) 1, 2; М. Сил- 
тангалиев (с. Ваныш БАССР) 4, 6; А. Тралле 
(Минск) 8: Л. Требулёва (Ташкент) 9, 0; 
М. Тульчинский (Киев) 2; Д. Узненко (Маг- 
нитогорск) 4; И. Усвят (Ташкент) 4, 6; 
С. Утнасупов (Элиста) 8, 9, 0; Н. Федин 
(Омск) 3, 6, 8, 9, 1, 2; В. Филиппов (Бала- 
шиха) 4, 8; А. Хомич (Брест) 8, 8, 9, 0; 
С. Хоружий (Абинск) 1; Ю. Цыганов( п. Вер- 
билки Московской обл.) 6, 8, 9, 2: А. Черни- 
ков (Воронеж) 8, 2; Е. Чернышов (Ленинград) 
1, 2; А. Шоблатович (п. Верхнее Синевндное 
Львовской обл.) 4, 6; М. Шаймухамбетов 
(Алма-Ата) 9. 2; В. Шендрик (Алма-Ата) 
4—9, 0. 1,2; А. Шень (Москва). 8, 9. 0, 1, 
2; В. Шнейдман (Харьков) 3, 4, 7, 8, 9, 1,2; 
В. Шоев (Фрунзе) 68; С. Шульга (Славянск) 
3, 4, 7; О. Щербаков (Лида) 8, 0, 1, 2. 


С. Г. Семенчинский 
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Максимум найден 


В «Кванте» 1973, № 10 была 
напечатана заметка «Макся- 
мум?». Редакцией получено 
много писем с ответами на 
помещенную в этой заметке 
Задачу. Все ответы, прислаи- 
ные чнтателями. оказалнсь 
правнльнымн. Действитель- 
но, рекордное произведение. 
о котором говорнлось в ус- 
ловни задачи и которое было 
найдено в Японин, равно 
7448. Очень приятно, что 
этой задачей заинтересова- 
лись многие читатели, но, 
к сожалению, не все присла- 
ли свон решения, н поэтому 
в большинстве случаев, не- 
возможно выяснить, как был 
получен правильный ответ. 
Решения же тех читателей, 
которые нх прислали, как 
правило, заключались в пе- 
реборе возможных варнан- 
тов. 

Коиечно, нахождение ре- 
шення с нспользованнем таб. 
лиц илн вычислительных ма- 
шин не представляет ника- 
ких логических трудностей, 
хотя довольно громоздко ни 
неннтёресно. Поэтому наи: 
более любопытны те реше- 
ния, которые используют ло- 
гический анализ приведенной 
в задаче ситуации н доказы- 
вают едьнственность полу- 
ченного ответа. Таких реше- 


инй немного. В первую 
очередь хочется отметить 
решення Аядрея Мишина 


(Ленинград), Сергея Терно- 
вого (Волгоград) ин Сереея 
Гладковского (г. Георгиевск 
Ставропольского края}. Этим 
чнтателям удалось значи- 
тельно сократнть число рас- 
сматриваемых комбинаций и 
довольно быстро прийтн к 
правильному решению. Ре- 
шение тов, Челябова (Ма- 
хачкала} — полное и ипрз- 
вильное, однако оно очень 
громоздко. 

Нельзя не упомянуть н 
самого молодого из читате- 
лей, прнславшего правиль- 
вый ответ на эту задачу — 
шестиклассника Меню Чь- 
хова из Москвы. 
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Четырехугольники 


В. Г. Болтянский 





ПРАНТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 





Вспомним прежде всего определение параллелограмма: четырехугольник *) 
называется параллелограммом, если его противоположные стороны попарно 
параллельны. Разберемся в структуре этого определения. 

Во-первых, следует отметить общий характер этого определе- 
ния: его можно применять клюбому четырехугольнику (хотя в опреде- 
лении это явно и не сказано). Иными словами, какой бы четырехугольник мы 
ни взяли, стоит только убедиться, что его противоположные стороны попар- 
но параллельны, н мы скажем, что это — параллелограмм. 

Во-вторых, следует отметить, что попарная параллельность противо- 
положных сторон является необходимыми достаточным ус- 
ловием для того, чтобы мы могли назвать четырехугольник параллело- 
граммом. Иначе говоря, мы в том и только в том случае считаем четырехуголь- 
ник АВСРЬ параллелограммом, если знаем, что АВ|СЬ и АБ|ВС. 

Сказанное позволяет кратко записать определение параллелограмма 
следующим образом: 


(УАВСО) (АВСР — пар-мм) м ВИСР и АБ! ВС). (1) 


Знак У применяется в математике вместо слов «любой», «каждый», «всякий» 
ит. п. Далее, знак <> читается «необходимо и достаточно» (нли «в том 
и только в том случае»). Наконец, обозначение «Бе!» представляет собой 
сокращение английского слова РейлИюл (определение). Таким образом, 
сокращенную запись (1} можно прочитать словами следующим образом: 
произвольный четырехугольник АВСО является, по определению, параллело- 
граммом в том и только в том случае, если АВИСО и АБ]ВС. Обычно, 
для краткости, указание о том, что это определение пригодно для произ - 
вольного четырехугольника, пропускают; кроме того, пропускают 
слова «в том и только в том случае»; наконец, словосочетание «является, 
по определению» заменяют одним словом «называется». Вот и получается 
формулировка, приведенная в начале статьи. 

Все дальнейшие свойства параллелограммов формулируются в винде 
теорем. Вот основные свойства параллелограммов (записанные теми же 
символамн): 


(УАВСО) (АВС — пар-мм) ‹>(АВ|СР и АВ = СБ); (2) 
{УАВСЬ) (АВСР — пар-мм)* (АВ = СВ и АБ = ВС); (3) 
(УАВСР) (АВСР — пар-мм) > {ХА = ЗСизВ = 95); (4) 


(УАВСРЬ) (АВСР — пар-мм)<> (ХА +В = 180°и В + <С = 180°); (5) 


{(УАВСРЬ) (АВСР — пар-мм)= (точка пересечения днагоналей делит их 
пополам); (6) 





*) Всюду в статье имеются в виду выпуклые четырехугольники. 
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(УАВСР) {АВОСЬ — пар-мм) +НАВСР имеет центр симметрии): (7) 
{УАВСР) (АВС — изр-мм) < 


+>(АС* + ВБ* == АВ? +- ВС? + СО + АБ*.. (8) 


Каждая из записей (2}—(8) содержит две теоремы, прямую н обратлю 
(причем не во всех случаях обе теоремы изучаются в школе). Например, 
теорема (2) утверждает: 9.29 пшео чтобы четырехугольник А ВСР был паралае- 
зограммом, необходимо в достаточно, чтобы стороны АВ и СО были равны 
и параллельны. В этой формулировке содержатся две теоремы. Одна из них 
состонг в том, что есан четырехугольник АВСП — параллелограмм. то 
АВСР и АВ =: СО. Это записывается так: 


{УАВСО) (АВСР — нар-мм)>АВИСО и АВ = СО). {9} 
Другая теорема {обратная} гласит: если в четырехугольнике АВОСЬ имеем 
АВНСО, и АВ -= СЭ, то АВСР — параллелограмм. Вот ее запись: 

(УАВСО) {АВС и АВ = СО) (АВОСЬ — вар-мм). (10) 


Обе формулировки (9) и {10), каждая из которых содержит одностороннюю 
стрелку => («еслн..., то... »), объединяются одной записью (2), содержа- 
щей двустороннюю стрелку... необходимо и достаточно...»}. Подобным же 
образом каждую из теорем (3} -- (8) можно разбить на две теоремы, прямую 
и обратную. Большинство из этих теорем хорошю известны учащимся. Ос- 
гальные (ие доказывавишеся в школе) можно рассматривать как задачн на 
доказательство. Читателю рекомендуется вспомнить (нли придумать) лдо- 
казательства всех этих теорем, как прямых, так и обратных. 

Следуст обратить внимание на то, что запись каждой из теорем {2)--- (8) 
очень похожа на запись определения {И} — только отсутствует обозначение 
«Бе». Каждая из зациеей (1)-- (8) хтверждает, что четырехугольник АВС 
в том и только в том случае является параллелограммом, если выполнено то 
иди иное свойство. Однако роль утверждений (|) — (8) не одинакова. Первое 
из них является определением, то есть используется для первоначального 
введения нонятня параллелограмма. Поэтому оно не нуждается в доказа- 
гельстве. Соотношения (2)—(8) не являются определениями, а представляют 
собой теоремы и требуют доказательства. 

Заметим, что мы могли ввести понятие параллелограмма и иначе, на- 
пример, можно было бы принять {2) за определение параллелограмма. 
В эгом случае соотношение (2) не нужно было бы доказывать (оно имело бы 
место «по определению»), но тогда утверждение {1) следовало бы уже рас- 
сматрнвать как теорему, которая (так же как и остальные утверждения 
(3}-— (8) должна быть доказана с помощью хтверждения {2). 

Расчленение записи определения па три части (см. (1)). холя и похоже 
за расчленеине запнсн теоремы на трн частн {см. (2}-—(8)}, но имеет несколь- 
ко иной оттенок. Первая часть определения указывает родовое понятие. 
В данном случае это — понятне четы рехугольника (то есть на- 
раллелограммы выделяются из множества всех четырехугольников). Вторан 
часть определения вводит название нового понятия (новый термин — в дан- 
ном случае ‹параллелограмм»). Наконеи, третья часть определения содер- 
жит описание видового отличия, в даниом случае описание того свойства 
(попарная иараллельность противоположных сторои), которое выделяет 
нараллелограммы средн всех четырехугольников. 

Для сравнения возьмем ене одно определение: 

(Улб №) в О И делится на 2). 
в 
Здесь А’ — множества всех напщральных чисса (родовое понятне}, опреде. 
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пяемым термином явля понятие неиного числа, а видовое отличие — 
‹войство делиться на 2 (без остатка). 

В случае теоремы назначение частей иное; его лучие вхего рассмотреть 
на примере теорем с односторонней стрелкой (см. (9) или (10)). Первая часть 
представляет собой разъяснительную часть теоремы. Вторая и третья части 
идущие непосредственно до и после знака =*) называются соответственно 
условием и заключением теоремы. Разъясиительпая часть описывает те об- 
стоятельства, которые должны иметь место, чтобы можно было сформулн- 
ровать теорему, и те обозначения, которые применяются при ее формулнров- 
ке. В теоремах (9), {0} ‹а также в каждой из георем (2)—(8)) разъяснитель- 
ная часть указываег, что рассматривается произвольный четырехугольн ик, 
вершины которого обозначены буквами А, В, С, О. Теорема в иелом утверж- 
дает, что если (ири обстоятельствах, описанных в разъяснительной части} 
выполняется условие теоремы. то справедливо и ее заключение. 

Заметим, что для получения обратной теоремы пужно сохранить ту же 
разъяснительную часть, а условие и заключение поменять местами (ср. (9) 
и (10). Заметим также, что в теоремах, выражающих необходимые и доста- 
точные хеловия (например, (2)—(8)) условие и заключение равноправны, 
то есть их можно менять местами без изменения смысла теоремы. 

Занпишем теперь определение и основные свойства ромба (знак ХУ заме- 
няег слово «параллелограмм»): 


(УЕ? АВСВБ} (АВС — ромб/+ АВ = ЛО); (11) 
ры 

(У27 АВСЬ) ‹АВСР — ромб) < (Х ВАС = З САБ); (12) 

(У-> АВСЬ) (АВСР — ромб)АС ВР); (13) 


{У 1 АВСО)} (АВСЬ — ромб)-ХАС — ось симметрин). (14) 


На иримере этих теорем легко проследить, как важно правнльно формули- 
ровать разъяснительную часть — особенно при переходе к обратной теоре- 


ме. Возьмем для примера теорему (1:3), которую запишем в виде двух теорем, 
прямой и обратной: 


{У—7 АВОСЬ) ‹АВСО — ромб)(АСЬ ВО): (15) 
(У? АВСЬ) (АС ВО)> (АВСО — ромб). (16) 


Кели в разъяснительной части теоремы 15 мы укажем, что АВОСЬ — 
произвольный четырехугольник (а не параллелограмм). то 
опа примет вид: 

(У АВСО) (АВСО — ромб) > {АСТ ВО}. (17) 


«По смыслу» георема (17} вроде бы не отличается от теоремы (15): одна теоре- 
ма утверждает, что если нараллелограмм является ромбом, то его 
днагоналн пернендикулярны; а вторая говорит о том, что есличетырех - 
`гольник является ромбом, то его диагонали перпендикулярны, 
то есть в обеих форму лировках речь идет о том, что диагонали ромба перпен- 
дикулярны. Одвако для (15) обратная теорема (16) верна, а для (17) обратная 
теорема неверна (из того, что днагонали четырехугольника 
АВСР перпендикулярны, еще не следует, что АВСР — ромб). Это показы- 
вает, насколько важным является четкое указанне разъяснительной частн, 
\словня и заключения, — особенно при формулировке обратной теоремы. 


Заиинием, далее, определение и основные свойства прямоугольники: 


{927 АВСР) (АВСР — прямоугольник) $ (% А = 90°); (18) 
Ос 
(У—?АВСЬ) (АВСР — прямоугольник) + (АС = ВО): (19) 


5$ 


Бир:ЛКуапитсесте.ги 


{У27 АВСЬ) (АВСР — прямоугольник) + (средняя линня является 
осью симметрии). (20} 
В связи с последней теоремой заметим, что средняя линия четырехуголь- 
ника — это прямая, соеднняющая середины двух противоположных его 
сторон (так что в любом четырехугольнике имеются две средние линии). 
Теорема (20) утверждает, что параллелограмм АВСО в том и только в том 
случае является прямоугольником, если одна из го средних линий служит 
его осью симметрии: 

Определение — трапеции: 

(УАВСЬ) (АВС — тралевияныя ВИСЬ или АБПВС) (21) 
с 


требует некоторых разъяснений. Союз «или» имеет в математике (в отличие 
от обычной речи) неразделительный смысл. Иначе говоря, если в математн- 
ческом тексте сказано, что имеет место а или Б, то допускаются три воз- 
можности: 1) имеет место а, но не 6; 2) имеет место в, но неа: 3) имеют 
место оба обстоятельства а и 6. 

Обращаясь теперь к определению трапеции, мы заключаем, что четырех- 
угольник АВСР считается трапецней в следующих трех случаях: 

1) АВ|СО, но АО ВС (в этом случае основаниями трапецин будут 
отрезки АВ и СО); 

2) АВС, но АВУСО (основаниями будут отрезки АД и ВС: 

3) АВИСР и АБР|ВС (АВСЬ —- параллелограмм). 

Теорема о том, что средняя линия трапеции параллельна основаниям, а 
длина ее равна полусумме длин оснований, на первый взгляд не нмеет обрат- 
ной. Однако ее нетрудно разбить на две теоремы, каждая из которых содержит 
необходимое и достаточное условие: 


(УАВСО; М и М-- середины сторон АВ и СО) (АВСР — трапеция) ® 


мм =), (22 
(УАВСО; М и М — середины сторон АВ и СБ) (АВСР — трапеция) + 
(ММА). (23) 


Отметим еще теорему о равнобочной трапеции: | 

(УАВСР; АБ|]ВС, АВЧСЬ) (ЗА = ЗО)АВ = СБ). (24) 
Здесь указание АВ\-СР в разъяснительной части существенно, так как 
иначе обратная теорема будет неверна. 

Напомним теперь теоремы о вписанных н описанных четырехугольниках. 
Многоугольник называется вписанным (говорят также «винсуемым»), если 
существует окружность, проходящая через все его вершины. Многоугольник 
называется описанным, если существуете окружность, касающаяся всех его 
сторон. Вот необходимые и достаточные условия для того, чтобы четырех- 
угольники обладали этими свойствами: 

(УАВСР) (АВСР — вписанный) (%А + С = 180°); (25) 
(У АВСРЬ) (АВСР — описанный) (АВ + СР = АР+ ВС}. (26) 


Упражнения (задачи па доказательство Тсорем) 
1. (МАВСО; [, т, п, р— биссектрисы углов А, В, С, В} (АВСО — пар-мм) &% 
+3 (прямые р т, п, р образуют прямоугольник); 
145 -- ВС] 


2. {УАВСР; М, № — середины диагоналей) | М№-: 9 АВЕ ВС}: 
3. (УАВСО; АВ = ВС = АС) (АВСР— Вы == АР + СБ}; 
4. (УАВСО: $ — его площадь) (АС 1. ВВ) [$ =--АС. 85; 


5. (УАВСО; М, № — середины АБ. ВС, О — точка пересечения днагоналея } 
(АБуВС)=ЖММ проходит через 0). 








РЕЦЕНЗИИ. 
БИБЛИОГРАФИЯ 


Рассказ 
о капле 





Физика так устрсена, что за 
любым, даже самым, каза- 
лось бы, простым объектом 
ее исследований скрывается 
много неожиданного. Нетоль- 
ко антимир, ио н обыкно- 
венная капля тант в себе 
множество — интереснейших 
проблем. Только вот уви- 
деть эти проблемы, увидеть 
«сложное в простом» инчуть 
не легче, чем впростое в слож- 
НОМ». 

Новая научно-популяр- 
ная книга Я. Е. Гегузина 
«Капля»*) состоит из отдель- 
ных очерков, рассказываю- 
щих © физических законах, 
управляющих псведенкем 
капли, и об ученых, которым 
капля помогла решить ряд 
сложных и важных задач 
в различных областях науки. 
Так, словами  аннотацин, 
можно кратко изложить со- 
держание книги. Но аннота- 
ция ссвершенно ие передает 
поэтическяй дух книги. Ав- 
тор поставил перед собой цель 
показать родственность нау- 
ки и искусства. И это ему 
удалось. 

Удалось не только внешние 
(в книге есть стихи, оТ- 
рывки из художественных 
произзедеинй, посзященных 
капле), но и внутрение. Сход- 
ство между научным и ху- 
дожествеиным творчеством 
особенно ` проглядывает 
в очерках, посвященных уче- 
ным, взучашни  капаю. 
Кннга населена живыми 
людьми. Особенно достовер- 








*) Гегузнн Я. Е., Капля. 
М., «Наука», 160 стр., тираж 
40 000 экз., цена 29 кол. 


но автор рассказывает о Лем- 
млейне, Френкеле, Пииссе, 
с которыми он был лично 
знаком. 

Читатель узнает о том, 
как падают, скользят и слн- 
ваются капли, о том, как 
ведет себя кагля в невесо- 
мости, что такое капли пус- 
тоты и каплеподшипники, что 
представляет собой глицерн` 
новая капель н антндождь. 
Вот названия некоторых очер- 
ков, которые, как мие кажет- 
ся, хорошо передают стиль 
книги: «Талая вода», «Капля. 
шарик и калля-парашют», 
«Водяная корона», «Капля 
живого серебра», ‹ Засада на 
росу» и т. п. Этот стиль из- 
ложения, легкий н непри- 
нужденный, лишний раз под- 
черкивает мысль автора 
© том, что между наукой и 
искусством нет строгого раз- 
Зелительного барьера. 

Элементарна и неназойлива 
математика в книге. Оценки 
требуют не сколько знания 
математики, сколько понима- 
ния физики. Выкладки до- 
стулны каждому, кто свыкся 
с мыслью © том, что любой 
физический процесс ‘можно 
описать с помощью матемз- 
тических снмволов. 

Книга нляюстрирована кх- 
нограммами, — полученными 
при скоростной киносъемке, 
зто делает очень паглядиы- 
мн все процессы, о которых 
рассказывает автор. 

«Капля», несомненно, будет 
прочнтана © интересом всеми, 
кто нитересуется физикой. 


В. П. Лишевский 
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Читатели 
предлагают задачи 


1. Доказать, вто урав- 


нение 
29 = 13-= 19: 
не нмеет решений в натураль- 
ных числах. 
А. Хоцанкян 


2. Рассмотрим множест- 
во  катуральных  четырех- 
значных чисел ху2ё,  Удов- 
летворяющих системе урав- 
нений 

2 — 32! — 10, 
хуг = 952. 


Найти в этом множестве 
наименьшее число. 


Д.А. Деорский 


3. В примере на умно- 
жение 
‚‚хуг 
ху 
#2 
+» 
++ 





# ох 


разные цифры обозначены 
разными буквамн или звез- 
дочками. Попробуйте рас- 
итифровать пример. 


С. П. Тгрновой 


4. Доказать, что в пря- 
моугольном треугольнике 
сумма длннк катетов равия 
сумме диаметров вписанной 
и описанной окружности. 


К. Д. Мамедов 


5. Двузначное число, 81 
обладает следуюшим свойст- 
вом: сумма его цифр в квад- 
рате дает это же число, 
9%-81. Аналогичным свой- 
ством обладает трехзначкое 
число 512: 83:= 512. 

Попробуйте найтн все 
числа, сумма цифр которых. 
возведеиная з некоторую сте- 
лень, дает то же число. На- 
сколько много цифр могут 
иметь такие числа? 


В. В. Малинин 
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Слишком 
маленькая 
серия 





Мы расскажем о математиче- 
ской части выпускаемой мос- 
ковским издательством «Нау- 
ка» серни «Библиотечка фи- 
зяко-математической школы» 
{редактор — член-корреспон- 
дент Академин наук СССР 
И. М. Гельфанд). 

К мастоящему времени 
вышли в свет 8 книжек «Биб- 
лнотечки», ряд из которых 
выдержал уже несколько нз- 
даний. «Основную серию» со- 
ставляют следующие бро- 
шюры — (выпуски 1—5): 
И. М. Гельфанд, Е. Г. Гла- 
голева, А. А. Кириллов, Ме- 
тод координат; И. М. Гель- 


фанд, Е. Г. Глаголева, 
Э. Э. Шноль, Функции и гра- 
фики (основные  прнемы); 
С. И. Гельфанд, М. Л. Гер- 
вр. А. А. — Кирнллов, 
Н Н. Константинов, 


А. Г. Кушниренко, Задачи 
по злементарной математике 
(последовательностн, ком- 
бинаторика, пределы); 
Н. Б. Васильев, В. Л. Гутен- 
махер, Прямые и кривые; 
М. Н. Башмаков, Уравнс- 
ния и неравенства. Наряду 
© этим имеются еще 3 книж- 
кн, образующие —«дополни- 
тельную серию» (выпуски 
| *—3*): Е. Б. Дынкин, 
С. А. Молчанов, А. „Т. Ро- 
зенталь, А. К. Толпыго, Ма- 
тематические задачи; 
А. А. Кириллов. Пределы; 
Е. Б. Дынкин, С. А. Мол- 
чанов, АД. „7. Розенталь, Ма- 
тематические соревнования 
ние и алгебра). 

аметим сразу же, что 
деление серии на «основную» 
и «дополнительную»  пред- 
ставляется вполне уместным: 
в самом деле, между отдель- 
ными брошюрами имеются 
весьма заметные различия н в 
характере, н в целевом на- 
значении (что, впрочем, 60- 


лее или менее неизбежно для 
любой достаточио обширной 
серии, составляемой боль- 
шим авторским коллективом}. 
Мне кажется даже, что в ре- 
цензируемой серии можно 
выделить не две, а три 
«струн», различающиеся, в 
первую очередь, соотиоще- 
нием между теоретическим 
матерналом и задачами: пер- 
вую из них составляют вы- 
пуски |, 2 н 5, вторую. 
выпускн 3, 4 и 2 *, третью — 
выпуски |* и 3*. 

Обращаясь к содержа- 
нию отдельных книжек ‹6- 
рни, начнем с наиболее про- 
стых для рецензирования 
брошюр {* и 3*: «Матема- 
тические задачи» и «Матема- 
тические соревнования». Уже 
сами названия Этих КИиГ 
полностью раскрывают их 
характер: это просто сбор- 
никн (довольно разнородных 
по темам и методам решения) 
задач, предлагавшихся на 
различных конкурсах в мос- 
ковеких специализирован- 
ных «математических» шко- 
лах; в конце брошюр собраны 
решения (или указания к рс- 
щению} всех без исключения 
задач «основной части» кин- 
ги. Помимо этого каждая 
из книжек заканчивается раз- 
делом «Дополнительные за- 
дачи», решения к которым не 
указаны. 


Высокий уровень задач и 
тщательность составления от- 
ветов и указаний гаранти- 
руется уже самим списком 
авторов, включающим нзвсст- 
ных математиков, много Лет 
работающих в «математиче- 
ских» школах. Для решения 
большинства задач выпусков 
+* и 3*  «Библиотечкн» 
вполне достаточно знаний в 
объеме курса математики 
первых восьми классов сред- 
ней школы. По характеру 
задачи во многом близки к 
публикуемым в «Задачиике 
«Кванта», являясь, впрочем, 
в среднем несколько более 
простыми. Более удачной из 
этих двух брошюр мне ка- 
жется вторая, частичио это 
объясняется подзаголовком 
«Арифметика н алгебра» вы- 
пуска 3*, ибо в целом гео- 
метрическая часть сборника 
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|* представляется 
слабой. 


В этом отношении остает- 
ся только надеяться на'то, что 
некоторую «задолженность» 
составителей — «дополнитель- 
ной» серни «Библнотечки» пе- 
ред любителями геометрия 
ликвидирует служащий про- 
долженнем выпуска 3* н 
выходящий вскоре в свет 
вынуск 4 *: Я. Б. Васильев, 
С. А. Молчанов, А. Л. Ро- 
зенталь, А. П. Савин, Мате 
матические соревнования (ге- 
ометрия). 

Перейдем теперь к «самой 
основной» части серни, пред- 
ставлениой вылусками |, 2 
и 5. Несмотря на то, что ни 
здесь, разумеется, задачи и 
упражнеиня составляют су- 
шественную компоненту тек- 
ста (ибо как же можно учить- 
ся математике без задач?), 
все же основой этих трех 
выпусков служат учебные 
материалы теоретического Ха- 
рактера. Очевидиа связь этих 
трех книг {особенно двух 
первых из них) с существую- 
щей прн Московском универ- 
ситете Заочной математиче- 
ской школой: эти выпуски 
излагают курс ЗМШ, вклю- 
чающий сведекня теоретиче- 
ского характера и «коитроль: 
ные задания», предлагаемые 
учащимся для проверки сте- 
пени усвоения материала (эти 
задания легли в основу соп- 
ровождающих каждый раз- 
дел брошюр упражнений для 
самостоятельного решения). 
Написанные на — высоком 
научном н методическом уров- 
не, посвященные самым важ- 
ным вопросам общематема- 
тинеского характера, бро- 
шюры эти пользуются вполне 
заслужеиной популярностью 
н, бесспорно, оказывают су- 
щественную помощь мно- 
гим интересующимся мате- 
матикой школьникам. Ммен- 
но потому, что автор оценн- 
вает эти брошюры достаточ- 
но высоко, далее речь идет 
не об нх бесспорных достонн- 
ствах, а о том, что автора 
в них не вполне удовлетво- 
ряет. 

Прежде всего не удовлет- 
воряет количество со- 
ставляющих серию брошюр. 


нанболее 


Серня книг только в том слу- 
чае достойна Такого нанме- 
нования, если входящие в 
нес книги следуют одна за 
другой достаточно регуляр- 
но. Можно только пожА- 
леть и том, что содержа- 
несся и первых изданиях 
выпуска 2 обещание скорого 
продолжения темы «Функ- 
ини и графики» (находящее 
косвенное надтвержденине в 
подзаголовке °Осповные при- 
смы? выпуска 2) не только 
пе было реализовано, но да- 
же н вовсе исчезло из дам 
иейших изданий этой книг. 
Далее, кажется  пело- 
стаАТОЧНО нодчеркиутой ана- 
логия тем выпусков [и 2 
«Библнотечкиг. По существу 
в этих двух книгах речь 
ндет о двух сторонах при- 
менении координат ного мето- 
да. В первом случае во 
главу угла кладется понятве 
уравнения РЁ \(х, и) = 0 ли. 
иным 2. (икреход: М (хи) Е 
ЕЕ (х. У = 0); во вто. 
ром — покятие графика т 
функиин иу=- а) (абрат- 
ный переход: у = }(х) <> 
5 Ах, ) ЕТ). Эн о де 
нден  носледовательно  рас- 
крываются и выпусках [в 2 
«Библиотсчки», однако тсс- 
ная их связь акцентируется 
недостаточно. Заметнм  туг 
же. что развитый математи- 
ческий язык более важен для 
пачицакиинх, чем Для опыт: 
ных математиков -- и отсут- 
ствие основных  теорстнко- 
множественных и логических 
символов или недостаточно 
свободное вх исиользонание 
несколько связывают 
рон выпусков Ён 2. 
В нротивоположность 
этому в пыпуске 5, в основном 
посвященном обсуждению си- 
мого смысла выражений 
«урааненне», осистема урав. 
нений», «равноснльность 
уравнений, «решение  урав- 
нення (нли неравенства)» и 
т, д., соответствующая сим- 
нолика использована доста- 
точно широко, однако для 
школьника, последовательно 
изучающего кинжки «Биб- 
лнотечки», отсутстане ирн- 
вычкн к подобным записям 
может несколько затруднить 
„восприятие этой брюиноры. 


АЙТО- - 


Я также склонен был бы 
считать несколько преувелни- 
чзенным внимание авторов вы- 
нуска 2 «Библиотечки» к 
функции у = |х| и разным 
се комбннациям. 

1 уж во всяком слу- 
чае неоправдапным кажет- 
ся мне включение в пис- 
ли основных ирнемов» По- 
строения графиков имеюще- 
г“) довольно чистное значе- 
ике перехода и =: } (хз у = 
== АХ) |. 

Несколько преувели- 
чениым кажется также ощу- 
шающесся и последних из- 
дакнях пыпуска | внимание 
к частным видам уравнения 
прямой (ведь школьник, чего 
доброго, сочтет необхолимым 
запомнить «уравнение в от- 
реэках па осях»!). Однако, 
наряду < этим,трудно не вы- 
разнть свое восхищение, ска- 
жем. удачной трактовкой темы 
© четырехмерисм кубе в вы- 
нуске 1, тщательностью гпод- 
бора примеров и задачи (во 
всех выпусках), рацкональ- 
ным (и редким для советской 
учебной или научно-популяр- 
ной литературы) использова- 
инем волей для рисунков н 
чертежей, яркими вставками 
на отдельных листках КНН- 
жек, методически продуман- 
ным использованнем обычных 
дорожных знаков — да и мНо- 
гим другим, с чем познако- 
мится любознательный 
икольинк. захотевший уз- 
пать канжкин *«Библнотечки 
физнко-математической шко- 
лы» не только по настоящей 
рецензин. 

Пока ничего ие сказано 
© выпусках 3, 4н 2*, которые 
можно считать промежуточ- 
ными между «самой основ- 
ной» н одополнительной» се- 
риямн. Дело в том, что если 
выпуски |* и 3” мож, 
ножалуй. назвать «задачни. 
ками», а выпуски |1, 2н5-— 
«учебниками», то выпуски 3, 
4 н 2* — это, так сказать, 
«заданникн-учебникн», то есть 
задачиики по форме, но учеб- 
инки по существу. В этих 
трех небольших книжках из- 
ложен достаточно серьезный 
теоретнческий матернаа. Так, 
папример, выпуск 2* «Биб- 
лиотечки» посвящен одной из 
трулнейших тем школьюго 
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курса математики — пре- 
делам. Однако изложен этот 
матернал в форме сборников 
задач, сопровождаемых эин- 
зодическими, хоть н достаточ- 
но важными, стеоретически- 
ми» пояснениями и. — что, 
пожалуй, играет тут еще 
большую роль, — разбором 
ряда характервых примеров, 
иллюстрирующих основные 
черты исследуемых понятий 
н иркемов. Такой путь нэло- 
жения материала требует ис- 
малого искусства — и удача 
авторов этих киижек пред- 
ставляется болыной н прин- 
иипнальной. И к этим книж- 
кам можно предъявить неко- 
торые частные  претензин. 
Наибольшее число  замеча: 
ний есть к ианболее понпра- 
анвшемуся н наиболее близ- 
кому по теме автору этих 
строк вылуску 4, посвящен- 
ному геометрии. Например, 
здесь можно было бы привст- 
ствовать  иесколько более 
развитый «математнческий 
ЯЗЫК», чем используемый ав- 
торамн (которые даже в $3 
«Пересечение н объедниение» 
старательно набегают ис: 
пользования общерасвро- 
страненных символов АПВ 
для пересечения множеств А 
н Вин АОВ — для нх объе- 
динения) Далее, азбука» 
геометрических мест {состав- 
ляющая $2 выпуска} ка- 
жется слишком обширной 
(образно говоря, включаю- 
шей давно устаревшие «яТЬ» 
и «нжицу», а ведь свободно 
можно было обонтнеь меяб- 
ним алфавитом). 

Очень Удачно применс- 


ние в одной кинжке и ава- 
эитнческих ин чисто геомет- 
рических методойя решення 
задач, — о и тут стонло 
пойти еще дальше, сделак 
аналнтические (то есть ал 
гебранческие нли скоорди. 


натные») подходы нолностью 
равноправными < синтетиче- 
скими (геомстрическвми). На 
самое главное» недовольство 
рецензируемой серией все же 
таково: превосходных кнн- 
жек ряда «Библиотечка фи- 
эико-математической школь» 
мы имеем  гокд саншком 
мало! 


И. М. Яглим 
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Новые книги 





В этом номере мы продол- 
жаем публиковать аннота- 
цим на кныги, выходящие 
за 1974 году, представпяю- 
щие мнтерес для наших чи- 
тателей. 

В Ш квартале 1974 года выя- 
дут в свет следующие кни- 
ги [заказы на них можно 
направяять через магазины 
=«Кнкга — почтойн]: 


Математика 


Издательство 
«Наука» 


1. Зайцев В В 


Рыжков В. В., Ска- 
навн М. И. Эдежентар- 
ная математика (объем 


35 л., тираж 800 000 экз., це- 
ма { руб. 08 коп., изд. 2-е, 
переработ. н дополн.). 
Киига представляет собой 
пособне для поступающих в 


вузы. В ней  снстемати- 
чески изложен материал, со- 
ответствующий программе 


вступительных экзаменов по 
математике в высшие учебные 
заведения. Большое коли- 
чество решенных задач су- 
щественно облегчает чтение 
КИГИ. 

2. Коровкин ЦП. П. 
Неравенства (объем 4л., 
тираж 100 000 экз., цена 
14 коп., изд. 4-е). 

Брошюра П. П. Коров- 
кина выходит в серни «По- 
пулярные лекции по мате- 
матнке». Она посвящена ие- 
которым замечательным не- 
равенствам, играющим боль- 
шую роль в математике. 

Большее количество за- 
дач, приведенных в книге, 
делает ее особенио ценной 
длЯ ШКкольинков. 

Кинга рассчитана иа 
школьников старших клас- 
сов. 

3. Маркуше - 
вич А. И. Замечательные 
синусы (объем 5л., тираж 
50 000 экз., цена [8 коп. изд. 
2-е). 

Весьма живо н интерес- 
ио автор рассказывает чита- 


телю о ближайших «родст- 
венинках» кругового сину- 
са — гиперболическом и ле- 
минискатическом — синусах. 
Книга рассчитана на вдум- 
чивого читателя. Ее могут 
читать сильные школьники 
[0-х классов. 


Физика 
Издатель ство 
«На ука» 
1. Селезнев КЮ. А. 
Основы элементарной физики 


(объем 30 л.. тирах, 
300 000 экз., цена 94 коп., 
нзд. 4-е}. 

Квига предназначена 


в первую очередь для людей, 
готовящихся к поступлению 
в высшие учебные заведения. 
В ней последовательно из- 
ложен весь курс «школьной» 
физики. Большое количество 
задач (с решениями) помо- 
гает лучшему усвоению ма- 
тернала. 

2. Механика. Под ре- 
дакцией А. С. ЛАхмато- 
ва (объем 3З0л., тираж 
100 000 экз., цена 1 руб. 
29 коп.. изэд.-2-е). 

Данная книга является 
третьей частью четырехтом- 
ного курса физики пля амс- 


риканскнх средних ишжол 
(1-я часть — Вселенисч. 
2-я — Оптика и во: 
3-я —_ Механика и 4- 


Электричество и 
атома). 

Книга полезна учителям 
физнкн и школьникам 8— 
10-х классов, интересующим- 
ся вопросами физики. 

3. Лаиге В. Н. 3Эк- 
спериментальные — физичес- 


строение 


кие — задачи на смекалку 
(объем 5 дл. тнраж 
200 000 экз., цена [4 коп.}. 


В книге приведены 116 
задач, в которых предлага- 
ется придумать способ из- 
мерення некоторых величии, 
используя самые примитив- 
ные и элементарные приборы. 
В конце дается разбор задач. 
Книга написана жнво и ии- 
тересно. Ее с удовольствием 
прочтут все любители фн- 
зики. 

4. Кошкин Н. И,, 
Шаркевич М. Г. Спро- 
вочник по влементарной фи- 
зике (объем 13л., тираж 
200 000 экз., цена 69 кол.) 
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В справочнике кратко 
изложены теоретические све- 
дения, формулировкн основ- 
ных понятий и физических 
законов. В ием также при-_ 
водятся справочные таблицы 
и графики. 

Слравочиик рассчитан 
на широкий круг читателей. 


5. Яворский Б. М., 
Детлаф А. А. Справоч- 
ник ло физике (объем 46 л.. 
тираж — 200000 экз, — це- 
на 2 руб. 63 коп., изд. 6-е). 


Данный справочиик, по 
существу, является учебным 
нособием по курсу общей фн- 
зики. В нем приведены оп- 
ределения всех основных фн- 
знческих понятий, сформу- 
лированы физические законы 
и сущность описываемых ими 
явлений. В нем отражены все 
основные разделы класснчес- 
кой н современной физнки. 


Справочник может быть 
нслользован преподавате- 
лями физики в средней шко- 
ле, а также наиболее силь- 
ными школьниками 10-х клас- 
сов. 

6. Капица П. Л., 
Тгория, эксперимент, прак- 
тика  бюбъем 20л., тираж 
40 000 экз., цеиа 90 коп.). 


Книга представляет со- 
бой сборник выступлений и 
статей известного советского 
физнка академика Петра Лео- 
нидовича Капицы. В этих 
выступлениях Петр Леонидо- 
вич рассказывает об экспе- 
риментальных результатах, 
полученных им 2 разные го- 
ды, с творческом воспита- 
нин молодежи. 


Книга рассчитана на са- 
мый широкий круг читателей. 


7. Левантов- 
ский В. И. Механика 
космического полета в эле- 
ментарном изложении (объем 
36 л., тираж 15 000 экз., 
цена 1 руб. 26 коп., изд. 2-е). 


В книге строго, но вмес- 
те с тем вполие доступно из- 
лагаются основы космодина- 
мики. В ней рассмотрены око- 
лоземные полеты, полеты 
к Луне, межпланетные мн 
межзвездные полеты. 


Книга рассчитана на са- 
мый широкий круг читателей. 


Издатель ство 
«Атомиздат» 


8. ЗавельскийХ. С. 
Масса и ге измерение (объем 
13 л., тираж 50 000 экз., це- 
на 30 коп). 

В книге в доступной и 
популярной форме рассказы- 
вается о фундаментальном 
физическим понятин— массе. 

Ее с интересом прочтут 
школьники старших классов. 

Из кинг, вышедших 
в Атомиздате, имеются в про- 
даже: 

Арцимовнч Л. А. 
Элементарная физика плаз- 
мы (181 стр., цена 45 коп.). 

Головин и. Н., 
И. В. Куочатоз (100 стр., 
цена 34 коп.). 

Губарев В. С. Рож- 
дение атомного — реактора 
(90 стр., цена 14 коп.). 

Калянни и. $х. 
Термоядерный реактор буду- 
щего {90 стр., цена 14 коп.). 

Кнорре Е. С. Пу- 
тешествие в мир трансура- 
нов (169 стр., цена 31 коп.). 

Мухнн К. И. Зани- 
мательная ядерная физика 
(294 стр., цена 77 коп.). 

Парнов Е. И. Нале- 
рекрестке — бесконечностей 
(460 стр., цена 91 коп). 

Эдер Р. К., Фау- 
лер Э. К. Странные час- 
тицы (210 стр., цена 63 коп.). 


Издатель ство 
«Просвещение» 


9. Составитель Уга- 
ров В. А, Школьникам 
о современной физике (объем 
20л., тираж 100 000 экз., 
цена 90 коп.). 

Предлагаемый сборник со- 
держит ряд статей спе- 
циалистов-физиков по от- 
дельным разделам современ- 
ной физики: молекулярной 
бнофизнке, астрофизике, фи- 
зике плазмы и Т. д. 

Книга 
учащихся старших классов. 

10. Шишаков В. А., 
Дагаев М. М. Школь- 
ный астрономический колен- 
дарь на 1974/75 годы (объем 
бл., тираж 100 000 экз., це- 
на 30 коп). 

Календарь содержит ос- 
новные сведения о Солнце, 
Луне, планетах и других 


рассчитана на 


небесных объектах, а также 
необходимые справочные таб- 
лицы. 

Книга рассчитана на уча- 
щихся старших классов. 

11. Кац Ц. Б. Биофи- 
зика на уроках физики (объ- 
ем Юл., тираж 40 000 экз., 
цена 40 коп.). 

В книге изложены эле- 
менты биоиики и биофизики. 
Большое вниманне автор уде- 
лил связи биофизики со 
школьной программой по 
физике. 

Кинга предназначена 
в Первую очередь препо- 
давателям физики. Она бу- 
дет также полезна любозна- 
тельным школьинкам 8— 
10-х классов. интересующим- 
ся физикой и биологней. 


Научио-популярная 
литература и фантастика 


Издательство 


«Мнр» 

1. Симпозиум мыслелет- 
чиков — (объем 12л., ти- 
раж 100 000 экз., цена 
66 коп.). 


Книга представляет со- 
бой сборник научно-фантас- 
тических произведений из - 
вестных польских писателей. 

Острый, занимательный 
сюжет, богатство научно- 
фантастических гипотез, без 
сомнения, привлекут всех 
любителей научной фантас- 
тики. 


Издатель ство 
«Молодая гвардия» 

2. Сергеев Б. Тайны 
памяти (объем 14 л., тираж 
100 000 экз., цена 30 коп.). 

Эта книга о намяти, точ- 
нее, о нашем мозге; о том, 
как он развивался и рабо- 
тает, какой его отдел чем ве- 
дает, как воспринимается, 
кодируется и передается ин- 
формация. 

Налнсана книга  хо- 
рошнм языком, ярко и за- 
нимательно. Эта книга бу- 
дет © интересом прочтена 
самым широким кругом чи- 
тателей. 

3. Альтов Г. Третье 
тысячелетие (объем 12 л., 


тнраж 100 000 экз., иена 
62 кои.). 
В яркой и очень зани- 


мательной форме автор рас- 
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сказывает о далеком буду- 
щем Земли, о космических 
путешествиях, о встречах 
с инопланетянами н о кон- 
тактах с нимн. 

Киигу с удовольствием 
прочтут все любители фаи- 
тастики. 

4. Толубеев Г. След 
золотого оленя (объем 15 л., 


тираж 100000 экз., цена 
65 коп.). 
Книга посвящена уче- 


ным-археологам, ведущим 
раскопки скифских могиль- 
ников. Читатель вместе с ге- 
роями повести перенесется 
в далекое прошлое. 

5. Подольный Р. 
Вокруг света в сорок тысяч 
дет (объем 16л., тираж 
100 000 экз., цена 70 коп.). 

Это книга о самых заме- 
чательных и грандиозных 
путешествиях. Автор расска- 
зывает об истории создания 
путей сообщения, о роли гео- 
физических открытий в жиз- 
ни людей. 

6. Гастев А. „7еонар- 
д0 да Винчи {объем З1л., 
тираж — 100 000 экз., — це- 
на 95 коп.). 

Это — книга о величай- 
шем  итальяиском ученом, 
изобретателе, живописце 
Леонардо да Винчи. Напнсан- 
ная хорошим языком, она, 
безусловно, вызовет большой 
интерес у самого широкого 
круга читателей. 


Издатель ство 
«Детская 
л итерат ура» 

7. Томан Н. Воскре- 
шение из мертвых (объем 
26 л.. тираж 100 000 экз., 
цена 93 коп.)- 

Книга состоит из неко- 
торых остросюжетных повес- 
тей, объединенных общей 
тематикой. 


Издатель ство 
«Знанне» 

8. Научная фантастика. 
Выпуск 4 (объем 5л., ти- 
раж 100000 —экз., це 
на 54 коп.). 

В сбориике напечатаны 
новые научно-фантастические 
произведения советских и за- 
рубежных авторов. 


Т. С. Петрова, 
М. Л. Смолянский 
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Научная 
конференция учащихся 





ИНФОРМАЦИЯ 


специализированных 


школ-интернатов 





Второй год подряд учащиеся Убилисской 
средней физико-математнческой школы-ин- 
териата им. В. М. Комарова во время ве- 
сенних каникул проводят научную конфе- 
ренцию- В этом году в гостя к тбилисским 
школьникам приехали учащиеся средней 
школы № Т г. Батуми, Ереванской физнико- 
математической школы-интерната, специа- 
лизированной школы-интерната физико-ма- 
тематического профиля г. Киева, физико-мз- 
тематической школы-интерната № 18 г. Мо- 
сквы, физико-математической школы-иитер- 
мата № 165 г. Новосибирска и средней 
школы № 52 г. Риги. В работе конференцин 
также принималн Участие учащиеся пс- 
скольких школ г. Тбилиси. По существу, 
это был слет учащихся фианко-математиче- 
ских школ-ннтернатов. 

Торжественное открытие конференции 
проходило 26 марта в помещении Вычисли- 
тельного центра Академии наук Грузинской 
ССР. В этот же день начали работать сек- 
цин математикн и физики. Школьники за- 
слушали ряд докладов по математике и 
физике. С 26 по 30 марта шла напряженная 
работа конференции. 


Математика 


Хотя большинство докладов посило рефера- 
тнвный характер, онн с большим интересом 
были выслушевы участинками кояференцин. 
Отметим некоторые нз этих докладов. 

. Татишвили (Тбилиси, 9 кл.) 
рассказала о выдающемся грузниском учс- 
ном, одном из основателей Тбилнсского го- 
сударствеиного университета, замечательном 
математике и патриоте своей страны Андрее 
Михайловнче Размадзе (1890—1929) создав- 
шем современную грузинскую математиче- 
скую шкоду. 

Е. Бекая {Батуми, 10 кл.) расска- 
зала о жизин великого русского математика 
Пафнутия Львовича Чебышева (1821—1894) 
и о решении им следующей задачи: найти 
многочлен Т(п) п. степени с коэффициен- 
том 1 при старшем членг, который менее 
всего уклоняется от нуля на отрезке |1. —1], 
то есть такой многочлен р{х). для которого 


тах |р(х)| наименьшее по сравчению со 
РЕ 


$2 


нсеми остальными многочленами той же 
степенн с коэффициситом | при старшем 
члене. Этв многочлены имеют вид 
1 
Г. (5х) ри 00$ (л агссоз Хх). (1) 


Теперь они называются полиномами Чебы- 
шева. Чтобы выписать пх в явном виде, 
можно воспользоваться формулой 

Тина (х}=2х Г» {х)—Га-а (х) (2) 
и норвымн двумя полиномами Чебышева: 
ТГ: (>) =х, Г? (х) =2х 1. Попробуйте лока- 
зать формулу (2). нехоля нз формулы (1}. 

Доклад Г. Тодуа (Тбилиси, 9 кл.), 
был посвящен построениям циркулем и лн- 
нейкой, а также решению задачи об «удвоении 
куба» с помощью специальных приборов. 
придумаиных Платоном, Менехмом, Эрато- 
сфеном ни другими учеными древностн. 

М. Торонджадзе (Тбилиси, 9 кл.) 
рассказала о кривых Пеано (этот доклад был 
помещен в «Кванте», 1974, № 8). 

В докладе М. Драчинского (Тбн- 
ляси, 10 кл.) было рассказано о методах ин- 
терполирования. — Интерполирование — это 
оценка значения функции в некоторой точке, 
если нзвестны значения этой функции в нс- 
скольких (п) точках. 

Искомое значеине принимается равным 
значению 8 той же точке многочлена 
(многочлена Лаерачжа). который в данпых 
п точках принимает те же значения, что н 
рассматриваемая функиия. Докладчик рас- 
сказал о многочлепе Лагранжа н об интер- 
поляцнониом мпогочлене Ньютона. совиз- 
лающем с многочленом Лагранжа, но строя` 


шемся (по консчиым разностям) гораздо 
быстрее. 
В доклале А. Тнмошина (Рига, 


9 кл.) «Некоторые способы доказательства 
псравенств» были локззаиы неравсиство Коши 


Ху г Хз... 77 я о 
Раны 5 РУ хх... 
(все х; = 0) и неравенство Бернулли 
(1 -;- а)" > 1-- ла 
(@=0. а> — п 2). 


Комментируя этот доклад, руководи- 
тезь секнин предложил школьникам решить 


следующие задачи. Возьмем окружность дна- 
метра |. Впишем в нее правильный п-уголь- 
ник — обозначим ©го периметр через р,— 
и опишем правильный  п-угольник — пери- 
метра 4». Число д находится на числовой 
оси между точками Ри и дл. Разобьем отре- 
зок [рл, 4и|} на три ровные части. В какой 
из них находится число д? Аналогичная зада- 
ча ставится для числа г (основания натиураль- 
ных логарифмов) и разделенного на четыре 


ОЙ 


Наибольший нитерее у присутствующих 
вызвали доклады с изложением результатов, 
полученных школьниками самостоятельно. 
Таким был доклад А. Давыдова (Моск- 
ва, 10 кл.) «Проблема биллнарда». Представь- 
те себе некоторую область на плоскости (на- 
пример, круг) и шарик, катающийся внутри 
этой области ин абсолютно упруго отскакиваю- 
щий от ес границ (тогда выполняется закон 
«угол падения равен углу отражения», то есть 
шарик оТражается от стсиок так же, как 
луч света). Какими будут траектории двнже- 
ния шарика? Эту проблему н рассматривал 
Алексей в своем докладе. Это действительно 
проблема, потому что даже для областей, 
нмеющих форму треугольника, исследованы 
аншь И: случая (треугольники с углами 90°, 

; 90°, 60°, 30°; 60°. 602, 607 — в этих 


части отрезка 





случаях. получаются чправильные калейдо- 
скопы»; см. «Квант», 1972, № 8). 
о например. доказать. что 


в круге могут быть траектории двух типов: 


а} правильные, вВозможио, звездчатые 
(самопересекающинесся) многоугольиикн; 


6} линии, плотно заполняюшие внут- 
генпость кольца. образованного границей 
круга и концентрической с иею окружности. 

Алексей самостоятельно исследовал р 
лнард в треугольнике с углами 90°, 22, 

и 67,5°. а также показал. что изучение я 
стейшей механической системы --- двух ша- 
риков масс т, н т. в лотке, упруго отска- 
хивающих от степок лотка и друг от друга 
{«одномерный газ нз двух молекул»), — сво- 
Дится к исследованию бнллиарда в прямо- 


ном треугольнике с катетами и? т, и 


1]Ит.. 


М. Гедалин (Тбилиси, 8 кл.) про- 
читал доклад «Об одном минимальном свой- 
стве треугольника». В этом докладе были 
приведены два доказательства следующего 
факта: среди всех треугольников, вписанных 
в данный остроугольный треугольник, наи- 
меньший периметр имсет треугольник, вер- 
аинами которого являются основания высот 
данного треугольника. 


В. Харланов (Киев, 10 кл.) иро- 
чел доклад «Некоторые задачи о деревьях 
в теории графов». Дерево — это связный 
граф без циклов (замкнутых ценей) и петель 


` такое, 


Бир:ЛУКуапетсесте.ги 


(о графах в нашем журнале уже рассказы: 
валось — см. «Квант», 1973, №8, с. 55). 
Владимир доказал несколько теорем, напри- 
мер: а дереве каждые две вершины соединяет 
лишь одна цепь, количество деревьев, построен- 
ных на п вершинах, равно п?-? и другие, 
а затем поставил несколько задач. Попробуй- 
те, например, определить, 

{) сколько деревьев с т ребрами можно 
построить на п вершинах; 

2) сколько графов без циклов с т ребрами 
можно построить на п вершинах. 

Доклад В. Федорова (Москва, 
8 кл.) «Системы счетных множеств» был по- 
священ. в основном, решению следующих 
трех задач: существует ли несчетное множе- 
ство А подмножеств счетного множества @ 
что 

1) Для всяких х,› УСА множество х пу 
конечно, ссли хз и? 

2) Для всяких х, УВА множество хАу 


коненно (хАу-= ХОУП? 

3) Для всяких хХУЕСА либо хбу 
либо ус х? 

А. Воронов (Новосибирск, № кл.) 


в докладе «Некоторые сведення о факто- 
риальных кольцах» описал алгоритм разло- 
жения многочлена над кольцом целых чисел 
на неприводнмые многочлены. Руководнте- 
лям секини доклад понравился, а школьнн- 
ки почти ничего не поняли, что не уднвн- 
тельно — для поннмания этого доклада тре- 
буется знание основ высшей алгебры. 

То же самое можно сказать о докладе 
А. Иванова (Москва, 10 кл.) «О разло- 
жении нолинома х%- у3 -|- 23 в кольие, 
удовлетворяющем  условню  эквивалентно- 
сти и левой и правой обратимости». 

На сфере нет подобных треугольников. 
Доказательство этого факта было основпым 
в докладе Л. Сегеда (Москва, 10 кл.) 
«Некоторые задачи сферической геометрии». 
Люда привела также решения иесколькнх 
задач, например: сколько непересекающихся 
дуе (большого круга) по 3007 каждая можно 
без пересечений разместить на сфере? А по 
299” каждая? Попробуйте доказать, что от- 
веТ таков: в пёрвом случае 2, во втором — 3. 


Физика 
Доклады по физике отличались большим 
разнообразяем как по существу рассмат- 


ривасмых вопросов, так н по форме проде- 
ланной работы. 

Темы работ, о которых рассказывали 
участники конференции, выходят далеко за 
рамки школьного курса физики. Только 
серьезная теоретическая подготовка, помощь 
научных руководителей (ими, как правило, 
были научные сотрудники университетов 
ин научно-нсследовательских физических ин- 
ститутов), возможность участвовать в про- 
ведении экспериментов в научных лабора- 
ториях и, конечио, огромный ннтерес к физн- 
ке позволняи ребятам добиться успехов. 
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Одни доклады были тебретического пла- 
на. Они носили реферативный характер. 

Например, доклад В. Сакадзе 
({Тбилисн, 9 кл.) ‹О частнцах, движущихся 
быстрее свёта>. Как известно, один нз посту- 
латов специальной теорни относительности 
Эйввтейна утверждает, что ни один мате- 
риальный объект ие может достичь скорости 
равной с — скорости света в вакууме. Можно 
лишь неограниченно приближаться к этому 
барьеру, но перейти его невозможно. А что, 
если уже при рождении объект имеет 
скорость, большую скорости света? Оказы- 
вается, это ничуть не противоречит теорнн 
относительности. Интересно, что гипотеза о 
возможности существования таких частиц 
была высказана еще в начале ХХ века. 
Сейчас в ряде научных лабораторий ведут- 
ся экспериментальные лонски этих частиц, 
получивших название тахионов (в переводе 
с греческого «фаспу5» означает «скорый»). 
В докладе Санадзе было рассказано об уди- 
вительных свойствах, которыми должны об- 
ладать эти частицы, и об экспериментах по 
их обнаружению. 

Были прочитаны также доклады, посвя- 
щенкые отдельным вопросам теории относи- 
тельностн и квантовой механики: С. Ша- 
ташвили (Тбилиси, 8кл.) «Простран- 
ство — время», А. Пузаиков н 
Л. Трахтенберг (Москва, 10 кл.) 
«Геометрия пространства релятивистских ско- 
ростей», 3. Церетели (Тбилиси, 9 кл.) 
«Релятивнстская ракетодинамика», А. Бу- 
дарин (Ереван, 9 кл.) «Квантовая приро- 
да электрического сопротивления» и др. 

Некоторые доклады носили характер 
отчетов о проделанных самостоятельных ис- 
следованиях. 

Л. Сургуладзе (Тбилиси, 9 кл.) 
сделал доклад «Исследование электрического 
зробоя в монокристалле германия ка кизких 
температурах». Как известно, проводимость 
полупроводников очень сильно зависит от 
наличия примесей н от внешних условий — 
температуры, облучения светом и т. п. Чи- 
стые кристаллы при низких температурах 
„вляются плохимн проводниками, поскольку 
очень мала хонцентрация носителей тока. 
Однако подвижность носителей (электронов) 
достаточно большая. А если в электрическом 
поле ускорить свободные электроны, имею- 
щиеся в кристалле? Тогда при своем движе- 
нин они будут рождать новые носители тока. 
Это явление своим механизмом очень покоже 
на электрический пробой в газах. В Тбилис- 
ском государственном университете прово- 
дились исследования такого процесса в моно- 
крнсталлах германия. Л. Сургуладзе рас- 
сказал об экспериментах, в которых он уча- 
ствовал, привел схему эксперимента и по- 
дробный анализ полученных результатов. 

Об изучении свойств полупроводниковых 
материалов рассказывалось также в сообще- 
ниях Г. Джанишвили (Тбилиси, 9 кл.). 
«Измерение концентрации м подвижности 
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электронов в полупроводниках» и 1. Джа- 
вахидзе (Тбилиси, 9 кл.) «Термоэлект- 
родвижущая сила в полупроводниках». 

И. Августинович {Новоси- 
бнрск, 10 кл.} сделал доклад на тему «Угло- 
вое распределение и-мезонов». Группой уча- 
щихся был сделан прибор, регистрирующий 
количество ц-мезонов, входящих в состав 
космического излучения вблизи поверхности 
Земли. Основной элемент прибора — стеле- 
скоп» из двух сцинтилляционных счетчиков, 
нанболее простых по конструкции. По полу- 
ченным данным был построеи график зави- 
симостн количества зарегистрированных д-ме- 
зонов от угла наблюдения. Оказалось, что 
результаты хорошо согласуются с известной 
теоретической кривой, которая следует из 
предполагаемого учеными механизма обра- 
зовання ц-мезонов в космических лучах. 

Ученики 9-го класса С. Марущак 
и С. Неулокоев (Киев) — члены на- 
учно-техиического общества учащихся — 
рассказали о своей работе по изучению 
механических спойств полимеров с помощью 
рентгеновского излучения. 

В докладе А. Сергеева (Москва, 
10 кл.) рассказывалось о результатах работы 
по измерению модуля Юнга (модуля упру- 
гости) методом резонанса стержня. 

Среди докладов были и такие, в которых 
рассказывалось о создании различных физиче- 
ских приборов, о методике работы с ними но 
перспективах их дальнейшего использования. 

С большим интерссом было прослушано 
сообщение С. Грехова , (Новосибнырск, 
10 кл.) о сконструированном им устройстве 
для автоматизации лечения ложной близо- 
рукости. Глаз человека — это сложная опти- 
ческая система, в которой одну из главных 
ролей играет хрусталик. С помощью соот- 
ветствующей мышцы может меняться кри- 
визна хрусталика, при этом меняется опти- 
ческая сила системы. Если у человека нор- 
мальное зреннс, то изображение на сетчатке 
глаза остается четким, На каком бы расстоя- 
нин от глаза ни находился рассматриваемый 
предмет. Как говорят, глаз аккомоднрует. 
Если же мышща не справляется со своей 
задачей, пределы аккомодации глаза суще- 
ственно изменяются. Например, при близо- 
рукости глаз хорошо различает мелкие 
детали только очень близких предыетов. 
Было установлено, что иногда возникает 
так называемый спазм аккомодации, то есть 
некоторое продолжительное напряжение в 
мышце, и это является начальной стадией 
близорукости. Этот спазм можно снять с 
помощью специального аппарата, создан- 
ного группой ученых (медиков и физиков) 
Новосибирска. Основная ндея лечемня — 
треннровать мышцу, последовательно со- 
здавая В ней различные напряжения с по- 
мощью набора линз © разиыми оптическими 
снлами. Этим аппаратом уже пользуются 
в одной из поликлиник, но методика работы 
< ним несколько сложна и громоздка. 


С. Грехов сделал автоматическое устройство 
для подачи линз. Это позволит упростить 
работу с прибором и, что очень важно практи- 
чески, существенно уменьшить время лечения. 

Интересным было сообщение П. Ива- 
нова (Новосибирск, 10 кл.) «Перестраинвае- 
мые лазеры на органических краснтелях», 
в котором рассказывалось о коиструкции 
жидкостного лазера с плавной перестройкой 
частоты, созданного группой учащихся в ла- 
бораторин Новосибирского института ядер- 
ной физикн. 

В лабораторин техиики физических из- 
мереннй научно-технического общества уча- 
щихся г. Киева уже много лет ведется поиско- 
вая работа по созданию электроиных при- 


боров, которые могут быть использованы 
в школьиом физическом экспериментг. В до- 
кладах В. Коваля н . Мовчана 


{Киев, 10 кл.) было рассказано о созданных 
в лаборатории стабилизаторах тока и на- 
пряжения, высококачественного усилителя 
электрических сигналов, генератора стабнль- 
ных сигналов н т. п. 

В. Драчев (Новосибирск, 9 кл.) 
в докладе «Фотокамера «Рыбий глаз» расска- 
зал о сделанном им приборе для получения 
фотографий с углом обзора, близким к 180°. 


зе 


Не надо думать, что на конференции 
школьники с утра до вечера слушали или 
чнтали доклады. Хозяева организовали для 
гостей очень интересные экскурсии по Тби- 
лиси и по его окрестностям — в Джварн, 
Мцхету и Сагурамн, а также в дом-музей 
И. Г. Чавчавадзе. 

29 марта была проведена встреча уча- 
стников конференцин с редакцией нашего 
журнала. Перед школьниками выступил за- 
меститель главного редактора М. Л. Смо- 
лянский. Он рассказал о работе редакции, 
© планах журнала на 1974—1975 гг. Школь- 
ники приняли самое активное участие во 
встрече. Они высказывали свое мнение о жур- 
нале, об отдельных статьях, говорилн о том, 
какие разделы Математикн и физики их 
особенно интересуют. Затем сотрудкикн ре- 
дакции ответили на многочисленные вопросы 
школьников. 

Утром 30 марта была проведена занн- 
мательиая «блицолимпнада» по математике. 
Вот несколько задач, предложенных на этом 
соревновании. 

1. Циферблат часов разделите двумя 
линиями на три части так, чтобы суммы 
чисел в каждой части были одинаковы. 

2. Что больше: еп или ‘п? 

3. Можно ли пятью бронзовыми моне- 
тами (по 1, Зв 5 копеек) отсчитать сумму 
в 16 копеек? 

4. В ящике лежит 70 шаров; 20 красных, 
20 желтых, 20 зеленых и 10 черных. Сколько 
надо вытащить шаров из ящика (в темноте), 
чтобы одноцветных шаров оказалось не ме- 
нее 1? 
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Торжественное закрытие конфереицин 
состоялось днем 30 марта. Гости тепло по- 
благодарили хозяев за гостеприимство, а хо- 
зяева пригласили всех присутствующих 
на следующую  конферениню. 

По итогам конференции отдельные 
школьникн были награждены дипломами 
и грамотами. 

Грамоты ЦК комсомола Грузин получи- 
ли: Николай Албуташвили (Тбилиси), Алек- 
сандр Бударин (Ереван), Александр Воронов 
(Новосибирск), Алексей Давыдов (Москва), 
Владимир Драчев (Новосибирск), Марк Дра- 
чинский (Тбилиси), Виктор Зубко (Киев), 
Анатолий Иванов (Москва), Павел Иванов 
(Новосибирск), Виктор Иткин (Рига), Майя 
Миминошвили (Тбилиси), Вахтанг Пхакад- 
зе (Тбилиси), Владимир Санадзе (Тбилисн), 
Андрей Сергеев (Москва), „Теван Суреуладзе 
(Тбилиси), Медея Торонджадзе (Тбилиси) 
и Самсон Шаташвили (Тбилиси). 

Ряд премий присудила редакция нашего 
журнала. 

Памятные номера журнала с автогра- 
фамн получили: Елена Бекая (Батуми), 
Александр Бударин (Ереван), Владимир Ко- 
валь (Кнев) и Владимир Харланов (Киев). 

Годовой подпиской на 1975 год былн 
награждены: Майя Миминошвили, Марина 
Саникидзе, Александр Тимошин и Медея То- 
ронджадзе. Кроме того, иекоторые наиболее 
интересные доклады будут опубликованы 
на страницах журнала (так, доклад Медеи 
Торонджадзе уже опубликован). 

Что же сказать в заключение? 

Наш журнал уже писал о слетах уча- 
щихся школ с физико-математическим укло- 
ном (см. «Квант», 1972, №№ 2, 5). Эти слеты 
проводятся регулярно с 1971 года. Отрадно, 
что теперь и учащиеся физико-математиче- 
ских школ-интернатов организовали свон 
научные конференции, которые проходят 
очень интересно и содержательно. 

Мы уверены, что в недалеком будущем 
конференции физико-математических школ- 
ннтернатов завоюют прочный авторитет н 
будут проводиться не только в Тбилиси, 
но и, скажем, в Новосибирске, Риге и дру- 
гих городах нашей страны. Мы желаем им 
новых успехов. 


А.Н. Виленкин, В. А. Тихомирова 





Х!У математическая 
олимпиада 
школьников Укранны 





С 25 по 30 марта 1974 года в городе Днепро- 
петровске проходила ХПУ Республиканская 
олимпнада по математике. На нее былн при- 
глашены победители областных олимпиад — 
те, кто на предшествовавших соревнованнях 
продемоистрировал гибкость ума, незауряд- 
ность математического мышления, матема- 
тическую грамотиость. 

В Днепропетровск прнехало 300 школь- 
ников: 54 семиклассиика, 66 восьмиклас- 
сников, 86 девятикласскиков н 94 десяти- 
классника. 

Тепло и сердечно встретил Днепропет- 
ровск будущих ученых-математиков. Откры> 
тие олимпнады состоялось 25 марта во Двор- 
це пионеров и школьников Дкепропетровска. 
Все участинки предстоящих соревнований 
собрались в зале Дворца. С приветствениой 
речью к ним обратился председатель жюри 
Х1\ олимпиады ректор Днепроплетровского 
государственного  универснтета академик 
АН УССР В. И. Моссаковский. Владимир 
Иванович подробно рассказал ребятам о 
Диепропетровском университете, о городе, 
поздравил их с началом ответственных сорев- 
новаиий и пожелал успеха. 

| тур соревнований состоялся 26 марта. 
Учащимся каждого класса было предложено 
по три задачи, по три задачи было предложе- 
но и на второй день соревнований 27 марта. 
М в первый, н во второй День на решение задач 
отводнлось по три часа. 

Работой жюри как опытный дирижер 
руководил представитель министерства про- 
свещення УССР А. П. Шатковский. 

Тщательно и добросовестно были про- 
вереиы все работы учащихся. Разбор задач 
с глубоким анализом тникчных ошибок был 
проведен сразу же после проверки работ. 

В перерывах между турами к разборамн 
зада4 школьинки знакомились с Днепро- 
петровском. Любезиые хозяева — учащиеся 
школ Днепропетровска — сопровождалн 
свонх гостей по городу, с гордостью показы- 
вая им все достопримечательные места. 
Ребята посетили музей Комсомольской сла* 
вы, театр юного зрителя, побывали в школах 
города. 


$$ 
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Незаметно промелькиула неделя. Флаг 
олимпиады был спущен 30 марта. На закры- 
тии былин подведены итоги. 

Дипломы первой степенн получнли 

по 7 классам: Владимир Вовк 
(Червоноградская с.ш. №1, Львовской 
обл.), Игорь Калика (с. ш. № 32, г. Киев) 
н Марк Нудельман (с. ш. № 50, г. Одесса); 

по 8 классам: Дмитрий Литви- 
ненко (с.ш. № 1, г. Севастополь), Сергей 
Лифшиц (с. ш. № 727, г. Харьков); 

по 9 классам: Александр Блоха 
(с. ш. № 27, г. Харьков), Илья Бахмутский 
(с. ш. № 52, г. Львов), Александр Резников 
(<. ш. № 15, р Киев), Илья Юнис 
(с. ш. № 27, г. Харьков); 

по 10 классам: Григорий Скляр 
(с. ш. М 27, г. Харьков), Николай Чернов 
{с. ш. № 95, Кривой Рог, Диепропетров- 
ской обл.), Николай Щербина (с. ш. № 80, 
г. Днепропетровск). 

Дипломы второй степени получили 17 че- 
ловек и третьей — 29. 242 человека получили 
дипломы участников ХУ олимпнады школь- 
ников Укранны. Кроме того, многие ребята 
получнли днпломы, премнни и памятные 
подарки, учрежденные высшими учебными 
заведениями г. Днепропетровска. 

Приводим некоторые низ задач, предла- 
гавшихся на олимпиаде. 


8 класс 


1. Найти минимум выражения 
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2. На плоскости заданы четыре прямые 
общего положения (то есть каждые три из 
них образуют треугольник). Одна из них 
параллельна меднаие треугольника, образо- 
ваиного тремя другимн прямымн. Доказать, 
что этим свойством обладают и все остальные 
прямые. 

8 класс 


3. Доказать, что существует бесконечисе 
миожество натуральных чисел, не предста- 
Вимых в виде 


ь 6 

б-р аб... + 06, 

где а, аз. ..., @: — натуральные числа. 
10 класс 


4. Из точки в пространстве проведено 
п лучей так, что любые два из инх образуют 
угол не менее 30” Доказать, что лучей ие 
более 58. 


Л. В. Кованцова 





Телевидение 
готовит в вуз 





1-го сентяоряначинаются занятия ина Москов- 
ских Пбдготовительных телевизиониых кур- 
сах для поступающих в вузы. 

Осиовной целью телевизнонных подгото- 
вительных курсов является оказание помощи 
поступающим в вузы. В течение учебного го- 
да телезрителям предлагаются циклы пере- 
дач по физике, математнке в русскому язы- 
ку, в основу которых положена «Программа 
вступительных экзаменов для поступающих 
в высшие учебные заведения ОССР». Гелекур- 
сы ставят своей задачей систематизировать 
знания учащихся, научить нх применять 
свои зиания прин решении конкретных воп- 
росов и задач. Занимаясь на телекурсах, 
слущатели смогут познакомиться с лекцион- 
ной формой ведения занятий н приобрести 
определенные навыки самостоятельной ра- 
боты. 

Телевизнонные занятия продолжаются 
в течение всего учебного года. Слушателям 
телекурсов систематически предлагаются обя- 
зательные для выполнения домашние зада- 
ння различной трудностн. Периодически 
по пройденным разделам проводятся кон- 
трольные работы. 

Правила оформления ответов на задания 
указываются в аннотациях занятий, которые 


будут высланы всем зачислеиным слуша- 


телям. 

На телекурсы зачисляются все желаю- 
шие, как учащиеся выпускных классов обще- 
образовательных школ и техникумов, так и 
лица, имеющие законченное среднее образо- 
вание. Прием на Московские подготовнтель- 
ные телекурсы проводится без коикурса. 

Для зачисления на телекурсы слуша- 
тель должеи прислать в одном конверте 
в адрес курсов «Анкету-заявленне», «Реги- 
страционные карточки» и конверт со своим 
обратным адресом. 

«Анкета-заявленне» оформляется на поч- 
товой карточке, иа лицевой стороне которой 
следует написать свой адрес и номер телефона 
(домашнего или служебиого}, если он име- 
ется. Обратиая чистая сторона карточкн 
оформляется так, как указано на образце. 
В правом верхнем углу обязательно простав- 
ляйте буквы, соответствующие отделениям, 
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на которых вы хотнте заннматься (если слу- 
шатель собнрается заниматься на всех отде- 
лениях, он должен проставнть соответствен- 
но трн буквы: «Ф» соответствует отделению 
физики, «М» — математики, «Р» — русско- 
го языка,— и указать в тексте заявления 
названня всех отделений). 

«Регистрационная карточка?» оформля- 
ется также на почтовой карточке. На лице- 
вой стороне напишите свой адрес, чистую 
оформите как указано на образце. В левом 
верхнем углу должиа быть приклеена фото- 
графия (размером 3 см Х 4 см). Для каж- 
дого отделения заполняется отдельная «Ре- 
гистрационная карточка». 

На письмах с заявлениями в адрес кур- 
сов слушатель должен проставлять в левом 
верхнем углу конверта все те буквы («Ф», 
«М», «Р»), которые указаны в аикете-заяв- 
ленин. 








АНКЕТА-ЗАЯВЛЕНИЕ 


1. Фамилня, имя, отчество 

2. Год рождения 

3. Род занятий (учусь, работаю) 

4. Место работы, должность, стаж (если 
работаете) 

5. В: какой вуз собираетесь поступать 


Прошу принять меня на отделение ма- 
тематики Московских подготовительных 
телекурсов для поступающих в вузы. 


Подпись, дата 





М 


РЕГИСТРАЦИОННАЯ 
КАРТОЧКА 


(отд. математики} 


фото 
3х4 


1. Фамилия, имя, отчество 

2. Место учебы (если учитесь) 

3. Последияя годовая оценка по матема- 
тике, получениая Вами в -школе нли 
среднем учебном заведении 

4. В какой вуз собираетесь поступать 





Как показывает опыт работы телекурсов, 
свыше 90% слушателей, систематически за- 
нимающихся в течение учебного года, успеш- 
но поступают в различные вузы страны. 

Адрес телекурсов: Москва 113162, Ша- 
боловка, 37, Главная ция научно-попу- 
лярных и учебных программ, Московские те- 
девизионные подготовительные курсы. 


И. А. Дьяконов, А. В. Качанов, 
И. И. Наслуэов 


67 





+Квант» для младших школьников 





Задачи 


1. В классе учится менее 50 
школьников. За контрольную работу 
'{: ученцков получила пятерки, /3— 
четверки, '/2 — тройкн. Остальные 
работы оказались неудовлетвори- 
тельными. Сколько было таких рз- 
бот? 

2. Имеется тело массы М и не- 
сколько гирь одинаковых масс М, 
сделанных из различных материа- 
лов. Какой гирей надо уравновесить 
тело на весах в вакууме, чтобы рав- 
новесие не нарушилось в воздухе? 

3. Некоторое число возвели в 
третью степень. Полученное трех- 
значное число записали в обратном 
порядке, получили простое число. 
Найти исходное число. 

4. Известно, что свет проходит 
расстояние от Солнца до Земли прн- 
близительно за 8 минут. Если бы 
свет распространялся — мгновенно, 
увндели бы мы на Земле восход 
Солнца на 8 минут раньше? 

$. Директор завода ежедневно 
приезжает на станцию к 8 часам ут- 
ра. К этому же времени на станцию 
приезжает машина и отвозит дирек- 
тора на завод, расположенный в по- 
селке за несколько километров от 
станции. 

Однажды директор приехал на 
станцию в 7 угра и пошел ло шос- 
се по направлению к заводу. Вскоре 
он встретил свою машину, сел в нее 
н ирнехал на завод на 12 минут 
раньше, чем обычно. 

В котором часу директор встре- 
тил свою машину? 

Рисунки Э. Назарова 
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В редакцию нашего журнала пришло 
письмо от ученицы 9-го класса шко- 
лы №3 г Губкина Иры Поповой. 


В этом письме Ира рассказызает о 
том, как она сама придумала и ре- 
шнла задачу. Письмо нам так понра- 


вилось, что мы решили поместить его 


в виде заметки; 
будет полезна 
журнала 


читателям 





Ира Попова 


Об одной 
задаче 


Я расскажу 06 одной задаче, которую я 
придумала. Вог она: доказать, что икло 
#27 — | лри натуральных т делится на 15. 
Придумала я 62 так. 

В 1973 году, я тогда училась в 7-м клас- 
се, на областной олимпиаде была предложс- 
на следующая задача: доказать, что число 
41913 — | составное. Я ее так’ решила: 


418 | — (21973)2 се зав (р | В] < 


№ (2193 Е 


следовательно, — 4103 —_| делится на 


{21:3 + 1). Еще можно заметнть, что 


41 — | = 3 делится на 3. 
42 — | = 15 делится на 3 


и так далее, я проверила до 14-й стелени, 
получавшиеся числа всегда делились на 3. 
Но доказать утверждение, что 4"— | де- 
лится на 3 прк натуральных л, я тогда не 


надеемся, что она 
нашего 


смогла. Потом я ето все же дохазала;: 


41 аа |- 3 = 4 (4"— — 1) -|- 3 = 
= 4 [4 (4"—= — 1) -- 31-3 = 
= 4? (41-2 — 1) --3-4--3 
== 42 (41-1 --за-И: 
=... == 4% {4-й — |) 
-Е 3 (47-1 -|- 47-2]... А = 
=. 3 {47 — Е 4-2 Де ..- 4"—п). 


Такнм способом можно доназать многс 
интересных утвержденнй, нанример: если 
показатель степени п делится на какогь 
нибудь число т, то, кроме делителя 3, число 
4'— 1 имеет ещз делитель 4" — 1. Навер- 
ное, это можно доказать проще с помощью 
метода математической индукции, но у меня 
ничего не получилось. 

А теперь — решение задачи: доказать, 
ата число 4" — | при натурильных т 0г- 
аитеся на 15. 


Решени?. Число 4 в четной степенн 


оканчивается пифрой 6, значит, 42” — | 
оканчивается цифрой 5, и, следовательно, 
делится на 5. 


Но число 4" — | делится и на 3 -- это 
я уже доказала. Поэтому, если н— 2т, 
то 4" — 1 делится одновременно и на 3, 
и на 5, то есть на 25. 


ме 





И.Г. Булавко 


Делимость 
чисел 





Все вы хорошо знаете, что такое де- 
лимость чисел. А умеете ли вы решать 
задачи на делнмость? Задачн эти не- 
редко предлагаются и на математиче- 
ских олимпиадах, и на вступительиых 
экзаменах в математические школы. 
В этой статье мы подробно разбираем 
несколько задач на делимость; к 
каждой задаче дается совет, который 
может оказаться полезным и при ре- 
шении других задач. 

Напомним основные сведения из 
теории делимости. 


Определение. Пусть а 
и Ь — целые числа и 6-20. Будем 
говорить, что а делится на 6, если 
а = 64, где 4 — тоже целое число *). 

Замечание. Иногда тот факт, что 
в делится на $, запнсывают так: а: 6, или же 
говорят, что $ делит а, им пишут: Ма 
{соответственно, если а ие делится иа 
5 (то есть Ь не делит а), пишуга не ; В). 


Теоремы 

1} Если а делится на 6, 

лится на с, то а делится на с: 
(а:Биьб: с) = (а:0. 
2) Если а делится на т, то и аб де- 
лится на т (В — любое целое число): 
(а:т) = (аь:т). 

3) Если а делится на ти 9е- 
лится на т, то и а +- Ь делится на т: 


{@:тиф:т) = а ь:т. 


Ь де- 





*) Латнискими буквами а, В, с, 4, 
мы впредь будем обозначать целые числа; 
если число при этом лростое, обозначим 
его буквой р. 
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4) Если а + 6 делится на т и 
а делится на т, то и Ь делится на т: 


@ Е Ь:т на:т) > (6:т). 


5) Если а делится на т, ца де- 
лится на №, причем т и Ё взаимно 
просты *), то а делится на произве- 
дение тё: 


@:т наи т ==> 
= (а: т1). 
6) Если а6 делится на т иа 


взаимно просто с т, то 6 делится 
на т: 


(а6:т и (а, т) = > (Ь:т). 


В дальнейшем мы будем пользо- 
ваться этими теоремами без спёциаль- 
ных ссылок на них. 

Задача 1. Если к некоторому 
пятизначному числу**) приписать 
справа цифру 6 и полученное новое 
число умножить на 4, то получится 
первоначальное число с приписанной 
цифрой 6 впереди. Найти получивше- 
еся число. 

Совет. Прежде чем решать зада- 
чу, запишите (по возможности — 
удачнее) ее текст на математическом 
языке. 


Решение. 


абс4еб 
х 4 


бафсае. 


Выполняя умножение, последователь- 
но находим цифры искомого числа: 
е = 4, 4 = 8 и так далее. 

Ответ. 615384. 

Задача 2. Запицсали одну за 
другой четыре последовательные циф- 
ры, затем первые две поменяли места- 





*) Говорят, что число а взанмио просто 
с В, еслн наибольший общий делитель аи Ь 
равен 1. Обозначают наибольший общий 
делитель чисел а,, @., .... ап через (а, 
аз, -.., ал). Тогда то, что а взанмно просто 
< ©. записывается так: (а, 5) == 1. 

**) Миогозначное, например, 
п-- Езначное, число прниято обозначать 


следующим образом: @п @и-,... @о, где а; 


{—=0, 1, 2, ..., п) — цифры числа; цифры 
можно обозначать также букванн а, 6, с, ... 


ми. Получилось четырехзначное число, 
являющееся точным квадратом. Най- 
ти это число. 

Совет. Если в задаче идет речь 
о многозначном числе, и нас интере- 
суют отдельные его цифры или числа, 
записанные несколькими рядом стоя- 
щими цифрами, то может оказаться 
полезным какое-либо из следующих 
представлений данного числа (в де- 
сятичной системе счисления): 


@лал-1...@@% = 
а„10”--а,-110"-1--... а 10-0, 
ана —1...а1-10-- во 
анал 1. . .@ь-100 -- ла, 


аз 10° -- аа-1@л-о. - с. 


Решение. Пусть (а + а(а + 
+ 2) @-3) = п? — искомое число 
(а, а! а+2, а-+- 3 — цифры! 
то есть О0за=6). 

Запишем п? в таком виде: 


= (@ + !).1000 + а-100 + 
+ @+ 2).10 + @ +3, 


= и. ба + 93). 


Понятно, что 101а + 93 должно 

делится на 11 (произведение 
1. (101а + 93) — точный квад- 

рат). Но 

10]1а + 93 = И @а + 8) + (2а - 5}; 


значит, 24-5 тоже делится на 11. 
Так как 0О<а=6, то 


5 = 2а- + 5= 17. 


В промежутке |5, 17| есть лишь 
одно число, делящееся на 1! — 
это 11. Поэтому 2а -{ 5 == 11, отку- 
да а=3, 


то есть 


п2 == 4356 = 667, 


Упражнение 1. Если к некото- 
рому двузначному чнелу приписать справа 
чнело, меньшее на еднинцу, то получится 
четырехзначиое число, являющееся точным 
квадратом. Найти получившееся число. 
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Задача 3. Найти остаток от 
деления числа п на 30, если известно, 
что остаток от деления п на 15 ра- 
вен 7 и остаток от деления п 
на 6 равен 4. 

Совет. Часто при исследовании 
вопроса о делимости одного числа на 
другое бывает полезна теорема 
о делении с остатком: 
для любых двух целых чисел а и 6 
(6 >0) существует пара чисел 4 иг, 
и притом единственная — пара, 
таких, что 

= огни Ог< 6. {1) 

Решение. Представим п в 
таком винде: п = 309 +г, О<г< 
< 30. Известно, что п = 158 + 7; 
значит, г — 7 делится на 15 и 

—7 < —7< 33. 

Но в промежутке [—7, 23] на 15 де- 
лятся два числа: 0 и 15; поэтому ли- 
бо г-=7, либо г =: 22. Если г=7, 
то п = 304 + 7, и остаток от деле- 
ния на 6 равен единице, а не четы- 
рем, — поэтому значение г= 7 не 
годится. 

Если г = 22, то п = 3049 - 22 = 
= (304 -Е 18) +4, и при делении 
на 6 в остатке получается 4. 

Поэтому г == 22. 

Упражненне 2. Докажите, что 
сумма кубов трех последовательных нату- 
ральных чнсел делится на 3. 

Задача 4. Доказать, что раз- 
ность квадратов двух целых чисел, 
не делящихся ни на 2, ни на 3 
кратна 24. 

Совет. Иногда вместо равенст- 
ва (1) полезно использовать несколь- 
ко иную форму записи числа а. Пере- 
пишем правую часть равенства (1) 
так: 

Баг = 6 (9+ в+г= 
Е ее бе) 


“ 


ия ‘положим 

9-1 =т 

—г=и. 
Получим такую форму записи числа а: 
О0<г =. (2) 
Например, вместо равенств, которые 


а = бт —г, 


7 


получаются нз формы а = 54 -- г, 
то есть вместо ранвенств а = 54, 
или а=59-1, или а= 59 +2, 
нлн а= 59 +3, или а=59 14, 
учитывая (2), можно записать, что 
а — либо 5т, либо 5т = 1, 
либо бт -- 2. 


Очевидно, что такая форма записи 
более компактна. (В приведенном при- 
мере вместо г = З и г = 4 мы запи- 
салн — (5 — г), то есть —1 и —2.) 

Решение. Пусть аи 6 — два 
числа, удовлетворяющие условию за- 
дачи. Выясним, какие значения могут 
принимать остатки от деления этих 
чисел и их квадратов на 24. Предста- 
вим число а в виде а = 249 гг, 
гдед < г 24. Так как а не кратно 2 
и не кратно 3, то г может принимать 
лишь значения 1, 5, 7, И, 13, 17, 
19, 23. Следовательно, а можно за- 
писать в одной из форм:. а = 24т, Е 
= а= 24т, +5, а = 24т; 7, 
а = 24т, И. Нетрудно проверить, 
что в любом из этих случаев остаток 
от деления а? на 24 равен 1. 

Аналогично получим, что 6 = 
= 241 + 1. Тогда а — 6" = 
= 24 (т — п), то есть а? — 5? де- 
лится на 24. Задача решена. 

Упражненне 3. Докажите, что число 
59 -2 не является квадратом целого чнсла 
нн при каком значеини 0. 

Задача 5. Доказать, что А = 
== из — 573 — бн делится на 10. 

Совет. Прн решении задач на 
делимость часто помогает следующая 
теорема: из п последовательных 
натуральных чисел одно и только 
одно делится на п. 

Докажите эту теорему самостоятельно. 
Сфопмулнруйте н докажите аналогичные тео- 
ремы для л последовательных нечетных чи- 
сел к п последовательных четиых чнсел 
(здесь уже существенио то, каково п — чет- 
ное или же нечетное). 

Решение. А = п (1% — 5? — 

— 6) =л (1% — 57? -- 4) — п = 
= л [(п1* — пл?) — (411 —4)]| — 
— 107 = п (1? — 1) (2—4) — Юп= 
= п— 2) п тих 
х п 2) — 10. 


72 


ВИр:ИКуапетлесте.ги 


Произведение (я — 2) (п — Пл п-- 

НО @-- 2) делится, согласно упо- 
мянутой теореме, и на 2, и на 5, то 
есть делится на 10. Но, значит, и 
вся разность (равная А) также де- 
лится на 10, что и требовалось до- 
казать. 

Задачаб. Доказать, что число 
№==11 122... 
Е цифр & цифр 
ние двух последовательных натцураль- 
ных чисел. 

Совет. Если задача не поддает- 
ся решению в общем виде, рассмотри- 
те несколько ее частных случаев и за- 
тем попытайтесь перейти от них к 
общему случаю. 


есть произве- 


Решение. Заметим, что 
12 = 3-4, 
1122 = 33.34, 


111222 = 333.334. 


Естественно предноложить, что и в 
общем случае 


И их ПОЙ мой 
& цифр & цифр 
33...3.33...34. 
Е цифр А цифр 
Докажем равенство (3). Имеем: 
33...3.33...34=3.1.. 1х 
х (33...3+0=1.. 
р. цифр 
х (99...9+3) == 1...1х 
Е цифр 
х (10* +-2)=И...128...2, 


что и требовалось доказать. 

Задача]. Доказать, что А, = 
= 27+? .3" -{- 5п —4 делится на 25 
при любом натуральном п. 

Совет. Такие утверждения ра- 
зумно доказывать методом ма- 
тематической индукцин. 

Решение. 1) При п | ут- 
верждение справедливо: 


А, = 23.3+5—4 = 25 
делится на 25. 


(3) 


.1х 





2) Предложим, что утверждение 
уже доказано для всех п й; до- 
кажем, что оно верно также и для 
п =А-|- 1, то есть докажем, что 
А,., делится на 95. Имеем: 


Ака = 24+ 3.3841 | Бр. | = 
= 2.24+2.3.3е + 5+]: 
= 6 (2*+*.3*) ЕН = 
= 6 (2*+*.3* | 5Е — 4) — 254 -1| 
-- 25 = 6А, — 25 (Е — 1) 


делится на 25, так как А, делится 
на 25 согласно нндукционному пред- 
положению. 

Следовательно, А„ делится на 25 
при любом натуральном л. 

Задача 8.  Четырехзначное 
число, являющееся полным квадратом, 
обладает следующим свойством: если 
все его цифры уменьшить на одно и 
то же число, то получится четырех- 
значное число, также являющееся 
полным квадратом. Найти все че- 
тырехзначные числа с описанным 
свойством. 

Совет. В некоторых случаях 
целесообразно попробовать решить 
задачу подбором. При этом следует 
помнить, что подбор обязательно дол- 
жен быть исчерпывающим, иначе 
задача не может считаться решенной. 

Решение. Дано, что 


абс = А, 
(—#) 6—®) (№) (А—№ = В*. 
Ясно, что 

аз, рысь а. (5) 


(4) 


Рассмотрим разность А? — 8В?: 


А? — В? == (1000а + 1006 -- 106 + 
-+ а) — [1000 (а— ^) + 100 &—Ю- 
+ 10 — Ю- (а— №! = ИЦА, 


то есть 
(АВ) (А— В) = п - 1014. (6) 
Так каки А* и? — четырехзначные 


числа, то 32 < А 99 и 32 =8=< 
= 99; значит, во всяком случае 


64 зА+В<200, | 


7 
0О<А—В<67. | (й 
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Отсюда сразу следует, что А + В = 
= 101, А—В = 1.8. Раз: сум- 
ма А - В — число нечетное, то и 
разность А — В — тоже число не- 
четное. Поэтому и Ё должно быть не- 
четным. Так как А — В < 67, то 
могут подойти следующие значе- 
ния Ё: 1, 3, 5. Подходит лишь # = 

Ги #=3. 

Ответ. а) 3136==56?; 2025=45°. 

6) 4489 =- 672, 1156 == 34®. 

И, наконец, главный совет: ре- 
шайте как можно больше задач, ведь 
догадка и смекалка приходят только 
с опытом. 


Упражнения 


4. Докажите, что А == т (т? — 7) де- 
лится на 6 при любом натуральном т. 

5. Докажите, что если к любому трех- 
значному числу приписать справа это же 


число, то полученное шестизначное число 
делится на 7, Ши 13. 
6. Найдите двузначное число, равиое 


неполному квадрату суммы его цифр. 

7. Докажите, что число, состоящее из 
37 единиц, делится на 37. 

8. Докажите, что не существует целых 
чисел а, ©, с, удовлетворяющих равенствам: 
абс -- а =: 3333, абс -1- 6 = 65555, абе {с = 
== 7777. 

9. Докажите, что если р — простое чис- 
ло, большее 3, то №== р*-- З1-- 2 — со- 
ставное при любом натуральном п. 

10. Докажите, что $-==3-|- 3% -{- 38 
--...-ЁР 3-1 делится иа 10. 

11. Найдите  пятизначное число, пре- 
восходящее в 45 раз произведение его ‘цифр. 

12. Докажнте, что сумма 


Е перо ое 


иены 
т цифр м--! цифра 


является квадратом натурального числа. 
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” 2 НИ лять 5х еее. ма аеых 2 

г | 2 ры = ОМА" О =" м ДР“ | 
{т бе ы. у и“ “, р ® + ке Ре ч > 
р к, . | РУ . | к 

| д. © = 2 . 


>. 
> 


М.П. Головей, 
Л.С. Куликова 


Ветка- 
барометр 





Одна из интереснейших особенно- 
стей живых организмов — предви- 
деть изменения внешних условий и 
заблаговременно приспособиться к 
ним. Многне растения и животные 
обладают способностью  «чувство- 
вать» некоторые явления и воздей- 
ствия, которые человекдаже_ не 
ощущает. | 
Например, в Я ‚специально 
разводят. в акварну ок, котс 
ще задолго до ЕО 
чинают метаться в аквариуме, 
предупреждая владельцев о возмож- 
ной опасности. Как рыбки 
приближении землетрясения 
пор остается загадкой. 








Погодные условия в жизни чело- 
века играют огромную роль, поэто- 
му очень важно заранее знать обо 
всех ожидаемых изменениях погоды. 


Сейчас во всех странах существуют 
метеорологические станции, ведущие 
наблюдения за состоянием атмосфе- 
ры (измеряются количество осадков, 
сила ветра н давление воздуха на 
различных высотах) и составляю- 
щие прогнозы погоды. При состав- 
лении точного прогноза для данной 
местности необходимо учитывать 
большое количество различных фак- 
торов, влияющих на состояние атмо- 
сферы всей Земли. Эта сложная 
проблема в настоящее время еще не 
до конца решена. Такой метод опре- 
деления погоды (он называется си- 
ноптическим} допускает некоторые 
неточности в прогнозах. Биофизиче- 
ские наблюдения природы позволя- 
ют уменьшить эти неточности. 


Данные об изменении поведения 
животных и растений перед сменой 
погоды издавна используются в на- 
роде для прогнозирования различ- 
ных атмосферных явлений. Напрн- 
мер, было замечено, что если чайки 
рано утром улетают далеко в море, 
то до вечера сильного ветра не бу- 
дет. И, наоборот, массовое возвра- 
щение птиц к берегу с моря предве- 
щает приближение шторма. Еще 
пример — задолго до начала штор- 
ма медузы спешат заблаговременно 
укрыться в безопасном месте. Ока- 
зывается, сигналом к этому являют- 
ся инфразвуки с частотой 3—13 гц, 
возникающие от трения волн о воз- 
дух Интенсивные инфразвуковые 
колебания, образующиеся над по- 
верхностью моря при сильном ветре 
в результате вихревых процессов у 
гребней волн, распространяются бы- 
стрее штормового фронта. Медузы и 
воспринимают эти колебания. В ре- 
зультате изучения этого явления 
был сконструнрован прибор, позво- 
ляющнй определить направление 
шторма и его силу задолго до его 
начала (примерно за 15 часов}. 
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В результате многочисленных на- 
блюдений установлено, что растения 
чрезвычайно восприимчивы к давле- 
нию, температуре и влажности воз- 
духа. Например, хвойные деревья 
обычно опускают свои ветви перед 
дождем и поднимают их вверх перед 
ясной погодой. В большей степени 
этой особенностью обладает ель; на- 
блюдательные туристы по состоянию 
ее кроны могут определить предстоя- 
щую погоду. 

Способность реагировать на изме- 
нения погоды сохраняется и в иежи- 
вом дереве. Это свойство можно с 
успехом использовать для изготов- 
ления самодельного барометра. Для 
этого отпилите от сухой ели ветку с 
куском ствола. Диаметр ветки у ос- 
нования должен быть 10—15 мм, 
длина 30—50 см. Получившийся су- 
чок очистите от коры и прикрепите 
его за остаток ствола к стене так, 
чтобы ветка находилась приблизи- 
тельно в таком же положении, как 
и на дереве. Теперь остается сделать 
шкалу для отсчета положения кон- 
ца ветки, и барометр будет готов. 
Вырежьте из бумагн нли картона 
сектор с радиусом, равным длиме 
ветки, и углом раствора 90°. На ок- 
ружности сектора для удобства от- 
счета через жаждые 5 мм нанесите 
деления. Еловая ветка будет выпол- 
нять роль стрелкн, положение кото- 
рой зависнт от состояния атмосфе- 
ры. Проведя несколько  наблю- 
дений положения ветки в зависимо- 
сти от состояния погоды, можно про- 
градуировать этот самодельный 6б8- 
рометр. 

Рекомендуем вам не только на- 
блюдать, но и проводить ежеднев- 
ные вапнси, отмечая в таблице по- 
ложение ветки и состояние погоды. 
Такая таблица поможет вам делать 
более точные прогнозы погоды ва- 
шей местности. Для того чтобы ба- 
рометр хорошо работал, надо его 
расположить в тенн, избегая попада- 
ния прямых солнечных лучей, и вда- 
ли от источников тепла (например, 
отопительных батарей). 
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<, 





ОТВЕТЫ, УНАЗАНИЯ, 
РЕШЕНИЯ 





К статье «От перемены мест слагаемых...» 


Мы будем пользоваться задачами из статьи 
«20 задач на пределы» *). Ссыдаясь на них, 
мы будем перед номером писать букву П. 
3. а) аз == 1; 0) а, = (-1". 
4. При любом натуральном л 
| | ' 
("Юм --2) ши 3) > 


а 
мет: 3 т 3-4 Е... 


Согласно Па сумма ряда в правой части 
Г 
равна -„. Следовательно, 


вы 


| 
ЯМ то + 


| | 
-етоет5 т. 


\ 


р 
й 


причем для лп_2> Ё выполняется 
неравенство. Отсюда при п >| 


Са 
р Герм т.к. 0 


строгое 


| 1 „9 
В частности, 5 ое >, 


что е<3. Неравенство е >2 очевидтю. Пч- 
ложим 


так 


Ве, 1 НИ 
ЕК; 


| 
согласио (1) тогда 6 <е— 5, <-лг, то ссть 


е — п -= 9а/п, где 0<9„<!. Допустим, 
что в — рациональное число: е - ш;п. Тогда 
т 1 не р 


а 


жив обе части на п!, слева получим целое 
число, а справа — не целое. Значит, г — 
иррационально. 


Умно- 





*) См. «Кваит», 1974, №3. 
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с я ьь т | 
5. Сходимость ряда 1-1 тт... 


3 
н неравенство 551 1 < 2 следует из 
| 
116. При #>2 ряд Ня 
подавно сходятся. При # == 1 он расходится 
согласно П1в. 
| 


-— зя = ... и 


6. Положим 1— 





7” *}- 3 Е ОЕ 
{— 10" 1 
НР. Та Зыаеает- 
| 
— Эп Зи» то есть последовательность 


:52н! — гозрастающая. При этом она огра- 
ниченная: $„ < 1, так как 


4-3) 


| 1х | 
(5—8 -м—т|- Эа. 


Итак, т $.» существует. Частичные суммы 
п-х 


$2и+1 стремятся к тому же пределу, так как 
1 
21-11. 





Зи № $:и : 


7. Нет. Может оказаться, что ряд 
из положнтельных слагаемых расходится. 
8. Можно. Для доказательства обо- 


значим соответственно через $+ н 5 суммы 


положительных и отрицательных слагаемых, 
входящих в состав частичной суммы $ - 


а: -= ... -{- ая. По условию, $+ р, 
$ -+ 94 при п-»оо. Так как $и:=$ т -- $, 
то согласно Па Нм $ существует и ра- 

л-сю 
вен р-- 4, то есть р-з-9= $. (Заметим, 
что предположение © существовании всех 
трех пределов: $, ри 4 — было излишним — 
достаточно предполагать, что существуют 
два из них.) 

9. Нельзя. 

ГО. Можно {и а), и 6}. 

11. Не может. Докажем это. Ча- 
стичные суммы ряда (7) (см. с. 16) обозначим 
через 5, а ряда (8) — через $5„- Согласно 
ПН, для любого е > 0 найдется такое А, 
что для любого натурального п > А и для 
любого натурального р 


] Зи —- $ | = | ал+а | -|- | ваз | +... + 
] @п+р | < г. 


Так как модуль суммы не превосходит суммы 
модулей, то 


|] Зиа+р — $п | 5 : 
= | @пь: 2 але... - @лур | <. 


Значит, согласно ПИ7а, последовательность 
{$} сходится, то есть ряд (7) сходится. 
12. Условно. 
13. Снова введем обозиачения $ н $57 
(см. решение упражиения 8). Разность 
$1+ — 51 равна, очевидно, | ал | { | аз | + 


+... |4 |. Следовательно, | а: | Е 
- [а] т... =Р— 4, то есть ряд а, + 
-- а. -- ... сходится абсолютно. 


14. Ничего не подучится: 
ряды из положительных и отрицательных 
членов оба расходятся, так что просуммиро- 
вать порознь положительные ни отрицатель- 
ные члены ряда нельзя. 


15. Используем обозначения $: $, . 


$п и $л (см. решения упражнений 8 и 11), 

$1 == 54+ 51, $ = 54—51; отсюда 
55 к би $ 

$4 = а. 57 м“ 


Так как данный ряд сходится абсолютно, 
то {5п} и {5„} имеют пределы $ и 5 при 
п-ьсо. Знацит, $1 и 5-7 тоже имеют пре- 
делы: 


$ —5 


$-- $ 
Ро 


р= 


Значит, 5 = р- 9. 

16. Пусть а, На, {аз --...=5. Ряд, 
полученный после перестановкн членов ап, 
обозначим через $: +В. Е -Р..., а его 
частичные суммы через Гл. 

Пусть сначала все а» = 0. Тогда теорема 
очевидна: Ти = $, откуда Ит Т„ суше- 


с 

ствует и равеи Г 5$. Но ряд а, Ра, -|- 
-- аз--... в свою очередь получается пере- 
стаповкой из $, + В» | в, + ..., поэтому 
$ = Т, то есть $ = ТГ. Теорема столь же 
очевидна, если все ап < 0. 

$ Пусть теперь а, На. аз -+... — 
произвольный абсолютио сходящийся ряд. 
Тогда: 
1) так как | а» [>> 0, то | а, | + | а» | + 
+... = ыы 8.|-+... то есть ряд 
6, ГО. т ... сходится абсолютно; 

2) после перестановки ряд из положи- 
тельных членов ал сходится к прежней сум- 
ме р, а ряд из отрицательных членов ап — 
к прежней сумме 9; согласно упражиению 15 
Т=р-+а= $. 

17. Снова используем обозначения 57, 


$7 и $1 (см. решения упражнений 8, 13 
и 15). При п- оо последовательность {$} 
стремится к $. Равенство $и = 51 + $. 
показывает, что если при л-ъео какзя- 
нибудь из последовательностей {$1} и ($; } 
имеет предел, то имеет предел и другая; 
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но тогда стремится к пределу н их разность 
(5+ —$7). Так как 


$4 — $ = [а, | + [а |+... + [а |, 
то ряд а; Га. | аз-- ... сходится тогда 
абсолютно, а не условио вопрекн 
предпосылкам. Итак, оба ряда (и из поло- 
жительных, и из отрицательных членов ал) 
расходятся. 

18. Согласно ГПТа, 6 для сходимости 
ряда а, {+ а. + аз ... необходнмо и до- 
статочно` выполнение следующего условия: 
для любого 2 >> 0 существует такое #, что 
для любого п> Ё н любого р 

[ай ... - апр] <=. 
Прн р = 1 получаем отсюда, что Пт ал = 
пс 
== 0. Последнее условие — необходимое, но, 
разумеется, не достаточное для сходимости 
ряда (иапример, оно выполино для гармо- 


| 
инческого ряда | На -+ 2 я +..., 


н тем не менее этот ряд расходятся). 

19. Для всех трех упражнений: а), 
6) к в) — важно следующее 

- Замечание. Расставить скобки, 

объединив в группы члены ряда а, -|- а, + 
- аз-= ...,— это то же самое, что выбрать 
подпоследовательность из  последователь- 
ностн его частичных сумм {5$л}. 

а) Для последовательности {($л) частич- 
ных сумм ряда 


1 1 | 1 





ОЕ 
4 слагаемых 9 слагаемых 
ше (—1)", 

Рева т Рая Я - (*) 
< «вы опре: = 





1? слагаемых 


любое действительное число 5 является пре- 
дельной точкой. Согласно П8в {$п} ие 
жит подпоследовательность, сходящуюся к $. 
Зиачнт, для любого $ можно подобрать та- 


кую расстановку скобок, чтобы ряд (®) стал 
сходиться к 5. 

6) Пусть 1$} н (Т„} — последователь- 
ности частичных сумм для исходного и полу- 
ченного ряда соответственно. Тогда и 
является подпоследовательностью ($п} н, 
согласие П4а, что 
($и}. 

в) Последовательность {а„} состоит из 
членов сходящегося ряда, только взятых 
в другом порядке. Зиачнт, согласно упражие- 
нию 18 и П4в а, — 0. Поэтому (см. П20а) 
любая точка $ отрезка [а, 5] является пре- 
дельной для !$5п\. Это равносильно дока- 
зываемому утверждению согласно замечанию 


и П8в. 
а, | + ЮР... 


20. Так как ряд 
расходится, то найдется п, для которого 
п 


нмеет тот же предел, 


а] +... +1 |)> $. Пусть лу — нан- 
меньшее из таких л. Далее найдется л, 
для которого  |а| +... о | — 
— | 4+1 | —..-— || <$ аимень- 
шее из такнх л назовем л.. За п. примем 
наименьшее п, для которого 
Та, |+... 4 [вм | — 
— Гама | — --- — | а, | 

Е ] @лак: | + -.- 2 | вп, | > $ 
и т. д. Числа бл подберем так, чтобы абв == 
при 1 пжл ал, = — п | 
при п; Зл= п, атби == [ап| при п. < 
«“л= п; ин т.д. Так как ап — 0, то так 
построенный ряд @46, | а,6, - ... будет 
сходиться к $. 

21. Ответ на вопросы а), 6) и в) дает 
теорема Серпниского. Сформулируем ее. 

Перестановки, перемещающие только от- 
Рицательные члены ряда и оставляющие 
положительные члены на своих местах, назо- 
вем С-перестановкамн. 

а) Для любого условио сходящегося 
ряда можно найти С-перестановку, которая 
переведет его в расходящийся. 

6) Пусть отрицательные члены условио 
сходящегося ряда образуют моиотонную по- 
следовательность (пример: 1—М. + 
УИ, М ...), тогда С-пе- 
рестаиовки не могут уменьшить его сумму. 

в) Переставим между собой отрицатель- 
ные члены ряда так,чтобы они образовали 
монотонную последовательность. После это- 
го ряд может оказаться  расходящимся 
$п +59) или сходящимся к некоторому 
числу $. В первом случае С-перестановками 
можно заставить ряд сходиться к любой 
сумме, во втором случае — к любой сумме 
К 5$ 


— [“л 


К статье «Игра «Жизнь» 


1. Пять пентамнио погибают на пятом 
ходу; два лентамнно переходят в устойчивые 
конфигурации из семи клеток; четыре — 
довольно быстро превращаются в «кавнга- 
ционные огни». 

2. Конфигурация б («латниский крест») 
погибает на пятом ходу, конфигурация в 
(буква Я) — на шестом. Конфигурации г, 
д, е через каждые два хода воспроизводят 
сами себя, то есть являются перноднческими. 
Конфигурация ж является устойчивой; она 
называется «пасекой». 

3. Ряд из пяти фншек переходит в «на- 
вигационные огин»; из шести — погнбает. 
Семиклеточный ряд превращается в «пасеку» 
(см. задание 2); восьмиклеточиый — в четы- 
ре «улья» н четыре «блока»; девятиклеточ- 
НЫЙ — в два набора «навигационных огней». 

4. Конфигурация а («восьмерка») — пе- 
риодически переходнт в себя (пернод равен 
восьмн); коифигурация б (буква? ) после 
12-го хода превращается в два «разлетаю- 
щихся» «планера»; конфигурация в (сталкн- 
вающнеся «планеры») погибает после четвер- 
того хода. 


я 
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К статье «Из жизни единини» 


1. Да, существует. Например, четыре 
узла — вершнны одного квадратика. 

2. В примере 1: 

(0, 0), (©, 1), ©, —1}, (1,0), (1,0. 

примере 2: 
(0, 0), (0,1), (1,0). 

36. Указание. Обозначим хпил (К) 
и хтах (К) — минимальное и максимальное 
зиачения координаты х для узлов, входящих 
в колонию К. Докажите, что от примеиения 
Р величина хлии не уменьшается, & хтах 3а- 
ведомо уменьшается (пока колония непуста). 

46. Для примера {1 можно доказать, 
что полуплоскость является нулевой тогда 
и только тогда, если она содержит точку О. 
Для примера 4 дело обстоит сложиее. Там 
всякая нулевая полуплоскость содержнт точ- 

11 

ку = (5, 3). поэтому ЁЕор- С другой 


стороны, существуют четыре нулевые полу- 
плоскости, пересечение которых состоит низ 
одной точки &. Это — четыре полуплоскости, 
ограниченные двумя прямыми: ух, у= 
==1—х. Поэтому ор состоит только из этой 
точки Ё. 

5. Пожалуй, я бы заявил, что эта точка 
существует, как физики заявляют о существо- 
вании фотонов, нейтриио и всего другого, 
что им иужно, чтобы сформулировать законы, 
согласующиеся с даниыми экспериментов. 

За. Либо эти четыре точки — вершины 
выпуклого четырехугольника, либо одна из 
них принадлежит треугольнику с вершниками 
в трех других точках, либо все четыре лежат 
на одной прямой. 

96. Выберите из этих п точек четыре 
и разбейте их на два подмножества, а все 
остальные точки добавьте к любому из них. 


Доказательство теоремы 
Хелли 


Докажем теорему индукцией по чнслу п. 
Предположим, что каждые л — |1 из наших 
п множеств имеют общую точку н докажем, 
что все л множеств имеют общую точку. 
Обозиачим через Ф,, ..., Ф„ наши выпуклые 
множества. Через Е Ап обозначим точ- 
ки, принадлежащие л—1 из этих множеств, 
где Ах принадлежит всем множествам, кро- 
ме (быть может) Фь. Рассмотрим два случая. 

а) Какие-нибудь две из точек А... Ан 
совпадают. Пусть Ах = А.. Тогда эта точка 
прннадлежит всем множествам Ф|. ..., Фи, 
что и требовалось. 

6) Все точки Ал,..., Ап различны. 
Тогда, согласио упражненню 9, множество 
этих точек можно разбить на двё части, вы- 
пуклые оболочки которых пересекаются. 

усть точка А принадлежит пересечению 
обеих выпуклых оболочек. Докажем, что 
точка А принадлежит всем Фу, ..., Фл. 
Действительно, пусть Фх; — любое из них. 
Возьмем ту из Двух частей А, ..., Ал, 


куда не входит Ал. Множество Фь содержит 
всю эту часть, значит, и ее выпуклую оболоч- 
ку, в частностн, н точку А. Теорема Хеллн 
доказана. 


К статье «Четырехугольники» 

1. Еслн Ррет, то ЗА 4- 48 = 18°, 
аналогично рассматриваются остальные углы. 

2. Отразнть четырехугольник в точке 
пересечення днагоналей, 

3. Произвести поворот на 120° вокруг 
точкн О. 

4. Воспользоваться формулой 


1 
ЗАвВСр = э АС-ВР-чт $, где ф — угол 


между АС н ВО. 

5- Для доказательства прямой теоремы, 
нспользуя подобия треугольннков, доказать, 
что МОМ — прямая. Для доказательства 
обратной теоремы постронть трапецию АВСО” 
(О’на ВО) и рассмотреть ее среднюю лниню 
М’М, ММ ТЫ (по услофию); получится, 
что ММ" [| ВР. 

К статье «Делимость чисел» 

1. Ответ. 8281. 

Решенне. Обозначим нскомое чнсло 
через аёса. Дано, что ав = са Ён аёса = 
— я*, Так как п? — число четырехзначное, 
то 31 «п < 100. Представнм абс@ в виде 

абса = ав. 100 - с4; 





Тогда р __ 
п? = абса = 100 (еа + 1) т ‹а= 


== 101 са - 100, 
и, значит, 


{п — Ю) п 0) = ва, 


то есть (п — 10) (п-| 10) делнтся на 101. 

Но так как п 10<Ш, ин Ю!— 
простое число, то на 101 делится п-| 10. 
С другой стороны, п -|- 10 < 110, поэтому 
п Ю = 101; значит, п = 91, п? = 8281. 

2. Указание. — Рассмотрите сумму 
пз-|- (п | 1% -- (п-- 2)3 и представьте п 
в таком внде: л = 349 -|-г, где г== 0, илн 
г=1, нак г=2. 

3- Всякое целое число может быть за- 
лисано в одной нз форм: 

5т, бт -- Ь бт +2. 

Если а = 5т, то а? = 25т?, н остаток от 
делення на 5 равен нулю. 
Если в = бт +1, то 2 = $ (т? + 2т) | 
-- №, и остаток от делення на 5 равен 1. 
Если а = эт + 2, то а? —= 5 (5т? = 4т) 
—- 4, и остаток от делення равен 4. 

Тем самым утвержденне доказано. 

43. Указанне. А = (т—.тх 
х (т — 6м. 

5. абс абс = 1000а6с -- абс = 1001а6е = 





= 7.11. 13455. 
6. Ответ. 13 и 91. 


Решенне. 


10а в = а-- ав + в, 
с + (6 — 0а+56—10-=0, 
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— (68—10) + И 160456 —1) 
Е ЕЕ. Е. = . 


Подкоренное выражение должно быть пол- 
кым квадратом. Полагая 6 = 0, 1,2, ...,9, 
находны: 5 = [или В = 3. Поэтому аё = 13 
нли аб = 91. 

1. Указание. Воспользуйтесь ме- 
тодом математнческой индукции. 

8. а-(5е -- 1!) = 3333 > а — нечетное. 
Аналогично получнм, что 9 н с — нечетные. 
Тогда я произведенне ас — нечетное число, 
ас |- а — четкое и, значит, абс + а не мо- 
жет быть равным 

9. Указание. Воспользуйтесь пред- 
ставленнем р в виде 

р = бт - 1. 


10. Указанне. Докажнте, что 
число слагаемых четно н сгруппируйте их 
последовательно по два. 

11. Ответ. 77175. 

Решенне. А = абсае = 

Заметнм следующее: 

1) ин одна нз цифр не равна 0; 

2) а 6, с, 4, е — нечетны (иначе было 
бы е= 0); 

3) е= 5, так как средн сомножителей 
правой части есть 5 (9-5). 

49 А=9-25-а-6.с.4) => (А: 25) > (А 
оканчивается 25-ю, 50-ю, илн 75-ю). Но 
4е + 25, 4е э 50. Поэтому а=Т. 


4бафс де. 


5) (4:9) > (а ++7+5:9) 


12 <анье- 12<39 = 
а--ь--с-{ 12 — нечетно 
»(ань-о- 15. {*) 
6) А = 45.35-2-В.с < 100000, 
то есть 
а.в-с < 63 (**) 


7) Из (°) и (°*) подбором находим две 
тройки чисел 1, 5, Эн 1, 7, 7. В первом слу- 
чае А = 45.35.45 == 70875 — не годится. 


Во втором А == 45.35.49 = 77175 = 
= 45.7.7.7Т.5. 
12. А=И... 1.100... 541 =--х 
——  —— 
т т-+ 1 


‚ 1 
х 99...9.100... 5-1 = 5 {10"— 1х 


т т-! 
х 0" — 5 {1077 | 2)*. 


Чнсло 10” - 2 делнтся на трн, так 
как сумма его цифр равна трем; поэтому 
07 -- 2 34, то есть И 


А = 5 (39)* = 9 — 
что и требовалось доказать. 
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К задачам «Счастливые билеты» 
(сСж. с. 13) 


1. 11 120. 
2. Существуют: 166229, 266338, 368449. 


К задаче «Маневры» 
(см. с. 19) 


Достаточно сделать 21 операцяю. 


К задачам 
(см. «Квант», 1974, № 8, с. 95) 


1. Если число А стоит справа, то справа 
зачеркивается каждсе 4 — 1-е число, то есть 
числа вида Е -г (48 -—— 1) п, а слева — числа 
внда 4 (# — 1) п — Е. Справа зачеркиваются 
числа т такне, что 4т — | делится на 
48 — 1, слева — такие, что 4т -- 1 делится 
на 48 — [. 

2. Обозначить искомые отношения через 
 тили выразить площади треугольников 
АС М:, АГ. М, ит. д. через {, т, Пи, двс. 

3. 6) Провести прямую РЁ, ААВС <> 
<> ААЕЕ, 


К задачам «Квант» для младших 
школьников» 


(см. «Квант», 1974, № 8) 


1. Указание. Начннать надо с са- 
мого высокого семнклассника, перестановки 
можно осуществлять ло парам (менять ме- 
стами самого высокого с тем, кто занимает 
его «законное» место и так далее). Прн каж- 
дой такой перестановке условне, сформулн- 
рованное в задаче, будет сохраняться (до- 
кажите). 


2. Прн помощи удочки можно уравнс- 
веснть рыбу и буханку хлеба, как показано 
на рисунке 1. Тогда 


Ь 
ть 
1 


им = , 


где т, — масса рыбы, т› — масса буханкн. 
Ни — указанные на рисунке расстояния, 


которые можно нзмерить с помощью любой 
эднницы длины. 


Корректор Т. С. Вайсберг 
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Рис. 3. 


3. Число п? -- п-|- 1 нечетно при лю- 
бых целых п. 

4. Одна нз возможных схем приведена 
на рисунке 2. При таком положении пере- 
ключателей лампа не горит. 

5. Уменьшим все числа на доске на одно 
и То же число, чтобы нанменьшее чнсло на 
доске стало равным нулю. От него до нан- 
большего чнсла можно дойтн не более, чем 
за 198 переходов (к соседним клеткам), по- 
этому наибольшее число не превосходит 
198-20 == 3960. Если каждое число на доске 
не встречается не более двух раз, то на доске 
стоит не более 2.3960 = 7920 чисел, а их 
ло условию 10000. 

6. Плотность шарнка 0,9 г'’см3, а плот- 
ность алюминня 2,7 г/см3, следовательно, 
шарик не является сплошным, в нем есть 
полость. Опустим шарнк в сосуд с водой. 
Он будет плавать в воде; над водой булет иа- 
ходиться 0,! его объема. Еслн полость на- 
ходится не в центре шарнка, то при разных 
положеннях в воде он будет поворачиваться 
так, чтобы полость всегда находилась в 
нанвысшем лоложенин (рис. 3). 





Чеховский полнграфяческий комбинат 
Союзлолиграфпрома . 

прк Государственном комитете Совета Министров 
СССР по делам нздательств, полиграфии н книж- 
ной торговли, г. Чехов Московской области 


—————————ы——-——-—-"——- 


Рукописи ме возвращаюйкя 





Нужно снять кольцо с ве- 
ревкы, не развязывая узея- 
ков на концах веревки. Плас- 
тины и кольцо легко прохо- 
дят через «ушко». Шарики 
через ушко не проходят, 
зато оны свободно протас- 
киваются через отверстие 
кольца. Разумеется, пласти- 
на не проходит через от- 
верстме в кольце. Толщина 
ушка —4 мм, внутренний 
диаметр кольца —15 мм, 
остальные размеры указаны 
на рисунке. 

Попробуйте справиться 
с задачей в уме. Если не 
получится, постройте мо- 
дель. 





Цена 30 коп. 
ИНДЕКС 70465 





К нашим читателям 
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Объявляется подписка на 1975 год на науч- 
но-популярный физико-математический жур- 
нал «Квант». 

«Квант» адресован всем школьникам 6— 
10 классов, которые любят математику и фи- 
зику, любят решать задачи. 

Наш журнал полезен м тем школьникам, 
которые еще не занялись физикой или мате- 
матикой, но хотели бы заняться этимы наука- 
ми. 

Сейчас происходит корениая переработ- 
ка школьных программ по математике м фи- 
зике. «Квант» активно участвует в этой рабо- 
те. В 1975 г. на стрвницах журнала будут 
систематически публиковаться статьм, разъ- 
ясняющие материал новых программ. 

Много материалов будет опубликовано 
для школьников 10 классов, готовящихся к 
поступлению в институт. 

В 1975 г. «Квант будет продолжать 
печатать статьи для младших школьников. 
Объем этих публикаций будет существенио 
расширен. 

«Кваит» полезен также и преподавате- 
лям. Его материалы могут быть использова- 
ны иа заседаниях математических и физи- 
ческих кружков и на факультативных заня- 
тиях. 

Читайте в «Кванте» в 1975 г.: 

Статьм, посвященные опытам, которые 
можно провести над моделями как физи- 
ческого, так и математического происхож- 
дения. 

Так, в статье Г. В. Скроцкого будет 
рассказано о камере-обскуре. А в статье 
Э. Г. Белаги «Узлы на столе математики» 
читатели прочтут о топологических опытах. 

Жизни и творчеству С. В. Ковалевской 
будет посвящена статья Н. Я. Виленкина и 
8. П. Лишевского. 

Те читатели, которых особенно интере- 
сует оптика, встретят на страницах журиала 
статью о голографии и статью известного 
зарубежного физика В. Вайскопфа «Как свет 
взаимодействует с веществом». 

Любители геометрии с интересом проч- 
тут статью И. Ф. Шарыгина о мире геомет- 
рии с числом измерений более трех. Пред- 
ставляет для них особый интерес и некото- 
рые задачи комбиматорной геометрии, ко- 


торые решаются вполне элементарными 
методами. В серии статей Б. 8. Гнеденко 
будут освещены некоторые вопросы теорин 
вероятности м массовых процессов. 

Большое количество статей будет по- 
священо миовой программе в школе. Так, в 
статьях А. Г. Мордковича школьники позма- 
комятся с понятием производной и ее при- 
менением при решении задач. 

Вот уже пятый год раздел журнала 
«Задачник «Квантаю» учит школьников ре- 
шать задачи повышенной трудности по ма- 
тематике м физике. В работе этого раздела 
принимают участие шкопьники из городов 
и сел. Читатели, регулярно присылающие 
правильные решения, получают право учас- 
тия в областных олимпмадах. Редакция кои- 
сультирует школьников, присылающих ре- 
шения задач. 

Для поступающих в вузы в 1975 году 
будут опубликованы статьи на следующие 
темы. Математика: тождествеиные преоб- 
разования иррациональных уравнений; про- 
верка решений; уравнения с параметрами; 
доказательство иеравенств ; использование 
моиотонности функций при решеним урав- 
нений и неравенств; решение тригономет- 
рических уравнений: решение задач на тела 
вращения; прямоугольная проекция при 
решении стереометрических задач, с«скры- 
тые» данные в условим задачи. 

Физика: законы идеальных газов; элек- 
трический ток, линии передач; трансформа- 
торь; построение изображений (пластиика, 
линза, зеркало); оптические приборы; глаз; 
интерфереиция. 

Мы будем продолжать знакомить на- 
ших читателей с новыми книгами, представ- 
ляющими для них интерес рассказы- 
вать о работе физико-математиче- 
ских школ, об олимпиадах, о работе раз- 
личных вузов со школьниками и т. д. 

Подписка на «Квант» принимается без 
ограничения в пунктах приема подписки 
«Союзпечать», отделениями связи, почтам- 
тах, общественными  распространителями 
печати. 

Подписная цена за год (12 номеров) — 
3 руб. 60 коп. При подписке ссылайтесь на 
наш индекс 70 465. 
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© Главная редакция физико-математической литератури иэда- 
тельства «Наука», «Квим?», 1974 г. 


А.Л. БРУДНО 


ВОКРУГ ® ЦИРКУЛА 


ПОСТРОЕНИЯ 
ЦИРКУЛЕМ 
[5] 5 АТА 
НЕЙ- 
ки 


$1. Зачем нужны построения одним 
циркулем, где они употребляются? 


Эти построения так же не нужны, как 
и построения циркулем и линейкой. 
Да, задачи на построение, решаемые 
в школе (или вообще сколько-нибудь 
содержательные), не находят ника- 
кого применення ни на практике, ни 
в геории. Они не нужны в машино- 
строении (в конструировании и из- 
готовлении деталей). Не имеют они 
отношения и к проблеме возможности 
решения задач циркулем и линейкой, 
неразрешимости задач  квадратуры 
круга, трисекции угла и т. д. 

А вот для чего задачи на постро- 
етие (циркулем и линейкой) оказа- 
лись нужны. На них школьники учат- 
ся самостоятельному решению задач, 
близких к творческим, развивают и 
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проверяют свои способности к этой 
деятельности. 

Построения циркулем (без линей- 
ки) будут нам полезны некоторым 
нным образом. Но каким именно, 
мы предпочитаем обсудить в конце 
статьи, а не заранее. 


$ 2. Постановка проблемы 


В геометрии Евклида, да и вообще 
у древних греков, изучаются постро- 
ения циркулем и линейкой. Ну, а 
какие задачи, на построение могут 
быть решены одним циркулем? Вот 
проблема *), которую нашел и ре- 
шил Маскерони (в 1797 т.). 

Когда человек решает готовую (по- 
ставленную перед ним) математичес- 
кую задачу, он, разумеется, «рабо- 
тает математиком». А кем «работал» 
(лучше сказать, «являлся» или «был»} 
Маскерони, когда формулировал свою 
задачу, — математиком или кем-то 
другим? 

Для проверки мы предложили не- 
скольким нематематикам проблему 
Маскерони. Спросили их, представ- 
ляют ли интерес построения цирку- 
лем, какие из обычных задач на по- 
строение решаются одним циркулем, 
а какие не решаются и, наконец, лю- 
бую ли задачу на построение, реша- 
емую циркулем и линейкой, можно 
решить одним циркулем. 

В одном нематематики согласны 
были между собой: «Не всякую зала- 
чу, решаемую циркулем и линейкой, 
можно решить одним циркулем, ибо 
прямую циркулем не проведешь», — 
сказали они. И тогда мы увидели, 
что нематематик не сможет поставить 
проблему Маскерони — он не может 
самостоятельно понять ее существа. 
Ведь решение Маскерони (забегая впе- 
ред, приведем его) состоит в том, что 
любая задача, разрешимая циркулем 
к линейкой, может быть решена од- 
ним циркулем. Поэтому мы думаем, 


*) Если хотите, сверхзадача относительно 
самих задач на построение. 


что, формулируя свою проблему, Мас- 
керони «работал математнком», то есть 
что формулировка математической 
проблемы была творчеством матема- 
тическим. 

Конечно. Маскерони тоже знал, 
что циркулем прямую не проведешь. 
Ну, что ж (вероятно, решил Маске- 
рони), а зачем ее проводить? Ну, как 
же, пусть, например, в задаче ска- 
зано «провести прямую, которая... об- 
ладает определенными свойствами». 
Так, ведь,  строго-то говоря, в за- 
даче должно быть сказано иначе: «най- 
ти» {или определить) прямую, кото- 
рая... обладает определенными свой- 
ствами». А вот, чтобы определить 
прямую, ее проводить и не обязатель- 
ко. Достаточно, например, задать на 
этой прямой две произвольные точки. 

Как же быть, если понадобится 
точка пересечения двух таких «непро- 
веденных» прямых? Ну, точку-то 
мы, может быть, и одним циркулем 
сумеем найти, так что это не возра- 
жение. 


8 3. Теорема Маскерони 


Итак, Маскерони решил, что вместо 
того, чтобы проводить прямую, он 
будет указывать на прямой две (раз- 
личные) точки. Решив это, Маске- 
рони сформулировал свою теорему: 
Теорема Маскерони. 

Всякая задоча, решоемая циркулем и 
линейкой, может быть решена и од- 
ним циркулем. 

в В том, что мы назвали наше предположе- 
ние тсоремой, нет инчего плохого. Матема- 
тик нередко так поступает, чтобы четко пс- 
нять, что он хочет доказать (если предполо- 


жение окажется верным) или опровергнуть 
(если оно неверно). 


$ 4. Поиск путей доказательства 


Как можно доказать теорему Мас- 
керони? Задач, которые решаются 
циркулем н линейкой, бссконечно 
много. Нельзя же все их фактически 
перерешать (одним циркулем). Впро- 
чем, мы постоянно встречаемся с те- 
оремами, где нужно рассмотреть бес- 
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конечное множество объектов. На- 
пример, «сумма углов треугольника 
равна 180°». Здесь тоже речь идет о 
бесконечном множестве треугольни- 
ков. И все же положение с этими тс- 
оремами разное. При доказательстве 
теоремы о треугольниках мы гово- 
рим: «Возьмем треугольник АВС». 
И уже самим умолчаннем о размерах 
сторон и углов взятого треугольника 
делаем треугольник «общим»: что бу- 
дет доказано для ДАВС, то окажет- 
ся верным и для любого треуголь- 
иика, А как взять «по умолчанию» об- 
шую задачу на построение циркулем 
и линейкой? Этого сделать мы не 
умеем. 

И снова Маскерони должен был 
ие столько «решать задачу», сколько 
делать что-то иное. Ему пришлось 
понять, что значит «решить задачу 
циркулем и линейкой». Вот резуль- 
тат его размышлений: 


Решение задачи на построение 
циркулем и линейкой склодывает- 
ся из многократного применения 
нескольких (аксиомных) задач; 
отыскание решений этих акси- 
омных задач не выполняют фак- 
тически, а принимают как ак- 
сномы. 


Рассмотрим, для примера, такую 
задачу: ланы окружность и прямая, 
проходящая через ее центр. Найти 
точкё пересечения прямой и окруж- 
ности. Решая эту задачу циркулем и 
линейкой, мы ничего пе станем стро- 
ить (прямая и окружность уже иро- 
ведены), а скажем, что точки пере- 
сечения «и так уже видны», то есть 
будем считать, что они «определены 
аксиомами». Виимательным размыш- 
лением Маскерони получил 


Список 


всех аксиомных задач, употребля- 
емых при псстроениях циркулем и ли- 
нейкой: 

(&) Найти точки пересечения двух 
прямых. 

(В) То же для прямой и окруж- 
ности. 

(7) То же дая двух окружностей. 
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р 


Рис 1. 


(5) Даны три точки А, Ви С. Про- 
вести из центра А окружность ра- 
Эдиуса ВС. 

В частности, в нунктах (с), (В) и 
(*) определяется, имеются ли иско- 
мые лочки пересечения. 

Посмотрим, как нспользуются аксном- 
ные задачи. Предложим себе (аля примера} 
разделнть пополам заданный отрезок АВ 
циркулем и линейкой (рис. 1). Пользуясь 
Задачей (6), проведем нз точек А н В окруж- 
ностн радиуса АВ. Пользуясь (%), найдем 
их точки пересечения Си 2). Пользуясь {24}, 
найдем точку С пересечения прямых АВ и 
Ср. Точка Ё — искомая. 


Подведем итог. Решение 
задачи циркулем и линейкой состо- 
ит в применении задач (а) — (8). Зна- 
чит, если некоторым способом реша- 
ются задачи (©) — (6), то этим спосо- 
бом решается и любая задача, реша- 
емая циркулем и линейкой. 

При построениях одним циркулем 
могут быть использованы лишь две 
аксиомные задачи — нменно задачи 
($) и (6). Значит, для доказательства 
теоремы Маскерони достаточно дока- 
зать, что с помощью задач {\) и (6) мож- 
но решить задачи (>) и (В). Установив 
это, Маскерони понял, что именно 
нужно доказывать. 


$ 5. Как решается трудная задача 


Пусть нам надо открыть дверь. Убе- 
дившись, что дверь заперта, мы но- 
пытаемся выбить ес, навалившись с 
разбегу всем корпусом. Если это не 
поможет, мы нспробуем имеющиеся в 
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наличин ключи. Что будет испробо- 
вано раньше: подбор ключей или гру- 
бая сила, зависит от характера, но 
именно эти два средства пойдут в ход 
первыми. Допустим, однако, что они 
не помогали. 

Тогда мы поучимся открывать две- 
ри. Мы возьмем тонкую дверь и ка- 
кое-нибудь орудие, скажем кувалду. 
Кувалду возьмем легкую, чтобы удоб- 
но было работать. И выбьем нашу 
учебную дверь. 

При этом мы выясним, как нужно 
бить по двери, чтобы она открылась, 
а главное — потренируемся обращать- 
ся с кувалдой, разовьем мускулатуру. 
На второй раз учебную дверь можно 
будет взять покренче, а кувалду — 
потяжелей. И так будем продолжать, 
переходя к более крепким дверям и 
работая более тяжелыми орудиями. 
Время от- времени мы будем ударять 
и по первоначальной «заданной» две- 
ри, отбивая от нее щепки, а главное, 
чтобы подбирать учебные двери по- 
хожими на заданную. 


И вот однажды {если пам повезет), 
кувалда станет достаточно  тяже- 
лой, удар выйдет сильным, а нужная 
дверь ослабится трещинами и будет 
выбита. 

По этому же пути пойдет и дока- 
зательство теоремы Маскерони. 


Сначала мы пытаемся непосред- 
ственно решнть одним циркулем 
задачи (©) и (В). Пытаемся свести 
их решение к известным нам тео- 
ремам. 

Затем (когда этого не удалось) 
мы учимся обращаться с циркулем, 
смотрим, что можно построить им. 
Потом тренируемся в решенин цирку- 
лем более трудных задач и задач, со- 
ставляющих частные случаи пужных 
задач {©) и (В). И, наконец, решаем 
сами задачи (©) и (В), точнее, то, что 
в них осталось доделать. 


Именно так поступил Маскерони. 
Прежде чем решить задачи (@) и (В), 
он приобрел высокую технику изящ- 
ного решення задач одним циркулем. 
Двинсмся следом за ним. 


А 


-- 


а ы 


Рис. 2. 


$ 6. Доказательство теоремы 
Маскерони 


Договоримся о некоторых выраже- 
ниях. Если мы говорим, что дан от- 
резок АВ, то это значит, что даны его 
концы А и В; если дана прямая АВ. 
то на ней даны лишь две точки А и В. 
Если нужно построить отрезок АВ, 
го нужно лишь построить вго концы 
Аи В: если нужно найти прямую АВ, 
то достаточно указать на ней две точ- 
ки ЛиВ, ит. д. 

При построениях циркулем мы 
не можем проводить нрямых, но это 
не мешает нам проводить их при ло- 
казательствах, на иллюстративных 
чертежах. 

Первые попытки (надеюсь, вы 
их сделаете) решить задачи (2) и {В) 
одним циркулем, то есть с помощью 
задач (\), (6), большей частью не уда- 
ются. Поэтому мы перейдем к систе- 
матическому выполнению намечен- 
ной программы. 

Поиграем с циркулем. Посмотрим, 
что мы умеем легко им построить. 

Пусть имеются две точки Л и В. 
Мы умеем нарисовать на них «розоч- 
ку» (см. рис. 2). Треугольник СРЕЁЕ —` 
равносторонний и АС — 2.-(АВ) — 
диаметр круга. Это наводит на мысль 
сформулировать следующую задачу. 

Задача № 1. Удвоение отрез- 
ка. Дан отрезок АВ. Построить от- 
резок АС с серединой в точке В. 

Решение (рис. 3). Из центров 
А и В проведем окружности Од и Ов 
радиуса АВ. Найдем (< помощью за- 
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Рис. 3. 


дачи (%)) точки Е и В пересечения 
окружностей. Из центра О раднусом 
РЕ проведем окружность Ор. Новая 
(кроме Е) точка С пересечения Оз н 
О будет искомой. 

Доказательство. Тре- 
угольники АВЬ и АВЕ — равносто- 
ронние. Значит, в круге Ов 

дуга АР = дуга АЁ = 60’, 

дуга СР = дуга РЕ 120, 
дуга АДС = 60° +: 120° = 180, 

то есть АВС — прямая. 

Задача №2. Дан отрезок АВ 
ни целое число п. Построить отрезок 
АС, который в п раз длиннее АВ и со- 
держит точку В. 

Последняя задача решается п-крат- 
ным применением предыдущей задачи. 

Решим еще одну задачу. 

Задача № 3. Дана прямая АВ 
и точка С. Построить точку С’, сим- 
метричную С относительно АВ. 

Решение (рис. 4). Из центров 
А и В проведем через точку С окруж- 





Рис 4. 





Рис. 5. 


ностн Од и Ор. Их вторая (кроме С) 
точка лересечения и будет С’. Если же 
Олин Ов будут иметь лишь одну точку 
пересечения, то С лежит на АВ. 
Доказательство. Тре- 
угольники АСС’ и ВСС’ — равно- 
бедренные по построению. Основание 
СС’у них общее. Значит, их высоты 
(перпендикулярные СС”) проходят че- 
рез середниу отрезка СС” и лежат на 
одной прямой АВ. 
Таким образом, решена и 
Задача № 4. Определить, ле- 
жит ли точка С на прямой АВ. 
Вернемся к аксиомным задачам 
<) и (В). Попытаемся решить задачу 
(В} следующим образом. Пусть даны 
(рис. 5) прямая АВ и окружность О 
с центром С. Найдем точку С”, сим- 
метричную с С относительно АВ (см. 
№ 3). Радиусом окружности О про- 
ведем из центра С’ окружность О’» 
Точки Р и Е пересечения окружно- 
стей О и О’ принадлежат АВ и явля- 
ются искомыми. Действительно, точкн 


АиВ (каки и 2) равноудалены от" 


точек Си С’. Поэтому все четыре точ- 
ки А, В, О, Е лежат на одной пря- 
мой — перпендикуляре к отрезку 
СС’, проходящем через его середину. 

К сожалению, это решение ста- 
новится неверным, когда центр С ок- 
ружности О лежит на АВ. Тогда О 
и О’ совпадают и не дают найтн точ- 
ки Рн Е. Поэтому нами решен лишь 
частный случай задачи (В) — именно 

Задача № 5. Дана прямая АВ 
и окружность О с заданным центром, 
не лежащим на АВ. Определить, пере- 


$ 
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Рис. 6. 
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секается ли Ос АВ, и найти точки 
пересечения. 

Продолжим упражнения по ре- 
шению задач циркулем. 

Задача № 6. Пропорциональ- 
ное деление. Даны два отрезка АВ 
и РЕ. На АВ находится точка С. 
Найти на РЕ такую точку Е, чтобы 


АС: АВ = ПЕ:ОЕ. 


Решение. Увеличив отрезки 
АВ и АС в нужиое число раз (см. 
№ 2), мы получим отрезок А’В’ с 
точкой С”, достаточно длинный (для 
построения, к которому мы, сейчас 
подойдем), и тем же отношением 
Д’С’: А’В" == АС : АВ. Поэтому мож- 
но с самого начала счнтать, что АВ 
достаточно длинен. 

Теперь (рис. 6) из центров ри Е 
проведем засечки радиусом АВ. Эти 
засечки (при достаточной длине АВ) 
пересекутся в некоторой точке С. Из 
точек В и С засечками радиусами 
АС и ВС находим точку Н. Она ле- 
жит на РС, и для нее 


ОН = АС и СН == ВС. 


Из центра Н проведем окружность 
радиусом НР и определим искомую 
точку ЁР, где эта окружность пересе- 
кает прямую РЕ (см. № 5). 

Доказательство. Тре- 
угольники РЕН и РЕС — равно- 
бедренные, с общим углом при осно- 
ванин. Значит, они подобны. Поэтому 

РЕ:РЕ =РН:ОС = АС: АВ. 

Задача №7. Деление отрезка 
пополам. 





я 


Решение. Пусть задан от- 
резок РЕ. Возьмем какой-нибудь от- 
резок АВ с серединой в известной 
нам точке С. Для получения такого 
‚отрезка АВ достаточно удвоить (см. 
№ |] отрезок РЕ. Применив к АВ 
и ОЕ предыдущую задачу, получаем 
точку Ё на середине ОЕ. 

Теперь легко решается 

Задача №8. Из точки вне 
прямой опустить перпендикуляр на 
прямую. 

Решение. (рис. 7). Дана пря- 
мая АВ и точка С. Построим точку 
С’, симметричную С относительно 
прямой АВ (см. № 3}, и найдем се- 
редину О отрезка СС’ (см. № 7. 


Рис. 7. 


Любопытно, что восставить пер- 
пенднкуляр из точки, лежащей на 
прямой, мы еще, кажется, не умеем. 

Легка, но важна 

Задача № 9. Определить, ле- 
жат ли точки А и В по разные сто- 
роны прямой Ср. 





Рис. 8. 
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Решение. Сначала проверим, 
что А или В не лежат на СР (см. № 4). 
Если не лежат, то (рис. 8) опустнм 
перпендикуляр АЁ из А на СО и пер- 
пендикуляр ВЕ из В на прямую АБ. 
Если (на прямой АЕ) точка Е не ле- 
жит между А и Ё, то (В этом и только 
этом случае) А и В лежат по одну 
сторону от СБ. 


Эта задача требует пояснения. Мы 
воспользовались аксиомой порядка: 
из трех точек прямой одна и только 
одна лежит между двумя другими. 
В школьной геометрии эта аксиома не 
отмечается специально ввиду очевид- 
ности. Столь же очевидной принима- 
ется и сама задача № 8. Однако от- 
казавшись от линейки и не имея воз- 
можности провести прямую СО, мы 
усомнились в очевидности задачи № 9 
и предпочли получить ее строгое ре- 
шение (одним циркулем). 

Применением задачи № 9 явля- 
ются следующие две задачи: 

Задача № 10. Построить па- 
раллелограмм АВСО на трех точках 
А, В, С, не лежащих на одной прямой. 

Решение (рнс. 9). Из центров 
А и С проводим окружностн радиусов 
ВС и АВ соответственно. В качест- 
ве О берем ту точку пересечения ок- 
ружностей, которая вместе с С лежит 
по одну сторону АВ (см. № 9). 

Замечанне. Без решения за- 
дачи № 9 нам могла бы попасться дру- 
гая точка О” пересечения окружностей 
и вместо параллелограмма получился 
бы звездчатый  четырехугольник с 
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Рис. 9. Рис. №0. 


попарно равными противоположными 
сторонами. На рисунке 9 он показан 
пунктиром. 
Задача №1. 
раллельных отрезков. 
Решение (рис. 10). Пусть АВ 
и СД параллельны и нужно образо- 
вать отрезок СЁ, содержащий точку О, 
так, чтобы АВ = ДЕ. Для отыска- 
ния Е надо построить параллелограмм 
ВАЕО или ВАРЕ (см. № 10). Пер- 
вый — когда А и С лежат по разные 
стороны прямой ВР (рис. 10), вто- 
рой — когда по одну. Случай, ког- 
да прямые АВ и СО совпадают, 
нас не интересует (хоть они не 
сложен). 
В качестве частиого случая за- 
дачи (0) решим следующую задачу: 
Задача № 12. Определить, па- 
раллельны ли две прямые: АВ и СО. 
Решение. Если обе точки А 
и В лежат на СО (см. № 4), то ипря- 
мые совиадают и ответ положителен. 
Если же хоть олна из них (скажем, А) 
не лежит на СО, то (рис. 8} опустим 
из А на СБ перпендикуляр АЕ и из 
В на прямую АЁ перпендикуляр ВЕ. 
Если Ё совпадает с А, то АВ парал- 
лельна СБ, иначе — не параллельна. 
Теперь мы в силах решить задачу 
(<). 
Задача № 13. Найти пере- 
сечение прчмых АВ и СО. 
Решение. — Отбросим извест- 
ные случаи, когда точки А или В ле- 
жат на СД, или когда АВ параллель- 
на СО (см. № 4 и № 12), или когда 
АВ! СО (см. №8). Теперь. отложив 
отрезок АВ на прямой АВ нужное 
число раз (см. №2) вту и другую сто- 
рону, мы заведомо получим на пря- 
мой АВ две точки, лежащие но раз- 
ные стороны от СБ, и узнаем об этом 
с помощью № 9. Поэтому можно счи- 
тать, что сразу же точки А и В ле- 
жали по разные стороны от СВ 
(рис. 11). Из ДА и В опустим на СО 
перпендикуляры АА’ и ВВ’. Сло- 
жим параллельные отрезки АА’ и 
ВВ’ (см. № 10). Получим отрезок 
А’Е, содержащий точку А, причем 
ДЕ =: ВВ’. Разделим А’В’ точкой Е 


Сложение па- 
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(см. № 6). Точка Е лежит на пере- 
сечении АВ и СО. 

Доказательство. Обо- 
значим (временно) через Ё’ точку пе- 
ресечения АВ н СР и вычислим А’Ё’. 
Из инодобия треугольников А’Е”А и 
А’В"Е имесм А’Р’: А’В’ = А’А: 
: А’Е. Значит, А’Ё -: А’ЁЕ’и точка 
Г == Е’— искомая. 

Итак, для завершения доказатель- 
ства теоремы Маскерони осталось цай- 
тн лишь пересечение окружности и 
прямой, проходящей через ее центр. 
И эта мелкая задачка оказалась са- 
мой трудной. Много еще решил задач 
Маскерони, пока ему не пришло в 
голову воспользоваться преобразова- 
нием инверсии. Но мы пойдем по 
пути, указанному другим  геомех- 
ром. 

Новое доказательство уеорсмы 
Маскерони представил Наполеон Бо- 
напарт (тот самый). Суть доказатель- 
ства заключалась в новом решеини 
оставшейся части задачи (В). 

Но и Наполеон ие стал решать за- 
дачу в лоб, а выяснил сначала, ка- 
кой длины отрезки мы можем постро- 
ить циркулем, отправляясь от двух 
заланиых, длиною аи $ а. Вот что 
он научился строить: 


№ 14. ИР № 
№ 15. аИЗ. № 
Научимся и мы. 


16. аГ?. 
17. Иа, 


= 
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Рис. 12. 


№ 14. Построение | 5 — а. 

Разделим отрезок 6 — ЕЁ пополам 
(см. № 7). Из центра О проведем ок- 
ружность Оь радиуса Ь'2 (рис. 12). 
Из точки Е проведем засечку радну- 
са а. пересекающую О, в некоторой 
точке С. Отрезок РС будет иметь нуж- 
ную длину. Действительно, угол 
ЕСЕ прямой, так как опирается на 
диаметр. Поэтому (СЁ)? = 6? — а. 


№ 15. Для построения отрезка 
а|3З напишем 
аУЗ — Га)? — а?. 
С помощью № 1 построим отрезок 


ь=2а и применим № 14 к отрезкам 
Ь — 2а на. 
№ 16. Запишем тождество 


ах а о 
а]72 = | арг —а. 
Мы умеем строить а ИЗ и, значит, 
умеем строить а / 2, применив № 14 
каз на. 
№ 17. Запишем тождество 


Ко + а? 
КЕ Иа. 
Мы умеем строить 6/2 (см. №16) 
и } 5? —а* (см. № 14). Значит, уме- 
ем строить и У -аг. 


Теперь мы можем решить нуж- 
ную задачу. 


Задача № 18. Найти пересе- 


чение окружности с прямой, прохо- 
дящей через ее центр. 


Рие 13. 


Решение. Пусть дана окруж- 
ность О, сцентром А и точка В 5 А. 
Нужно найти пересечения Ох с пря- 
лой АВ. Обозначим раднус О_ через 
а, длину АВ через $ и построим 
с Г --5: ис (см. № Би №. 

Тенерь (рис. 13) из центра В 
проведем засечку радиуса с до пере- 
сечения с О. в некоторой точке С. 
Из точки С проведем окружность Ос 
радиуса а 2. Пересечения Ос и 
О. дадут искомые точки ЕЁ н РЁ. 

Действительно, А ВАС.-- прямо- 
угольный, ибо с? — а? 16°. Если Ен 
Е —точки пересечения прямой АВ 
с окружностью О., то (СЕ)? 

(СЕ)? — 2а?, как и было сделано. 

Теорема Маскерони доказана пол- 
НОСТЬЮ. 


$ 7. Зачем нужны построения 
циркулем без линейки 


Хороию известно, что математика не 
исчерпывается решеннем готовых за- 
дач, что она включает поиск проблем 
ни постановку задач, формулировку 
теорем. Эта часть математики остает- 
ся скрытой, хоть мы и знаем, что 
направляет работу именно она. А на 
проблеме построения циркулем хоро- 
но видны задачи и решения именно 
«второй» части математики. 

Когда мы смотрим кино, то видим 
актеров, а о том, что есть режиссер, 
только догадываемся. Должен ли ре- 
жиссер оставаться за кадром? Мы ре- 
шили однажды вывести его на сцену. 
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Н.Н. МАЛОВ 


КАК 
СФОТОГРАФИРОВАЛИ 
ОВЕН 


При обычных способах фотографи 
рования свет используется для полу 
чения изображения светящихся или 
отражающих свет предметов. Но не 
давно физики ухитрились сфотогра- 
фировать распространяющийся свет, 
так сказать, «на лету» 

Некоторые современные мощные 
источники света — лазеры — излуча- 
ют свет не непрерывно, а отдельными 
пернодическя повторяющимися им- 
пульсамн. Мощность импульса, для. 
щегося всего 10 пикосекунд (1 ле 

10-Е <}, может достигать громад- 
ной величины — нескольких гигаватт 
(1 Ге — 10° вп!) — примерно мощ 
ности Красноярской ГЭС. Но импуль- 
сы следуют сравнительно редко — 
около тысячи раз в секунду, так что 
средияя мощность излучения — не- 
сколько киловатт. 

Для фотографирования света при- 
менялась ‹ овка, схема которон 
показана на рисунке 1 

Источником света служит мощный 
импульсный лазер Л, излучающий 
свет с длиной волны 1 мкм, что со- 
ответствуег инфракрасной — области 
спектра. Время излучения импульса 
10 лс, значит, его протяженность в 
пространстве равна 
3- №08 м/с. 10-1 с = 3-10-3 м =З мм. 

«Световую» полоску такой длины 
вполне можно сфотографировать. Но 
при этом необходимо, чтобы затвор 
фотоаппарата срабатывал очень быст- 
ре, так как иначе изображение буде 
сильно смазано. Импульс движется 
с громадной скоростью, и если затвор 
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Рис. 1. Схема установки для фотографирования сватового импульса. 


фотоаппарата открыт в течение | лс, 
смещение импульса в пространстве 
составит я 
108. 10-1^-— 3. (м) = 0,390), 
Изображение такого объекта будет 
смазано незначительно, но осущест- 
вить столь малое время экспозиции 
довольно сложно. Другая трудность 
состоит в том, чтобы затвор фото- 
аппарата срабатывал именно в тот 


г ыы 


| 
| 





момент, когда импульс «проносится» 
мнмо объектива. 

Итак, инфракрасный импульс из- 
лучается лазером и попадает на полу- 
прозрачную пластинку 11, поставлен- 
ную под углом 45” к направлению 
движения импульса. Здесь свет час- 
тично отражается, частично проходит 
сквозь пластннку. Проследим сна- 
чала за отраженным лучом. Отражен-. 


.” 


Га Инфранрасный 


импульс 








Рис. 2. Устройство дяя фотографирования звста. 
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ный импульс попадает в кристалл Кр 
и возбуждает его молекулы. Кристалл 
выбирается так, чтобы его возбужден- 
ные молекулы излучали свет с часто- 
той влрое большей, чем частота па- 
дающего света. Эта новая частота со- 
ответствует зеленому свету. Такой 
эффект возможен только при очень 
большой мощности падающего им- 
пульса. Отразившись от двух вспо- 
могательных плоских зеркал, по- 
ставленных под углом 45”, зеленый 
импульс проходит через сосуд с во- 
лой С. В воду подмешивают немного 
молока, чтобы усилить рассеяние зе- 
леного света во все стороны, в част- 
ности, в направлении фотоаппарата с 
открытым затвором. Далее распола- 
гается поляроид |1, пропускающий 
световые колебания с электрическим 
вектором, расположенным во виол- 
не определенной илоскости, прохо- 
дящей через луч. Затем свет идет че- 
рез кювегу К с сероуглеродом и через 
поляроид 92. Причем этот поляроид 
ориентируется так, чтобы пропуска- 
емые им колебания были нерпенди- 
кулярны колебаниям, пропущеиным 
первым поляроидом. Таким образом, 
через оба поляронда свет вообще не 
проходит. Но сероуглерод обладает 
замечательной способностью, откры- 
той в конце прошлого века физиком 
Керром: если в нем создать сильное 
электрическое поле, перпепдикуляр- 
ное иаправлению распространяющего- 
ся света, то поляризация света из- 
меняется. Обычно это вслпомогатель- 
нос поле создают между пластинами 
плоского конденсатора, — помещен- 
ного в сероуглерод и соединенно- 
го с источником высокого напря- 
жения. Но в опыте по фотографиро- 
ванию света поле создавалось 
мощным инфракрасным лучом, прошед- 
шим через пластинку П и также по- 
падавшим в кювегу Керра. Свет с из- 
менеинной поляризацией может прой- 
тн через второй поляроид и попасть 
в фотоаппарат ФА. Между кюветой 
н фотоаппаратом помещают  свето- 
фильтр Ф, пропускающий только зе- 
леный свет (через кювету проходит 
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и инфракрасный свет — сго частично 
поглощает фильтр Ф). Расположиль 
приборы так, чтобы зеленый и инфра- 
красный импульсы приходили к кю- 
вете Керра одновременно, не прел- 
ставляет труда. Таким образом, ин- 
фракрасиый импульс «открывает» оп- 
тический затвор (при помощи комби- 
нации двух поляроидов и кювсты Кер- 
ра) на ничтожно малое время 10-И с 
{время существования инфракрасио- 
го импульса). 

Благодаря этому удалось сфото- 
графировать зеленый имнульс, ко- 
торый получился па фотографии в ви- 
де слегка смазанного пятиа виутри 
сосуда с водой. Эта замечательная 
фотография представлена на рисун- 
ке на с. 10. Для ее получения была 
нспользована уставовка, показанная 
на рисунке 2. 

Размеры изображения зеленого им-. 
пульса вполне соответствуют пред- 
варительно рассчитанным размерам. 
Получившийся на фотографии крас- 
ный блик — след инфракрасиого им- 
пульса, также попавшего в фото- 
аппарат. 


„Ш нтература 

В. А. Угаров, Оригинальный эке- 
перимент — фотографирование света, «Наука 
н жизнь», 1973, № 6. 

М Дюгос, Сает, сфотографированный 
на лету, «Успехи физических паук», 1973, 
т 109. №1. 


НАМИНЦ 


‚. ПИЗВЫ 


Гейзеры *), горячие ключи, мине- 
ральные источники. — все это отго- 
лоски вулканической  деятельностн. 

Гейзеры — это горячие источни- 
ки, в которых через определенные ипро- 
межутки времени происходят извер- 
жения кипятка. Извержение большо- 
го гейзера — очень красивое — зре- 
лище. Со взрывом н грохотом столб 
кипящей воды, окутанный паром. 
взлетает фонтаном вверх, рассыпаясь 
на большой высоте. Фонтан бьет не- 
которое время, затем вода исчезает, 
пар рассеивается, н все успокаивает- 
ся. Обычно вокруг гейзера есть бас- 
сейн, диаметром иногда в несколько 
метров. Земля около гейзеров бывает 
теплая нан даже горячая. 

Гейзеры и горячие источники рас- 
положены в местах активной вулка- 
нической деятельности, современной 
нли сравнительно недавно прекра- 


*) Гейзер — производное слово от веура 
(нсл.) — хлынуте. 
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тившейся. Они встречаются на Кам- 
чатке (около 100 гейзеров), в Ислан- 
дии, в Новой Зеландии, в Северной 
Америке — (Йеллоустонский нацио- 
нальный парк), в Японии, в Китае. 
В Исландии в долинах почти всех рек 
виден пар, поднимающийся от ки- 
пящих ключей и гейзеров. Тепло го- 
рячих источников используется там 
для обогрева жнлищ и теплиц. На 
Камчатке есть даже река, получив- 
ная название Гейзерной. В долине 
этой реки находится около 20 круп- 
ных и множество мелких гейзеров. 
Самый большой гейзер Камчатки Ве- 
ликан выбрасывает струю воды вы- 
сотой до 40 м, а пара — до несколь- 
ких сот метров. Мелкие гейзеры под- 
нимают воду всего на несколько сан- 
тиметров нал землей. 

Деятельность гейзеров, как пра- 
вило, периодична. но промежутки 
времени между извержениями у раз- 
ных гейзеров различны. Извержения 
одних гейзеров происходят каждые 
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несколько минут, извержения дру- 
гих — 1—2 раза в месяц. Интервал 
между извержениями может быть по- 
стоянным, а может и изменяться. До- 
вольно строгой пернодичностью от- 
личается гейзер Старый  Служака 
(Йеллоустонский национальный парк). 
период его извержений — от 53 до 
70 минут. Струя воды Старого Слу- 
жаки поднимается на высоту ло 40 м. 
Извержения знаменитого Большого 
гейзера в Исландии повторяются че- 
рез 20—30 часов и продолжаются по 
2,5—3 часа. Но это не непрерывно 
бьющий фонтан. Мощная струя ки- 
пятка взлетает на большую высоту, 
бьет некоторое время и исчезает. Не 
успевает еще рассезться пар, как вы- 
летает новый сто;“ кнпятка, за ним 
еще и еще. Фонта!: Большого гейзера 
достигает высоты оу м. 

Если взглянуть в бассейн гейзера 
после извержения, можно увидеть, 
что воды в нем нет, а в дне имеется 
отверстие — канал, уходящий в глу- 
бину. Перед началом извержения во- 
да поднимается по каналу, заполняет 
бассейн, бурлит, выплескивается, а 
затем взлетает фонтан кипятка. Ког- 
да извержение прекращается, вода 
снова уходит в трубку гейзера. На- 
пример, у Большого гейзера днаметр 
трубки 3 м, глубина 23 м. На поверх- 
ности земли трубка заканчивается 
бассейном шириной 16 м и длиной 
18 м. 

Внутренняя поверхность трубки 
н бассейна выстлана очень ровным 
слоем кремнезема, такого твердого, 
что ударами молотка его ие разбить. 
Отложения кремнезема называют гей- 
зеритом. Около некоторых гейзеров 
образуются конусы из гейзерита вы- 
сотой от нескольких сантиметров до 
нескольких метров. 

Как же образовалась эта удиви- 
тельная трубка? Как появилась об- 
лицовка трубкн и бассейна? 

Можно предположить, что это свя- 
зано с отложениями веществ, содер- 
жащихся в воде. Однако вода гейзе- 
ра не дает осадка; налитая в бутыл- 
ку, она годами остается чистой. 
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Рис. 1. 


И только если выпаривать воду в ис- 
парительной чашке, то по краям, там, 
где испарение идет быстрее, будет от- 
лагаться кремнезем, образуется крем- 
нистое кольцо. В середине даже после 
продолжительного кипячения года мо- 
жет только помутнеть. 

Теперь представьте себе теплый 
нсточник, вода которого стекает по 
небольшому склону. Растекаясь, вода 
быстро испаряется, и кремнезем осе- 
дает, Этот осадок постепенно _ воз- 
вышает ложе, по которому течет вода. 
Таким образом увеличивается глу- 
бина колодца источника, пока, на- 
конеи, не образуется трубка и бас- 
сейн. 


Но какие силы заставляют горя- 
чую воду бить фонтаном? 


Первые объяснения работы гей- 
зера были основаны на гипотезе су- 
ществования большого подземного 
бассейна, лишь отчасти заполненного 
водой. Вода в подземном бассейне ра- 
зогревается за счет внутреннего теп- 
ла Земли и кипит. Образующиеся 
пары поступают в трубку, которая 
заполнена водой из подземных кана- 
лов. Пар из бассейна поднимается по 
трубке, увлекает за собой воду, на- 
ходящуюся в трубке, и заставляет ее 
выплескиваться вверх фонтаном. Од- 
нако — экспериментальные исследо- 
вання это не подтвердилн. 


Механизм действня гейзера впер- 
вые был объяснен в ХХ веке Г. Бун- 
зеном, который исследовал гейзеры 
в Исландии. Оказывается, подземный 
бассейн совсем не нужен. Трубки, 
созданной источником, вполне доста- 
точно для того, чтобы произошло из- 
вержение гейзера. 


Бунзен измерял температуру воды 
в гейзере, опуская в трубку термо- 
метр н отмечая каждый раз глубину 
погружения термометра. Нз рнсун- 
ке 1 приведены полученные им ре- 
зультаты. Видно, что по мере про- 
движения в глубь трубки гейзера 
температура повышается. У вершины 
гейзера температура была 85,5° С, 
у основания она возросла до 126” С. 


Отчего же вода в гейзере не кипит, 
несмотря на то, что ее температура 
превышает 100 градусов? 


Известно, что температура кипе- 
ння воды зависит от давления. При 
понижении давления температура 
кипения уменьшается, а при повы- 
шении давления — увеличивается. На 
вершине высокой горы вода кипит 
примерно при 80°С. В трубке гей- 
зера, наоборот, температура кипения 
выше 100°С, потому что там давление 
Сольше атмосферного на величину 
давления столба воды в трубке. Этот 
излишек давления ин не позволяет воде 
кипеть. Ни в одном месте трубки 
температура воды не достигает темпе- 
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ратуры кипения, соответствующей 
давлению в этом месте, 

Перед извержением временами 
слышатся взрывы, и каждый взрыв 
сопровождается сильным волнением 
в бассейне. По-видимому, это про- 
нсходит оттого, что по боковым про- 
токам (см. рис. 1) в трубку гейзера 
поступает горячая вода и перегре- 
тый пар. Пар, смешиваясь с более 
холодной водой в трубке, отдает воде 
свое тепло. Может произойти нспа- 
рение какого-то количества воды, тог- 
да из-за резкого расширения пара 
возникает взрыв. Часть воды, пере- 
текая из трубки в бассейн, вызывает 
в нем волнение. 

В промежутках между изверже- 
ниями температура воды в трубке по- 
степенно повышается, но даже перед 
самым извержением она нигде не до- 
стигает температуры кнпения. 

Как же происходит извержение? 

Ключ к разгадке этого явления да- 
ют наблюдения Бунзена. Ему уда- 
лось измерить температуру воды за 
несколько минут до изверження. 

Оказалось, что температура воды 
несколько ниже середины трубки 
лишь двумя градусами ниже темпе- 
ратуры кипения в этом месте трубки. 
Так, действительная температура во- 
ды в 10 метрах от дна гейзера была 
122°С, а температура точки кипения 
с учетом давления воды в этом мес- 
те — 124° С. 

Мы уже говорили, что перед из- 
вержением наблюдаются взрывы, обу- 
словленные притоком пара из под- 
земных каналов в трубку гейзера н 
сопровождающиеся поднятием водя- 
ного столба. Пусть пар вощел в труб- 
ку на высоте 10 м над дном и поднял 
воду, находившуюся на уровне А, до 
уровня В, расположенного двумя мет- 
рами выше (см. рис. 1). Давление в 
этом месте трубки уменьшается на ве- 
личину давления двух метров воды, 
вытекшей в бассейн *). Температура 





*) Весом пара можно пренебречь, так 
как его плотность намного меныше плотности 
воды. 
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Рис. 2. 


кипения при уменьшенном давлении 
будет 121°С. Следовательно, насто- 
ящая температура воды на уровне А 
(122”С) уже превышает температуру 
точки кипения на один градус. Вода 
в трубке сразу начинает кипеть, об- 
разуется пар, который еще выше нод- 
нимает воду и заставляет ее выливать- 
ся в наружный бассейн. Давление на 
нижние слои воды еще заметнее умень- 
шается, кипение идет все более бур- 
но, паров образуется все больше и 
больше. Внезапно начинает кипеть 
вся масса воды, находящаяся в са- 
мой нижней части трубки; тогда верх- 
ние слон воды выбрасываются вверх 
с громадной скоростью, и пронсходит 
извержение гейзерз. 

Выброшениая вода снова падает в 
бассейн, охлаждается и через неко- 
торое время начинает вливаться об- 
ратно в трубку, постепенно заполияя 
ее. Извержение кончилось. Время от 
времени слышатся взрывы, видны вол- 
нения воды, но следующий выброс 
начнется только тогда, когда вода в 
трубке достигнет температуры, близ- 
кой к температуре кипения. 

Извержения природного гейзера 
не могут продолжаться бесконечно. 
Когда трубка достигнет такой длины, 
что температура воды в нижних слоях 
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из-за слишком болышого давления 
уже не сможет дойти до точки кипе- 
ния, извержения должны прекратить 
ся. Источник тём не менее продолжает 
откладывать кремнезем, н образуется 
красивый водоем. Глубина некоторых 
таких водоемов от 10 до 12 м. 


Мы уже говорили, что температу- 
ра воды в трубке гейзера во время 
«отдыха» нигде не достигает точкн 
кнпения. Следовательно, пар, про- 
изводящий взрывы и поднимающий 
водяной столб, должен образовывать- 
ся в боковых каналах, питающих 
трубку. Но гейзер может «работать» 
и без этих каналов, если несколько 
ниже серсдины его трубки есть до- 
полнигельный прнток тепла. Это 
можно показать на действующей мо- 
дели гейзера, которую нетрудно сде- 
дать самим. Общий вид установки 
такого искусствениого гейзера по- 
казан на рисунке 2. 


Нужно взять двухметровую ме- 
таллическую трубку ин установить се 
вертикально. В верхней части трубки 
следует укренить сосуд, достаточно 
большой, чтобы горячая вода не раз- 
брызгивалась, а собиралась в сосуде 
и могла стекать обратно в трубку. 


Вся конструкция должна быть на- 
дежно закреплена. Поскольку при- 
дется иметь дело с горячей водой 
и паром, обращаться с искусствен- 
ным гейзером нужно очень осторож- 
но. Для работы такого гейзера нужно 
два источника тепла: один внизу, 
а второй немного ниже середины 
трубки. В качестве источников тепла 
можно взять болыпие консервные 
банки, наполненные горящими уголь- 
ками. В дне баики надо вырезать 
дыру, немного меньшего диаметра, 
чем диаметр трубки, н, нагрев банку 
без углей, плотно насадить ее на труб- 
ку. Если отверстие не слишком вс- 
лико, а банка хорошо разогрета, то 
при одновременном нагревании банки 
и трубки банка будет прочно дер- 
жаться на том месте трубки, куда се 
насадили. Извержение такого «гейзе- 
ра» происходит каждые 5—6 мннут. 





МАТЕМАТИЧЕСНИЙ 
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Применение 
теоремы Эйлера 
к некоторым задачам 


Б. В. Бекламов 





В этой статье мы предлагаем чи- 
тателям несколько задач, в решении 
которых центральную роль играет 
теорема Эйлера. Уделяя основное 
внимание задачам, мы не доказываем 
здесь эту теорему, а приводим лишь 
ее формулировку. Доказательство тео- 
ремы Эйлера, как и более общие фор- 
мулировки этой теоремы, можно найти 
в книгах «Что такое математика?» 
Куранта и Роббинса и «Наглядная 
геометрия» Гильберта и Кон-Фоссена. 

Прежде чем формулировать теоре- 
му Эйлера, договоримся, что линию 
с концами в двух данных точках мы 
будем называть дугой, соединяющей 
эти точки, в том случае, если эту 
линию можно пройти, не побывав ни 
в одной из ее точек дважды. 


Теорема Эйлера. Пусть 


на плоскости задано т точек и п по- 
парно непересекающихся дуг, каждая 
из которых соединяет какие-либо две 
данные точки и не проходит через 
остальные т — 2 точки, и пусть эти 





Рис. |]. 
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дуги делят плоскость на { областей. 
Если из каждой данной точки в любую 
из остальных можно попасть, двигаясь 
по этим дугам, то 

тп [{=2. 

В случае, изображенном на рн- 
сунке 1, все условия теоремы Эйлера 
выполнены, т = 12, п = 18, [=8 
и т—п--1=2. На рисунках 2 
и 3 изображены случан, когда усло- 
вия этой теоремы не выполняются. 
Так, на рисунке 2 из точки А, нельзя 
попасть в точку Адит—п +=: 
== 352, а на рисунке 3 линия, соеди- 
няющая точки А; и Д., является са- 
мопересекающейся и опять т — п 
= З=2. 

В некоторых задачах совокуп- 
ность, состоящую из нескольких то- 
чек и соединяющих их попарно не- 
пересекающихся дуг, мы называем 
картой; при этом точки из этой сово- 
купности мы называем вершинами, 
а области, на которые дуги делят 
плоскость, — странами. 


Рис. 3. 


#7 


Теперь мы можем перейти к реше- 
нию задач. 

Задача 1. Можно ли десять 
городов соединить между собой не- 
пересекающимися дорогами так, чтобы 
из каждого города выходило пять дорог, 
ведущих в пять других городов? 

Решение. Предположим, что 
города можно соединить между собой 
дорогами так, как указано в задаче. 
В таком случае, если какие-то два 
города окажутся не соединенными 
дорогой непосредственно, то найдется 
третий город, который уже будет не- 
посредственно соединен с каждым 
из них. Изобразив на плоскости горо- 
да точками, а дороги — дугами, по- 
лучим, что любые две точки соединены 
цепочкой дуг. Так как в каждой точке 
сходятся пять дуг, то общее число 


дуг равно 


Эйлера эти дуги делят плоскость 
на 2 + 25 — 10 = !Й областей. Каж- 
дая из этих семнадцати областей огра- 
ничена по крайней мере тремя дугами, 
так как в противном случае нашлись 
бы два города, непосредственно соеди- 
ненные по крайней мере двумя дорс- 


ро = 25. Согласно теореме 


гами, а это противоречит условию 

задачи. Следовательно, число дуг 
3.17 ЕЕ. 

не меньше —_ = 25,5: Таким об- 


разом, исходное предположение прн- 
водит нас к противоречию, и города 
нельзя соединить между собой так, 
как это требуется в задаче. 

Задача 2. Три поссорившихся 
соседа имеют три общих колодца. 
Можно ли провести непересекающиеся 
дорожки от каждого дома к каждому 
колодцу? 

Решение. Предположим, что 
это сделать можно. 

Изобразим дома синими, а колод- 
цы — черными точками и каждую 
синюю точку соединим дугой с каж- 
дой черной точкой так, чтобы де- 
вять полученных дуг попарно не 
пересекались. Тогда всякие две точки, 
изображающие дома или колодцы, 
будут соединены цепочкой дуг, и в 
силу теоремы Эйлера эти девять дуг 
разделят плоскость на 9 — 6-2 =5 
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областей. Каждая из пяти областей 
ограничена по крайней мере четырьмя 
дугами, так как по условию задачи 
ни одна из дорожек не должна нс- 
посредственно соединять два дома 
или два колодца. Поэтому число дуг 


должно быть не меньше Е ==10, и, 


2 
следовательно, наше предположение 
неверно. 


Задача 3. Докажите, что на 
всякой карте найдется страна, гра- 
ничащая не более чем с пятью стра- 
нами. 


Рещение. Если число стран 
на карте не превосходит шести, то 
утверждение задачи очевидно. Мы 
докажем, что на карте, имеющей более 
шести стран, найдутся даже четыре 
страны, каждая нз которых граничит 
не более чем с пятью странами. Окра- 
сим вершины и дуги исходной карты 
в черный цвет, а красной краской 
отметим в каждой стране по одной 
точке. Всякие две отмеченные точки, 
лежащие в соседних странах (то есть 
странах, имеющих общую граничную 
дугу), соединим внутри этих стран 
красной дугой так, чтобы красные 
дуги попарно не пересекались. Тогда 
всякие две красные точки будут сое- 
динены цепочкой дуг, и так как нн- 
какие две построенные дуги не будут 
соединять одни ни те же точки, то каж- 
дая страна на карте, состоящей из 
точек и дуг красного цвета, будет огра- 
ничена не менее чем тремя дугами. 
Еслн какая-то страна на этой карте 
ограничена более чем тремя дугами, 
то на ее границе можно выбрать две 
вершины, не соединенные дугой, и сое- 
динить их красной дугой внутри этой 
страны. Повторяя несколько раз эту 
операцию, мы получим красную кар- 
ту, на которой каждая страна огра- 
ничена ровно тремя дугами. Так как, 
кроме того, на`этой карте никакие две 
дуги не соединяют однн и те же вер- 
шины и так как. число вершин больше 
трех, то из каждой вершины выходят 
не менее чем три дуги. Обозначим 
через п число дуг, через Г — число 
стран, через т — число всех вершин 


красной карты и через а — число 
вершин, из которых выходят менее 
чем шесть дуг. Тогда получим 


31 = 2я, (1) 

За +6 т—а <=? 1. {2) 

Из формулы (1) и теоремы Эйлера, 

примененной к системе точек и дуг 
красного цвета, следует, что 


2п = бт — 12, 
За + 6 (т — а} = бт —12, 


которое показывает, что а 4. Ос- 
тается заметить, что если некоторая 
страна на черной карте имеет болыне 
пяти соседей, то из отмеченной в этой 
стране красной точки выходит больше 
пяти луг, и потому, в силу неравенст- 
ва а — 4, на черной карте найдутся 
четыре страны, каждая из которых 
имеет не больше пяти соседей. 

Задача 4. — Можмо ли семи- 
угольник разрезать на выпуклые 
шестиугольники? 

Решение. Предположим, что 
какой-то семиугольник удалось раз- 
резать на выпуклые шестиугольники. 
Обозначим число тех вершин шести- 
угольников, которые лежат внутри 
исходного семиугольника, через т, 
а число оставшихся вершин (то есть 
лежащих на граннце семиугольни- 
ка) — через т’. В качестве дуг, соеди- 
няющих вершины, выберем прямо- 
линейные отрезки сторон много- 
угольников, удовлетворяющие сле- 
дующему условию: отрезок должен 
соединять две вершины и не проходить 
через остальные вершины. Обозначим 
через п число таких дуг и через { — 
число областей, на которые эти дуги 
делят плоскость (число | на единицу 
больше — числа шестиугольников). 
Ясно, что любые две вершины ока- 
жутся соединенными цепочкой дуг. 
В силу теоремы Эйлера 

тт —пП+1=2. (3) 

Так как внешняя область ограни- 

чена п’ дугами, а каждая из осталь- 


ных — не менее чем шестью дуга- 
ми}. ‘то 
2" = 6 (1 — + тт. 


(4) 
2* 
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Из некоторых вершин на границе 
семиугольника выходят только две 
дуги. Обозначим число таких вершин 
через а. Из всякой другой вершины 
выходят по крайней мере три дуги, 
так что 

Зт + 3 (т — а) + 2а = 2". 
Отсюда в силу равенства (3) 

п 31 Та 6. 
Сравнивая это неравенство и нера- 
венство (4), мы получаем 

2а — т’ = 6. (5) 

Так как на границе семиугольника 
найдутся по крайней мере две вер- 
шины, из которых выходят дуги, 
ведущие внутрь семиугольника, то 
т —а-2. Из этого неравенства и 
неравенства (5) следует, что а >> 8. 

С другой стороны, так как семи- 
угольник разрезан на выпуклые мно- 
гоугольники, то всякая вершина, 
из которой выходят две дуги, является 
вершиной семиугольника, и потому 
а =Т. Таким образом, семиугольник 
нельзя разрезать на выпуклые шести- 
угольники. 

Следующие задачи мы предлагаем 
читателю решить самостоятельно. 
Упражнения 

1. Можно лн пять городов соединить 
между собой непересекающимися дорогами 
так, чтобы из каждого города в любой дру- 
гой город вела дорога, не проходящая через 
остальные города? 

2. Докажите, что если на карте число 
стран больше девятнадцати, то на этой кар- 
те найдутся три страны с одинаковым чнслом 
соседей. 

$. Пятиугольник разрезан на несколько 
многоугольников так, что все стороны ис- 
ходноГго пятиугольника остались неразре- 
заннымн. Докажите, что если число полу- 
чнвшихся многоугольников не менее ляти, 
то в одном из них найдется угол, который 
больше либо равен 72°. 

4. Треугольник, все углы которого не 
больше 120°., разрезаи на иесколько тре- 
угольников. Докажите, что в одном из по- 
лучившихся треугольннков все углы не 
больше 120°. 

5. В игре приннмают участие два иг- 
рока. Перед началом игры на плоскости от- 
мечается т точек. Игроки поочередно ра- 
зыскивают две точки, еще не соединенные 
дугой, и соединяют этн точки дугой, кото- 

ая не пересекает ранее построенные дуги. 
ынгрывает тот, кто делает последний ход. 
При каких т выигрывает игрок, сделавший 
первый ход, а при какнх — его противинк? 
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задачник пранта 








Решения задач из этого номера можно посыпать не поздкее 1 декабря 1974 г. по 
адресу: 147074, Москва, В-71, Ленннский проспент, 15, мздательство «Наука», журнал 
«Каантх. После адреса на конверте напншите, решенмя какмх задач вы посылаете, 
непрммер; «Задачник «Кванта», №286, М287» млм «...Ф303». Решения задач по каж- 
дому из предметов {ммематике м физике}, а также ковые задачм просьба прмсы- 
лать в отдельных конвертах. Задачм мз разных номеров журнала присылайте танже 
в разных конвертах. В письмо вложите конверт с напмсанным на нем адресом 
в этом конверте вы получнте результаты проверки зашых решения]. Условия орити- 
нальных задач, предлагаемых для публикацын. присылайте в двух экземплярах вме- 
сте с вашими решеннямм этнх задач (на конверте пометьте: «Задачник «Кванта», 
новая задача по физмке» млм «...новая задача по математике»). После формулировкм 
задачм мы обычно указываем, кто предложмл нам эту задачу. Разумеется, не все 
этм задачи пубпнкуются впервые. Наиболее трудные задачм отмечены звездочкой. 


ны на К равных по весу куч. Дока- 
жите, что можно не менее чем К раз- 
ными способами убрать одну из гирь 
так, что оставшиеся (М — 1) гири 


Задачи 
М286—М290; Ф298—Ф302 


№286. На плоскости расположе- 


но Л точек. Отметим все середины 
отрезков с концами в этих точках. 
Какое наименьшее количество точек 
плоскости может оказаться отмечен- 
ным? 
А. Печковский 
М287. Существует ди такая после- 
довательность. натуральных чисел, 
что любое натуральное число 
1, 2, 3,... можно представить в виде 
разности двух чисел этой последова- 
тельности единственным — способом? 


А. Лифшиц 


М288. На конгрессе собрались 
ученые, среди которых есть друзья. 
Оказалозь, что никакие двое ученых, 
имеющие на конгрессе равное число 
друзей, не имеют общих друзей. 
Докажите, что. найдется ученый, у ко- 
лорого ровно одии друг. 

С. Конягин 

М289. № гирь, каждая из которых 
весит целое число граммов, разложе- 
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уже нельзя разложить на К равных 
по весу куч. 


С. Конягин 
М290. Для каких .п существует 
такая замкнутая несамопересекаю- 


щаяся ломаная из п звеньев, что лю- 
бая прямая, содержащая одно из 
звеньев этой ломаной, содержит еще 


хотя бы одно ее звено? 
С. Конягин 


Ф298. Внутри фотоаппарата пер- 
пендикулярно фотопластинке распо- 
ложено плоское зеркало, длина ко- 
торого РВ равна половине фокусного 
расстояния объектива (рис. 1}. Изобра- 





Рис. 1. 


жение А звезды Вега находится от 
центра фотопластинки на расстоя- 
иии, вдвое меньшем радиуса объекти- 
ва. Во сколько раз освещенность 
«отраженного изображения» С звезды 
Вега меньше освещенности ее изоб- 
ражения А в присутствии зеркала? 

Г. Л. Коткин 


Ф299. По гибкому шлангу сече- 
нием $ течет жидкость плотности р 
со скоростью 9. Найти натяжение 
нити АВ, соединяющей концы А и В 
шланга, если известно, что она являет- 
ся диаметром полуокружности, ко- 
торую образует шланг (рис. 2). 

С. А. Беляев 


ФЗ00. Найти, на какую высоту 
поднимается жидкость в расширяю- 
щемся и суживающемся конических 
капиллярах. Смачивание полное. 
Угол при вершине конхеа, который 
образует капилляр, равен <. Этот 


угол считать малым. Коэффициент 
поверхностного натяжения — жид- 
кости 0. 


ФЗ01. Круглая линза диаметра р 
состоит из двух соединенных по диа- 
метру половинок. Фокусное расстоя- 
ние одной из них Р, другой 2Ё. На 
расстоянии а от линзы находится ис- 
точннк света, на расстоянии 2а по 
другую сторону — линзы — экран. 
Нарисуйте график зависимости ос- 
вещенности изображения источника 
на экране от расстояния точки экрана 
до оптической оси линзы. Источник 
находится на оптической оси линзы, 
экран перпендикулярен этой оси. 


ФЗ02. За лисой, бегущей прямо- 
линейно и равномерно со скоростью 
у:, гонится собака, скорость которой 
уз постоянна по величине и направ- 
лена все время на лису. В момент, 
когда скорости у, н у. оказались 
взаимно перпендикулярными, рас- 
стояние между лисой и собакой было 
равно [. 

Каково было ускорение собаки 
в этот момент? 


Б. Б. Буховцев 
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Решения задач 


№М246—М250; Ф253—Ф259 


№246. (На плоскости даны две прямые т и п 
ы точка О. Постройте треугольник, две 
высоты которого лежат на данных прямых т 
и п, а центр описанной окружности нахо- 
дится в точке О 


Чтобы не рассматривать различных слу- 
чаев взаимного расположения прямых т, п 
и точки О, будем решать задачу без чертежа. 

Предположим вначале, что точка О не 
совпадает с точкой пересечения прямых т 
и п. Заметим следующее: 


1) Если через тбчку О провестн прямые 
т’и п’, параллельные прямым ти л соот- 
ветственно, То мы должны получить 
перпендикуляры, проходящие через сере- 
дниы сторон искомого А {это 
сразу следует из того, что О — центр описан- 
ной окружностн). 


2) Прямая т”, симметричная прямой т 
отиосительно прямой п’, должна про- 
ходнть через вершину искомого треугольника 
{скажем, через точку С). Аналогично, пря- 
мая п””, симметричиая прямой п относительно 
прямой т’, также должна проходить 
через точку С. (Оба этн утверждения выте- 
кают из первого замечания.) 


3) Если прямые-п’’ и л” пересекаются 
(а они могут и не пересечься; потому-то мы 
всюду в 1} и 2) н писали слово должиа), 
то точка нх пересечения — это вершина С 
нужного треугольника. 


После того, как вершина С найдена, вер- 
шины Ан В находятся без труда: нам из- 
вестны направления сторон СА и СВ нм то, 
что они пересекаются с прямыми ти п 
в точках А н В соответственно. 

Итак, мы описали процесс построения. 
Однако осталось невыясненным, всегда ли 
это построение приводнт к целн; иначе го- 
воря, пронзвольно ли можно задавать пря- 
мые т, п и точку 0? Из нашего построения 
следует, что это не так: если прямые т’ и 
п” параллельны, то вершину С иайти нельзя. 
Проверьте, что прямая т’ будет параллель- 
на л”’в том н только том случае, когда либо 
острый угол между прямыми т н п равен 60°, 
либо когда т||п. 
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Рис. 1. 


Рис. 2. 


Если т||п, то решений нст. Если же 
угол между прямыми т и п равен 60°, то 
прямые т’ и п”’ могут совпадать, и в этом 
случае получается целое семейство решений. 
Происходит это лишь тогда, когда паралле- 
лотрамм, образованный прямыми т, п, т’ 
и м’, является ромбом с углом 60° при вер- 
шине 0. 

Наконец, еслн точка О совиздает с точ- 
кой пересечения прямых м и л, то треуголь- 
ннк либо вырождается в точку, либо же ре- 
иеннем является целое семейство правиль- 
ных треугольников, — в этом случае угол 
между прямыми т и п равен 60°. 

` Отметим в заключение, что если немного 
изменить формулировку задачи, — счи- 
тать, что на прямых т и п лежат не высоты, 
а бнссектрисы треугольника, — то получнтся 
задача, в некотором смысле двойственная 
к решенной. (Впрочем, она легко решается 
и без мспользования этой двойствеиностн.} 
Постарайтесь решить и эту задачу н понять, 
в чем состоит двойственность. 


№247. Квадрат 6Ж6 нужно заполнить 
12 плитками, из которых Е имеют форму 
уголка, а остальные 12 — # прямоугольника 
{рис. 1}- При каких Ё это возможно? 


Если # — четное, 
заполнить 


то квадрат можно 
уголками и прямоугольниками 
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(рис. 2}. При К, равном 5, 7, Фи 11, заполне- 
ние также возможно (рнс. 3). . 
. Остается разобрать случаи А=|н 
& = 3. Оказывается, что в этих случаях 
укладка невозможна. 

} Пусть = 1. Занумеруем строки 
квадрата (рис. 4) и сопоставим каждой кле- 
точке прямоугольника (нли уголка) номер 
строки, в которой она находится. Нетрудно 
заметить, что сумма номеров строк (по кле- 
точкам) для любого прямоугольника делится 
на 3, а для любого уголка -- не делится. 
Сумма номеров строк квадрата (по клеточ- 
кам) делится на 3, значит, прн А = ] уклад- 
ка невозможна. 

2) Пусть # == 3. Занумеруем строки и 
столбцы квадрата (рис. 5). 

Сопоставим каждой из фигур два числа: 
сумму номеров строк н сумму номеров столб- 
цов, в которых находятся клеточки этой фн- 
гуры. Для прямоугольников оба эти числа 
делятся на 3, а для уголков — не делятся. 
Остаткя, получающиеся при делении‘ на 
3 чисел, соответствующих ‘уголкам, опреде- 
ляются лишь видом уголка и нс меняются, 
ссли передвигать уголок по квадрату не пе- 
реворачивая (см. рисункн 5 и 6; на рисунке 
6 изображен пример такого перемещения; 
в клеточках поставлены номера строк и столб- 
цов, в которых лежат клеточки). 

Сумма номеров строк к сумма номеров 
столбцов (по клеткам) для всего квадрата 
делятся на 3; следовательно, укладка квад- 
рата тремя уголкамн и девятью прямоуголь- 
никами возможна только тогда, когда все 
три уголка одного винда. В силу симметрии 
квадрата будем считать, что все уголкн такие, 
как иа рисунке 6. 

Покажем теперь, что полосу ширины 
б и высоты л невозможно уложнть, если. ис- 
пользовать прямоугольники и уголки холько 
такого вида (при условин, что хоть один уго- 
лок должен быть использован). 

Предположим противное. Покажем тогда, 
что если возможна укладка полосы бЖХп, 
то возможна укладка ‘ полосы 6бЖт, где 
т — некоторое число, меньшее п. 
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второй строк покрыты только прямоуголь- 
никами. Из рисунков 8 а— в следует, что 
во всех случаях, кроме изображенных на ри- 

сунках 11 а, 6, ниидуктивный переход возмо- 

жен. Рассмотрим этн два случая. Красная 

клетка не может быть покрыта уголком — 

иначе сниюю клетку вообще нельзя будет 

покрыть. Если красная клетка покрыта го- 

ризонтальным прямоугольником, то, индук- 

тивный шаг можно сделать. Поэтому будем 
считать, что она покрыта вертикальным 
прямоугольником. Но тогда и черная клетка 
тоже покрыта вертнкальным прямоуголь- 
ником. Если и синяя клетка покрыта вер- 
тикальным прямоугольником, то полосу 


Рис. 6. 





Рис. 7. Рис. 8. 


Занумеруем строки полосы снизу вверх 
(рис. 7). Мз рисунков 8 а, 6, в следует, что 
если в первых трех строках полосы нет клет- 
ки, принадлежащей уголку, то у полосы 
можно отрезать первую строку, то есть мож- 
но сделать индуктивный шаг. 

Пусть есть уголок, содержащий клетку 
первой илн второй строки. Возьмем самый 
правый из таких уголков. Ясно, что красная 
клетка на рисунке 9 (уголок, изображенный 
на нем, — самый правый) покрыта горизон- 
тальным прямоугольником, иначе укладка 
вылезет за пределы полосы. Синяя клетка 
либо лежит за пределами полосы, либо по- 
крыта вертикальным прямоугольмнком — слу- 
чан а) иб). В случае 6) укладка невозможна — 
это видно из рисунка. В случае а) раз синяя 
клетка покрыта вертнкальным прямоуголь- 
ником, то черная н зеленая клетки тоже по- 
крыты вертикальными прямоугольниками. 
Перестроив коифнгурацию рисунка 9, а, как 
показано на рисунке 10, мы «поднимем» - 
уголок так, что он уже не будет содержать 
клеток первых двух строк. 

Итак, нам осталось рассмотреть, что 
будет в том случае, когда клетки первой и Рикс. 10. 
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можно обрезать (см. рис. 8,8). Поэтому 
рассмотрны случай, когда синяя?клетка пок- 
рыта уголком. Тогда зелекая клетка пок- 
рыта вертикальным прямоугольником. Пос- 
ле этого легко сообразить, что желтые 
Клетки также покрыты вертикальными 
прямоугольникамн. Значит, уголок можно 
поднять (рис. 12). 

Таким образом, нам удалось убрать все 
уголки из первых трех строк полосы. Мы уже 
убедились, что в этом случае от полосы 6Х п 
можно перейти к полосе 6бЖт, где т< п. 
То есть, мы доказали следующее: 

Если полосу 6Жп можно покрыть пря- 
моугольниками и уголками (такими, как 
на рисунке 6), то тогда можно заполнить 
и полосу 6бХт, где т — некоторое чисао, 
меньщее п. 

Остается убедиться, что при достаточно 
малых т такое покрытие невозможио. Это 
очевидно, если 7< 3. 

Итак, задача полностью решена. 

Я. Г. Лиманов 


М248. В выпуклый п-угольник А:А.... Ап 
вписан п-угольник В.В. ... Ви, площадь ко- 
торого равна Р (вершина Ву лежит на стороне 
АА, для #=1,2,..., п — | а вершы- 
на Вл — на АлА}). Около того же п-угольника 
А.А, ... Ал описан п-угольник С1С:... Сл, 
площадь которого равна @, так, что 

С.С. || ВВ», С›Сз|| ВоВз, -.., СаСа || ВВ, 
(вершина Ар лежит на стороне С; С: для 





1=2,..., п, а вершина А, — на стороне 
С„С:; см. рис. 13).  Найдит? площадь 
п-угольника АА»... Ап. 


Решим сначала задачу для п = 3. Дока- 
жем, что в этом случае площадь $ треуголь- 
ника А.А.А3 равна среднему геометричес- 
кому площадей вписанного и описанного 
треугольннков: 

5: = ОР. (1) 


Поскольку треугольники 8В.8В,8В3 н 
С:С.С. подобны, то прямые ВС, В.С, и 
В:Сз пересекаются в одной точкс О (докажи- 
те это!), при этом  АВ,В.Вз можно полу- 
чить из АС.С.С. подобным сжатием (гомо- 
тетией) с центром в точке О и коэффициентом 


ми „В. Ве В, В.Вз ‚* В.В, `.* ОВ; о 
г С.С. 4 С.Сз — СзС, — ОС: ей 


г (6—1 23). 

Обозначим Через 4, $р н р; части пло- 
щадей 9,5 и Р соответственно, лежащие 
внутри треугольников СОС, (при [= 1), 
СОС. ( = 2] к С.06. (= 3}; запример, 
4, — площадь голубого треугольника на 
рисунке 14, $; — сумма площадей голубого 
и розового треугольников (с общим основа- 
нием), р: — сумма площадей голубого тре- 
угольника и заштрихованной трапеции (то 
есть пломадь треугольника С:ОС.). Тогда для 





каждого # = |, 2, 3 








91 9: 
$1 - р: 
51 
н значит, —— =. Поэтому 
Р: 1 
то р 
5 => $Хя г 
н 
_$. ра Х $ о 
рт Хр: = 


откуда следует (1). 

Этот же ответ получается н для произ- 
вольного л, если п-угольники В:8,... Вп 
н С.С,...С» подобны. В условни за- 
дачи содержится нскусная ловушка (в нее 
попалось большинство читателей, прислав- 
ших нам письма по поводу этой задачи): там 
сказано лишь, что стороны многоугольни- 
ков параллельны; из этого, конечно, 
следует равенство углов, но не следует по- 
добне многоугольников — пропорцио- 
нальность соответствующих сторон. Уже для 
п = 4 нетрудно построить примеры (рис. 15 
н 16), показывающие, что равенство (1!) не 
обязательно выполняется (четверо наших 
читателей: В. Тарасов (Ленинград), С. Фи- 
нашин (Ленинград), А. Вятчин (Павлово) и 
А. Гончаров (Никополь) заметили это), то 
есть $ не определяется однозначно по за- 
данным Р и О. В этом случае вопрос зада- 
чи естественно понимать так; какие значения 
может принимать $ при заданных Р и Ф> 

Сравнительно нетрудно придумать при- 
меры, в которых $, Ои Р связаны неравен- 
ством 


52 > ФР. (3) 
Проверьте, что уже рисунок 16 (где 
В.В „В.В, и С.С.С.С, — равнобочные 
трапеции) позволяет реализовать любую 
тройку значений $, Он Р, связанных нера- 
венством (3). Значительно более трудной 
и интересной задачей является такая: обяза- 
тельно ли выполняется неравенство (3}> 
‚ Мы предоставляем читателям возмож- 
ность подумать над этим вопросом; ему Мы 
посвятим заметку в одном из следующих но- 
меров «Кванта». 


№249. На ребрах А’О’ и СО’ куба 
АВСОА'В”С'Р” выбирают две точки Ки М 
так, что плоскость КОМ касается шара, 
вписанного в куб (рис. 17). Докажите, что 
величина ф двугранного угла при ребре В’) 
тетраэдра В’РКМ не зависит от выбора 
точек Ки М. — Найдите эту величину Ф. 


Приведем нанболее короткое решенне 
этой задачи, нспользующее лишь соображе- 
ния симметрии. 


` 
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Рис. 17. 


Обозначим точку касания шара с пло- 
скостью КОМ через `Ё, днагональ куба 
В’Р — через 4. Проведем через 4 шесть 
плоскостей &, х, А, в, фи В, проходящих 
СО тееНно через точки А’, К, Ё, М, 

ив. Е 
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Двугранный угол 2 а4у (угол между 
плоскостями © и) равен 120°, поскольку 
при поворотах куба на 120° вокруг днаго- 
нали 4 углы 2а4у, 2`уаВ и 2рас совме- 
щаются друг с другом. 

Но заах = 3 ка: точки, в которых 
две плоскости — КРМ и КРА’, — прохо- 
дящие через прямую КО, касаются шара, 
разумеется, симметричны друг другу относн- 
тельно плоскости КВ’Р, проходящей через 
центр шара, а следовательно, 
© и А тоже симметричны друг другу относи- 


тельно плоскости х. Аналогично, Ади = 
= зи4у. 
оскольку сумма углов зай, | 


-- 324% = Зоа авна 120°, сумма их 
половин ф = 2 хаА-- а Лад = 2 хай рав- 
на 60°. 

Большинство чнтателей, так же как н 
автор И. Ф. Шарыгин, решили эту задачу 
с помощью вычислений н получили следую- 
щий интересный промежуточный результат: 
сумма длин |КО’|-- |2’М| всегда равна 
длине ребра куба (то есть так же, как велн- 
чина угла ф, не зависит от положения точ- 
кн Ё.). 

Н. Б. Васильев 


№250. а) При дворе короля Артура *) собра- 
лись п рыцарей. Некоторые из них враждуют 
друг с другом, но у каждого рыцаря не менее 


= друзей среди собравшихся. Докажите, что 


Мерлин — советник короля Артура — мо- 
жет усадить рыцарей за круглым столом так, 
чтобы рядом с каждым сидели его друзья. 

6) Докажите, что если у каждого рыцаря 
одинаковое четное (и, конечно, положитель- 
ное) число друзей, то Мерлин может расса- 
дить рыцарей за несколько круглых столов 
так, чтобы викто не сидел рядом со своим 
врагом (у Артура есть столики на двоих, на 
троих и т. 0.). 


Задача М250 6) приведена здесь в уточ- 
ненной формулировке. Это очень трудная 
задача. Ее решенню будет посвящена заметка 
«Задачи о графах н сказка «Иван-царевич и 
серый волк», которую можно будет прочесть в 
следующем номере нашего журнала. 

риведем решение №250 а). 

Рассаживая рыцарей за круглым сто- 
лом или на одну скамью (то есть в ряд), 
мы всегда будем подразумевать, что соседи 
являются друзьями. Нам понадобится такой 
факт. 

Лемма. Писть на одной скамье си- 
дят Ё рыцарей, и пусть у каждого из двух 
крайних среди сидящих рыцарей более поло- 
вины друзей. Тогда этих Е рыцарей можно 
усадить за круглым столом. : 


*) См. Марк Твен, Янкн при дворе 
короля Артура. 
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Доказательство. Обозначим 
рыцарей слева направо в том порядке, как они 
сидят, через 

В, В.. тов Вь. 


Если В, и В» — друзья, то утверждение 
леммы очевидно. Рассмотрим всех тех ры- 
царей, слева от которых сидит друг рыцаря 
Вх- Их не менее #/2. Поэтому среди них най- 
дется друт рыцаря В,. Обозначим его В, 
(тогда В, — друг Вь). Теперь пересадим 
рыцарей в таком порядке: 


ВВ Вр Ви ВА 


Поскольку В, и В: — друзья, то рыцарей 
уже можно усадить за стол. 

Утверждение леммы доказано. Теперь 
докажем, что п рыцарей всегда можно усз- 
дить на одной скамье. Пусть на скамью уже 
удалось усаднть г рыцарей (г< пм); покз- 
жем, что тогда иа скамью можно поместить 
еще одного рыцаря. 

Возможны два случая: 1) у крайних ры- 
царей все друзья уже сидят на скамье; 
2) у крайних рыцарей есть друзья среди не 
сидящих иа скамье. Во втором случае оче- 
видно, что с краю можно посадить еще од- 
ного рыцаря. 

Если имеет место первый случай, то г 
рыцарей, сидящих на скамье, согласно лем- 
ме, можио посадить и за круглым столем. 
Обозначим рыцарей, уже сидящих за столом, 
по порядку через В., В... ..., 8+. Возьмем 
рыцаря А из числа п — г нерассаженных 
рыцарей, знакомого с каким-нибудь сидя- 
щим за столом рыцарем, например с Вт (т</) 


п 
(такой найдется, поскольку либо г < 5, 
` 


либо . Телерь г 1 рыцаря 


п 
а. 
можно усадить на скамью так: 

‚ Вт, Вт, Вг, Ву, Ву... Вт. 
Рассуждая аналогично, получим, что по- 
степенно можно усадить на одной скамье всех 
п рыцарей. Применяя лемму к п рыцарям, 
сидящим на скамье, усаживаем их за круглый 
стол. 

В. „Т. Гутенмахер 





Ф253. Шар, — изготовленный из твердого 
диэлектрика, поместили в однородное элект- 
рическое поле с напряженностью Е. При этом 
диэлектрик оказался полностью  поляри- 
эованным. Воспользовавщись принципом супер- 
позиции, найти напряженность  электриче- 
ского поля в центре шара и в точках на рас- 
стоянии г от центра шара (г меньше радиуса 
шара). 

Молекулы дизлектрика можно предста- 
вить как гантельки длины [ с зарядами -{9 
и —4 ва концах. Число молекул в единице 
объема равно п. 
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Во внешнем электрическом поле нсе 
гантелькн ориентируются ВДОЛЬ ПОЛЯ 
(рис. 18, а), при этом на шаре возникают 
заряды, распределенные определенным обра- 
зом по его поверхности. Внутри шара, где 
плотности положительных и отрицательных 
зарядов одинаковы, заряды уничтожают 
друг друга. 

Если внимательно посмотреть на при- 
веденный рисунок, то можно представить се- 
бе, что шар из полностью полярнзованного 
днэлектрика эквнвалентен двум как бы 
вложенным друг в друга шарам. Однн шар 
заряжен только отрицательно, другой — 
только положительно (рис. 18, 6, и в). Цент- 
ры этих шаров смещены друг относительно 
друга на расстояние [ (длина гантелькн}, а 
относнтельно центра реального шара они 


1 
смещены = (рис. 19). 
Таким образом, поле в любой точке 
складывается из внешиего поля и полей, 
созданных положительно и отрицательно за- 
ряженнымн шарами. Поэтому вначале решим 


на расстояние 





Рис. 19. 
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вспомогательную задачу: найдем напряжен- 
ность поля внутри равномерно заряженного 
шара на расстоянии г от его центра. 

Как известно ®), напряженность поля 
внутри равномерно заряженной сферы равна 
нулю, а вне сферы поле такое же, как если бы 
оно создавалось точечным зарядом, находя- 
щимся в центре сферы. Разобьем равномерно 
заряженный шар на тоикие сферические слон, 
толщина которых много меныше радиуса 
шара. Согласпо принцнпу суперпозиции на- 
пряженность поля на расстоянии г от центра 
шара равна сумме напряженностей полей 
зарядов таких сферических слоев. Но на- 
пряженность поля, созданного зарядамн тех 
слоев, радиусы которых больше г, равна 
нулю, а слоев, радиусы которых меньше 
г, — такая, как если бы заряды этих слоев 
находилнсь в центре шара. Следовательно, 
напряженность поля на расстояции г от 

г 


центра шара равна Ё» = Зв » где 
0; — заряд шара раднуса г. Если число 


зарядов д в едннице объема шара равно п, то 


ПГ 
и г = — 


4 
Е "Зевь ` 


Воспользовавшись полученными резуль- 
татами, нетрудно найти напряженность поля 
в любой точке шара из днэлектрика. 

Рассмотрим центр шара. Напряжен- 
ность в этой точке равна сумме трех векторов 
{рис. 20): вектора Е напряженности внешнего 
поля, вектора Е, напряженности поля, соз- 
данного в этой точке положительно заряжен- 
ным шаром, и вектора Е, напряженности по- 
ля, созданного отрицательно заряженным ша- 
ром- Так как центр шара находится иа рас- 


1 
стоянии 2 ст центров положительно и от- 


*) См., например, статью ПЛ. П. Бака- 
ниной н С. №. Козела «Прннинл 
суперпозиции в электростатике», «Квант», 
1973, №3 
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Рис. 20. 


рицательно заряженных ‘шаров. то 





: да а 9 
Ву == Е — Зв 2 == бе, 
Пеозому (см. рнс. 20) 
т 


Боны В Вы Е Зе. 


Теперь найдем иапряженность поля в 
некоторой точке А внутри шара. Обозна- 
чим расстояние от ЭТОЙ ТОЧКИ да менитра 
положнтельно заряженного шара г,, а до 
центра отрицательно заряженного шара го. 
Вектор напряженности поля в точке А 
складывается из трех векторов (рис. 21): 


, , . ПР 
БьСИСВыр ВАбяЁ} = а 





— поле поло- 


, ЯпгГь 
жительно заряженного шара, Е» = 5. ——= 
о 


поле отрицательно заряженного шара. 
Найдем сначала сумму Е’ векторов Е, н 


|=. Рассмотрнм треугольинки А0,0, н 


- 





Рныс. 21. 
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Рис. 


АВС. Углы < АВС и < 0,АО, равны, и 
выполняется следующее соотношение: 


АВ О.А 
ВС — О.А › 
так ках 
Зе’ Ве де Ва 
РЕВ Ва ВИ 


Из подобия треугольинков следует, что 
вектор Е’ параллелев линии 0,0». 

Величину вектора Е’ можно найтн из 
соотношения 


Пе О 
Е — ДА’: 
откуда 
‚ 0,0. т * 


ВЕ А-= Зв, ° 


Тогда окончатёльно напряженность по- 
дя в точке А равиа 


9т 


Ед =Е— Е =Е— Зе. 


„Как видно, напряженность поля в точ- 
ке А не зависят ни ОТ л-, ни ОТ го, ТО есть не 
зависит от положейия точки А внутри шара. 
Это означает, что поле внутри полностью 
поляризованного шара однородно. 


$254. ‘Тонкогтенная трубка ртутного ба- 
рометра открытым концом опирается на 
дно чашки со ртутью. Закрытый конец 
удерживается вертикальной нитью, так что 
трубка составляет угой © с вертижалью 
(рис. 22). Длина трубки Г, масса т, плот- 


` ность ртути р, птмосферное давление В 


мм рт.ст. Найти силу натяжения ни- 
ти. Размером погружённой в ртуть части 
трубки пренебречь. Площадь сечения триб- 
ки . 





Рнс. 23. 


Так как трубка барометра находится в 
равновесии, то сумма моментов всех сил, 
действующих на трубку со ртутью, относи- 
тельно любой оси должна быть равна нул!о. 
Запишем условие равновесия для оси, пер- 
пендикулярной плоскости чертежа и про- 
ходящей через точку А, в которой трубка опи- 
рается иа дно сосуда: 


ТЕ эт а— тр- па — 


— Ме те 0. (1) 


Здесь Т — сила натяжения иити, п — сила 
тяжести трубки, М& = рхзй — вес ртути, 
находящейся в трубке, х — длина столбика 
ртути. 

Давление столбика ртути в трубке равно 
атмосферному а поэтому 


х — оз ©) 


Следовательно, из (1) и (2) 





_ 58? 
т рсоа | 


$255. При фотографировании Луны с Земли 
фотоаппаратом. объектив и которого 
цмеет фокусное расстояние Е, на фотопла- 
синие палучено размытое изображение умы 
в виде диска радиуса Ю. Затем с помощью 
того же аппарата получают резкое изобра- 
жение Луны. Оно имеет радиуг Ю‚. На какое 
расстояние сместили при втором фотогра- 
фированиц Луны объектив фотоаппарата от- 
носительно фотопластинки? 

Диаметр объектива ПО. Дифракцию не 
итызать 


Так как Луна находится очень далеко 
от Земли и размеры объектива малы по срав- 
нению с расстояннем до Луны, то можно 


КЕр:ЛКуаптссте.ги 


считать, что из каждой точки Луны в объек- 
тив попадает параллельный пучок лучей, ко- 
торый собирается в точку в фокальной пло- 
скости объектива. В этой паоскости и обра- 
зуется резкое изображение Луны. — Если 
фотопластинка расположена ие в фокальной 
плоскости, а ближе к объективу или дальше 


от него, то изображение Луны оказывается 


размытым. 

Будем для определенности считать, что 
экран расположен за фокальной плоскостью, 
и рассмотрим ход лучей, ндущих от края 
Луны (рис. 23). Эти Лучи и определяют раз- 
мер изображения Луны на фотопластинке. 
Треугольникн 4А8М ин АСД подобны, по- 
этому можно записать следующее соотношс- 
ние: 





ща. 
т 
или у 
ю_ю у—х 
м» <= а {1} 
Из подобня треугольннков ОАМ и АВМ по- 
лучим 
к, х 
р’ Е (2) 


Из (1) и (2) найдем расстояние 6 = у— х, 
на которое’ сместилн объектив относительно 
фотопластинки: 

Ю в Ю 1 


ЗО" 


$256. В центр квадратной свободно подег- 
шенной доски попадает пуля. Если ско- 
росиь пули © `> 0, то она пробивает дос- 
ку насквозь. С какой скоростью будет’ дви- 
гаться доска, если скорость пили будет равна 
2, Пос? При какой скорости пули скорость 
доски будет максимальной? 

Масса пули т. масса доски М, сопротив- 
ление считать м6 зазисящим от скорости. 


В торизонтальном направлении на 
систему пуля — доска ие действуют никакие 
виешние силы, то есть система изолирована. 
Запишем з=коны сохранения импульса и 
энергии (и > и): 


ти = то, МУ, (1) 
2 2. 
О ИТУ и. о 


Здесь и; — скорость пули пс выходе из дос- 
ки, И — скорость доски, О — количество 
выделившегося тепла. Причем это тепло 
равно работе силы сопротивления, действую- 
щей на пулю при ее движеини внутри доски: 
Ч ТЕ А — Ес а, 

где 4 — толщина доски. 

Так как по условию задачи сила сопро- 
тивления не зависит от скорости, а 4 — ве- 
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лнчина постоянная, то н количество выделив- 
шегося тепла @ одинаково прн всех значе- 
ниях начальной скорости пули т. 
Рассмотрим случай, когда начальная 
скорость пули равна ©,. Очевидио, что это 
минныальиая скорость, < которой должна 
лететь пуля, чтобы насквозь пробить доску. 
Прн этом пуля, пробнв доску, будет иметь 
скорость такую же, как н доска. Обозначим 
эту скорость и и запишем законы сохранения 
импульса и знергин для этого случая: 


ти = (И-М), 


2 
пис —_ (мм) из : 
ры 





Отсюда 
тМу? 
“= тм)’ (3 


Теперь равенства (1) —— (3) можно объе- 
диннть в систему и, решив эту систему, 
найти велнчину И. Исключив нз (1) м (2) 
скорость и,, получим квадратное уравнение 
относительно И: 


ти 2то 


У тм Ми м) =0, 


откуда 


А 


вии ры ПО 
У ШЕмМ)°— МшШм, ° 


Подставим сюда зиачение О из (3) н 
получим 


Ум (° + Уй—®). 


Теперь проанализкруем, оба лн кория 
уравнения соответствуют условию даииой 
задачи. Импульс доски чнеленно равен нм- 
пульсу силы сопротивления, то есть пронз- 
веденню величины Ре на время ее дейст- 
вия #. Очевидно, что чем больше начальная 
скорость пули, тем быстрее пуля проходит 
сквозь доску, ТО есть тем меньше время {. 
Следовательно, скорость доскн максимальна 
прн скорости пули, равиой 0,. С увелнче- 
нием начальной скорости пулн скорость 
доски уменьшается. Этому соответствует 
такое выраженне для И 


Ш 2 
При и = 2% 
т 
Ум УЗ) в, 
а при и = лос 


т 
Ум @- И —Пь. 





у = 
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Ф257. В схеме, изображенной на рисунке 94, 


вначале всё ключи разомкнуты. — Конденса- 
торы Су и С, разряжены. Э.9.с. батареи 
Е. Затем ключи Ка и Ку замыкают и через 
некоторое время их размыкают. После этого 
замыкают ключ К. Какая разность потен- 
циалов установится на конденсаторе С, 
после замыкания ключа К}? 


Прн замыкаиии ключей К; и Кз конден- 
саторы С; и С, оказываются.подключенными 
к источинку параллельно (рис. 25), поэтому 
напряжение иа каждом из них равно Е, а 
заряды ее соответственно @; = С.Е ин 
0, = С.Е. После размыкания ключей К, н- 
Кз в замыкания ключа К, конденсаторы под- 
ключаются к источнику последовательно 
(рис. 26). 

Однако, в отличне от обычного последо- 
вательного соединения конденсаторов, в дан- 
ном случае суммарный заряд пластнн 1 н2 
равен ие нулю, а @ = 9, - 9,. Такой заряд 
был сообщен этим пластннам в первом слу- 
чае (прн замыканнн ключей К; и К). Во 
втором случае суммарный заряд пластин 


1ни2 равен {е} — 0.. Поскольку рассматри- 


ваемый участок цепи изолирован, можно вос- 
пользоваться законом сохранения заряда: 





9, — = 0, 
или - р 
С, и С.0. =— (С, + С.) Е (1) 
Согласно закону сохранения энергии 
и Ц. = Е. (2) 
Решая совместно (1) и (2), найдем 
о @ `` 
ИЕ +-е те, )- 


$258. Кольцо из тонкой проволоки разры- 
вагтся, если его зарядить зарядом ©. Диа- 
метр кольца и диаметр прозолоки увеличили 
в 3 раза. При каком заряде будет  разры- 
ваться это новое кольцо? 


Под действием сил  элэктрического от- 
талкивания кольцо деформируется, и в любом 
месте кольца результирующая сила унру- 
гости равна силе электрического взаимодей- 
ствия выбранного элементарного участка со 
всем остальным кольцом: Рэл = Бупр- 

Сила взаимодействия между двумя то- 
чечными зарядами Оги ©, находящимися на 
расстоянии г друг от друга, согласно закону 

9,0: 


лег? ° 970, 


единственная комбннация из О., Оз и ,, 
имеющая размерность силы. Поэтому элект- 
рическая снла в кольце должна быть пропор- 


Кулона равна очевидно, 


циональна —в= (К — радиус кольца): 


Рэя = арт, 


где а — коэффицнеит  пропорциональностн. 

В момент разрыва снла упругостн, при- 
ходящаяся на единицу площади поперечного 
сечения проволоки, равна пределу прочности 
©, который зависит только ст матернала про- 
волоки, поэтому 

[2 упр — 05 

($ — площадь сечения проволокн). 

Таким образом, 

2 


© ра = 90%. (1) 





Если кольцо, имеющее втрое больший 
раднус и втрое болыший диаметр проволоки, 
разрывается при заряде Ок, то в этом случае 


И 
© ар = 05,. 

Так как $ -— 4? н $ — 4 Ш н а, — ди- 
`аметры проволоки), то $, = 9$, и поэтому 
о 91 

а -ора = 99$. (2) 
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Рис. 27. 


Тогда из равенств (1) и (2) получаем 
9, — 90. 


Ф259. Тонкостенный цилиндр катится по 
горизонтальной плоскости с ускорением а. 
Брусок А. размеры которого малы ло срав- 
нению с радиусом цилиндра, скользит по 
внутренней поверхности цилиндра так, что 
угол межбу радиусом-вектором точки А и 
вертикалью остается постоякным. Найти 
этот угол, если коэффициент трения бруска 
о поверхность цилиндра равен Ё. 


В системе координат, связанной с го- 
ризонтальной плоскостью, на брусок дейст- 
вуют три снлы: снла тяжести ти, сила нор- 
мальной реакции М со стороны цилиндра 
н сила трения Етр (рис. 27). Равнодействую- 
щая этих трех сил направлена горизонтально 
н сообщает бруску ускорение а. Поэтому, 
спроектировав все силы ина вертикальную 
и горизонтальную оси, можно записать: 


— та -- М соъа -- Етр япа = 0, 
№ 5т о — Етр с0$ @ = та, 


где ЁРтр = АМ. Исключая нз этих уравнений 
№, получим 


с05 4 — Е та = = (по — #с0$ @). 
Разделим обе частн уравнення на с0$ @: 
ша = = (ща—#. 


Отсюда 


р О -ыЕй 


46а ай 


у а-- 5 
© == 2 ор сё ` 


И. Ш. Слободецкий 
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ПРАНТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 


Чертеж 
в стереометрических 
задачах | 


И. Ф. Шарыгив 





При проверке письменных работ 
поступающих в высшие учебные за- 
ведения часто обнаруживается сле- 
дующее: в чистовике геометрическая 
задача сопровождается — достаточно 
хорошим чертежом, а то, что изобра- 
жено в черновике, чертежом можно 
назвать лншь условно. И приходится 
только удивляться, как с помощью 
такого «чертежа» абитуриенты умуд- 
рились все-таки решить задачу. Ведь 
не секрет, что хороший чертеж может 
оказать существенную помощь в ре- 
шении геометрических задач, особен- 
но’ задач по стереометрии. Конечно, 
научиться делать такие чертежи, какие 
делают художники «Кванта», вряд ли 
возможно для рядового школьника. 
Однако если при решенин каждой 
геометрической задачи обращать вия- 
манне на качество чертежа, то в кон- 
це концов вы научитесь делать его 
вполне прилично. Возьмите себе за 
правило не приступать к решению за- 
дачи до тех пор, пока вы не сделаете 
хорошего чертежа. Не‘ жалейте бу- 
маги, делайте свой чертеж крупным, 
невидимые линни изображайте пунк- 
тиром, не проводите вспомогатель- 
ных линий, пока не убедитесь в их 
необходимости. Очень часто стерео- 
метрические задачи сводятся к одной 
илн нескольким задачам по плаки- 
метрин. Сделайте для каждой такой 
задачи отдельный чертеж. Шары, как 
правило, изображать не следует; до- 
статочно бывает указать их центр, 
точки касания с прямой, плоскостью 
или другими шарамн. Факт касания 
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двух шаров означает, что расстояние 
между их центрами равно сумме ра- 
диусов, если касание внешнее, и это же 
расстояние равно разности раднусов, 
если касание внутреннее. 

Перейдем к примерам. 

Задача 1 (МГУ, химический 
факультет, 1968 г.). Внутри сферы 
расположены четыре шара радиуса г. 
Каждый из этих шаров касается трех 
других и поверхности сферы. Опреде- 
лить радиус сферы. 

Решение. Пусть А, В, С 
н ДР — центры шаров „радиуса г, 
а О — центр сферы (рис. 1). Из того, 
что шары касаются попарно друг дру- 
га внешним образом, следует, что 
АВСО — правильный тетраэдр с реб- 
ром 27. Все шары касаются внутрен- 
ним образом ‚сферы с центром О, 
поэтому расстояния АО, ВО, СО, РО 
равны между собой и равны Ю — г, 
где К — искомый радиус сферы. С 
другой стороны, все эти расстояния 





Рис. 1. 


равны раднусу шара, описанного 
около правильного тетраэдра с ребром 
2г. Теперь уже легко найти искомый 
раднус К. Сделайте это сами. 


Ответ: в=^(1+ У). 


Задача 2 (МФТИ, 1966 г.). 
Ребро правильного тетраздра АВСР 
равно а. На ребре АВ, как на диамет- 
ре, ‹-построена сфера. Найти ради- 
ус шара, вписанного в трехеранный 
угол тетраздра с вершиной в то- 
чке А и касающегося построенной 
сферы. 

Решение. Пусть О — сере- 
дина АВ — центр данной сферы, 
0, — центр нскомого шара. Легко 
сообразить, что О, лежит на высоте 
АМ тетраэдра АВСР (рис. 2). 

Обозяачим через х радиус шара 
с центром в точке О,;. Из того, что 
этот шар вписан в трехгранный 
угол А, следует, что АО, = Зх. В са- 
мом деле, для любого шара, вписан- 
ного в трехгранный угол А, отноше 
ние расстояния от его центра до вер- 
шины А к радиусу есть величина 
постоянная. Рассмотрим шар, впи- 
санный в правильный тетраэдр АВСО: 
центр его, как известно, совпадает с 
центром описанного шара; отноше- 
ние же радиусов описанного и 
вписанного шаров для правильного 
тетраэдра легко вычисляется к рав: 
но 3. 

Изобразим ДАМВ на отдельном 
чертеже (хМ — прямой) (рис. 3). 


Рассмотрим ДАОО,. 
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Рис. 3. 


Имеем 


АО, = Зх, 


0,0 = 5-х. 


Знак «+» соответствует случаю 
внешнего касания шаров с центрами 
в точках Он О,, знак «—» — случаю 
касания внутреннего. (На р’сунке 3 
изображен случай впутреннего ка- 
сания. В случае внешнего касания 
точка О, должна находиться на про- 
долженни АМ за точку М.) 

Из прямоугольного треугольника 
АМВ находим с0$ <О,АО, а затем, 
написав теорему косинусов для 
доОАО,:, находим х. 


Ответ: -8 (Иб=\). 


Задача 3. (МГУ, химический 
факультет, 1971 г.). Три одинаковых 
прямых круговых конуса, радиусы ос- 
нований которых равны г и составляют 
3/4 их высоты, расположены по одну 
сторону от плоскости Р, а их осно- 
вания лежат в этой плоскости. Окруж- 
ности оснований каждых двух из этих 
конусов касаются. Найти радиус шо- 
ра, лежащего между конусами и касаю- 
щегося как плоскости Р, так и всех 
трех конусов. 

Для решения задачи нам понадо- 
бятся следующие две леммы (лока- 
жите их самостоятельно): 

Лемма 1. Если шар внешним 
образом касается поверхности конуса 
и плоскости, в которой лежит основа- 
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Рнс. 4. Рис. 5. 


ние конуса, то ось конуса, образующая данные, которая также расположена 
конуса, на которой расположена точка на данной сфере и касается каждой из 
касания конуса с шаром, центр шара данных окружностей. 
и точка касания шара © плоскостью, Перечислим следующие факты, на 
в которой лежит основание конуса, которые мы будем опираться при ре- 
находятся в плоскости, перпендику- шенин задачи; вам следует доказать 
лярной к плоскости основания конуса их самостоятельно: 
(рис. 4). (На рисунке 4 $0, — ось 1) если две окружности, располо- 
конуса, ЗВ — его образующая, О — женные иа сфере, касаются друг дру- 
центр шара, А — точка касания шара га, то центр сферы, центры этнх окруж- 
с плоскостью, в которой лежит осно- ностей и точка касания расположены 
вание конуса, С — точка касания ша- в одной плоскости; 
ра с конусом.) 2) центры О., 0.. О, данных 
Лемма 2. Точка касания шара с окружностей раднуса | образуют пра- 
плоскостью Р находится в центре пра- вильный треугольник; 





вильного треугольника, образованного 3) центр искомой окружности на- 
центрами окружностей оснований ко- ходится на радкусе сферы, перпен- 
нусов (шар, конусы и плоскость Р— дикулярном  плоскоми 0,0,0,. 
из условия задачи). Для решения задачи нам понадо- 
Теперь рисунок 4 поможет нам бятся рисунки 5 и 6. 

решить задачу. Имеем На рисунке 5 О — центр сферы, 
» УЗ Е О, и О, — центры двух окружностей 

АО, = 9 ВО, =г, $0, =—-г. радиусов 1, А — точка их касания, 


. < А.О = <АО.0 = 90°, ОА=?2. 
Искомый раднус ОЛ легко найти из 
прямоугольного треугольника АОВ, КЗ ТЕТ а 


в котором известен катет АВ и 04 — 
хОВА = -- (х АВ$), а все тригоно- 
метрические функции хАВ$З легко | м О 
вычисляются. к. | 

Ответ: а 


Задача 4 (МГУ, физический | 
факультет, 1972 г.). На сфере, радиус 
которой равен 2, расположены три 
окружности радиусом 1, каждая из | 0 
которых касается двух других. Найти 1 
радиис окружности меньшей, чем Рис. 6. 
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Рис. 7. 


Теперь легко найдем 
00, =00.* 0,0. =УЗ. 

На рисунке 6 М — центр правиль- 
ного ДО,0,0; со стороной УЗ и, 
значит, О.М =1, О. — центр иско- 
мой окружности, В — точка ее ка- 
сання с первой — окружностью, 
ВМ 1 МО,. Отрезок МО, легко найти 
из подобия ДО, ВМ и ДО,МО, а ис- 
комый раднус О.В = ММ = МО, — 
МО. ь 

2 
Ответ: 1 — у ты 

Иногда бывает полезно рассмот- 
реть какое-нибудь геометрическое те- 
ло — пирамиду, ‘ паразлелепипед, 
призму и т.д, не фигурирующее 
в условии задачи. 

Задача 5 (формулировка этой 
задачи является перефразировкой за- 
дачи, дававшейся в 1973 году на олим- 
пиаде в МФТИ). Оси трех равных, 
попарно касающихся цилиндрических 
поверхмостей взаимно перпендикуляр- 
ны. Найти радиус наименьшего шара, 
касающегося всех трех поверхностей, 
если радиус каждой из них равен г. 

Решение. Рассмотрим куб 
АВСРА,В:С.О, с ребром 2г. Мы 
можем считать, что ребро АА, лежит 
на оси одного цилиндра, ребро ВС — 
на оси другого и, наконец, ребро 
В.С, — на оси третьего (рис. 7). 

Докажем, что центр искомого 
шара совпадает с центром О куба. 

В самом деле, рассмотрим три 
цилиндра, концентрических данным 
и проходящих через точку О. Тогда 


КЕр:/Куапетссте.ги 





Рис. 8. 


О — единственная точка, 
внутри или на поверхности всех этих 
трех цилиндров, и, значит, для лю- 
бой точки, отличной от О, расстояние 
до одной из трех прямых АА,. ОС 
и В,С, больше, чем расстояния от О 
до этих прямых. 

Отвем: г ="). 

Задача 6. п равных конусов 
{п = 3) имеют общую вершину, 
каждый касается двух других, а все 
касаются одной плоскости. Найти 
угол при вершине осевого сечения этих 
конусов. 

Решение. Рассмотрим тре- 
угольную пирамнду ЗАВС (рис. 8), 
у которой в основании лежит равно- 
бедренный ДАВС (АС = СВ) с уг- 


2; 
лом АСВ, равным-=_, $С  перпен- 


дикулярна плоскости АВС и про- 
екция С на плоскость ЗАВ совпа- 
дает с центром окружности, вписан- 
ной в треугольник АВ$. Рассмот- 
рим теперь конус, вершина которого 
находится в точке С, а окружностью 
основания является окружность, 
вписанная в Д ЗАВ. Легко убедиться, 
что этот конус можно рассматривать 
в качестве искомого. В самом деле, 
если поставить рядом друг с другом п 
пирамид, равных пирамиде $АВС, 
так, чтобы у них совпадали вершины 
5$, то конусы, вписанные в эти пнра- 
миды, будут образовывать систему, 
удовлетворяющую условиям задачи. 

Обозначим через { образующую 
конуса, а черзз г — радиус окруж- 
ности его основания. Из подобия пря- 
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лежащая 





Рис. 9. 


моугольных треульников 5СР и ОСр 
2 
найдем $5) =, из АСОВ — 


ОВ= ИЕ. С другой стороны, из 


АЗОВ находим 
2 
$0 =РВ4ф=рв——-, 
| — ще 
где ф — угол 5ВО, то есть 
Фф ор г 
==. 
Г 


Синус половины искомого угла 
равен отношению х/[, которое легко 
определяется из получившегося урав- 
нения: 








2 {г 
кт 
[о И. ол п" 
не ТУ: 7 
ие я 
НЕ 


п 


————— 


п 
Уна 


Задача 7. На плоское зеркало 
под углом © подает лич света. Зеркало 
поворачивается на угол В вокруг проек- 
ции луча на зеркало. На какой угол 
отклонится отраженный луч? 

Пусть А — некоторая точка на 
луче, В — точка падения луча на 
зеркало, А, — точка,  симметрич- 
ная А относительно данного зеркала, 


Ответ: 2 агсуп 











{=— 
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а А, — точка, симметричная А от- 
носительно повериутого зеркала, Р 
и С — проекции точки А на этн 
зеркала: (рис. 9). Тогда ВА, и ВА. 
суть продолжения отраженных лучей 
и, следовательно, искомый угол ра- 
вен хА.ВА... 

В тетраздре АД, А.В (см. рис. 9) 
Р и С — середины ребер АА, и АА, 
соответственно; плоскость ВРС (плос- 
кость повернутого зеркала) перпен- 
дикулярна ребру АА,, АВ = А,В = 
= А.В, «АВА, =3и, ХА. АА, = 
—=В. Отсюда легко находим: 


А,А, =2рС = 2АР 
= 2АВапазяВ. 


Теперь из АА.ВА, находим нуж- 
ный угол. 

Ответ: 2 агсзш (пазиВ). 

Переходя к самостоятельному ре- 
шению задач, список которых при- 
водится в коние этой заметки, про- 
смотрите внимательно еще раз реше- 
ния задач 1—7. На первый взгляд 
кажется, что во всех этих задачах 
необходим весьма сложный  чер- 
теж. Одиако мы сумели обойтись 
простыми, в некоторых случаях даже 
чисто планиметрическими чертежами. 
Чтобы проиллюстрировать достаточ- 
но трудную стереометрическую за- 
дачу простым чертежом, необходимо 
обладать хорошо развитым простран- 
ственным воображением. Достигается 
это практикой и только практикой. 


в = 


яп 


Упражнення 


1 (1АГУ. физ. фак., 1963 г.). В конус 
помещены пять равных шаров. Четыре. из 
них лежат на оснозании конуса, причем 
каждый из этих четырех шаров касается 
двух другнх, лёжащих на основании, и боко- 
вой поверхности конуса. Пятый шар касается 
боковой поверхиости и остальных четырех 
шаров. Определить объем конуса, если 
раднус каждого шара равен АР. 

2 «МТУ, хим. фэк., 1968 г.). Три шара 
радиуса г лежат на нижнем основании пра- 
вильной треугольной призмы, причем каж- 
дый из иих касается двух других шаров и 
двух боковых граней призмы. На этнх ша- 
рах лежит четвертый шар, который касается 
всех боковых трамей и верхнего основання 
призмы. Определить высоту призмы. 

3 (МФТИ, 1966 г.). В правильной че- 
тырехугольной пирамиде апофема равна сто- 


роне основания. Внутри пнрамиды располо- 
жены два шара: -шар раднуса г касается 
всех боковых граней; шар раднуса 2х ка- 
сается основаиня и двух смежных боковых 
граней; оба шара касаются друг друга внеш- 
ним образом. Найтн апофему этой пирамиды. 

4 (МФТИ, 1973 г.}. Два равных шара 
касаются друг друга н граней двугранного 
угла 2а. Пусть А — точка касания одного 
шара с одной гранью угла, а В — точка 
касания другого шара с другой гранью угла. 
В каком отношении отрезок АВ делится 
сферами? 

5 (МГУ, мехаинко-математический фа- 
культет, 1968 г.). Дана правильная четырех- 
угольная пирамнда $АВСР ($ — вершниа) 
со стороной основания а и боковым ребром а. 
Сфера с центром в точке О проходит через 
точку А и касается ребер ЗВ и 50 в их се- 
редниах. Найти объем пнрамнды О$СО. 

6 (МГУ, химический факультет, 1971 г.). 
Правнльный треугольник со стороной а 
лежит в плоскостн Р. Средними линиями он 
разделен на четыре треугольника, и на трех 
из них, примыкающих к вершинам, постро- 
ены, как на осиованнях. Три правильные 
треугольные пнрамнды высотой а. (Все три — 
по одну сторону от плоскости Р). Найтн 
радиус шара, лежащего между пнрамидами 
и касающегося как плоскостн Р, так н всех 
трех пнрамнд. 

7. (факультет вычислительной  матема- 
тики и киберчетики МГУ, 1972 г.). Боковые 
ре правнльной треугольной пирамнды 
$АВС наклонены к плоскости основання 
под углом 45°. Шар касается плоскостн ос- 
нования АВС в точке А и, кроме того, каса- 
ется вписанного в пирамиду шара. Через 
центр первого шара и высоту ВР основания 
проведена плоскость. Нгйтн угол наклона 
этой плоскости к плоскости основания. 

8. Осн трех равных, попарно касающих- 
ся цилиндрических поверхностей взаимио 
перпендикулярны. Найти радиус наиболь- 
шей цилиидрической поверхности, которая 
может пройти между даниыми цилиндрами, 
если радиусы данных равны г. 
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Представления 
числа 1974 


1. И 9+7-4) Хх 
{9 -+ 74) — 
—(1+9—7—4)] = 1974. 

2. 11 [98-1 73 -{ (41)2] + 
+9). —4) + 
+94 7— 4). [19740 +- 
+ (Ут 9+7 — 4)| = 
— 1974. 

3. (1-9) +- (7-1 4) — 
— (14-9 - 73-4) = 1974. 

4. (1-9 + 7-4) + 1.9 х 
Х7-4 1 10.96.73.40 ->- 
+(-9)-70-49 = 1974. 

5. (1 9-7.4)х 
ЖЕ -- 9-7 4) + 
(19 49.7 -1- 4") х 
х(!—9--7+4) + 
+ Иа 9-7) ИЗ = 1974. 

6. [1-9 ;-7- 4) {|- 
У 7+4) > 
+ +9 — У7+4)]-6х 
ху. 760.40 

о з.-; 70 = 
а #70 40) -= 

7. (1.9 -7)2.4 + 
НИЕ 98 — 72 — 40 — 1974. 

8. (1 927.4). 1х 
х У9-(1—4!— УТ. У9х 
х79.]/4 = 1974. 

А. Ф. Гулиев 
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Завод-втуз 
при Московском автомобильном 
заводе им. И. А. Лихачева 





Наш завод — втуз является одним 
из самых молодых институтов Мо- 
СКВыЫ. 

Всего восемь лет назад — 
в 1966 году первым его выпускникам 
была присвоена квалификация инже- 
нера-механика. 

Втуз имеет три факультета: ав- 
томобильный, механико-технологиче- 
ский и вечерний. 

Специалисты, окончившие автомо- 
бильный или механико-технологиче- 
ский факультеты, работают в обла- 
стях конструнрования, расчета н ис- 
следования автомобилей, двнгате- 
лей и кузовов, технологии ма- 
шиностроення, инструментального 
производства, ремонта и модерниза- 
ции металлорежущего оборудовання, 
электрофизических и электрохимиче- 
ских методов обработки металлов, 
проектирования изготовления и ре- 
монта технологической оснастки и 
оборудования механических и сбо- 
речных цехов, технологии литейного 
производства, обработки металлов да- 
вленнем, металловедения, оборудова- 
ния и технологии термической обра- 
ботки. На вечернем факультете, кро- 
ме перечисленных, ведется также под- 
готовка по специальности «экономика 
и организация машиностроительной 
промышленности». 

Главной особенностью подготовки 
специалистов на автомобильном и ме- 
ханнко-технологическом факультетах 
является органическое сочетание тео- 
ретического и производственного обу- 
чения. Студентами этих факультетов 
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зачисляются в случае сдачи вступи- 
тельных экзаменов работники ЗИЛ, 
АЗЛК, 1 ГПЗ и их филиалов, а так- 
же выпускники средних школ, на- 
правленные на обучение указанными 
заводами. 

Снстема обучения предусматрива- 
ет чередование теоретического обу- 
чения («учебная неделя») с работой 
на производстье («рабочая неделя»). 

На «учебной неделе» студенты учат- 
ся, как и в других институтах, а на 
«рабочей неделе» работают на одном 
нз базовых заводов, выполняя произ- 
водственную программу. На «рабочей 
неделе» теоретические занятия прово- 
дятся четыре раза в неделю по четыре 
часа утром или вечером в зависимо- 
сти от смены на заводе. 

В течение всего периода обучения 
(6 лет) студенты ежемесячно получают 
половину месячной зарплаты и поло- 
вину стипендин. 

Стипендию, повышенную на 15% 
по сравнению с обычной, получают 
все успевающие студенты завода-вту- 
за. 

Студенты первых трех курсов ра- 
ботают рабочими, а на четвертом кур- 
се их переводят на инженерно-техни- 
ческие должности. 

Инженерам — выпускникам заво- 
да-втуза, хорошо знающим производ- 
ство, где они работали шесть лет, зна- 
чительно легче сразу же войти в ритм 
работы завода и активно участвовать 
в решении поставленных перед ними 
задач, чем выпускникам обычных днев- 
ных вузов. 


В ниституте ведется большая работа 
по внедрению современиых методов обуче- 
ния н контроля знаний студентов. На ка- 
федрах математики, а графики, 
автоматики процесс обучения ведется с 
широкнм использованием такнх обучаю- 
щих комплексов и электронной техники 
как «Огонек», «КИСИ», «Нанри» и т. д. 

В течение послединх ‘двух лет разра- 
батывается программа н проводится экспе- 
римент, позволяющий организовать прнем- 
ные экзамены в наш ииститут с широким 
использоваинем электронно-счетной маши- 
ны «Мииск-32». Уже з будущем году ма- 
шнна не только составит разиообразные 
варианты билетов для абитуриентов, но п 
поможет оценить степень их подготовлен- 
ности. 

Ниже приведены типичные вари- 
анты, предлагавшиеся на вступитель- 
ных экзаменах по математике и зада- 
чи, предлагавшиеся на экзамене по 


физике в 1974 году. 


Математика 


Варнаит 1 


1. В основанни пирамиды лежит ромб, 
однн из углов которого равен @. Боковые 
грани одннаково наклонены к плоскости 
основання. Через середины двух смежиых 
сторон основания и вершину пирамиды про- 
ведена плоскость. Эта плоскость составляет 
с плоскостью основания угол, равный В. 
Площадь сечення. образоваиного этой пло- 
скостью, равна $. Найтн сторону ромба. 

2. Найти все решения уравнения 

{2 зпх— с0$ М -- с0$х) = тах. 

3. Решить уравнение 

52(108,2-+-х) © — Бх10вь? 


Вариант 2 


1. Треугольннк АВС вращается вокруг 
прямой, лежащей в плоскостн этого треуголь- 
инка, проходящей вне его через вершину А 
н одинаково наклоненной к сторонам АВ и 
АС. Найти объем тела вращения, если АВ = 
—а, АС=фи < ВАС = а. 

2. Решить уравнение Ь 


25 г — 052 = —. 
5 & — со 5 


3. Решить уравненне: 
18 (8 -- № вах — 2) = 0. 
Варнаит 3 


1. Высота конуса равна НМ, угол между 
образующей и высотой равен &. В этот конус 
вписан другой конус так, что вершина вто- 
рого конуса совпадает с центром основання 
первого конуса, а соответствующие образую- 
щне обонх конусов’ взаныно перпендикуляр- 
ны. Найтн объем вписанного конуса. 
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2. Решить уравнение 
(1 — яп 1) + чл = Е- 60844. 
3. Решить уравнение 
к" 516Х — ().0001. 





Физнка 


Билет |1 
Через двояковыпуклую тонкую лиизу 
проходнт луч и пересекает фокальную пло- 
скость на расстоянни 5 мм от главного фо- 
куса. Фокусное расстояние линзы Ё-== 
—= 1000 мм. Найти угол между падающим 
лучом н главной оптической осью линзы. 
Билет 2 
Математический маятник, длнна кото- 
рого { = 1000 мм, отклонен до горизоиталь- 
ного положення н затем отпущен. Под го- 
ризонтальной осью, вокруг которой начинает 
двигаться маятник, параллельно ей на рас- 
стояиим В = 700 мм находится тонкий стер- 
жень (см. рисунок), вокруг которого пронс- 
ходнт дальнейшее вращение маятника. Найтн 
скорость грузнка в верхней точке траекторин 
после того, как нить коснется стержня. 
| Бнлет 3 
К источнику сэ.д.с. Е и внутренним 
сопротивлением г подключена плитка с дву- 
мя нагревательными элементамн сопротивле- 
ния © каждый (г < ВР). На плитке подогре- 
вают чайник с водой. Параллельно илн по- 
следовательно нужно соедннить сопротивле- 
ння А, чтобы вода в чайнике закипела скорее? 
Билет 4 
Электрон, пролетая между обкладками 
конденсатора, длина которых {= 300 мм, 
отклоняется на 4 = 8 мм от первоначального 


направлення, — параллельного обкладкам 
конденсатора. Определить начальную 
скорость и электрона, еслн иапряженность 


электрического поля между обкладкамн кон- 
денсатора Е = 1 мв/м. Считать поле 
внутри конденсатора всюду однородным. 


УТ. Н. Воронин, В. П. Нонов, 
И. Б. Лившиц, В. А. Ляховский 


у» 
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УШ Всесоюзная 
олимпиада 
ШКОЛЬНИКОВ 





„7. Г. УГиманов, 
М. Л. Смолянский 


С И по 17 апреля 1974 года в столице 
Армянской республики Ереване про- 
ходил заключительный этап У] Все- 
союзной олимпиады школьников по 
математике. 

Взяв старт в декабре 1973 года, 
олимпиада успешно пришла к своему 
финишу. Много работы пришлось про- 
делать школьникам за это время. 
Они участвовали в соревнованиях в 
школах, районах, областях или рес- 
публиках. И вот школьники, с успе- 
хом прошедшие три этапа, снова 
сели за парты, чтобы принять участие 
в четвертом, нанболее ответственном 
этапе Всесоюзной олимпиады. 

Кроме победителей областных и 
республиканских олимпиад к участию 
в заключительном туре были допу- 
щены также призеры УП Всесоюзной 
олимпиады. Всего в заключительном 
туре приняло участие: по 8 кяассам — 
169 человек, по 9 классам — 212 че- 
ловек и по 10 классам — 220 человек. 

1] апреля в зданни Ереванского 
университета состоялось -торжествен- 
ное открытие заключительного тура 
УПГ Всесоюзной олимпиады. С при- 
ветствием к школьникам обратились 
министр  просвешения Армении 
С. Т. Ахумян, председатель жюри 
олимпиады член-корреспондент 
АН СССР С. Мергелян и другие. 
Было также зачитано приветствие 
министра просвещения СССР 
М. А. Прокофьева: 
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Олимпиада по математике 


«Дорогие ребята! Сегодня в горо- 
дах Донецке, Горьком и Ереване 
встречаются лучшие представители об- 
ластей, союзных и автономных рес- 
публик нашей страны — юные 
физики, химики и математики, 
проявившие интерес к науке, умение 
упорно трудиться, оригинально мыс- 
лить и самостоятельно работать с 
книгой. 

Эти качества помогут вам спра- 
виться с поставленными вопросами. 
Известно, что выигрывают снльней- 
шие. Но ваше участне в этой олимпиаде 
позволяет надеяться, что она обогатит 
вас и приведет к ссуществлению той 
цели, которую вы ставите перед собой. 

Желаю вам больших успехов в 
овладении знаниями! Пусть никогда 
не ослабевает ваша увлеченность нау- 
кой, творческое отношение к делу 

12 и 14 апреля состоялись Ги | 
туры заключительного этапа олим- 
пиады. Всего школьникам каждого 
класса было предложено по 7 задач. 
На решение задач каждого тура 
отводилось по 4 часа. 

В этом году наряду с типичными 
«олимпиадными» задачами, одинаково 
доступными школьникам 8, 9 и 10 
классов, для решения которых тре- 
буется только остроумие, умение ло- 
гически рассуждать, давались также 
задачи, при решении которых нужно 
было преодолеть нахоторые техни- 
ческие трудности. 





8 класс 
число 





решивших 
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№№ задач 1а1 16 | 1в 2 [ «| * 5 В |7 











1 
6 ю | в 
6 








9 класс | 
число 
решивших | 49 | 2 | | 92 | 23 | 
№№ задач | |= 3 | 5а ы 8^ |9 
10 класс 
число 
решивших | 40 1 35 | 2 |2 | 7 | 
В целом участники олимпиады 6) В выпуклом шестиугольнике АВСРЕЕ 


справились с предложенными задача- 
ми успешно. «Непосильных» задач не 
оказалось: каждую задачу решил хотя 
бы один школьник. Некоторые же 
школьники решили все предложен- 
ные задачи. Статистику решения 
каждой задачи по классам вы видите 
в таблице. 

Приведем теперь тексты предла- 
гавшихся задач и решения некото- 
рых из них*). 


8 класс 
Первый день 


1. На карточках написаны числа, каждое 
из которых равно --1 или —1. Разрешается, 
указав трн карточкн, спросить: «Чему равно 
произведение чисел на этих карточках?» 
(Самн числа нам не сообщают.) Какое нан- 
меньшее чнсло таких вопросов надо задать, 
чтобы узнать произведенне чнсел на всех 
карточках, если число карточек равно: 
а) 30; 6) ЗЕ; в) 32 ? 

В каждом случае докажите, что меньшнм 
числом вопросов обойтись нельзя. 

2. Средн чисел вида 36% —5!, где Ён 
! — натуральные числа, найднте нанмень- 
шее по абсолютной величине. Докажите, что 
найденное чнсло действительно нанменьшее. 

3. 3) Каждая из сторон выпуклого шести- 
угольника имеет длину больше 1. Всегда лн 
в нем найдется диагональ длнны больше 2? 





*) Мы даем полные тексты всех задач 
олимпиады. Часть из ннх была уже опублн- 
кована в «Задачняке «Кванта», см. «Квант», 
1974, №№ 7, 8. 


длины диагоналей АХ, ВЕ и СЕ больше 2. 
Всегда ли у него найдется сторона длины 
болыше 1?. 


Второй день 


4. Найдите все  иатуральные числа п 
и А такие, что п" имеет А цифр, а Ё" имеет п 
цифр. 

5. На катетах СА и СВ равнобедреи- 
ного прямоугольного треугольника АВС 
выбраны соответствеино точки О) и Е так, 
что СВ == СЕ. ` Продолжения перпендику- 
ляров, опущенных из точек О и С на прямую 
АЕ, пересекают гипотенузу АВ соответствен- 
но в точках Ки Ё. Докажите, что КЁ = ЁВ. 

6. На шахматной доске 8х 8 двое играют 
в игру «кошки — мышки». У первого одма 
фишка — мышка, у второго несколько фи- 
щек — кошек. Все фншки ходят одннаково: 
вправо, влево, вверх или вннз на одну клет- 
ку. Если мышка оказалась на краю доскн, то 
очередным ходом она спрыгнвает с доскн; 
если кошка и мышка попадают на одну клет- 
ку, то кошка съедает мышку. 

Играющне ходят по очереди, причем 
второй передвнгает своим ходом всех свонх 
кошек сразу (разных кошек можно при этом 
сдвигать в разных направлениях). Начннает 
мышка. Она старается спрыгнуть с доски, а 
кошкн стараются до этого ее съесть. 

а) Пусть кошек всего две. Мышка уже 
поставлена на какую-то клетку не на краю. 
Можно лн так поставить кошек на краю до- 
ски, чтобы онн сумелн съесть мышку? 

6) Пусть кошек три, но зато мышка 
имеет лишннй ход: в лервый раз она делает 
два хода подряд. Докажите, что мышка сможет 
убежать от кошек, каково бы нн было на- 
чальное расположение фишек. 

7. Докажите, что числа 1, 2, 3,..., 32 
можно расставить в таком порядке, чтобы ни 
для каких двух чнсел их полусумма не равня- 
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лась ни одному из чисел, поставленных меж- 
ду нимн. 


$ класс 
Первый день 
7. Найдите нанменьшее число вида 
136* — 51|, где  # и [— иатуральные 
числа. 


2. Даны две окружностн раднусов А 
иг, касающиеся внешинм образом. Строятся 
разлнчные трапеции АВСР так, чтобы каж- 
дая из окружностей касалась обеих боковых 
сторон и одного из оснований трапеции. 
Найдите иаименьшую возможиую длину бо- 
ковой стороны АВ. 

3. По окружности написано 50 чисел, 
каждое из которых равио --] или —1. 
Требуется узнать произведение всех этнх 
чисел. За один вопрос можно узнать пронз- 
ведение трех стоящнх подряд чисел. Какое 
наименьшее число вопросов необходнмо за- 
дать? 

4. На плоскости даны л векторов, длина 
каждого из которых равна 1. Сумма всех п 
векторов равна нулевому вектору. Докажн- 
те, что векторы можно занумеровать так, 
чтобы прн всех А = 1, 2,... п выполня- 
лось следующее условие: сумма первых век- 
торов имеет длнну не более 2. 


Второй день 


5. Найдите все трехзначные числа А, 
обладающие следующим свойством: среднее 
арифметическое всех чисел, получающихся 
из числа А различными перестановками его 
цифр, равно А. 

6. Дан выпуклый многоугольник, в ко- 
торый нельзя поместить ннкакой треуголь- 
ник площади !. Докажите, что этот много- 
угольник можно поместить в треугольник 
площади 4. 

Т. Можио ли 1,2, 3,..., 100 расста- 
вить в таком порядке, чтобы ин для каких 
двух чнсел нх полусумма не равнялась нн 
одному из чисел, поставленных между инмн? 

10 класс 
Первый день 


1. При каких действительных а, В, с 
равенство 


фах -- Би + ег |+ | 6х +- су + а2| +- 
сх ву ва рН [= 
верно для всех действительных х, у, 2? 

2. Дан квадрат АВСО. Точки Ри О ле- 
жат соответствеино на стороиах АВ и ВС, 
причем ВР = ВО. Пусть Н — основание 
перпенднкуляра, опущенного нз точки В 
на отрезок РС. Докажнте, что угол НО — 
прямой. 

3. Задано несколько красных и несколь- 
ко синих точек. Некоторые из них соединены 
отрезками. Назовем Точку «особой», если 
более половины из сбединенных с ней точек 
нмеют цвет, отличный от ее цвета. Если есть 
хотя бы одна особая точка, то выбирается 
любая особая точка и перекрашивается в 
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другой цвет. Докажите, что через конечное 
число шагов не останется ин одной особой 
точкн. 

4. На плоскостн даны л векторов, длнна 
каждого из которых равна 1. Сумма всех 
векторов равна нулевому вектору. Докажи- 
те, что векторы можно заиумеровать так, 
чтобы при всех #=1,2,..., п выпол- 
нялось следующее условие: сумма первых 
Ё векторов имеет длину не более 2. 

Второй день 

5. На отрезке 0 = х= \ задзиа функ- 
ция {. Известно, что эта функция неотрица- 
тельиа н [(1) = 1. Кроме того, для любых 
двух чисел х; н х такнх, что х: >> 0, х.—>0 
н ха -- х. < Ь выполнено неравенство 


Ра х») = [< + [© 
а) Докажите, что, какова бы ии была 
функция |» удовлетворяющая перечнслен- 
ным условиям, для всех х будет выполнено 
неравенство } (х) = 2х. 
6) Верно ли, что для всех х 


Ра) < 192 


6. Дан треугольник АВС площади 1. 
Пусть А‚, В, м С, — середнны сторои ВС, 
АСн АВ соответственно. Какую минималь- 
ную площадь может иметь общая часть тре- 
угольников А)В\С; и КЕМ, если точки А, Ё 
н М лежат соответственно на отрезках АВ;, 
СА н ВСР 

7. Можно ли расставить числа 1, 2, 
3,..., 100 в таком порядке, чтобы ин для 
каких чисел их полусумыа не равнялась нн 
одному из чисел, поставленных между ними? 


Решения 


8 класс, задача 1. В случае 
а) нужно задать 1 р в случае 
6) — 11, а в случае в) —12 

Покажем сначала, что в каждом из слу- 
чаев можно обойтись указанным числом 
вопросов. 

а) Разложим иаши тридцать карточек 
на десять стопок по три карточки в каждой. 
Задав десять вопросов, выясинм произведе- 
иня чисел в каждой из стопок. Перемножив 
ответы, получим произведенне чисел на всех 
тридцати карточках. 

6) Разложим карточки иа восемь стопок 
ло трн карточки и составим еще одну стопку 
из оставшихся семи карточек. Задав восемь 
вопросов, узнаем произведение чисел в пер- 
вых восьми стопках. Произведеине же чисел 
на оставшихся семи карточках можно узнать, 
задав три о так, как это изображено иа 
рисунке 1. Итого — одиннадцать вопросов. 

в) Разложим карточки в девять стопок 
по три карточки и одну стопку из пяти кар- 
точек. Чтобы за три вопроса узиать произ- 
веденне чнсел, стоящих иа пяти карточках, 
нужно поступить так, как показано иа 
рисунке 2. 

Теперь нужно доказать, и это ианболее 
трудная часть задачи, что в случае а) нельзя 
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Рис. 1. 


» Рис. 2. 


хбойтнсь девятью вопросамн, в случае 6) — 
десятью, а в случае в) — одиннадцатью. 


а) Еслн задать меныше десятин вопросов 
(например, девять), то наверняка найдется 
карточка, про которую мы не спросилн нн 
разу. Поменяв знак напнсанного на ней 
числа, мы не нзменним полученных ответов. 
Однако знак произведения прн этом изме- 
нится. Зиачнт, по полученным ответам про- 
нзведенне восстановить иельзя. 


Случай 6) аналогичен случаю а). 

в) Соображеннй. приведенных 
здесь уже недостаточно, поскольку можно 
задать одиннадцать вопросов так, чтобы 
каждая карточка вошла хотя бы в один во- 
прос. Однако сделать это можно едннствен- 
ным способом: про одну из карточек спро- 
сить два раза, а про каждую из оставшихся — 
ровно одни. Два вопроса, в которые вошла 
одна общая карточка, показаны на рисун- 
ке 3. На ием же показаны замены знаков, не 
меняющие нн одного ответа, но меняющие 
знак всего произведения. 


выше, 


8 класс, 
п=А. 


задача 4. Докажем, что 


Предположнм, что л > А. Тогда 
п? > "> 4; 


но число п” имеет # цифр, а потому должно 
быть меньше числа А^, имеющего п цифр. 
Аналогично не может быть п < А, н поэтому 
п —= Ё. Остается выясинть, когда у чнсла п 
будет л цифр. Заметим, что л не может быть 
больше десятин: еслн л > 10, то п?`> Ш", 
а 107 имеет п -- 1 цифру; если же п < Ю, 
то п" < 10" и поэтому у п" не больше чем 
п цифр. Убедимся в том, что подходят зна- 
чеиня л= Ел=8нл-= 9. 


>. 10*.9> 6. 08. 9> 
>>3. 10°. 9 = 27. 10? = 270 000 000. 
Поэтому у 9* девять цифр. 


88—61. 10* = 362 . 101 > 
>> 108 . 108 >> 107. 


Рис. 3. 


Поэтому у числа 88 восемь цифр. 


7< 5.7. 103 = 875 - 103 < 108; 
6843. 103 = 64. 103 < 105; 
55 = 3125; 44 = 256; 33 = 27:28 4; #1. 


8 класс, задача 5. — Проведем 
через точку В прямую, параллельную СЁ 
(рнс. 4). Обозначим через М точку пересе- 
чення этой прямой с продолжением катета 
АС. Прямоугольные треугольникн АСЕ н 
ВСМ равны, поскольку АС = СВн 3 САЕ= 
= з СВМ. Следовательно СМ = СЕ = 
— СО. Из равенства СМ = СР и параллель- 
ности прямых ОК, СЁ и ВМ следует, что 
КЕ = ЁВ. 


8 класс, задача 6. 

а) Проведем через клетку, на которой 
стоит мышка, днагональ н поставим кошек 
на концы этой днагонали. После хода мышкн 
нужио пойтн кошками так, чтобы все три 
фишкн снова оказались на одной днагонали, 
причем выбрать такне ходы кошками, чтобы 
расстояние (по днагоиалн) между нимн 
уменьшилось на единицу. Убеднтесь само- 
стоятельно, что такой ход у кошек всегда 
найдется, н докажите, что описанная стра- 
тегия позволит кошкам «съесть» мышку. 





Рнс. 4. 
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6) Проведем через клетку, на которой 
стоит мышка, обе днагонали. Этн диагонали 
азобьют доску на четыре сектора (рис. 5). 
оскольку кошек три, внутри одного из этнх 
четырех секторов кошек нет.  Проведем 
(горнзонтальный или вертнкальный) отрезок, 
соединяющий мышку с краем доскн внутрн 
этога сектора (красный отрезок на рисунке 5). 
Докажите, что если мышка отправится по 
этому отрезку прямо к краю доски, то она 
убежит от кошек. 


9 класс. задача 5. 


А = 10° а-+ ЮЬ-с, 
сле а, бис — цифры числа А. 
кайтн такие А, что 
ЗА == (102 -- 0 + П@е-ь-а. 
Отсюда 


37 @-- во = 1028 + 8 + с. 
Следовательно, 
63а = 276 -|- 36, 


7а = З6-{ 4с. 


Предположим, что 6 с. Если 7а == 36 -- 
-- 46, то 7 @— ©) =3%— 5). Отсюда 


Бе а—с=о 


\1ам нужно 


илН 


Нл 
р е=тТра-с= 3. 


Еслн же В “с, то 7@а— 6) = 4 (< — 5), от- 
куда 
с—-вь=7, ав =4. 
(Напоминаем, что а, Би с — цифры). Оконча- 
тельно получаем следующие решения: чис- 
ла А, у которых все В одннаковы (та- 
ких чисел девять); чнсла 370, 481, 592 и чис- 
ла 407, 518, 629 — всего пятнадцать чисел. 
Экласс, задача 6. Среди треу- 
гольников с вершинамн в вершинах данного 
многоугольника выберем треугольник # мах- 
сцмальной  площадн (поскольку таких тре- 
угольников конечиое число, то треугольник # 
найти можно) и построим его. 
Проведем через вершнны треугольника { 
прямые, параллельные протнволежащим сто- 
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Рнс. 6. 


ронам (рис. 6). Получим треугольник ХТ, пло- 
"‘адь которого в четыре раза больше площади 
треугольника #. По условию задачи площадь 
треугольника Т меньше четырех. Докажем те- | 
перь, что треугольник Т содержит данный 
многоугольник. Действительно, внутри полу- 
плоскостей Г, М и ИТ (рис. 7) ие может быть 
вершин нашего многоугольннка — иначе на- 
шелся бы треугольник с площадью, большей 
площади треугольника #. Отсюда и из вылук- 
лости даниого многоугольника следует, что 
он лежит в треугольнике Т. 

1) класс, задача (1. Подставим в 
данное равенство последовательно х == 1, и = 
== 0, х=у=Е=1 их, у=-1, 
2 = 0. Получим, что 

фа | -- вр {ер= т, () 
Ша--ь-Не | = 1, (2) 
[«—6 |-- 15—с|-|- св = 2. (3) 

Из равенств (1) и (2) видно, что числа 
а, фи слибо все неотрицательны, либо все не- 
положительны. Предположим, что а-—> Вс >>0. 
Из (3) тогда следует, что а—с = 1. Из этого 
равенства и из (1) получаем, что @ = |, 
Ь =с=0. Поскольку а, В ин с входят в 
равенства (1}, {2} и (3} симметрично, полу- 
чаем окоичательно следующий ответ: 





Рис. 7. 
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Восьмнклассннки, награжденные днпломамн | степени: А. Гончаров, 


Д. Литвиненко, 


О. Окунев, Б. Соломяк, С. Финашии, Т. Хованова 


а $ —= 1, а=с= 0: 
г: 


=, в =с= 0; 
=, а=ф-=0. 
Дни олимпиады были чрезвычайно 
насыщенными. Школьники не только 
соревновались, но и слушали лекции 
ведущих ученых, участвовали в раз- 
личных встречах и беседах, ездили 
на интересные экскурсии по Еревану 
и его окрестностям. 

Редакция журнала «Квант» про- 
вела несколько, ставших уже тра- 
диционными, встреч со школьниками. 
Практически все «олимпийцы» яв- 
ляются активными читателями нашего 
журнала. На этих встречах, прохо- 
дивших живо и интересно, школьники 
высказали пожелания, которые ре- 
дакция постарается учесть. 

К сожалению, приходится отме- 
тить, что проведение олимпнады было 
недостаточно четким. Участие мест- 
ных математиков в работе олимпиады 
было незначительным. Не было нала- 
жено транспортное обслуживание уча- 
стников олимпнады и членов жюри. 
Недостаточно хорошими были и быто- 
вые условия участников олимпнады. 

Закрытие олимпиады состоялось 
16 апреля, где победителям вручались 
дипломы и специальные призы, учреж- 
денные редакцией журнала «Квант», 
а также различными организациями 
Арменин. 


и Н 


Дипломы 1 степени 
получили следующие участники олим- 
пиады: 

по 8 классам — Ю. Буров 
(Москва, с. ш. № 2), А. Гончаров 


(Никополь Днепропетровской обл., 
с. ш. № 13), Д. Литвиненко (Сева- 
стополь, с. ш. №1), О. Окунев 
(Казань, с. ш. № 122), Б. Соломяк 
(Ленинград, школа-интернат № 45), 
С. Финашин (Ленинград, школа-ин- 
тернат № 45), Т. Хованова (Москва, 
с. ш. № 444}; 

по 10 классам — И. Анань- 
евский (Ленинград, школа-интернат 
№ 45), И. Сивицкий (Ленинград, шко- 
ла-интернат № 45), Д. Тюкавкин (Ир- 
кутск, с. ш. № 11), Н. Чернов (Кри- 
вой Рог, с. ш. № 95). 

По 9 классам дипломы Т степени 
никому присуждены не былн. 


Дипломы И степени 
получили следующие — участники 
олимпиады: 

по 8 классам — Е. Глейзер 
(Львов, с. ш. № 14), В. Гусейнов 





Р. Александрян 
вручает дкалом | степени Ю. Бурову 


чаен жюри олимпиады, 





Зам. главного редактора журнала «Квант» 
М. Л. Смолянский вручает премню журна- 


ла абсолютному п 
Д. Тюкавкииу 


днтелю олимпнады 


(Нахичевань, с. ш. № 3), А. Дегтя- 
рев (Камышин, с. ш. № 8), А. Кленцын 
(Ульяновск, с. ш. № 725), И. Кор- 
мильченко (Орджоникидзе, школа-ин- 
тернат № 2), С. Лукьяненко (Москва, 
школа-интернат № 18), А. Малышев 
(Красноярский край, Кургаиский р-н, 
с. ш. № 1), А. Мельник (Новосибирск, 
с. ш. № 127), И. Панин (Ленинград, 
школа-интернат № 45), Ю. Пасс (Ле- 
нинград, с. ш. № 121), В. Федоров 
(Москва, школа-интернат № 18), 
С. Хазанов (Куйбышев, с. ш. № 41); 
по 9 классам — В. Гейзель 
(Новороссийск, с. ш. № 40), К. Гроб- 
друк (Ворошиловград, с. ш. № 26), 
А. Карабеков (Ереван, школа-ин- 
тернат № 1), А. Корнюшин (Москва, 
школа-интернат № 18), Музы- 
кантов (Новосибирск, с. ш.. № 130), 
А. Резников (Киев, с. ш. № 145), 
Б. Розенштейн (Каменец-Подольский, 
с. ш. № 8), К. Рыбасов (Киев, школа- 
интернат при КГУ), Б. Спокойный (Но- 
вокузнецк, с. ш. № 11), Г. Шмелев 
(Ярославль, с. ш. № 20}; ы 
по 10 классам — В. Бойко 
(Киев, школа-иитернат при КГУ), 
А. Брацлов {Москва, с. ш №2), 
А. Владиславский (Красногорск Мос- 
ковской обл., с. ш. № 7), А. Вятчин 
(Павлово Горьковской обл., с. ш. 
№ 1), А. Григорян (Баку, с. ш. №211), 
Гром-Мазничевский — (Киев, с. ш. 
№ 145), М. Гусаров (Ленинград, с. ш. 


4% 
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№ 30), Л. Данилов (Москва, школа- 
интернат № 18), В. Козырев (Ленин- 
град, школа-интернат № 45), П. Кор- 
нилов (Москва, школа-ннтернат № 18), 
Н. Лукьянец (Одесса, с. ш. № 116), 
В. Перцель (Москва, школа-интер- 
нат № 18), А. Поносов (Пермь, с. ш. 
№ 9), С. Фомин (Ленинград, школа- 
интернат № 45), Е. Шустин (Левин- 
град, школа-интернат № 45). 


Дипломы 1Ш степенк 
получили следующие участники олнм- 


‹лассам — А. Бело- 
шапко (пос. вышков Новозыбковского 
района Брянской обл., Вышковская 
с. ш.), Е. Белов (Оренбург, с. ш. 
№ 12), 3. Беркалиев (Караганда, с. ш. 
№ 1), Р. Даян (Ереван, с. ш. № 42), 
Д. Иванов (Калинин, с. ш. № 6), 
А. Кашапова (Уфа, с. ш. № 55), 
Д. Кондаков (Новосибирск, с. ш. 
№ 22), Е. Ландман (Ленинград, с. ш. 
№ 531}, В. Леднев (Ижевск, с. ш. 
№ 30}, А. Лейдерман (Могилев-По- 
дольский, с. ш. № 5), И. Морозов 
(Горькнй, с. ш. № 184), М. Муха- 
меджанов (Ташкент, с. ш. № ПО), 
С. Тимашин (Кировабад, с. ш1. № 13), 
Ю. Щербич (Могилев, с. ш. № 3), 
Б. Яцало (Морочное Ровенской обл., 
с. ш. № 1); 

по 9 классам — Е. Байсалов 
(Алма-Ата, школа-интернат РФМЩ), 
И. Бахмутский (Львов, с. ш. № 52), 
С. Белоглазов (Пермская обл., Усть- 





Самый юный победитель олимпиады, лау- 
реат премин «Кванта» Д. Литвиненко 
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Члены жюри олимпнады 
Кишертская с. ш.}, А. Блох (Харьков, 
с. ш. № 27), Д. Ботвич (Курская 
обл., с. ш. № 7), Л. Генкин (Горький, 
с. ш. № 40), 0. Ефремов (Ангарск, 
с. ш. № 10}, М. Кац (Москва, школа- 
интернат № 18), Ф. Кремзер (Ново- 
сибирск, с. ш. № 165), А. Осипов 
(Москва, с. ш. № 91), В. Продниекс 
(Латвийская ССР, Лиелвардская с. ш.), 
Е. Романовский (Киев, с. ш. № 145}, 
А. Черебатов (Омск, с. ш. № 80), 
А. Черкун (Тула, с. ш. № 61}; 
по 10 классам — М. Баум 
(Москва, школа-интернат № 18), 
И. Белоголов (Канев Черкасской обл., 
с. ш №4), А. Берлин (Бобруйск, 
с. ш. № 3), А. Буяновский (Гомель, 
с. ш. № 28), В. Данилов (Петушки 
Владимирской обл., с. ш. № 3), 
В. Дубицкий (Ленинград, с. ш. № 239), 
С. Елисеев (Москва, с. ш. № 179), 
А. Заславский (Калинин, с.ш. №20), 
В. Карапетян (Ереван, школа-ин- 
тернат № 1), А. Колдоба (Вороши- 
ловград, с. ш. № 2), А. Кристаль 
(Ленинград, с. ш. № 30), А. Макари- 
чев (Львов, с. ш. № 14), М. Панченко 
(Бровары, с. ш. № 5), В. Паньков 
(Минск, с. ш. № 93), А. Рейтсакас 
(Таллин, с. ш. № 19), Г. Скляр 
(Харьков, с. ш. № 27), И. Старо- 
бинец (Горький, с. ш. № 82). Н. Щер- 
бина (Днепропетровск, с. ш. № 80). 

Похвальные отзывы | степени по- 
лучили 92 и || степени — 123 участ- 
ника олимпиады. 

Призами журнала «Квант» за аб- 
солютно лучший результат были на- 
граждены: ученик 10 класса с. ш. 
№ 11 г. Иркутска Д. Тюкавкин и 


самый юный победитель олимпиады, 
ученик 8 класса с. ш. № 1 г. Сева- 
стополя Д. Титвиненко. 

Кроме того, годовой подпиской на 
журнал «Квант» на 1975 год награж- 
дены победители олимпиады — уча- 
щиеся сельских школ: 


1) А. Белошапко — 8 кл., п. Выш- 
ков Брянской обл.; 

2) А. Криворущенко — 8 кл., 
п. Ушаты Витебской обл.; 

3) Б. Яцало — 8 кл., с. Морочное 


Ровенской обл.; 

4) Д. Ботвич —9 кл., с. Камы- 
шино Курской обл.; 

5) В. Печенков — 9 кл., с. Крас- 
ный Кут Приморского края. 

В заключение нам хочется ска- 
зать несколько слов о работе жюри. 
В работе жюри приняли участие уче- 
ные Москвы, Ленинграда, Новоси- 
бирска, Киева, Тбилиси, Свердловска 
и других городов. В состав жюри 
входили не только ученые — доктора 
ни кандидаты наук,— но и студенты, 
бывшие еще совсем недавно школь- 
никами — участниками олимпиад, их 
победителями. Поэтому жюри в целом 
довольно «молодое», средний «воз- 
раст» членов жюрн меньше 30 лет. 
Во время олимпнады жюри выполняет 
огромную работу. Начинается эта 
работа уже задолго до офицнального 
открытня олимпиады: ведь более чем 
из ста задач, подготовленных членами 
жюри, нужно отобрать двадцать одну 
наиболее интересную и оригинальную; 
каждая отобранная задача должна 
иметь привлекательную формулиров- 
ку, выражать достаточно интересный 
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математический факт, и если она 
предлагается для учащихся 8, 9 и 
10 классов, то прн ее решении допол- 
нительные знания не должны сулить 
явных преимуществ. Того, чтобы каж- 
дая задача была сама по себе хоро- 
шей, мало. Важно, чтобы весь ком- 
плект задач, подобранных для каж- 
дого класса, был разумен. 

Болышая работа предстоит членам 
жюри и во время олимпиады. Они 
должны проверить тысячу работ уча- 
стников олимпиады не менее двух- 
трех раз, а спорные работы просмат- 
риваются 10—12 членами жюри. Если 
добавить, что все члены жюри участву- 
ют в разборах задач (как с руководи- 
телями команд, так и со школьника- 
ми), проводят собеседования и апел- 
ляции, читают лекции школьникам, 
то ясно, что рабочий день у членов 
жюри заполнен до предела. Не каж- 
дому под силу такая работа, — чтобы 
работать в жюри, нужно быть боль- 
шим энтузиастом. Мы хотели бы от- 
метить некоторых из таких энтузиас- 
тов, работающих в жюри, начиная с 
Г Всесоюзной олимпиады: 

кандидат физико-математических 
наук Н. Б. Васильев,— бессмен- 
ный заместитель председателя жюри, 
начиная с 1 Всесоюзной олимпиады; 

кандидат физико-математических 
наук Д. Б. Фукс и А. А. Егоров— 
одни из инициаторов проведения Все- 
союзных олимпиад. 

Постоянными членами жюри яв- 
ляются также: доктор физико-мате- 
матическых наук М. И. Башмаков, 
кандидат физико-математических наук 
А. Д. Бендукидзе, кандидат физико- 
математических наук И. Н. Бернш- 
тейн, В. Л. Гутенмахер, Ю. И. Ионии, 
кандидат физико-математических наук 
Н. Н. Константинов, Ю. П. Лысов, 
И.С. Петраков, кандидат физико-мате- 
матических наук А. П. Савин, кан- 
дидат физико-математических наук 
М. И. Серов, кандидат физико-мате- 
матических наук В. А. Скворцов. 
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Еще раз 
0 часах-календаре 


Лет 13 назад от учителя 
математнки я узнал о часах- 
календаре, аналогичных тем, 
о которых рассказывалось 
в 12-м номере «Кванта» за 
1973 год. 

Но, оказывается, совсем 
не обязательно делать ка- 
лендарь, где указаны поправ- 
ки каждого месяца. Поправ- 
ки легко запоминаются по 
количеству букв каждого 
слова в следующем предло- 
жении, где надо учесть, что 
числа 7 и 0 равнозначны: 


Скажите {Т) — яиварь 
мне (3) февраль 
дни {3) март 
месяцы (6) апрель 
и (1} май 
годы (4) июнь 
каждые (6) июль 
из (2) август 
чисел {5) сентябрь 
назвать (7) октябрь 
вам (3) ноябрь 
смогу (5) декабрь 


Следует помнить, что 
каждый год тоже имеет свою 
поправку. Например, 
1973 год —0, 1974 —0,..., 
впрочем, найдите закономер- 
ность сами. Особое внимание 
обратите иа поправку вн- 
сокосного года. 

Для нахождения по- 
рядкового номера дия не- 
делн также следует к дате 
прибавить поправку месяца 
и года. Если получениая 
сумма не больше 7, то она 
и будет порядковым номе- 
ром дня недели. Еслн боль- 
ше 7, то иеобходимо взять 
остаток от деления ее на 7, 
который и будет ответом. 


В. В. Сластухин 
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Г. С. Петрова, 


Л. В. Чернова 


Заключительный тур УГ Всесоюз- 
ной олимпиады школьников по фи- 
знке проходил с 10 по 16 апреля в 
старинном русском городе Горьком, 
возникшем семь с половиной веков 
назад у слияния рек Оки и Волги. 


На олимпиаду приехали школь- 
ники всех республик, в ней принялн 
участие 579 человек: 234 ученика 
Ю класса, 191 ученик 9 класса, 
151 ученик 8 класса и 3 ученика 
7 класса, выполнявшие работу, пред- 
ложенную ученикам 8 класса. Участ- 
ники УПТ Всесоюзной олимпиады — 
это победители республиканских и 
областных олимпиад 1974 года, по- 
бедители УИ Всесоюзной олимпиады, 
проходившей в 1973 году в Ленин- 
граде; были здесь и победители кон- 
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Олимпиада по физике 


курса, который проводил 
«Квант» *). 

10 апреля во Дворце культу- 
ры Автозавода состоялось торжест- 
венное открытие олимпиады. Со сло- 
вами приветствия ин добрыми пожела- 
ниями к участникам обратился пред- 
седатель жюри олимпиады академик 
А. В. Гапонов-Грехов. 

В тот же день представители деле- 
гаций союзных республик возложили 
венки к памятникам В. И. Ленину и 
А. М. Горькому. 

Заключительный этап олимпиады, 
как и в прежние годы, состоял из 


журнал 


*) Условия конкурса опубликованы в 
первом номере «Кванта» за 1974 год. Побе- 
дители этого конкурса допускаются на об- 
ластные олимпиады. 
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двух туров: теоретического и экспе- 
риментального. 

11 апреля был проведен теорети- 
ческий тур. 

Восьмнклассникам было предло- 
жено по 4 задачи, девятиклассникам 
и десятиклассникам — по 5 задач. 

Вечером того же дня были прове- 
дены вечера отдыха, на которых уча- 
стники олимпиады посмотрели кон- 
церты художественной самодеятель- 
ности. 

12 и 13 апреля участники олим- 
пиады отдыхали. Для них были ор- 
танизованы экскурсии на предприя- 
тия и по нсторическим местам города 
Горького. 

А для членов жюри эти дни были, 
пожалуй, самыми напряженными. Им 
нужно было проверить 579 работ. 

К участию в экспериментальном 
туре были допущены 157 школьников. 

14 апреля в 10 часов утра в лабо- 
раториях Горьковского университета 
состоялся экспериментальный тур. 

На выполнение работ отводилось 
4 часа. 

Ребята, не прошедшие на экспе- 
риментальный тур, могли в это время 
прослушать лекцию, посмотреть науч- 
но-популярные кинофильмы или при- 
нять участие в физической викторине. 

Ниже приводятея условия задач 
теоретического тура, решения некото- 
рых задач и задания эксперименталь- 
ного тура *). 


Теоретический тур 


8 класс 


1. По сторонам прямого угла скользнт 
жесткая палочка длины 2[, в центре которой 
закреплена бусинка массы т. Скорость точки 
В постоянна и равна и (рис. 1). 

Определить. с какой силой действует 
бусинка на палочку в тот момент, когда & = 
2. В неотапливаемом помещении рабо- 
тает холодильник с терморегулятором. В 
момент подключения холодильника к сетн 





*) Большая часть задач вошла в «Задач- 
ник «Кванта» (см. «Квант», 1974, №№ Т, 8). 
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Рис. 1. 


температура на улнце, в помещенни и в 
холодильнике была одинакова. Счнтая тем- 
пературу на улице постоянной, изобразите 
приближенно на графиках, как менялась 
температура в помещении после подключения 
холодильника. Рассмотрите три случая: а) хо- 
лоднльннк пустой; 6) заполнен продуктами; 
в) дверца холоднльника открыта. Все три 
графнка завнсимостн температуры от вре- 
мени начертите на одном рисунке. 


3. Канал проходит по мосту над шоссе. 
Изменяется лн давление на мост, если по 
каналу движется один раз пустая, а другой 
— нагружениая баржа? 


4. Трубка, в которой находится пру- 
жинка с прикрепленным к ней шариком, 
может вращаться вокруг вертикальной оси, 
проходящей через конец трубки. Свободный 
конец пружинки прикреплен к трубке 
(рис. 2, а). Нарисуйте примерный график 
зависимости смещения шарика вдоль трубки 
от угловой скорости при увеличенин ее от 





Е.н ы 
5 
4 
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1 
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Рис 2. 


‘и 


Рис. 3. 


нуля до такой велнчины, когда Р = 5 н. 
Как изменится эта зависимость при умень- 
щеннн угловой скоростн? График зависи- 
мости силы упругости Р от деформации пред- 
ставлен на рисунке 2, 6. =? см. 


9 класс 


1. Сосуд С сообщается с окружающим 
пространством через малое отверстне (рис. 3). 
Температура газа в пространстве Т, давле- 
ине р. Газ настолько разрежен, что молеку- 
лы при пролете в сосуд и из сосуда на протя- 
жении размеров отверстня не сталкиваются 
друг с другом. В сосуде поддержнвается тем- 
нература 

Каким будет давление в сосуде? 


2. См. задачу 2 для 8 кл. 
3. См. задачу 4 для 8 кл. 


4. Заряженные шарики с одинаковой 
массой, расположенные на расстояние [ 
друг от друга, отпустнаи (без вазальной 
скорости). Через & с расстояние между ннми 
удвоилось. Через какое время удвоится рас- 
стояние между этимн шариками, если их 
отпустить с начальиого расстояния ЗР 

5. При исследовании упругих свойств 
стальной проволоки длиной [ установили, 
что если одни конец ее закрепить, а другой 
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повернуть на угол © вокруг оси, то возникает 
момент упругих снл М = Аа. После этого 
нз проволоки навнлн пружину раднуса К 
с шагом много меньше А. Рассчнтать козф- 
фицнент упругости пружины (считать, что 
упругне свойства стали после навивки пру- 
жины полностью восстанавливаются). 


10 класе 


1. Снимок сделан однолинговым  объек- 
тивом с фокусным. расстояннем |= 4 см. 
Фотография {рнс. 4) увеличена в п = 10 раз. 
Определите приблизительно расстояния меж- 
ду’ предметами в натуре, напрямер, расс.оя- 
ние от объектива до окна Со, расстсяние от 
окна до мостика Ём, высоту объектива иад 
подоконником И. 

2. Две машины А и В едут рядом по 
шоссе со скоростью 9. Затем А увеличнвает 
свою скорость до 25. Относительно наблю- 
дателя, стоящего на шоссе, кннетнческая 
энергня машины выросла на 


ВЕ, = 3/, то, 


а относительно шофера в машнне В энергия 
увеличилась на 


АЕ. = М. ту. 


Объясиите парадокс: количество сгоревшего 
топлива для обоих наблюдателей одно н то 
же, а изменение энергин разное. 

Одинакова ли теплота сгорания топлнва 
с точкн зрения каждого наблюдателя? 


3. Два одинаковых конденсатора АД и В. 
каждый емкостью С, и катушка с индуктив- 
ностью Г, соединены, как показано на рнсун- 
ке 5. В начальный момент ключ К разомкнут, 
конденсатор А заряжен до разности потен- 
цналов И. Заряд конденсатора В и ток в 
катушке равиы нулю. 

Определить максимальное значение тока 
в катушке после замыкания ключа. , 


4. Найти ускорение а, с которым падает 
круглая металлическая пластинка в одно- 
родном магнитном поле, параллельном но- 
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Рис. 6. 


верхностн Земли. Пластннка падает вер- 
тикально вниз и ориентирована своей плос- 
костью параллельно магиитному полю и 
перпенднкулярно поверхности Земли. Тол- 
щина пластинки 4 миого меньше ее радиуса 
г. масса т, индукция магнитного поля В, 
ускорение свободного падения 8. 

5. Из одной точки на дне горизонталь- 
ного кругового желоба (рис. 6) разлетаются 
шарики под небольшимн углами к образую- 
щей желоба с одннаковыми проекциями 
сксрости вдоль этой образующей. Встретятся 
лн эти шарики? 


В этой статье мы приведем реше- 
ния только двух задач. Решения 
остальных задач будут опубликова- 
ны в «Задачнике «Кванта». 


Задача 1 (10 кл} 


Изображения предметов, удаленных от 
окна (а значит, и от объектнва), на фотогра- 
фии достаточно резкие. Следовательно, объек- 
тив был наведен на бесконечность н изобра- 
женне получено в фокальной плоскости 
объектива. 
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Рнс. 8. 


Судя по фотографии, главная опти- 
ческая ось объектива была горизоитальиа. 
Если бы зто было не так, шнрина & оконной 
рамы на фото была бы различна в верхней 
ни нижней частях окна (рис. 7). Определим, 
на какой высоте над подоконником был уста- 
новлен объектив *). 

Все линии, которые лежат в горизон- 
тальной плоскости, проходящей через глав- 
ную оптнческую 0ь объектива, на фото 
должны быть горизонтальными. Продолжим 
линии горизонтальных переплетов оконной 
рамы до пересечения. (Поскольку в натуре 
эти линни параллельны, в плоскостн изобра- 
жения они пересекутся в одной точке.) Про- 
ведем через эту точку горизонтальную плос- 
кость. Уровень, на котором эта плоскость пе- 
ресечет раму окна, и указывает высоту Н 
объектива над подоконником. Чтобы опре- 
делить численное значение величины Я, 
необходимо на фотографии иметь какой-ни- 
будь «масштабный» размер, Выберем в ка- 
честве емерной единицы» ручку оконной 
рамы. Будем считать, что в натуре ее размер 
й-=1Ю см. На фотографии размер ручки А" 
==1| см. На фото высота Н’-=4,5 см == 4,5 №. 
Следовательно, в чатуре высота объектива 
над подоконником 


Н= 4,51 =-45 см. 


Определнм теперь расстояние от окна 
до объектива. Из подобия треугольников 
АОВ м А,ОВ, (рис. 8) следует: 


АВ А.В, 
ть УВ 


Здесь АВ=Н= 45 см, |=4см, А.В, = 





*) Фотография в журнале уменьшена в 
2,7 раза по сравнению с той, которая давалась 
участникам олнмпнады. Мы будем приводить 
размеры по неходной фотографин, так как 
прн измерении величин на уменышенном 
снимке погрешность увелнчивается. 


1 
У А”В’ (п-= 10). На фото АВ” 25,5 см: 


значит, А.В, == 0,55 см. 
Таким образом, расстоянне от окпа до 
объектива 
АВ: 
|. т 23,27 м. 
ПО 


Чтобы определить расстоянне от окна 
ло мостика, нужно нметь мерную единицу- 
{Пользоваться в качестве масштабного раз- 
мера оконной ручкой уже нельзя. Новый 
размер надо выбирать в плоскости, «прохо- 
дящей» через мостик и перпендикулярной 
главной оптической оси объектива.) Обычно 
высота перил мостика г-=80 см. Па фото 
высота перил /’2=0,3 см. 

Следовательно, на изображепий гу 
250,03 см. Пользуясь приведенными выше 
рассуждениямн ин аналогнчными вычнеления- 
мн (из подобня треугольников), найдем рас- 
стояние от мостика до объектива: 
ра = 107 м. 

1 


Ём. ое - 


Вычтем из этон величины расстоянне от окна 
до объектива и найдем расстояние от окна 
до мостика: 


[м 2 104 м. 


Задача 2 (10 кл) 


Рассмотрим событие в двух системах 
отсчета — иелоданжной и подвижной, кото- 
рую свяжем с автомобилем В. Будем считать, 
что даижение происходит без скольжения и 
силы трения отсутствуют. 

В начальный период (ид = 2в = 9) сум- 
марный импульс системы Земля — машины 
в неподвижной системе отсчета равен 


Р, = та 


{будем для удобства считать, что массы ма- 
шин одинаковы}. В течение этого периода 
суммарная механическая энергия системы 
равна 


НЫ 


Е, == 2т 5 


ти?. 


Полная энергия снстемы складывается нз 
кинетической энергии машин Ан В ин внут. 
ренней энергии топлива: 


У = ЕН. 


Поскольку энергия, ‹относящаяся» к ма- 
шине В, с течением времени не изменяется, 
обозначнм се №в (\в = соп), а энергию, 
«относящуюся» К машине А, представим в 
внде Уд = Е! д-- ИУтд. Таким образом, па 
первом этапе движения (24 == ид = и) энер- 
гия системы равна 


№, == И в+-ВАА-НЫВА. 
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Будем считать, что вся энергня, выде- 
лившаяся прн сгоранин топлива, пошла на 
увеличенне скорости автомобиля А. 

Так как наша снстема замкнута, сум- 
марный импульс должен сохраняться. Им- 
пульс машины 8 Рив = соп, а импульс 
машины А изменился на величнну т Ал = 

ту (мы пренебрегаем изменением массы 
машины в результате сгорания части топ- 
лива). Следовательно, на такую же величину 
изменился нмкульс Землн, то есть Земля 
приобрела скорость, которую можно опре- 
делнть из соотношения |Му, |= му]: 


т 
уз м МЕ 


т 
(Прин этом Уз=— у: мы считаем, 
что колеса пращаются без проскальзывання.) 


Механическая энергия системы стала 





равной 
т 12 
М|— ‹ 
а. уни т (2%) | (м ы 
ее 2 2 Хы 2 у 


Увеличенне механнческой энергни произошло 
за счет изменения внутренней энергии {в 
результате сгорання топлива). Запишем те- 
перь суммарную энергию системы: 


№, = ВЕ, д -ЕЕз + (лл-АЦ). 


По закону сохрензния энергии №. == №,, то 
есть ЕзА—Е1А-Ез —АИ = 0, нли 


3 т? 
то" +э5м и — ЧО. 


Таким образом, 


с 3. НЕ Е 
АИ =: АЁ = т!" - 2м 9. 


Рассмотрим теверь событие в подвижной 
системе, связанной с машиной В. Проведем 
все изложенные выше рассуждения, сохра- 
няя принятые допущения. Начальный им- 
пульс системы 


Р; = —Му 


(так как Земля относительно машины В 
движется со скоростью —\). Механическая 
энергия в начальный период равна кинети- 
ческой энергни движения Земли отиоситель- 
но машины В*): 


. Мо? 


Еу == 9 - 





*) Будем счнтать, что движение Земли 
поступательное. 
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Суммарную энергию системы в этот пернод 
запиием в виде 


№, — УВЕ, АНИ: АЕЕ13 
(для аналогии мы записали слагаемое Е уд, 


хотя Ех = 0). Машина А изменила свою 
скорость в этой системе на величнну и. Прн 
этом скорость Землн стала из. Из закона 
сохранения импульса 


Му. ту = —Му 


‚ ом 
(ем) 
Полная энергия системы в этот пернод равна 
И. = МНЕ АНИ, АЕ, 
Запишем закон сохранения энергин: 
№№, — Е-А-Е 1 А— 
—АИ"- Ез—Е 1з=0, 


найдем 


или 
ти? М т 2 
Р-Я 


Му? 
=Н-о — А” =0. 








Таким образом, 
Зт т? 
АИ’ = В = УМ у? —= АЦ. 

Масса сгоревшего топлива в обеих 
системах одна нта же, изменение внут- 
ренней энергии, а следовательно, и коли- 
чество теплоты, выделившейся прн сгоранин, 
тоже одно н то же. Значит, удельная теплота 
сгорания топлива одна и та же для наблюдате- 
лей, находящихся в двух рассмотренных 
нами системах. 

Итак, ннкакого парадокса нет. Работа, 
совершаемая за счет энергни, выделяющейся 
при сгоранин топлива, идет на увеличение 
механической энергии системы в целом. 
Таким образом, сделанный в условии задачи 
вывод об изменении энергни неверен. 

Ошнбка заключается в том, что в усло- 
вии системы не замкнуты, а вывод сделан на 
основаиин закона сохранения энергии в той 
форме, в какой он применим для замкнутых 
систем. 

Говоря 0б измененни скорости Земли, 
мы подходим к решению задачн «математи- 
чески». Разумеется, изменение импульса Зем- 
лн пренебрежимо мало. Часть энергии 
«уносится» в результате нагрева Земли под 
колесами, вылетающими из-под колес ка- 
мешками, песком и т. п. 


При проверке задач теоретическо- 
го тура был проведен своеобразный 
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«эксперимент». Прежде чем присту- 
пить к проверке, члены жюри по 
своему усмотрению «расценили» зада- 
чи, поставив каждой балл «за труд- 
ность». Оценки были расставлены сле- 
дующим образом: 


№№ зэдач 8 кл. 





3 кл. | 10 кл 





лм ю 


Это «усредненные» баллы; мнения 
членов жюри не всегда совпадали. 

После того, как все работы были 
проверены, по результатам проверки, 
по тому, сколько участников справи- 
лось с той или иной задачей, была 
проведена новая «расценка». И ока- 
залось, что мнения жюри и ребят о 
трудности задач не совсем совпадают. 
Новая «таблица» выглядела следую- 
щим образом: 





№№ эадач | 8 кл. 9 кл | 10 кл. 
1 10 4 6 
2 8 4 8 
3 4 6 5 
4 8 8 7 
5 = 10 4 


(Разумеется, имеет смысл сравни- 
вать не «абсолютные» баллы, а рас- 
пределение их по задачам внутри 
каждого класса.) Члены жюри были 
удивлены тем, что с задачей № 1 
для 8 класса и с задачей № 5 для 
9 класса не справился ни один участ- 
НИК. 

Мы думаем, что тем нашим чита- 
телям, которые самостоятельно ре- 
шали задачи олимпиады, опублико- 
ванные в «Задачнике «Кванта», будет 
интересно сравнить свои заключения 
об их сложности с мнением жюри и 
«олимпийцев». 


Экспериментальный тур 


На экспериментальном туре все уча- 
стники по классам выполняли одина- 
ковые работы. 


$ класс 


Колебания грузов на пружине 

1. Пернод колебаний Т груза на пру- 
жине зависит от массы т груза (рис. 9). 
Изучите эту завненмость, используя пружи- 
ну, секундомер и набор грузов с известными 
массами. По результатам опыта постройте 
график. Постарайтесь нодобрать формулу. 
описывающую полученную зависимость Т 
от т. 

2. При некоторых массах груза легко 
заметить, что колебания вдоль пружин со- 
провождаются  маятнникообразными  коле- 
баниямн. Изучите это явление и опннмите 
его закономерности. 


9 класс 


«Черный ящик» 

Изучите «черный ящик» (электрический 
четырехполюсник), о котором известно только 
то, что он состоит из четырех двухгполюсни- 
ков, соединенных звездой (рис. 10). Для 
экспернментов можно использовать бата- 
рейку, вольтметр и миллиамперметр. 


На листке с заданием, который 
получил каждый экспериментатор, 
было сделано следующее преду- 
преждение: «Внимание! Не закора- 
чивайте батарейку через миллнам- 
перметр! Прибор Вам этого ие про- 
стит и лишит Вас всяких шансов на 
призовое место в олимпиаде!» 


10 класс 


Линза с заслонкой 

Что произойдет с изображением пред- 
мета, полученным при помощм собирающей 
лиизы, если закрыть половнну линзы не- 
вы экраном? 

ветьте на этот вопрос, а затем про- 

верьте свой ответ экспериментально, нолу- 
чив с помощью линзы изображение стрелки- 
предмета на белом экране при двух разных 
увеличениях и: 1) #23; 2 из 1.3. 

Опишите и сбъясните свои эксперимен- 
тальные результаты. Для проверки этих 
объяснений придумайте и ссуществите ка- 
чественные и количественные контоольные 
опыты, используя по своему усыпению 
любые детали установки: линзу, стрелку- 
предмет, фонарь, белый экран, черную бу- 
магу. линейки, ножницы. 

Проведите аналогнчные исследования для 
действительного нзображения, наблюдаемого 
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щ 
— 
— 
= 
= 
=. 
= 
не 
Рис. 9. Рис. 10. 
без экрана, и для мнимого изображения, 


В качестве предмета в этих опытах удобно 
нспользовать нить лампочки. 

При наблюдениях без экрана между ис- 
точником света и глазом обязательно поме- 
щайте пленку — ослабитель света! 


При оценке работ эксперименталь- 
ного тура учитывалось умение обра- 
щаться с приборами, четкое и после- 
довательное выполнение этапов эк- 
сперимента, правильная теоретичес- 
кая интерпретация полученных ре- 
зультатов, оценка их точности, чет- 
кость построения графиков, чертежей, 
форма и стиль отчета. 

15 апреля в 16 часов все участники 
олимпиады вновь собрались во Двор- 
це культуры Автозавода на _торжест- 
венное закрытие олимпиады. Побе- 
дителям были вручены дипломы, 
грамоты и награды. 


Дипломы Т степени 


получили следующие участники олим- 
пиады: 

по 8 классам — С. Костин 
(Сумы, с. ш. № 3), А. Половинкин 
(Горький, с. ш. № 1), Ю. Тетерин 
(Ленинград, с. ш. № 239); 

по 9 классам В. Кап- 
лумовский (Ленинград, школа-интер- 
нат № 45\, С. Коршунов . (п. Монино 
Московской обл., с. ш. № 1}: 

по 10 классам*) —А. Киур- 





*) Десятиклассникам, получившим дип- 
ломы 1, Пи И] степенн, были вручены ре- 
комендацни в высшие учебные заведення фи- 
зико-математического профиля. 
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чанов (Житомир, с. ш. № 20, Д. Топ- 
тыгин (Москва, с. и!. № 2), А. Шень 
(Москва. с. ш. № 2). 


Дипломы И степени 


получилн следующие участники олим- 
пиады: 

по 8 классам — ЕЁ. Губанов 
(п. Востряково Московской обл., с. ти. 
№ 3), А. Калинин (Великие Луки, 
с. ш. № 3), В. Тарасов (Ленинград, 
школа-интернат № 45); И. Хами- 
тов (Ухта Коми АССР, с. ш. 
№ 3), А. Шведов (Киев, школа-ин- 
тернат при КГУ); 

по 9 классам —/7. Авдеев (Но- 
восибирск, школа-интернат № 165), 
Ю. Македонов (Калинин, с. 1. № 37), 
А. Поблагуев (Винница, с. ш. № 17). 
В. Тимофеев (Москва, с. ик № 144); 

по Ю классам — С. Бурков 
(Москва, с. ш. № 2), Л. Глазмам 
(Харьков, с. ш. № 27), И. Грин- 
щштейн (Одесса, с. и. № 116), 0. На- 
ний (Кишинев, с. н:. № 37, А. Руд- 
нев (Москва, с. ш. № 762). 

Ученики 8 класса Е. Губанов и 
И. Хамитов были награждены также 
специальными призами Министерства 
просвещения СССР за успешное вы- 
ступление ‚в экспериментальном туре, 
а ученик 9 класса Ю. Македонов — 
специальным призом Научно-исслс- 
довательского раднофизического ин- 
ститута за лучшую эксперименталь- 
ную работу по электричеству. 


Дипломы ИТ степени 


получили следующие участиики олим- 
пнады: 

по 8 классам — В. Булатов 
(Вологда, с. ш. № 11), В. Вичирко 
(Ленинград, с. ш. № 239), А. Голу- 
бенцев (Саратов, с. ш. № 19), В. Кня- 
зик (Одесса, с. ш. № 116), В. Крив- 
цун (Харьков, с. ш. № 27), Ю. Маляр 
{Казань, с. ш. № 122), С. Семиляк 
(Бар Винницкой обл., с. ш. № |, 
В. Старшенко (Запорожье, с. ш. 
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№ 28), Н. Ткач (Червоноград Львов 
ской обл., с. и. №7), А. Шемякин 
(Караганда, с. ш. № 88}; 

по 9 классам — В. Борю 
{Запорожье, с. ит. № 28), А. Железняк 
(Житомир, с. ш. № 24), И. Золотухин 


(Ленинград, школа-интернат № 45}, 
А. Куцериб (Ровно, с. ш. №3), 
А. Кязилюнис (Вильнюс, с. ш. № З№, 
Я. Сеглиным (Рига, с. ш. №1). 
Д. Усков (Воронеж, с. ш. № 58), 
Л. Цимринг (Горький, с. ш. № 40); 


по 10 классам — В. Баженов 
(Киев, с. ш. № 84), В. Гаврилюк 
(Минск, с. ш. № 5), А. Гозр (Берегово 
Закарпатской обл., с. ш. № 2), Г. Гу- 
рия (Кировабад, с. и. № 29), В. Дмит- 
риев (Казань, с. ш. № 50), Л. Егошин 
(Усть-Каменогорск, ©. ш. № 35), 
А. Нванов ОЖуковский Московской 
обл., с. ш. № 1), А. Кузнецов (Сара- 
тов, с. ит. № 13), С. Масыч (Новоси- 
бирск, школа-интернат № 165), С. Ма- 
черет (Киев, с. ш. № 145), А. Рожков 
{Усолье-Сибирское Иркутской обл., 
с. ш. № 5), В. Сомило (Ленинград, 
школа-интернат № 45). Е. Фалькин 
(Новосибирск, школа-интернат № 165}, 
М. Черников (п. Черноголовка Москов- 
ской обл., с. ш. № 82}, С. Черемшан- 
цев (Ленинград, с. ш. № 239), 
В. Шендрик (Алма-Ата, РФМИ). 

Ученик 8 класса В. Вичирко на- 
гражден также специальным призом 
Министерства просвещения СССР за 
успемное участие в эксперимеиталь- 
ном туре, ученик 9 класса А. Кязи- 
люиис и ученик 10 класса Л. Егошин-— 
снециальными призами Министерства 
просвещения СССР за лучшую экс- 
периментальную работу, а ученик 
10 класса А. Гоэр — специальным 
призом Министерства просвещения 
СССР за высокую культуру проведе- 
ния эксперимента. 

105 участников были награждены 
похвальнымн грамотами и призами, 
учрежденными различными органи- 
зациямн. Вот некоторые из участни- 
ков, награжденных специальными прн- 
зами: 

Х. Абдуллин (Алма-Ата, с. ш. 
№ 28, 8 кл.) награжден подшивкой 


журнала «Квант» за 1973 год за ус- 
пешное выступление в эксперимен- 
тальном и теоретическом турах; В. Сер- 
гин (п. Хасын Магаданской обл., 
с. ш., 8 кл.) награжден призом завода 
«Красное Сормово», установленным 
для участника олимпиады, приехав- 
шего из «самой далекой точки» Со- 
ветского Союза; И. Синсер (Лисаковск 
Кустанайской обл.. с. ш. № 1, 8 кл.} 
награждена призом фабрики «Хох- 
лома», установленным для девочки — 
победителя олимпиады; А. Слюсарь 
(Ижевск Удмуртской АССР, с. ш. 
№ 30, 8 кл.) награжден призом Горь- 
ковского обкома ВЛКСМ как самый 
юный победитель олимпиады; Г. Бес- 
палова (Горький, с. ш. № 40, 9 кл.) 
награждена призом Министерства про- 
свещения СССР, установленным для 
девочки — победителя  одимпиады; 
В. Добрынин (Хмельницкий с. ш. 
№ 17, 9 кл.) награжден призом газеты 
«Ленинская смена» за оригинальное 
решение задач; С. Качур (с. Ивановцы 
Мукачевского района, с. ш., 9 кл.) 
награжден призом завода «Красное 
Сормово», установленным для побе- 
дителя олимпиады из сельской мест- 
ности; А. Безлегкий (Донецк, с. ш. 
№ 10, 10 кл.) награжден подшивкой 
журнала «Квант» за 1973 год за успеш- 
ное участие в теоретическом и экс- 
периментальном турах. 

На закрытии олимпиады выступил 
академик А. В. Гапонов-Грехов. Он 
поздравил победителей и пожелал им 
дальнейших успехов. Затем  участ- 
ники олимпиады посмотрели боль- 
шой концерт коллективов детской 
художественной самодеятельности 
Дворца культуры Автозавода. 

В заключение мы хотим пожелать 
больших успехов будущим «олимпий- 
цам». 
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Читатели 
предлагают 
задачи 


1. Доказать, что 
(16.0 + И 6 -- |+ 
Ию 21 — 

о и-Нб 0-12 - ...-- 
+ ибп = ле. 


‚7. А. Максимова 


2. Доказать, что уравнс- 
НИЕ 


ХЗ -|- 43-2 23 — Злуг = 1 
нмеет только три целочислен- 


ных решения относнтельно 
неизвестных х, у, 2. 


Н. Ф. Максимов 


3. Доказать неравенства: 


а) (1-х) (1 — хп 

= 2 при > 1, |х| Е 

6) (1-2 хи -- (1-х) 

при б%3в<}, |х|=1. 
4. А, В, С— углы остро- 

угольного треугольника 

АВС. Что больше: 


т А -- за В -- зтС 
или 
яп 2А 4. яп 28 +. $07 2? 
С. Т. Берколайко 
5. Доказать, что * 

1.2.3. 2.3.44 3.4.5- 
--.. + пп ре@- а 
_ +О@-2 +3) 
= г р 

А. С. Савин 
6. Решить уравнение 
ху: 
о ==4,42. 


А. А. Безносюк 


7. Решить уравнение 


афса + ыа + са + 4== 3022. 
Е. Ю. Гугель 
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РЕЦЕНЗИИ, 
БИБЛИОГРАЗИЯ 


Новый учебник по геометрии 





В 1973 году появилось сель- 
мое (исправленное и допол- 
ненное) издание известного 
учебника по геометрии 
П.П. Андреева и Э. 3. Шу- 
валовой ®), В действитель- 
ности это — новый учебник. 
Он адресован учащимся тех- 
никумов, но будет полезен 
и всем читателям «Кванта», 
нзучающим геометрию в шко- 
ле и готовящимся к школь- 
ныЯ выпускным и вступи- 
тельным экзаменам в вузы. 

В новом издании вы 
ие найдете теорни геометри- 
ческих преобразовавий, ис- 
ключенной ныне из програм- 
мы. Но зато в учебнике 
представлен в доступном н 
строгом изложении курс гео- 
метрин во всей его полноте. 
В разделе, посвященном пла- 
ниметрин, есть 06бзор всех 
начальных сведений, теория 
подобия — многоугольников, 
метрические соотношения в 
треугольвике и круге, ме- 
тоды решения треугольников 
Изложение планиметрии В 
основном традиционное, од- 
нако оно иллюстрируется 
большим количеством раз- 
нообразных и интересных 
задач. А вот раздел об изме- 
рении площадей плоских фи- 
гур написан, вероятно, в 





*) П. П. Андреев, 
Э. 3. Шувалова, Гео- 
метрия, изд. 7-е, исправлен- 
ное н дополненное. Допуще- 
но МВ и ССО СССР в качест- 
ве учебинка для средних 
специальных учебных заве- 
дений, М., «Наука», 1973, 
304 с., цена 44 коп. 


58 


новой для вас тональности, 
Отправляясь от аксиомати 
ческого определения — пло- 
щади плоской фигуры, авто- 
ры переходят к (эквивалент- 
ному ему) конструктнвному 
определению, а затем —к 
формулам для определения 
площадей конкретных фигур. 

Наиболее — интересиым 
представляется раздел сте- 
реометрии, посвященный рас- 
смотрению многогранников, 
цилиндрических тел и ко- 
нусов. Призма здесь рас- 
сматривается как частный 
случай цилиндра, а лнра- 
мида — как частный случай 
конуса. Такой подход раисе 
не встречался в популярной 
учебной литературе по гео- 
метрии. Как вы сами убе- 
днтесь, этот подход оказы- 
вается весьма вынгрышным 
при изученни объемов и пло- 
щадей поверхностей призм 
и пирамнд вывод всех не- 
обходимых формул приобре- 
тает общность, удобную для 
понимания и запоминания. 
Сами формулы для объемов 
естественным образом объеди- 
няются в две группы, из 
которых каждая представля- 
ется одной универсальной 
формулой. Так, например. 
вы сумеете доказать, что 
объем любого цилиндриче- 
ского тела равен пронзведе- 
иию площади основання на 
высоту, а объем конического 
тела — трети указанного про- 
изведения. При этом осно- 
ванием цилиндра может слу- 
жить любая фигура © извест- 
ной площадью. Тем самым 
класс тел, объемы которых 
могут вычисляться средст- 


вами элементарной матема- 
тики, существенно расширя- 
ется. Опираясь на такую точ- 
ку зрения, вы непосредст- 
венно подойдете к выводу 
формул для объемов метода- 
ми интегрального исчисления, 
н этот вывод вы найдете в 
соответствующих — дополие- 
ниях. Эти дополнеиия впол- 
не естествеииы в учебнике 
для техникумов, где нзу- 
чаются начала  дифферен- 
циального н интегрального 
исчисления. Впрочем, и для 
учащихся школ с математи- 
ческой специализацией, а 
также вечерних н сменных 
школ, для участинков школь- 
ных математических круж- 
ков эти дополнения весьма 
сстественны. 

В таком же четком стиле 
изложены главы о шаре и его 
частях, о приложениях три- 
гонометрии к решению сте- 
реометрическнх задач и мно- 
гое другое. 

В новом учебнике по 
геометрии вы найдете ряд 
методических новшеств, раз- 
нообразный — нллюстратив- 
ный материал и с успехом 
используете его для совер- 
шенствования знаний по гео- 


метрии.- 
Л.Е. Садовский 


ПЕр:УКуапетссте.ги 


___ 


«Квант» для младших школьников 





Задачи 


1. У школьника была некоторая 
сумма денег монетами достоинством 
в 15 коп. и 20 коп., причем двадцати- 
копеечных монет было болыце, чем 
пятнадцатикопеечных. Пятую часть 
всех денег школьник истратил, отдав 
две монеты за билет в кино. Половину 
оставшихся денег он отдал за обед, 
оплатив его тремя монетами. 

Сколько монет каждого достоин- 
ства было у школьника вначале? 

2. Расстояние — Земля — Солнце 
приблизительно в 387 раз больше 
расстояния Земля — Луна. Можно ли, 
пользуясь этими данными, оценить, 
во сколько раз объем Солнца больше 
объема Луны? 

3: В ветрепый день нам становится 
теплее, если мы «спрячемся» от ветра. 
А одинаковы ли. показания термомет- 
ра на ветру и «за углом»? 

4: «Московское время — 19 ча- 
сов», — услышали мы, сидя за ужи- 
ном в один из последних дней пребы- 
вания в доме отдыха. А на моих часах 
было без пяти семь. Но часы бегут 
вперед, рассчитал я, и к моменту 
моего отъезда покажут точное время 
отхода поезда. 

Часы моей соседки Тамары пока- 
зывали без четырех минут семь. Но 
се часы убегали вперед на 3 мин. 
в сутки больше, чем мои. Тамара 
должна была уехать тем же поездом, 
но ровно на сутки раньше меня. И ее 
часы к моменту отъезда тоже показали 
точное время. 

На сколько минут в сутки спешат 
наши часы? 





Рисунки Э. Назарова 
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МЕ’ГО д, 
БЕСКОНЕЧНОГО 


ПЕр:ЛКуаптссте.ги 






Я нашел поистине удивительное 90- 
казательство... 
Пьер Ферма 


Доказательства бывают анапитические, синтетические, индуктивные, дедуктивные, 
доказательства от противного, доказательства приведением к абсурду [к непепости, 
к противоречию]. Цель настоящей статьм — познакомить вас с одной разновид- 
ностью метода доказательства приведением к абсурду — методом бесконеч- 
ного [млм безграничного] спуска. Этот хермии. был предложен Пъером Ферма 
[1601—1655]. Впервые этот метод бып применен математиком ХПШ века Кампано 
при доказательстве иррациональности «золотого сечения». 


Метод бесконечного спуска заклю- 
чается в построении процесса, достав- 
ляющего бесконечную последователь- 
ность убывающих целых положнтель- 
ных чисел. Поскольку убывающая 
последовательность целых положи- 
тельных чисел имеет лишь конечное 
число членов, мы получаем противо- 
речие. Разъясиим этот метод, проведя 
нм доказательство иррациональностн 


числа И2. 
Пример 1. Доказать, что чис- 
ло И 2 иррационально. 
4 г 
Пусть И2= —— ‚Где ги $ — нату- 


ральцые числа. Тогда 
25" — да (1) 


Левая часть уравнения (1) — число 
четное, следовательно, г” четно. Это 
означает, что г четно (если бы г было 
нечетным, то и г? было бы нечетным). 
Подставив 7 = 2и, в уравнение (1), 
получим 25° = 4/77, или 


= 9. {2) 


Рассуждая аналогично, из урав- 
нения (2) найдем, что $ = 2$,, после 
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чего уравнение (2) дает 

251 = г. (а) 
Условия г = 27,, $ = 2%, приводят 
к неравенству г >л,. Уравиение (Та) 
аналогично уравнению (1); применяя 
к (1а) те же рассуждения, мы полу- 
чаем бесконечную последовательность 


ат Де ть. Е, бы) 


Условие (3) протироречиво: множе- 
ство натуральшых чисел, меньших 
г, конечно! Полученное противоречие 
показывает, что уравнение (1) в кату- 


ральных числах неразрешимо, ни И 2 — 
иррациональное число. 

Вы, наверное, заметили, что тер- 
мин «спуск» означает переход от боль- 
шего натурального числа к меньшему 
и что в этой последовательности обя- 
зательно найдется последнее (наимень- 
шее) число. 

Упражнение 1 (обобщение прк- 
мера 1). Локазать, что если натуральное 
число р ис является точной п-й степенью 


я 
натурального числа, то Ур 


рациональное: 
Отметим, что метод бесконечного 
спуска позволяет лишь дать отрица- 


— число ир- 


тельный ответ. Покажем это на при- 
мерах. 


Пример 2. Доказать, что 
уравнение 
6 (хе ту =иё (4) 


неразрешимо в натуральных числах. 

Пусть уравнение (4) разрешимо в 
натуральных числах. Правая часть 
уравнения (4) делится на 3. Легко 
доказать, что это возможно лишь 
тогда, когда числа 2 и { делятся на 3: 

2 == 32, = ЗЫ, 

при этом 2 >а,, Ё >, и потому 


2+ Ри. Подставляя най- 
денные значения 2 и Ё в уравнение (4}, 
получим 
6 (хе -Е 2) =9 (2-8). 

Правая часть этого уравнения делит- 
ся на 9, следовательно, на 9 делится 
и его левая часть. Это возможно лишь 
тогда, когда х* -+ и/* делится на 3. 
Отсюда и из предыдущего немедлен- 
но вытекает, что 

х = Зхь, 
Теперь получим 

6 (957 + 91) = (и И) 
и, сокращая на 9, 
6+ = НА. 

Последнее уравнение только индек- 
самн отличается от уравнения (4). 
Итак, построен процесс, который для 
каждого решения уравнения (4) дает 
еще одно решение с менышими кор- 
нЯмН: ха == Х/З, у, = 9/3, 2, = 2, 
{, -= #3. А это невозможно, посколь- 
ку последовательность, например 
1 >Ь >>... >0, конечна. 


Доказать, что 


у — Зу.. 


Упражнение 2. 
уравнение . к 
у) = ай 
не имест решений в натуральных числах. 

Упражнение 3. Можно ли методом 
решения примера 2 доказать неразрешимость 
в натуральных числах уравнения 5 (х?-}-у?) = 
== 22--Р? 

Пример 3. Доказать, что урав- 
нение 

х2 -- и? -1- 22 = 2хуг (5) 


неразрешимо в натуральных числах. 


Вир:ИКуапетлесте.ги 


Пусть уравнение (5) разрешимо в 
натуральных числах. Правая часть 
уравнения (5) делится на 2, следова- 
тельно, и его левая часть делится на 2. 
Это возможно лишь тогда, когда ли- 
бох, и, х — четные числа, либо одно 
из них — четное, а два других — 
нечетные. В последнем случае правая 
часть уравнения (5) делится на 4, 
а левая — только на 2. Итак, числа 


х, у, г — четные: 
Хх =, =, 2=22.. (6) 
Подставляя найденные значения х, 


у, = в уравнение (5), получим 
Жил = 4ху:2 1. (7) 
Применив к уравнению (7) те же рас- 


суждения, что и для уравнения (5}, 
найдем, что 


Е 2х, : У! - 2у.. 2. = 22, 
Х3 47 у2 т 23 = 8Х5У22.. 
Соотношения хх = 2х,.;, приводят 


к бесконечной последовательности 
ИЕ нь > 0. 


Но эта последовательность натураль- 
ных чнсел обязана быть конечной. 
Следовательно, уравнение (5) в на- 
туральных числах неразрешимо. 


Пример 4. Доказать, что диа- 
гональ квадрата несоизмерима с его 
стороной. 

Отложим на диагонали квадрата 
от точки В его сторону АВ = ВО, 
(см. рисунок), это удастся сделать 
только один раз. Из полученной точки 
Р, восставим к днагонали квадрата 
перпендикуляр, который  пересечет 
сторону квадрата в точке Ву, и сое- 
диним В, с В; треугольники АВ.В 
н ВВ,О, равны, так как они пря- 
моугольные, сторона ВВ, — общая 
и ВО, = ВА по построению. Следо- 
вательно, АВ, = О.В. 

В прямоугольном треугольнике 
В,СР, имеем х ВСР, = 45° (ВС — 
днагональ квадрата), следовательно, 
и < СВО, = 45°, и потому В), = 
= Р.С. Мы доказали, что АВ. = 
— В.0, -:),С, откуда 2,С < СВ. 
Восставим теперь перпендикуляр к 
диагонали СВ в точке С, отложим на 
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А В 


нем отрезок СА, = ),В, и соединим 
точку А, с точкой В,. Четырехуголь- 
ник А,В.),С — квадрат с диагональю 
В.С 

Процесс построения квадратов 
можно продолжить. При этом мы по- 
лучим бесконечную  последователь- 
ность отрезков 

Ср, >60, >С), >С. >... >0; 
каждый из них есть разность между 
диагональю и стороной одного и то- 
го же квадрата; легко найти выраже- 
ния для их длин: 

Ср, = СВ — АВ, Ср. = 

СВ. АВ, ... 

Пусть теперь диагональ и сторона 
исходного квадрата соизмеримы, то 
есть существует такой отрезок е — 
единица длины, — который уклады- 
вается целое число раз и в диагонали 
ВС, и в стороне АВ квадрата, то есть 
длины отрезков ВС\ АВ выражаются 
целыми числами. В таком случае и 
длина отрезка СО, = СВ — АВ вы- 
ражается целым числом, и длина диа- 
гонали В.С квадрата А.СО.В,, рав- 
ная разности АС — АВ, = АВ — 
— СР., — целое число. 

Итак, мы построили бесконечную 
последовательность убывающих це- 
лых положительных чисел 
Ср > Ср, > СО, >...> СВ, > 

>... >0 

{здесь СО, — это длина отрезка 
Ср;), хотя бесконечной она быть не 
может. Полученное противоречие до- 
казывает несоизмеримость днагона- 
-и квадрата и его стороны. 


== 


Домино-пасьянс 


28 косточек домино уложены 
в прямоугольник 7Х8. Гра- 
ницы косточек не изображе- 





НЫ. Требуется восстано- 

вить ИХ. 
3265120 
2154545 
0013646 
05Б5Б3заАд4о0 
5300256 
4 032 666 
2464133 
211 

| 

а) 
+$31306555 
3061504 
0042015 
5 322162 
0444254 
1656411 
0366312 
0366322 

6) 

„7. П. Мочалов 
Признак 


делимости на 29 


Пусть М — целое положи- 
тельное число. Отбросим в 
числе М последнюю цифру 
н прибавим утроенвую от- 
брошенную цифру. Доказать, 
что полученное число делит- 
ся на 29 тогда и только тогда, 
когда на 29 делится число М. 


М. „Левин, ученик 5 класса 
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ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ. 
РЕШЕНИЯ 





К статье 
задачах» 


1 А 
1. Ответ: 80 2 2) д8З. 


Указание. Нарисуйте сечение ко- 
нуса плоскостью, проходящей через высоту 
конуса и центр одного из шаров, лежащих на 
основании. 

2. Ответ: 


-* (6+ Уз + И” +123 }. 


Указание. Выразите через х сто- 
рону основания призмы и найдите раднус 4-го 
шара. Высота призмы есть сумма г, радиуса 
4-го шара и высоты тетраэдра, вершинами ко- 
торого являются центры шаров. 


3. Ответ: вуз 37. 


Указание. Нарисуйте сечение пи- 
рамиды плоскостью, проходящей через высо- 
ту н центры обонх шаров. 

4. Ответ 1:45:11. = 

Указание. Пусть А; и В, — вто- 
рые точки касания шаров с граиями угла, М 
н^ — основания перпендикуляров, опущен- 
ных из точек касания на ребро. Все элементы 
призмы АА, МВВ,М№М определяются из усло- 
вий. Для получения ответа воспользуйтесь 
теоремой о произведении отрезков секущей к 


шару- р 
512 
96 


Указание. Докажите, что точка О 
лежит на АС. 


«Чертеж в стереометрических 





5. Ответ: 





5 - 

Указание. Рассмотрите — сечение 
нлоскостью, проходящей через центр шара, 
вершину одной из пирамид и перпендикуляр- 
ной плоскости данного треугольника. 


7. Ответ: к УЗЫ, 


6. Ответ: 


Указание. Если а — сторона осно- 
вания пирамиды, К — радиус данного шара, 
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2к 
ф— искомый угол, то #4 ф = 2 Задача сво - 


дится к определению Ю, если известно а, для 
чего следует рассмотреть сечение пирамиды 
плоскостью, перпендикулярной ее основанию 
н проходящей через цеитры данного и впнсан- 
ного шаров. 


8. Ответ: г(1/2— 1). 
Указание. Воспользуйтесь черте- 


жом к задаче 5 (см. текст статьи). Рещение 
аналогично рещенню задачи 5 
К статье «Метод бесконечного спуска» 

1. Пусть р = рр р’т — раз- 
ложение р на степени различных простых со- 
миожителей. Найдется такое рр, что г; не 
кратно п, обозначим именно его через ру. Тог- 
да нз равенства 

Ур = и, р = №, 
следуст, что А, а затем и Г, делится на ру. 

2. Квадрат целого числа, не делящегося 
на7, дает при делении на 7 остаток 1, 2 или 4, 
поэтому 22 -= {2 делится на 7, лишь еслм и 2, 
и Г делятся на 7. 

3. Нет, нельзя, поскольку, например, 
12--22—5. Данное уравнение разрешимо в на- 
туральных числах, например: 5 (1-2 )= 
—32-[-41. 


К задачам «Квант» для младших 
школьников» 
(см. «Квант», 1974, № 9) 
1. Одна. 
2. Надо уравновесить тело гирей, объем 
Е равен объему тела. 
3. 5. 


4. Восход Солнца наблюдался бы в то же 
время. 
5. Тн. 54 мин. 


К задачам 
{см. с. ЭТ) 

2. Воспользоваться равенствами х3- 
т 2—3 = (фуд + 
нд — ха, Нее — 
—жу —хг—уг = («фу 2) —З(ут 
ха уз. 

5. Воспользоваться 
ческой индукции. 

$. Автор приводит 4 решения: х; = у: = 
ва, =0; х=у=2, 2. = 65; ж= 1, 
13 = 5, 23 = 0; хз = 3, У = 7, 24 = 5. 

7. Автор нашел 2 решения: а6с4 = 1973 
и абс@ — 2473. 


К задачам 
(см. «Квант», 1974, А 9, с. 57) 


1. Воспользоваться сравненнями по мс* 


методом математи- 


дулю 3. 
2. 1974. 
3. 263 Х 2653 = 69163. 
5. 173 == 4913, 183 = 5832, 263 = 


== 17576,— всего автор указывает 13 чисел, 
наибольшее из них 646. 
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К статье «Завод-втуз при Московском 
автомобильном заводе им. И.А. Лихачева» 


Математика 
Варнант 1 


85 соз В 


ИЕ. ©бо- 
яп“ 


значить сторону ромба через х и выразить 
через нее площадь сечения $. 


ал, х.= = - Ал. 


Указание. Преобразовать уравнение к 


Указание. 


2. х, = 


виду 2 соз {2зтх— |= 0. 
2 


3. х= 0. Указание. Обозначить 5*^ 
через у н ро уравнение к виду 2у2 — 


И — 
Варнаит 2 


1 [е 
г 3109$ —5_ эта а (@-- $). Укз- 


зание. Тело вращения представляет собой 
усеченный конус с двумя вырезанными кону- 
сами; рассмотреть осевое сечение этих кону- 
сов. 





2 
2. 2—агсс05 == --{(-— 1)" агс Ут -- 
а 5 
-+ Ах. Указан ыы с. Разделить обе части 


уравнения на |5, после этого слева НЫ 


‚ МПР = Е 
3. х= 10. Указан ; е. Обозначить 
1х через у ин привести уравнение к внду 


ся $т (2—1), где 08 = 





Корректор-7., С Сомова 
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18 (35? — 2%) = 0; ке забудьте проверить 


ответы - 


Вариант 3 


п 
1. —3_ Нл а с03? а. Указание. . 
Рассмотрев осевое сечение конусов, найти 
высоту и раднус основания виясанного ко- 
нуса. 


д 
2. и = ал, 1, = о. 
Указание. Привести уравнение к внду 
2 $1127 — Ззт Е 1=0. 

3. х, = 0,01; х, = 0,[; хз-= 10; х.= 
— 100. Указание. Представить х в виде 
1о'ех и привести уравнение к виду 16%х — 


— 5124 = 0. 


Физика 
1. а = 0,005 рад. 


Указание. В силу малости угла & 
считать 18 - @. 

2. 2- 2,8 мс 

Указание. Шарик вращается вокруг 
повой оси по окружности радиуса А = { — Й. 
Воспользоваться законом сохранения энер- 


тии. о г 
3. Р = терр = —В” ‚где Ю’ — со- 


противление нагрузки, разное при разлнчных 
способах соединения. При  параллель- 


иом подключенки количество выделившейся 
за единицу времени энергии в 4 раза больше. 


4. = УЮ-10: жд. 
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К нашим читателям 


Продолжается подписка на 1975 год на 
научно-популярный физнко-математическия 
журнал «Кванть. 

«Кевнтю адресован всем школьникам 
6—10 классов, которые любят математику 
м Физнку, любят решать задачи и хотят 
принимать участне в олимпмадах. 

Наш журнал полезен м тем  школьни- 
кам, которые еще «не зажглись» физикой 
млн математикой, интерес которых к точ- 
ным наукам еще дремлет. 

Наш журнал полезен ин учителям. Сей- 
час  промеходинт коренная переработка 
школьных программ по математике м фн- 
зике. «Квант» активно участвует в этой ра- 
боте. Он систематически печатает статьм по 
новым программам, разьясняет матермап, 
еще не вошедший в учебнык. 

Большое внимание «Квант» уделяет де- 
сятыилассникам. Мы постоянно публикуем 
статьи для поступающих в вузы с разбо- 
ром задач, предпагавшыхся на вступитель- 
ных экзаменах в ведущие вузы страны и 
варивнты вступительных экзаменов. 

«Квант» публикует заметкы для  млад- 
шых школьников. В 197$ году этот раздеп 
будет существенно раешырен. 

Расскажем о статьях, которые будут 
опубликованы „Квантом» в 19795 г. 

В статье У. Рамсея «Как делаются 
открытия» на многих интересных приме- 
рах показан ход развития наукн от перво- 
начальных простых идей м гипотез до от- 
крытмия важнейших закономерностей. 

А. Г. Мордкович в цикле статей 
доступно м ннтересно рассказывает о про- 
изводной — одиом из основных понятий 
математического анализа. 

Серия статей С. Г. Гиндикина по- 
священа теме, пограничной между мате- 
матмкой м механикой. Читатепь узнает, как 
< помощью эппарата механики можно ре- 
шать математическме задачым. 

В статье Г. В. Строцкого «Камера- 
обскураю будет рассказано © построении 
изображения в камере-обснкуре м об успо- 
вми получения нанпучшего изображения. 

Еще две статьн будут посвящены оптике. 
Это статья известного зарубежного ученого 


В. Вайскопфа «Как свет взанмодейству- 
Фот г омногтвлыьь ы статья -— в гопоголфымиы 


В статье Э. Г. Белаги «Узлы на столе 
математика» будет рассказано м что такое 
узел (разумеется, с точкн зрения математн- 
ка}, м какие операции можно осуществлять 
над узлами. 

8 статье М. Б. Балкам Н. А. Гри- 
горьева будет рассказано о необычных— 
барицентрическых коордынатах, оказываю- 
щихся весьма полезными при решеним мно- 
гих практыческих задач. 

В статье М. Ф. Шарыгина в популяр- 
ной форме рассказывается о мире геомет- 
рин с числом измерений, большем трех. 

В серии статея В. Нильме рассказы- 
вается о том, какие задачи разрешимы 
имиркупем нм линейкой» м приводятся зада- 
чн, которые с помощью этнх инструментов 
не решаются. 

Там, в статье О. Н. Карпухнна «Фи- 
знка химического взаммодействия» расска- 
зывается о сложном процессе химического 
взаммодемствия. 

А. Хацет расскажет о моделнрованим 
е ломощью эпектрических цепея так назы- 
ваемых «транспортных задач». 

В 1975 году в разделе «Практикум абн- 
турнента» будет опубликован ряд статей по 
математике м физике, помогающие шкопь- 
никам готовиться в институт м приведены 
варманть вступительных экзаменов в вузы. 

Вот уже пятый год раздеп журнала «Зз- 
дачнык «Кванта» учит школьников решать 
трудные задачи по математике м физике. 
В конкурсе «Задачника «Кванта» участвуют 
шкопьникм из городов, нз деревень н сеп. 
Победители конкурса получают право уча- 
стия в областных олимпмадах. 

Журнал постоянно помещает рецензии 
на книги — уже вышедшие н еще только го- 
товящнеся к изданию. 

Новости о работе физико-математиче- 
ских шком, о физико-математических сорев- 
нованнях школьников, о проведении олнм- 
пмад м о работе вузов со школьниками чи- 
татепм смогут прочесть в разделе «Инфор- 
мация». 

Журнал «Квант» выходит ежемесячно. 
Он распространяется только по подписке. 
Подписная цена на год 3 руб. 60 коп. 


Подписка не ограничена. Наш индекс 70465. 


ПЕр:УКуапетссте.ги 


веанпе 11 


Научно-популярный 
физико-математический 


журнал 


-® 
Г * 


Е 


5 
\/ — 
| Зак“ 
у. 
. Х 
тя Че з 





«Автомат» для нгры в шахматы играет с Наполе- 
ОНОМ» (рис. А. Унеховского). 


Этот «автомат», созданный венгерским изобретателем н 
механиком В. Кемпеленом в 1769 году. был обыкновен- 
ной мистифникацией. хотя и свидетельствовал © болыцих 
конструкторскнх способностях Кемпелена. В основания 
шахматных фигур были вмонтированы снльные магинты. 
Они притягивалн железные шарнки, расположенные под 
доской. н таким образом сигнализнровалн шахматнсту, 
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сидяшему в «автоматс». о ходах соперника. Управление 
«турком». сндящим зз доской. осуществлялось с по: 
мощью сложной снстемы рычагов. 

Встреча с Наполсовом проходила в 1809 году, в «авто- 
мате» сидел однн нз лучших „венгерских шахматнстоЕ 
лого времени Альгайер. ] 
По-пастоящему нграть в шяхматы маншну «обучили» 
лишь в 60-х годах нашего века. О том. как современные 
злектронно-вычислительные машнны играют в шахматы, 
вы можете прочятать в этом ипомере (см. с. 17). 
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На первой странице обложки — фотография, сделакная в центре 
подготовки космонавтов им. . ‘агарина- 
„Летчики-космонавты СССР Герои Советского Союза Анато- 
ацй Филипч: ко и Николай Рукавишников после тренировки в 
корабле-трек жере «Союз». Фото А. Маклецова (АПН). Эта 
фотография ‚делача с помощью объектива «Рыбий глаз». 

О том. как можно самим делать подобные фотографии. рас- 
сказывается в этом номере журнала (см. с. 30), 
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Основное уравнение движения в ме- 
ханике — это второй закон Ньютона: 


та Е. 


Чтобы найти положение тела и его 
скорость в любой момент времени, 
достаточно знать силу как функцию 
коордннат тела и проекций его ско- 
рости, а также начальные условия: 
коорлинаты н проекции скорости тела 
в начальный хюмент времени. 
Простейший случай — движение 
лод действием постоянной силы 
Е — сон${ (в частности, снла может 
равняться нулю). Тогда ускорение 
постоянно (а == соп${1); координаты 
н скорость тела легко определяются 


с помошью известных кннематиче- 
ских уравненнй. 
При  колебательном движении, 


весьма распространенном в природе 
н широко используемом в технике, 
ускорение не постоянно. Это сильно 
усложняет решение — механических 
задач. Только свободные гармониче- 
ские колебания тела под действнем 
снлы, пропорциональной смещению 
тела из положения равновесия, мож- 
но исследовать полностью, не прибе- 
тая к высшей математике. Но уже 
учет силы трения, пропорциональной 
скорости, требует умения решать диф- 
ференциальные уравнения. — Еще 
сложнее (математически) задача о 
вынужденных колебаниях, когда на 
систему действует — дополнительно 
внешняя периодическая сила. В этом 
случае в системе наблюдается любо- 
пытиее и практически важнсе явле- 
нне — резонанс. При совпадении ча- 
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стоты внешней силы с частотой соб- 
ственных колебаний системы — амп- 
литуда колебаний резко возрастает. 

Можно, однако, не прибегая к 
решению сложного уравнения дви- 
жения, проанализировать процесс 
вынужденных колебаний с помощью 
наглядных физических соображений. 
В частности, можно понять, ночему 
наблюдается резонанс. Этому и по- 
священа данпиая статья. 

Но вначале напомним некоторые 
основные положения, касающиеся сво- 
бодных гармонических колебаний. 


Свободные гармонические колебания 


Самой простой колебательной систе- 
мой является система, в которой дей- 
ствует снла, пропорциональная сме- 
щевию тела из положения  равнове- 
сия. направленная противоноложно 
смещению. Трение, конечно, есть 
всегда. Но если оно мало, то на 
протяжении ие слишком  боль- 
шого интервала времени действнем 
снлы трения можно пренебречь. К 
подобным системам относятся: груз 
на пружине, математический — маят- 
ник (при небольших углах отклоие- 
ния). плавающее на поверхностн во- 
ды тело с исизменным сеченнем и т. п. 
Для определенности будем говорить 
только о грузе на пружине. На груз 
действуют две силы: сила тяжестн 
ип сила упругости пружины. Посто- 
янная сила тяжести Р, =: и никак 
не влияет на процесс колебаний. 
Она лишь смещает положение равно- 
весия груза. Ее легко исключить 


из уравнения движения, если начало 
системы отсчета совместить с концом 
деформированной грузом пружины, 
когда груз находится в локое (рис. 1). 
Координатную ось ОХ направим вер- 
тикально вниз. Тогда колебания бу- 
дут происходить только под дейст- 
вием силы упругости Ё,= — вх, 
где К — коэффициент упругости, а 
х — смещение груза из положения 
равновесия. Уравнение движения за- 
пишется так: 


та; = —х. (1) 
Разделив это уравнение на ле и введя 


в 
обозначение вх = у. получим об- 


щепрннятую форму уравнения, описы- 
вающего гармонические колебания с 
циклической частотой ®о: 


а, = — Хх. {2) 


Решение этого уравнения, то есть 
нахождение функции х = х (0, мож- 
но получить элементарно, но доволь- 
но длинным путем. Результат таков: 
Х = Хо 60$ (ФоЁ —- Фо). (3) 
Здесь хо — амплитуда колебаний, а 
ф<в — начальная фаза. Эти величины 
находятся из начальных условий. 
Обычно мы возбуждаем  колеба- 
ния груза на пружине, оттянув его 
вниз и отпустив. При этом в началь- 
ный момент (при Ё=- 0) х=-х., 
аш, == 0. Эго соответствует тому, что 
фо = 0. Тогда 


Х -= Хо С90$ 0202. {4) 


Гармонические колебания мож- 
но описывать, используя равноправ- 


—— 





——— 
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ные — тригонометрические функции 
косинус и синус. Вместо (3), конечно, 
можно записать: 

Х = № 51 (%0Ё-- Фо). (5) 
Но тогда при обычных начальных ус- 

д 

ловиях Фо — -, ане нулю. Поэтому 
запись через косинус несколько пред- 
почтительнее, хотя, конечно, можно 
использовать и синус. 

Скорость при гармонических ко- 
лебаниях тоже меняется по гармони- 
ческому закону. Ее амилитуда равиа 
о = Хо, а сдвиг по фазе относи- 


д 


тельно координаты равен 


д 
Их = оо ©0$ [гы — =}: 


- —ФоХо $11 662. (6) 


Ускорение колеблется в противо- 
фазе с координатой —(смещено по 
фазе на дл) н имеет амплитуду ао = 
= вхо, то есть 


ах == хо с0$ (ФоЁ- п) = 


= —6®8хо 0$ о{. (7) 


Вот и все, что нужно знать для даль- 
нейшего относительно свободных гар- 
монических колебаний. 


Уравнение движения 
для вынужденных колебаний 


Пусть иа колебательную  снстему 
(груз на пружине в нашем примере) 
действует внешняя периодическая си- 
ла ЁР, -— Бо ©0$ ®Ё. Кроме того, на 
тело действуют сила упругости Ё; = 
= —Ах и сила трения, пропорцио- 
нальная скорости  Ёуд := — ии,*), 
где и — коэффициент трения. Тогда 
уравиение движения занншется так: 


та; = —Ах— ца, -- Бо с0$ ®Ё. (8) 
Перенеся в левую часть уравиения 
все силы, кроме внешней, получим; 

та, -- пи, -:- №х == Бо 608 ®Ё. 


*) При малых скоростях движения тела 
действительно можно считать, что сила тре- 
ния (или, по-другому, сила сопротивления) 
прямо пропорциональна скорости. 





Рис. 2. 


Удобнее записать это уравнение в 
несколько другом виде, разделив пра- 
вую и левую его части на т и введя 


к 


обозначение в = = 


Ко вх = ^о. с0$ ©Ё. (9) 


а! 
Хх! т 


Движенке теда, подчиняющееся 
этому уравнению, достаточно сложно, 
особенно вначале, когда оно не явля- 
ется гармоническим. 


Установление колебаний 


Механизм установления вынуждек- 
ных гармонических колебаний мож- 
но пояснить так. Под действием внеш- 
ней силы система получает «толчок», 
в результате чего в ней возникают 
свободные колебания частоты ®.. 
С течением времени свободные коле- 
бания будут затухать тем быстрее, 
чем больше коэффициент трения р. 
Но одновременно с этим в системе 
действует внешняя периодическая 
сила, которая вызывает в ней колеба- 
ния с частотой ®. Таким образом, 
в течение некоторого промежутка вре- 
мени в системе происходят и свобод- 
ные, и вынужденные колебания од- 
новременно, то есть к колебательным 
движениям применим принцип супер- 
позиции. 

Амплитуда вынужденных колеба- 
ний с течением времени нарастает 
(рис. 2), пока не установится некото- 
рое стационарное значение. Это про- 


4 
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изойдет тогда, когда работа внешней 
силы станет равна работе сил трення, 
то есть когда энергия, поступающая 
в систему извне, станет равна потезям 
механической энергии внутри си- 
стемы. 

Таким образом, лишь спустя вре- 
мя установлення колебаний в систе. 
ме затухнут свободные колебания н 
останутся только вынужденные гар- 
монические колебания с частотой в 
и амплитудой Хо: 


Х == Ху 60$ (9 -- Фо). (10) 


Внешне уравнения для свободных н 
вынужденных колебаний совпадают. 
Но если при свободных колебаниях 
Хо Н Фо определялись только началь- 
ными условиями, то при вынужден- 
ных колебаниях они опрелеляются 
(как мы увидим в дальшейшем} пара- 
метрами как самой системы, так и 
внешней силы. Прежде всего, играет 
существенную роль соотношение ча- 
стот собственных и вынужденных ко- 
лебаний. Заметим, кстати, что ве. 
личину Фо в случае вынужденных ко- 
лебаний называют сдвигом по фазе 
между колебаниями смещения и 
внешней снлы. 

Скорость и ускорение тела, со- 
вершающего вынужденные колеба- 
ния, определяются. равенствами, ана- 
логичными (6) и (7) для свободных 
колебаний: 


2; = ФХо С05 (+ф+-=), (11) 
(12) 


Поскольку скорссть всегда характе- 
ризует быстроту изменения коорди- 
каты со временем, а ускорение ха- 
рактеризует быстроту изменения ско- 
рости со, временем, то, зная зависи- 
мость координаты от времени х (1), 
можно однозначно определить функ- 
ции я, (#1) на, (0). 

Теперь приступим к решению 
нашей основной задачи. Выясним, 
от чего и как зависят амплитуда ж 
вынужденных колебаний и сдвиг по 
фазе Фо. Для этого рассмотрим три 
предельных случая. 


ах == — 6х с0$ (9 Ё-- Фо). 


Первый случай: © <= И. 
т 


то есть частота внешней нериодиче- 
ской силы много меньше частоты соб- 
ственных колебаний системы *). 
Второй случай: ® > ®; выпол- 
няется противоположное условие. 
И, наконец, самый важный слу- 
чай: ® = ®,. Это случай резонанса. 


Вынужденные колебания 
малой частоты 


Перепишем еще раз уравнение (9)— 
уравнение движения для вынужден- 
ных колебаний: 
Е вЫ 
а ок 0х = 1 605 6. 


Если © < &ь, то из трех членов 
левой части этого уравнения самым 


большим будет последний член шох. 
Действительно, амплитуда первого 
слагаемого пропорциональна хо, 
второго — юхо, а последнего — «хо. 
Поэтому приближенно (учитывая, что 
о — 0) 


Ро 
Фох = — С0$ ФЕ, 
т 


откуда 


Е Е 
т; ©0$ 6Ё = ©0$ 6Ё. 


ХЕ 
то р: 





(13) 


Колебания координаты происходят с 
> Е 
амплитудой хи = ее а фаза колеба- 


ний совпадает с фазой внешней силы. 





*) Необходима для точиостн одна ого- 
ворка. При налнчии трения собствениая 
частота с свободных колебаний не равна 


Г: 
5 = р. На самом деле она несколь- 
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В 

ко меньше: ®с == У= т 
малом коэффицненте трения (и-+0) Фе. 
Практически наиболее нитересен случай 
нменкно малого трення. Поэтому мы с пол- 
ным основаннем можем считать собствен- 
ную частоту колебаний системы равиой 


Но при 


А 
= Ут. 
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Рис. 3. 








Рис. 4. 


Заметим, что амплитуда колебаний 
тем меньше, чем больше жесткость 
пружины. Качественно этот случай 
можно описать так. При малой часто- 
те внешней снлы происходит почти 
то же самое, что н при действии на 
пружину постоянной силы. В соот- 
ветствии с законом Гука смещение 


увеличивается пропорцнонально 
внешней силе, и в любой момент 


внешняя сила почти точно уравнове- 
шивается силой упругости пружины. 

С энергетической точки зрения 
условия для перекачки энергии в ко- 
лебательную систему от внешних тел, 
действующих на систему с периоди- 
ческой силой, очень неблагоприятны. 
В самом деле: четверть пернода, ког- 
да тело смещается от положения рав- 
новесия, внешняя сила совершает по- 
ложительную работу, так как сила 
и скорость тела, а значит, и переме- 
щение направлены в одну сторону 
(рис. 3). Но в следующую четверть 
периода, когда тело возвращается 
к положению равновесия, сила и ско- 
рость (а значит, и перемещение) на- 
правлены в противоположные сто- 
роны (рис. 4). Работа внешней силы 
будет при этом отрицательной. Та 
же картина будет наблюдаться во 
вторую половину периода. В целом 
за период работа внешней силы поч- 
ти точно равна нулю. Лишь малая 
часть работы внешней силы ндет 
на компенсацию работы силы трения, 
так как скорость движения тела прн 
& < ®, очень мала, и поэтому мала 
величина силы трения. 


Здесь имеется некоторая тон- 
кость, нногда затрудняющая понн- 
мание сути дела. Если смещение от 
положения равновесия прямо про- 
порционально силе в любой момент 
времени, то, казалось бы на первый 
взгляд, работа должна быть все вре- 
мя положительна. Однако, надо иметь 
в виду, что знак работы зависит от 
совпадения направления силы н на- 
правления перемещения, то есть ско- 
рости, а не знака коордннаты. Для 
того чтобы работа была положитель- 
ной, необходнмо не совпадение зна- 
ков Р, их, а необходимо, чтобы Ё, 


и Ах (или ыы 


= и) имели одинако- 


вые знаки. 


Вынужденные колебания 
большой частоты 


В случае © >> в) в левой части урав- 
нения (9) в любой момент времеви 
наибольшим будет первый член, ам- 
илитуда которого пропорциональна 
квадрату частоты. Он будет играть 
основную роль, поэтому можно за- 
писать: 


Е 
а, — ——— 0$ 6. 
т 


По фазе с силой совпадает теперь не 
координата, а ускорение, а колеба- 
ния координаты происходят в про- 
тивофазе с колебаниями внешней сн- 
лы. Амплитуда координаты равна 


5 Ро 


Хх т =  ь 
у 62 ЗЕ 





Таким образом, колебания тела 
происходят по закону 


Е 
х- — —®_ с0$ 6. 
то 





(14) 


При ®-— со (это эквивалентно усло- 
Вию © № ®,) Хх. 0, то есть ампли- 
туда колебаний мала. Этот результат 
вполне естествен. Сила столь быстро 
меняет направление, что тело, обла- 
дающее инертностью, не успевает за- 
метно сдвигаться относительно поло- 
жения равновесия. 
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Как н в предыдущем случае, когда 
® < в, половину периода внешняя 
сила совершает положительную ра- 
боту, а другую половину — отри- 
цательную. Половину периода сила 
и перемещение направлены одинако- 
во, а другую половину периода онн 
направлены в противоположные сто- 
роны. Энергия опять почти не посту- 
пает в систему. 


Резонанс 


Самый интересный частный случай 
вынужденных колебаний — это слу- 
чай совпадения частоты внешней ле- 
риодической силы с собственной ча- 
стотой колебаний системы (® = о). 

В этом случае первый член урав- 
нения (9), который можно записать 
так: 


ах — —®х, 


взаимно уничтожается с третьим чле- 
ном, равным вх. Эти два ‘члена в 


любой момент времени одинаковы по 
величине, но имеют противополож- 
ные знаки, так как ускорение и ко- 
ордината прин любом гармоническом 
колебании сдвинуты по фазе на л. 

В результате уравнение (9) прни- 
ннмает вид: 


ци, = Ро С0$ @ьё. (15) 
Это простсе уравнение и содержит 
всю суть резонанса. При & в, 
в любой момент времени (еще раз 
подчеркнем, что речь идет об устано- 
вившихся вынужденных колебаниях) 
внешняя сила как бы выключает из 
игры силу трения. В результате ус- 
корение телу сообщается только силой 
упругости пружины. В сущности реа- 
лизуется очень пеобычная ситуация: 
гармонические колебання существу- 
ют в системе сколь угодно длительное 
время, несмотря на действие силы 
трения. 

Из (15) видно, что при резонансе 
фаза колебаний скорости совпадает 
с фазой внешней силы. Работа внеш- 
ней силы при этих условиях поло- 
жительна на всем протяжении пе- 
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Рис. 5. 


риода. Создаются оптимальные усло- 
вия для перекачки энергии от внеш- 
них тел к колебательной системе. 

Положительная работа внешней 
силы в точности равна по величине 
отрицательной работе силы трения. 
Из-за этого механическая энергия 
системы не меняется. Поступающая 
извне энергия за счет работы силы 
трения переходит в тепло (пружина 
с грузом н окружающий воздух на- 
греваются). 

Амплитуда колебаний 
нансе равна 


при резо- 


у бо Ро 
65 Ко 


Она тем больше, чем меньше коэф- 
фициент трения. При ц-—0 х-+ оо, 
то есть очевидно, что при ® ^ ®о 
амплитуда максимальна. Если р имеет 
достаточно большое значение, то ре- 
зонансная амплитуда колебаний не- 
велика. 

Уравнение колебаний при резо- 
нансе имеет вид 





_ Ро л 
Х == в сз (в! —-}-) 
так как смещение отстает от скорости 
на четверть периода. Теперь можно 
изобразить примерный вид зависи- 
мости амплитуды хо и сдвига фаз Фо 
вынужденных колебаний от частоты. 
Мы знаем, что при малых частотах 
(« = 0) амплитуда колебаний равна 

© 


в’ 
При 


а сдвиг по фазе равен нулю. 


больших частотах («— оо) 


Рис. 6. 


амплитуда колебаний стремится к 
нулю, а сдвиг по фазе стремится к 
—л. При резонансе амплитуда мак- 


симальна, а сдвиг по фазе равен — -, | 

На рисунке 5 показаны несколько 
резонансных кривых для разных 
значений коэффициента трения и. 
Чем меньше р, тем более узкий и 
высокий максимум, то есть кривая 
выглядит более выразительно. 

На рисунке 6 представлен график 
зависимости сдвига фаз между коле- 
баниями смещения и внешней силы 
от частоты вынужденных колебаний. 
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УКОТРЕМУМЫ 


Эта статья является четвертой в цикле статей, посвященных кубическим функциям и 
уравнениям *) В ней речь пойдет о нахождении точек макснмума и минимума Функции 


у--ахЗ-—-Бх?--сх-- 4 


Для начала обратимся к функции 
у = ах -- вх + с (1) 
{а =0). Пусть х=а — корень 


функции (1). Как выглядит график 
этой функции в достаточно малой 
окрестности точки х = @? 

Здесь возможны четыре случая — 
они представлены на рисунках 1—4. 
В первом и втором случаях говорят, 
что функция монотонна в точке ха 
(в первом случае она возрастает, во 
втором — убывает). В третьем и чет- 
вертом случаях говорят, что фумк- 
ция имеет экстремум в точке х =“ 


*) См. статьи: В. Г. Янкелевич, 
«Неприводнмый» случай, «Квант», 1971, 
№ 1; О.А. Жаутыков, Графнк куби- 
ческого четырехчлена, «Квант», 1972, № 6; 
О. А. Жаутыков, О границах кор- 
ней  кубического уравнения, — «Квант», 
1973, № 12. 


(в третьем случае — минимум, в чет- 
вертом — максимум)*). 

В чем принципиальное отличие 
первого и второго случаев от третьего 
и четвертого? В том, что в первых 
двух случаях функция меняет знак 


при переходе через точку х=а 
(например, в первом случае и < 0 
при х«<а и и>0 при х а; 


*) Иногда говорят, что функция имеет 
локальный экстремум (максимум, минимум). 
«Локальный» означает «местный»: в некоторой 
окрестности точки х-= & значения функции 
не превосходят { (<), хотя «далеко» от точки 
х == а значения } (х) могут нревосходить } (2). 
В принятой нами терминологии (см. также 
Б. Е. Вейц, И.Т. Демидов, Алгебра 


и начала анализа, 9 класс, пробный учебник 
под редакцией академика А. Н. Колмогоро- 
ва, $ 69) функция может иметь много максн- 
мумов и минимумов, которые онределяются 
как локальные понятия. 





здесь значения х выбираются доста- 
точно близко от точки х-=Я), а 
в последних двух случаях функция 
не меняет знака при переходе через 
точку х-=а. 

Попробуем найти необходимое и 
достаточное условие для того, чтобы 
точка х-=а — корень многочлена 
и == ах? -|- вх + с — была точкой 
экстремума. Преобразуем функцию 
(1) к виду 


у = а (х—9)(х—В) 


(@ и В — корни квадратного трех- 
члена; попробуйте доказать, что если 
х =@& — корень функции (1), то 
ее можно представить в таком виде, 
где В — действительное число). 
Если а эВ, то в достаточно ма- 
лой окрестностн точки х =@& (при 
|1 ха | <|@а—-8В |) выражение 
а (х— В) сохраняет постоянный знак, 
а значит, функция у=асх-—@х 


х (х—В) меняет зиак при переходе 
через точку х=а. В этом случае 
экстремума нет. Если же а == В, 


то получаем и -= а (х—а)* ; эта функ: 
ция не меняет знака при переходе че- 
рез точку х-==а. 

Итак, корень квадратного трех- 
члена является его точкой экстремума 
тогда и только тогда, когда этот 
корень — двукратный. 

Обобщеннем полученного резуль- 
тата является следующая 

Теорема 1. Для того чтобы 
точка х = а была точкой экстремума 
функции у = ах* -|- Вх с, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы сущест- 
вовало такое число т, при котором 
многочлен ах? + Бх |- ст имеет 
двукратный корень х =“. 

Для доказательства этой теоремы 
достаточно заметить, что функция 
у — [(х) имеет экстремум в точке 
х == “ тогда и только тогда, когда 
В этой точке имеет экстремум функ- 
ция и= р ()—т, где т = ра). 

Этот результат иснользуется на 
практике. 

Пример 1. 
экстремума функции 


Найти точки 


у = ах? -- Вх с. 
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Подберем числа и, т так, чтобы 


выполнялось тождество 

ах? -|- 6х + ст = а(х—9&)°. 
Имеем 
ах? -|- вх -- с-т = ах—2аах ао. 





Но два многочлена тождественно рав- 
ны тогда и только тогда, когда равны 
нх коэффициенты при одинаковых 
степенях; поэтому мы получаем си- 
стему уравнений 
| —2ао - 6, 
| а с—т, 
из которой находим 
ы Ь с Е 
2” а 4 ‘ 


Ь 
——_ — точка экстре- 
2а 


мума функции у == ах? бх-- с (ирн- 
чем точка локального максимума, 
если @ >0, и локального минимума, 
еслиа < 0). 

Теперь обратимся к функции 


у = ахз | Бе сх-- 4. (2) 


Ниже ыы увидим, что для нее мож- 
но сформулировать и доказать теоре- 
му, аналогичную теореме 1. Но сна- 
чала мы докажем некоторые вспомо- 
гательные результаты. 

Лемма. Лусть дан многочлен 
третьей степени цу — ах? -!- 6х + 
-|- сх --@ (а 520), и пить х = а — 
его действительный корень. Тогда 


ах 6 фх? -|- сх + а= 
= а (х—@)(х? + рх 9), (3) 


где ри 4 — некоторые действитель- 
ные числа. 

Доказательство. По ус- 
ловию @93 № 5? | са т а= 0. 
Тогда 


ахЗ -- 6х? -|- сх -- 4 = (ах -р вх? -- 
- сх +- 94 — (ао -р в са а) = 
= а (х3 — а?) + Ь (х* — а?) - 
тех — а) = х — а ах" + (аа - 
Вх (аа? -- ва -- 9 
—а (х — @)(х* + рх т 4), 


Итак, Х- 


где 
ах в _ @0" -- ба с 
а , й а 


Попробуем теперь найти необхо- 
димые и достаточные условия для то- 
го, чтобы точка х = а — корень мно- 
гочлена (2) — являлась точкой экст- 
ремума функции у = ах? -: 6х 
-- сх + 4. 

Воспользуемся формулой (3). Ес- 
ли х- а не является корнем квад- 
ратного  трехчлена х т рх-- $4, 
то в достаточно малой окрестности 
точкн х-- @ этот трехчлен сохра- 
няет постоянный знак, а потому функ- 
ция ига (х—9@)(х + рх-- 9) ме 
няет знак при переходе через точку 
х -= @. То же самое будет в случае, 


когда х-@ — двукратный корень 
трехчлена, то есть хр 9= 
=: (х—@)? и, следовательно, у 


а (х—а)?. В рассмотренных слу- 
чаях экстремума нет. И лишь в од- 
ном случае функция не меняет знака 
ири переходе через точку х=а — 


когда х-а — однократный корень 
квадратного трехчлена, то есть 
Хх рх-- а - (хх @)(х— В), или, что 


то же самое, х = а — двукратный 
корень многочлена {2), то есть 
у-а(Ь—©)*(х—В}, 
где © = В. 
| Итак, корень многочлена третьей 
степени является его точкой экстре- 
мума тогда и только тогда, когда 
этот корень двукратный. 
Обобщением полученного резуль- 
тата является следующая 
Теорема 2. Для того чтобы 
точка х — а была точкой экстремума 
функции у ах -- 6х -- 
-|- сх -- 4, необходимо и достаточно, 


чтобы существовало такое число т, 
при котором многочлен Р (Хх) 
ах г Вх В сх -- ат имеет 


двукратный корень х- @а, то есть 
Р к) = аб @)*(— В}, (4) 


© >В. 
Теорема 3 (достаточные ус- 
ловия максимума и минимума). 
Пусть функции у -- ах | 6х = 
Ех. 1 Ц нмеет экстремум 
в точке х = & ит — значение функ- 
ции в точке х- а. Представим 
многочлен Р (х) = ахз-р 6х? -- сх + 


где 
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-- т в виде (4). Тогда, если 
а (В-а) >0, то х = а — точка мак- 
симума; если а (В-—а) <0, тох= 
=: @ — тонка минимума. 

Доказательство. Если 
а > 0 на < В, то в окрестности точ- 
ки х--а, не содержащей внутри 
себя точку х--В (рис. 5), имеем 
Р (х} = 0, то веть ут. Зва- 
чит, х--&а — точка максимума. Ес- 
ли а <0иа >> В, то также получа- 
ется точка максимума. Объединяя 
этн два случая, получаем, что если 
а ([Вр-а) >0, то в точке х = а функ- 
ция у имеет максимум. Вторая часть 
теоремы доказывается аналогично. 

Пример 2. Исследовать на 
экстремум функцию 


у = х— 3х — 9х --5 (5) 
и построить ее график. 


Попробуем подобрать числа т, 
а, В так, чтобы выполнялось тождест- 


во ХЗ 9х 4 5—т == (ха) Хх 
х<—В) (причем я В). Отсюда 
х—З— 9х т = хм — (В 


2%) х’ -- (2 г а?) х — “В. Для 
отыскания значений т, м, В мы полу- 
чили систему уравнений 


—- (В-- 25) -: —3, 
2ав + .. —9, 
—@В- 5—м. 
Эта система имеет следующие реше- 
ния: 
©, = —1, В, -5, 
о. 3, В: 


10: 
— 29. 


пы 


—3, пы 








Рис. 6. 


Таким образом, функция (5) имеет 
экстремумы в точках Хх = —, 
ха = 3. 

Теорема 3 позволяет установить 
н характер экстремумов: х, = —1| — 
точка максимума, х, = 3 — точка 


минимума. 
Точки х, = В и, = Юих, 
= 3, и. = —22 являются важными 


контрольными точками для построе- 
ния графика функцин у = х3—3х2— 
—9х +5 (он изображен на рисун- 
ке 6). 

Заметим, что не всякий многочлен 
третьей степени имеет точки экстре- 
мума. В этом вас убедит упражне- 
ние 3 или 4 (в них получается сис- 
гема уравнений, не имеющая дей- 
ствительных решений). 


Упражнения 


Исследуйте на экстремум следующие 
функции: | 

1. иу- 2х3 — 15х? -- 36х - 6. 
=: — 3х3 -- 9х?-{- 135х -- 405. 
= 3 — 2х2 -г 19х — 4. 


2. у 
3. и 
4. у — — х3 1 3х? — 4х |5. 
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Ребусы 


В этих примерах неко- 
торые цифры заменены звез- 
дочками или буквами (оди- 
наковым буквам соответст- 
вуют одинаковые цифры). 
Восстановите примеры. 


1. 
х ребус 


+458 
#4445 С 
#5 
#55596 
фзозе 
#%%ер 


860655 
2. 


х $36 


рр 
%%1 


*0 


$55555 





+ ] ыы 
Роды РА 
# 5,508 


*$ 
< 

*з 

— 


рр 
*7 


$3555 





Найти результат. 


5. .* 
Хз. 

р 
*1 

+в 


„Л. П. Мочалов 


АА 
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У нас в гостях журнал 
«Земля и Вселенная» 


С 1965 года издательство «Наукаю 
популярный журнал Академии наук СССР «Земля м Все- 
леннаях. Он рассчитан на широкие круги читателей, мн- 
тересующихся проблемами астрономим м физики Зем- 
лм, исспедования космоса. Так как многие из наших 
читателей интересуются указанными проблемами, мы 
пригласили этот журнап на наши страницы. 
публикуем статью, подготовленмую дпя «Кванта» редак- 
цмейя журнала «Земля м Вселенная». 


выпускает научно- 


Ниже мы 





влетонштьн |ПОТИВОСТОЯНИЯ 
МАРСА 


Кружок юных любителей астрономии 
успешмо провел наблюдения очеред- 
ного протнвостояния Марса и решил 
подготовиться к следующему. Для 
планирования наблюдений надо 
знать, когда оно наступит. Примерно 
через два года, но в каком месяце? 
«Астрономический — календарь» на 
1975 год еще не вышел. Как же быть? 

— Да очень просто, —- заявляет 
один из членов кружка. — Посмот- 
рите хотя бы в «Справочнике люби- 
теля астрономии» П. Г. Куликовско- 
го или в любом учебнике астрономин. 
Интервал между  противостояниями 
Марса (его синодический — период) 
составляет 780 суток, то есть два го- 
да и 50 суток. Последнее противостоя- 
Ние было 25 октября 1973 года, зна- 
чит, следующее будет 15 декабря 
1975 года. 

Для проверки возьмем толстый 
том «Астрономического ежегодника 
СССР» на 1975 год (он уже вышел) 
и найдем дату — 15 декабря 1975 го- 
ла, точно как по нашему расчету. 

Но радоваться рано. Попробуем 
таким же образом рассчитать, когда 
было противостояние Марса в 1969 
году, исходя из даты великого про- 
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тивостояния 10 августа 1971 года. 
Вычитая 780 суток, получим 21 июня 
1969 года. Обратнвшись же к «Астро- 
номическому календарю» за 1969 год, 
найдем там совсем другую дату — 
31 мая. Интервал оказывается не 
780, а 802 суток. 

Возьмем другой пример. Проти- 
востояние Марса в 1954 году насту- 
пило 24 июня, а следующее за ним 
великое противостояние — 10  сен- 
тября 1956 года, через 809 суток. 
А вот между противостояниями Мар- 
са 14 января 1946 года и 17 февраля 
1948 года прошло только 764 суток. 

Кажется, вопрос ясен. Приводн- 
мое во всех учебниках ин справочни- 
ках число 780 суток — это средняя 
длительность синодического периода 
Марса. Реальные интервалы между 
его  противостояниями могут коле- 
баться в пределах от 764 до 811 суток. 
Причиной этого является эллиптич- 
ность марсианской орбиты. 

На рисунке | показаны орбиты 
Земли и Марса. Пусть в исходное 
противостояние Марс и Земля были 
в точках М, и 3, соответственно. 
Чтобы наступило новое противостоя- 
ние, Земля должна сделать два пол- 


ных оборота по своей орбите (затра- 
тив на это 365,25.2-=730,5 суток *) 
и еще пройти дугу 3,3, а Марс — 
сделать один полный оборот (на что 
уйдет 687 земных суток) и пройти ду- 
гу М, М.. Дуги З.З. и М.М. в градус- 
ной мере почти равны друг другу (не- 
которую поправку здесь вносит опять 
же эллиптичность орбиты), но мар- 
снанская дуга длиннее земной в 
Гз/’, раз, где г, и г. — расстояния 
Земли и Марса от Солнца. Кроме 
того, как следует из Ш закона Кеп- 
лера, Марс движется по своей орби- 
те медленнее Земли в (г./т:)“ раз. 
Поэтому, чтобы пройти «свою» дугу, 
Марсу требуется времени больше, чем 
Земле, в (г./г,)”» раз. Но Земля дает 
Марсу 43,5 суток «форы» (она ведь 
позже приходит вточку З., чем Марс 
в М,). Если обозначить интервал вре- 
мени, за который Земля пройдет ду- 
гу 3,3, через Ё, мы получим следую- 
щее уравнение: 


# [(7./г—П = 43,5 суток. 


Носкольку орбиты не круговые, 
расстояния Земли и Марса от Солнца 
изменяются, то есть — отклонение 


*) Здесь приведен звездный, или сидери- 
ческий, пернод обращения Земли вокруг 
Солнца. Он иа 20 минут длиниее тропическо- 
го года. 


25 
х 
$ 
е 
> 
|3 
@ 

|= 


Рис. 1. 
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г.г нельзя считать постоянным. 
Из полученного уравнения для любо- 
го отношения г.г, можно опреде- 
лить #. Время прохождения Марсом 
дуги М.М, будет тогда (#43,5) 
суток, а интервал между  противос- 
тояниями будет равен (1:-730,5) 
суток. 

Найдем теперь интервалы между 
противостояниямн, подставив г, и 
г. для перигелия, среднего расстоя- 
ния и афелия орбиты Марса. 

Результаты расчета приведены в 
таблице 1. 


Таблица 1 





к 5 

= > 
а к |2. 
Е = и ть 
`. — < оч 
Перигелий 1,38 | 1,55 | 79 810 

Среднее — рас- 

стояние 1,52 | 1,87 | 50 780 
Афелий 1,66 | 2,22 | 35,5 | 766 





На рисунке 1 более толстыми ли- 
ниями выделены дуги, проходимые 
Марсом и Землей близ перигелия, 
афелия и в среднем положении на 
орбитах. Противостояния,  проис- 
ходящие вблизи перигелия, когда 
расстояние между Землей и Марсом 
не превышает 60 млн. км, называются 
великими противостояниями. 

Поскольку ориентировка орбит 
Земли и Марса в пространстве почти 
не меняется даже за столетня, каж- 
дой дате года, на которую пришлось 
противостояние, соответствует впол- 
не определенный интервал до сле- 


дующего противостояния. Эта за- 
ВиСИмостЬ показана на графике 
(рис. 2). С помощью графика, зная 


дату прошедшего — противостояния’ 
можно без труда определить дату 
следующего. 

Самые интересные для наблюдате- 
лей Марса — его великие противо- 
стояния. Данные, относящиеся к ве- 
ликим противостояниям,  происхо- 


43 


ГИ Ш МУМУПУНЕ К Х ХЕХИ 1 
Месяцы года 





Рнс. 2. 


днвшим за последнее столетие, 
ставлены в таблице 2. 


пред- 


Таблица 2 


Расстояние от Земли с 

Дата великого до Мареа, ы 
протиностояння = Га 
Э. е- млн. АМ =о 
1877 1х 5 | 0,3767 | 56,35 | 5447 
1892 УПЕ 4 0. 3773 56,45 6259 
1909 1х 24 0,3890 58,20 5447 
1924 УПЕ 23 0,3728 55,77 5447 
1939 УИ 23 0, 3880 58,05 6259 
1956 1х 10 0,3781 56,56 5447 

19771 УШ Ю 0, 3760 56,25 





За последнее столетие даты вели- 
ких противостояний Марса были за- 
ключены между 23 июля и 24 сентяб- 
ря, охватывая двухмесячный пери- 
од с датой перигелийного противо- 
стояния — 23 августа — посередине. 
Именно такое, очень редкое, проти- 
востояние было в 1924 году. 

Интервалы между двумя последо- 
вательными великими противостоя- 
ниями принимают только два значе- 
ния: 5447 суток (15 лет без одного 
месяца) или 6259 суток (17 лет ин 50 
суток). 15-летние интервалы встре- 
чаются почти вдвое чаще. Может по- 
казаться, что имеет место четкая за- 
кономерность: после двух 15-летних 
интервалов следует один 17-летний, 
затем снова два 15-летних и т. д. Но 
не всегда бывает так. Как видно из 
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таблицы, после такого 47-летнего цик- 
ла дата великого противостояния Мар- 
са сдвигается почти на две недели 
назад (сравните, например, 1909 и 
1956 годы) н может выйти из «разре- 
шенного» пернода (см. рис. 1). Тогда 
великим будет уже не то противостоя- 
ние, которсе наступит через 47 лет 
после данного, а следующее. Так, 
казалось бы, очередное великсе про- 
тивостояние после 1971 года должно 
наступить спустя 15 лет, в 1986 году 
(через 47 лет после противостояния 
1939 года). Но противостояние 1986 
года придется на 10 июля и уже не 
будет великим (хотя и довольно бла- 
гоприятным для наблюдателей юж- 
ного полушария и тропического поя- 
са). Следующее великсе противостоя- 
ние Марса наступит только 29 сен- 
тября 1988 года. 

Таким образом, границы дат ве- 
ликих противостояний несколько 
шире, чем было в прошедшем столе- 
тни. Они заключены между 15 июля 
н 2 октября. Обычно, если великое 
противостояние наступает в конце 
июля или начале августа, за ним сле- 
дует (через 2 года и 75—80 суток) 
тоже очень благоприятнсе  противо- 
стояние, когда Марс ненамного даль- 
ще от Земли, чем во время великого. 
Пример такого «послевеликого» про- 
тивостояния — противостояние 25 ок- 
тября 1973 года. Напротив, если ве 
ликое противостояние приходится на 
сентябрь, ему предшествует весьма 
благоприятнсе «предвеликое»  про- 
тивостояние в конце июня или на- 
чале июля. Примером могут служить 
«предвеликие» противостояния Марса 
24 июня 1954 года или 6 июля 1907 
года. 

Возможен, вообще говоря, н та- 
кой редкий случай, как наступление 
двух последовательных — противо- 
стояний 15 июля и 2 октября на 
равных расстояниях от перигелия. 


Тогда их оба можно считать вели- 


Кими. 
Вернемся к циклам повторяемости 


великих противостояний Марса. Что- 
бы их рассчитать, возьмем отношение 


периодов обращения Марса и Земли: 
Тм  686,979702 
Т- — 365.256366 ° 


Если мы сможем с достаточной 


ТОЧНОСТЬЮ представить это отноше- 
ние в виде 
МЕ рав 
Тз 9’ (* 


где ри 4 — целые числа, то можно 
утверждать, что через р земных лет 
после великого противостояния Марс 
совершит 4 оборотов и снова насту- 
пит противостояние. Задача о пред- 
ставлении Тм/Тз в виде (*) решается 
методом разложения в непрерывную 
(цепную) дробь»): 


686 ,979702 
365,256366 — 


ое 


1--7 


Обрывая дробь на одном из зна-. 


ков «т», будем представлять ее в 
виде (*). Тогда мы получим следую- 
щие значения отношения ТГм/Тз (см. 
табл. 3). 


Таблица 3 





*) О методах разложения см. статью: 
Н. М. Бескнии, Бесконечные цепные дробн 
(«Квант», 1970, № 8) или книгу: Н. Я. Ви- 
ленкин и др,, Алгебра, учебное посо- 
бие для 9 классов средних школ с математичс- 
ской специализацией (М., —«Просвещс- 
ние», 1968). 
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Вначале здесь идут уже известные 
нам периоды: 2 года (между обычны- 
ми противостояниями), 15 лет, 32 го- 
да (15-17), 47 лет. Следующий цикл, 
19-летний, значительно устойчивее 
47-летнего: даты великих (и всех 
остальных) противостояний сдвига- 
ются вперед на 5—6 суток (сравните 
годы 1877 и 1956, 1892 и 197). 
79-летний цикл включает трн 15-лет- 
них и два 17-летних периода, чере- 
дующихся в таком порядке: 15, 17, 
15, 15, 17. 

Следующий цикл длится уже 
284 года. Он равен сумме трех 79-лет- 
них циклов и одного 47-летнего. За 
этот срок Марс соверинает 151 оборот 
вокруг Солнца, происходит 133 про- 
тнвостояния. Поскольку период од- 
ного обращения Марса вокруг Солнца 
равен 1,88088 земных года, длитель- 
ность 151 обращения составляет 
284,014 года, или 284 года 5 суток. 
Отсюда следует, что через 284 года 
дата противостояния сдвигается при- 
мерно на 3 суток назад. 

Все -это очень интересно, скажет 
читатель, но зачем могут понадобить- 
ся такие большие циклы? Приведем 
пример, иллюстрирующий это. 


Недавно к автору этих строк 
обратилась — историк-литературовед 
Я. В. Станюкович с просьбой рас- 
считать условия видимости Марса в 
Польше и Западной Руси в 1604— 
1605 годах. Дело в том, что поэма 
польского поэта начала ХУ века 
Яна Жабчица, посвященная походу 
на Русь в 1604—1605 годах Дмит- 
рия Самозванца, озаглавлена «Кро- 


вавый Марс Московский». Откуда 
взялось это название? — Требова- 
лось выяснить, в каких условиях 


видимости находился Марс в 1604 
году. 
Но как это сделать? Астрономи- 


ческих ежегодников в ту пору не 
издавали. Единственным наблюда- 
телем Марса в то время был Кеплер: 
противостояние 1604 года было по- 
следним, которое он наблюдал и 
включил в обработку для вывода 
своих законов планетных движений 


$5 


вместе с наблюдениями Тихо Браге. 
Искать нужные данные в сочинениях 
Кеплера? Автор решил пойти по бо- 
лее простому пути. 

Возьмем 284-летний цикл. Как 
мы уже говорили, через такой период 
противостояние наступает с отста- 
ванием на трое суток. В 1604 году 
условия видимости Марса должны 
были быть близки к условиям 1888 
года, когда уже издавался англий- 
ский астрономический ежегодник 
«Морской альманах». В нем сказано, 
что в 1888 году противостояние Мар- 
са наступило 9 апреля. Значит, в 
1604 году оно должно было наступить 
бапреля. Самозванец выступил в по- 
ходв августе 1604 года. Следовательно, 
во время похода на широтах Крако- 
ва (507), Чернигова (51“,5) и других 
городов, через которые — проходил 
путь армии Самозванца, Марс был 
еще виден по вечерам низко над го- 
ризонтом (его склонение составляло 
около — 20°) и мог дать основание 
для заглавия поэмы Жабчица. 

Таковы особенности наступлений 
и чередований противостояний Мар- 
са — явлений, не менее популярных 
среди любителей астрономии, чем 
солнечные и лунные затмения. 


ы 
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Лабиринт-алфавит 


В 64 клеточки квадрата впи- 
саны буквы алфавита. На- 
чиная с буквы А в верхием 
левом углу, проведите лома- 
ную несамопересекающуюся 
линию, которая проходила 
бы ровно через 33 буквы 
алфавнта и заканчиеглась в 
нижнем правом углу бук- 
вой Я. Ломзная может пере- 
секать стороны маленькнх 
квадратиков, но не должна 
проходить через их вершины. 
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Попытим составмть программу для мгры в шахматы начелись почты сразу же после 
создания программно-управпяемых машин. В 1967 году состоялся первыя швахмат- 
ный матч машмын СССР — США. За СССР выступала программа, составленнвя груп- 
псй математиков Инстытута теоретической м экспермменталькной физикы, за США — 


программа группы математиков Стенфордского университета. Матч из четырех 
партий вымграла программа ИТЭФ со счетом 3:1. В 4972 году та же программа, усо- 
вершенствованная а Имституте проблем управления [автоматики и телемеханики] 
АН СССР, под мменем «Камсса-72» играла матч с читателями «Комсомольской 
правды». На этот раз противники оказались сильнее, м матч закончился со счетом 
1.5:0,5 в пользу читателей. М, наконец, 5 августа 1974 года начался первый чем- 
пмонат мира по шахматам средм ЭВМ — двенадцать ЭВМ мз восьми стран аступили 
в борьбу за звание сильнейшего электронного шахматиста нашей планеты. Чемпио- 
нат проводился по швейцарской системе в 4 тура. Вымграв последовательно у ма- 
шин «Франц» [Австрия], «Теч-2», «Хаос» и «Остричю (все США], «Камсса» стала пер- 
вым чемпионом мира по шахматам среди ЭВМ. Статья об этом турнире будет 


опубликована в «Квантек № 12, 1974. 


В этоя статье рассказано, как ЭВМ играют в шахматы. 


Составление программы — шахмат- 
ной игры для электронной вычисли- 
тельной машины требует решения сле- 
дующих трех сложиых проблем: 

1} создание способа записи и хра- 
нения в машине информации о пози- 
ции на доске и о ходе; 

2} создание алгоритма, с помощью 
которого машина должна выбирать 
очередной ход; 

3) реализация этого алгоритма в 
виде программы при известном спо- 
собе записи и хранения информации. 


Запись позиции 


Занумеруем клетки шахматной дос- 
ки двузначными числами, первая 
цифра которых означает номер вертн- 
кали (в обычной шахматной нотации 
он обозначается буквой}, а вторая - 

номер горизонтали (обе нумерации 
начинаем с цифры 0). Так как гори- 
зонталей и вертикалей по восемь, то 
можно воспользоваться удобной для 
машины восьмеричной системой счис- 
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ления, в которой применяются цифры 
0, 1,2, ..., 7*). Таким образом, поле 
а1 будет иметь номер 00, поле а8 — 
номер 07, поле 45 — номер 34, а 
поле [8 — номер 77. 

Занумеруем также и шахматные 
фигуры, присвоив пешке номер 1, 
коню — 2, слону —- 3, ладье — 4, фер- 
зю — би королю — 6, причем белым 
фигурам — положительные номера, 
а черным — отрицательные. Кажло- 
му полю доски в позиции сопоставим 
число — номер стоящей на этом поле 
фигуры или 0, если поле свободно. 

В предложенной нумерации но- 
мером фигуры является восьмерич- 
ная цифра, для изображения которой 
достаточно .трех двоичных разрядов, 
и знак (цвет фигуры), для записи ко- 
торого нужен еще один разряд. По- 





*) Читателю будет полезно вспомнить 
или прочитать статьи: Р.С. Гутер, Вы- 
числительные машины и снстемы счисления, 
«Квант», 1971, № 9, Язык человека ин язык 
машины, «Квант», 1971, № 10, 
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этому для записи позиции нужно от- 
водить четыре разрядз на каждое 
поле. Первый разряд отведем для за- 
ииси знака (0 — «плюс», | — емннус»), 
а следующие тря — для записи но- 
мера фигуры. В одной ячейке памяти 
ломестится  пиформация об одной 
горизонтали, при этом в ячейке па- 
мятн будет занято 32 разряда. Вся 
информация о позиции на доске зай- 
мет 8 ячеек (по 1 на каждую горизоя- 
таль). 

На рисунке | показана запись 
лервой горизонтали начальной пози- 
ции. Читатель легко разберется в ней, 
вспомнив представление  восьмерич- 
ных цифр в виде триад двоичных: 


0, = 900., 1, = 001., 2, = 010., 
За =, Жк = 100.5, э, = 0, 
= — 0:9 = МТ, 
(здесь индекс у числа означает систе- 
му счисления, в которой оно запи- 
сано}. 


Запись хола 


Ход можно представить в виде пары 
чисел: номера поля, на котором фи- 
гура была, и номера поля, на которсе 
фигура пошла. Удобнее, однако, как 
это делается в шахматной нотацин, 
сообщить сба поля, а также наимепо- 
вание и цвет (то есть номер н знак) 
ходивией фигуры. Тогда ипотребует- 
ся уже три числа, причем первсе из 
них будет однозначным (но со зна- 
ком), а два других — двузначными. 
Так, запись 
--т 41 43 


означает ход белой (--) лешкой (1) 
с поля е2 (41) на поле е (43), то есть 
в обычной шахматной иотации весь- 
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ма популярный ход е2 — е4, извест- 
ный даже О. Бендеру. Запись 

—5 37 64 
соответствует ходу черпых, обычно 
записываемому как Ф@8 — 95. 


Выбор хода 


© 
Довольио просто «научить машину» 
делать ход. то есть проверить. его 
возможность и внести соответствую- 
щне изменения в записи позиции, 
Неизмеримо сложнее научить ее вы- 
бирать ход, предпочтя из цесколь- 
ких возможных в данной позиции один 
«наилучший». Лля этого иужно уметь 
сравнивать различные ходы. 

Одним из способов может служить 
перебор варнантов. Но перебор «до 
конца», то есть до позиции, в которой 
известен результат, невозможен из-за 
необозримых размеров требуемого 
числа вариантов. Приходится огра- 
цчнчиться рассмотрением пекоторого 
определенного количества ходов. Но 
тогда нужно уметь сравнивать по- 
зицин и отвечать на вопрос, ` какая 
из них лучше. После этого мы можем 
считать, что лучшим ходом 
является тот, который ведет к луч - 
шей нозиция. 

Наиболее простой оценкой может 
служить разница материальных ре- 
сурсов белых и черных. При этом каж- 
дая фигура оценивается определенным 
числом очков (баллов). Для оценки 
позиции достаточно подсчитать сум- 
му баллов, соответствующих находя- 
щимся на доске белым и черным фи- 
гурам, и найти их разность. Конеч- 
но, такая оценка является слищком 
грубой: известно, что часто прихо- 
дится жертвовать материалом ради 
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Рис. 2. 


Рис. 3. 


приобретения позиционных или так- 
тических преимуществ. Поэтому 6бо0- 
лее тонкие оценки включают также и 
тактические факторы: возможность 
форсированного выигрыша материа- 
ла, наличие сдвсенных пешек у себя 
или у противника, возможность роки- 
ровки, занятне ладьей или ферзем 
открытой линии и т. п. 

Каким же образом воспользовать- 
ся умением оценивать позвиии с по- 
МОЩЬЮ ТОЙ или иной выбранной оце- 
ночной функции? Ясно, что недоста- 
точно оценивать нозицин, получаю- 
щиеся после одного сделанного хода, 
а необходимо рассматривать все воз- 
можные позиции на несколько ходов 
вперед. Естественно, что чем больше 
«глубина перебора», то есть число 
ходов, после которых позиция оце- 
нивается, тем лучше выбор хода. Од- 
нако необходимо считаться с тем, что 
увеличение глубины на | ход увели- 
чивает время выбора хода иприбли- 
зительно в 40 раз. 

Выбор хода осуществляется ири 
помощи  минимаксной — процедуры, 
которую мы проиллюстрируем на 
примере перебора па 1 ход. Пусть 
из нозицеи А (ход наш) возможны хо- 
ды, приводящие к позициям Ву, В., 
Вз... (рис. 2). Из полученных пози- 
ций возможны ходы противника, при- 
вводящие к позициям С, С., С., 
С.,..., оценки которых нам извест- 
ны. Поскольку в позиции, скажем, 
В,, противник выберет скорее всего 
самый сильный возможный ход, то 
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за оценку В, следует принять мини- 
мальную из оценок позиций С,, С., 
С.. Так. же огределяются оценки 
остальных лозиций Вь, В), ..., ПО- 
лучающихся после различных наших 
ходов. 

Зная оценки позиций В,, В., 
Вз, .... мы можем выбрать из них 
нанбольшую. Ход, ведущий в пози- 
цию © этой максимальной оценкой, 
н будет лучшим при выбранной глу- 
бине перебора. 

Аналогичная стратегия выбора хо- 
да применяется и при любой другой 
глубине перебора: из данной позиции 
делается заданнсе число ходов, и 
нолученная позиция оценивается с 
помощью выбранной оценочной функ- 
цин. Затем изменяется последний ход 
н оценивается новая полученная по- 


° зиция. После того как проверены все 


возможные последние ходы, изменя- 
ется предпоследний и так лалес, 
чтобы в конечном счете были оцене- 
ны все позицин, которые могут полу- 
читься из исходной после задаиного 
числа ходов. Полученные «на нижнем 
уровне» оценки переносятся «вверх», 
нричем для позиций с ходом против- 
ника выбнрается минимальная, а для 
позиций с нашим ходом — макси- 
мальная из оценок «ниже расноло- 
женных» позиций. 

. Таким образом, свой ход и ход 
противника следует рассматривать 
по-разному. В дальнейшем мы будем 
называть их полуходами. Пример 
схемы выбора хода при переборе на 
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три полухода приведен на рисунке 3. 
Здесь кружки означают позиции, 
красные отрезки — свои ходы, си- 
ние — ходы противника. 

Цифры в кружках означают оцен- 
ки позиций, полученные описанным 
выше путем (для «нижних» — нози- 
ций — с помощью оценочной функ- 
ции, для «вышестоящих» — по ми- 
нимаксной процедуре). Цифры возле 
отрезков показывают последователь- 
ность рассмотрения соответствующих 
ходов при переборе. Двойными ли- 
ниями отмечены лучшие ходы из 
каждой позиции. 

Отметим только, что для боль- 
шей наглядности рисунка мы ограни- 
чились небольшим числом возможных 
ходов из каждой позиции. В реаль- 
ной игре «веток», идущих из каждой 
позиции, обычно гораздо больше. 


Реализация алгоритма на машине 


Итак, мы выбрали способ записи и 
хранения информации о позиции и 
ходе и алгоритм выбора хода. Остает- 
ся перевести этот алгоритм на язык 
машины, превратив его в программу 
игры. Это тяжелая работа, требую- 
щая  программистского искусства, 
так как от качества программного 
осуществления алгоритмов в замет- 
ной степени зависит время работы 
программы, то есть время выбора 
хода. Мы не в состоянии, естествен- 
но, воспроизвести устройство такой 
программы сколько-нибудь  подроб- 
но, опишем его лишь в самых общих 
чертах. 

Существуют шесть подпрограмм 
Р,—Рь (по одной на каждый тип 
фигуры). Каждая из них составляет 
список ходов, возможных из данной 
позиции фигурой данного типа. Под- 
программа Р;  коорлинирует эти 
шесть подпрограмм и выписывает все 
ходы, возможные в данной позиции. 

Кроме перечисленных — подпро- 
грамм, имеется подпрограмма Р., 
которая выполняет очередиой ход, 
получая новую позицию, подпро- 
грамма Р‚, вычисляющая оценку 
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Рис. 4. 


полученной 


позиции, 
Р, о, реализующая минимаксную про- 


нодирограмма 


цедуру, и, наконец, управляющая 
программа Р.. Последняя решает, 
к какой из подпрограмм обратиться, 
назначает, ‘какая позиция рассмат- 
ривается и какой ход из нее делает- 
ся, и собственно реализует алгоритм 
выбора хода. 


Подпрограммы Р, —Р., могут исполь- 
зовать вспомогательную информацию отно- 
сительно позиции. Так, при построении воз- 
можных ходов удобно использовать «растр 
возможностей», который для каждой фигуры 
записывается следующим образом. Для каж- 
дой кретки шахматной доски отводится 
один разряд; для всей доски достаточно за- 
нять две ячейки памяти, по 32 разряда в 
каждой. В разрядах, соответствующих по- 
лям, на которые может пойти данная фигура, 
ставится 1, остальные разряды содержат 0. 

Например. для позиции, приведенной 
на рисунке 4, растр возможностей для 
яадьн .164 показан на рисунке 5. Нижняя 
ячейка соответствует здесь нижней половине 
доски (горизоитали 4—1! по шахматной тер- 
минологии)- 

Работу подпрограммы Р., строящей этот 
растр, можно представить себе так. В записи 
позиции подпрограмма выделяет тстраду 
(четыре двоичных знака), соответствующую 
соседнему полю в той же горизонтали, и ана- 
лизирует ее. 

Если эта тетрада нулевая, то поле сво- 
бодно, ладья может на него пойти — в растре 
ставится | в разряд, соответствующий дан- 
ному полю. После этого проверяется, явля- 
ется ли данное поле крайним полем доски. 
Если не является, то рассматривается сле- 
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дующее соседиее поле; если же поле было 
крайним, то подпрограмма переходит к рас- 
смотрению другого направления. 

Еслн выделенная тетрада но является 
нулевой, то подпрограмма Р., анализирует ее 
первую цифру, определяющую цвет занимаю- 
щей это поле фигуры. Если эта цифра — 0 
(знак --, фигура белая), то поле занято своей 
фигурой. Подпрограмма Р„ ставит в соответст- 
вующий разряд растра О и переходит к рас- 
смотрению иового направления. При цифре 1 
(знак —, фигура черная) подпрограмма также 
переходит к рассмотрению нового направле- 
ния, но в разряд, соответствующий данному 
полю, ставит 1: ладья может пойти на данное 
поле, побив стоящую здесь чериую фигуру- 

При рассмотрении возможных ходов 
ладьи по горизонтали нужно выделять тетра- 
ды из одной и той же ячейки. Для вертикали 
нужно выделять тетрады, занимающие одно 
И ТО же положение в соседних ячейках, со- 
сотвезствующих различным  гоэзизонталям. 

На таких же принципах основана работа 
остальных подпрограмм. Так, подпрограм- 
ма Р., определяюшая ходы слона, для выде- 
лешия тетрады соседнего поля производит и 
сдвиг иа 4 разряда, и переход к соседисй 
ячейке. Подпрограмма Р», для ферзя строит 
все возможные ходы для ладьи с помащью 
подпрограммы Ру и все возможные ходы для 
слона с помощью подпрограммы Р., а затем 
объединяет их. 


Обычно работа программы «вы- 
бора хода» заканчивается тем, что 
она выбирает ход, который следует 
сделать в данной позиции, печатает 
его и останавливается. Ход можно 
печатать в описанной выше форме, 
например: 


20 20, 
а можно воспользоваться  алфавит- 
но-цифровым печатающим  устройст- 


вом и напечатать тот же ход в при- 
вычном для шахматиста виде 


К м — с3: 


Теперь нетрудно организовать 
«полную игру». Для этого в допол- 
нение к программе «выбора хода» 
нужна программа, связывающая ша- 


хматную программу «с внешним ми- 
ром». Эта программа должна уметь 
вводить в машину позицию, в которой 
требуется выбрать ход, условия 
выбора хода (например, глубину пе- 
ребора}, и обеспечивать  коитроль 
корректности введенной информации. 

У этой программы есть «главная 
доска», позиция на которой остается 
неизменной в процессе выбора хода, 
она изменяется лишь после того, 
как ход выбран и напечатан. 


* № 
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Не нужно думать, что  описан- 
ные нами Способы решения основных 
проблем программирования шахмат- 
ной игры являются единственными. 
Это совсем не так, возможны и дру- 
гие. Рассматривая каждую из этих 
проблем изолированно, можно найти 
способы упростить или улучшить те 
или иные детали решения одной из 
них, однако нередко оказывается, что 
это отрицательно сказывается в дру- 
гих частях программы. Например, 
можно выбрать иной способ записн 
позиции, отличающийся значительно 
большей компактностью, то есть 
экономящий объем машинной па- 
мяти. Но оценка познции при таком 
способе записи может потребовать 
гораздо большего числа действий. До- 
стигнуть же улучшения «по всем 
параметрам» хотя и возможно, но 
весьма затруднительно. 

Сформулированные три основные 
проблемы программирования шах- 
матной игры отяюдь не равноправ- 
ны, и их решение весьма по-разному 
влияет на качество программы. Ес- 
ли раньше способы решения первой 
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и третьей проблем могли как-то 
влиять на время работы программы, 
то сейчас здесь резервов почти не 
осталось. Совсем иначе обстоит дело 
с алгоритмом выбора хода: его влия- 
ние на качество и силу игры являет- 
ся решающим. 

В «Канссе-72» эта проблема реше- 
на так: перебираются все варианты 
до глубины 7 полуходов, после этой 
глубины перебираются только так 
называемые — «форсированные хо- 
ды» — взятия, шахи и ответы на них. 
Общая глубина перебора колеблется 
от 7 до 30 полуходов. 

Читатель может заметить, что при пол- 
ном переборе на 7 полуходов (при среднем 
знсле в 40 ходов из каждой позиции} нридется 
рассматривать 407 позиций, даже не считая 
р ходов. Это слишком много. 

днако авторы «Клиссы-72» провели огром- 
ную работу по выработке правил, позволяю- 
щих отбрасывать некоторые лознции илн 
хелы, что позволило существенно сократить 
перебор. Фактически при переборе на 7 нпо- 
луходов (вместе с форсированными вариан- 
тами) рассматривалось около 750 000 позн- 


ций, что занимало меньше часа работы 
машнны. 


В лучшей американской шахмат- 
10й программе, созданной в Масса- 
чусетском технологическом институте 
Гри"блаттом, в каждой позиции рас- 
сматриваются 10 ходов, «лучших» по 
некоторой оценке, отличной от оцен- 
ки позиции, возникающей после со- 
ответствующего хода, н производит- 
ся перебор, глубина которого колеб- 
лется от 6 до 16 нолуходов. Есть и 
другне способы решения этой про- 
блемы. 

Однако, несмотря на имеющиеся 
успехи, пока все еще нет алгоритма 
выбора хода, позволяющего выби- 
рать достаточно сильные ходы при 
сстественном ограничении на время 
выбора. Для нахождения такого ал- 
горитма необходимы принципиально 
новые идеи. Поиск этих идей требует 
детального изучения «поведения» 
программы при выборе хода, причин, 
влияющих как на выбранный ход, 
так и на время выбора. Это можно 
проследить при большом числе эк- 
спериментов с шахматной програм- 
МОЙ. 
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Итак, к трем проблемам созда- 
ния шахматной программы прибав- 
ляется еще одна проблема — ее ис- 
следование; решение этой проблемы 
необходимо для хсовершенствования 
программы — создания — «электрон- 
ного гроссмейстера» или хотя бы 
«электронного мастера». Здесь при- 
дется решать большсе число вопро- 
сов, о каждом из которых сейчас да- 
же нельзя сказать, что его реше- 
пке приведет к лучшему понима- 
нию «поведения» машины и усиле- 
нию игры программы. 

Для иллюстрации уровня игах- 
матной игры машины приводим одну 
из партий матча СССР — США, сы- 
гранного в 1967 году. После каждого 
хода в скобках указано число позни- 
ций, рассматривавшихся машиной при 
выборе данного хода. Глубина пере- 
бора ходов советской программой со- 
ставляла в этой партии 5 полуходов 
{без форсированных ходов). 


Белые {СССР) Черные (США) 

1. е2 — е4 е7 — е5 

2. Кё! — 3 КЪ8 — сб 

3. КБ! — 3 08 — 5 

4. КЗ : е5 Ксб : е5 (86916) 
5. 42 — 44 Сс5 — 46 (105617) 
6. 94: е5 (46 : е5 (66133) 
.2—Н Се5 : сЗх (160224) 
8. 52: с3 Кё8 — 6 (15883) 
9. её — е5 К!6 — е4 (69094) 
10. Фа! — 43 Ка -— с5 (58735} 
11. Ф43— 95 Кс5-— еб (64744) 
12 МБ Кеб — =5 (85895) 
13. 62 — 14 {7 — 6 (184994) 
14. 4: 65 6:55 (110868) 
15. ЛЬГ— 67 ЛЬ8 — 18 (11744]} 
16. ЛВ7: =7 с7 — сб (372309) 
17. Ф45 — 46 ЛВ: (242350) 


18. Ле? — 58 ЛБ— 18 (1331) 
19. Фаб : ВХ 857) 
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В. Н. Веутн Задачи о графах или сказка 
«Иван-царевич и Серый Волк» 


Посвящается учительнице школы №7 
г. Батуми Медее Нлларионовне Жгенти 


Похвальное слово Серому Волку 


Читая сказку «Иван-царевич и серый волк» *), невольно удивляешься: 
Иван-царевич практически ничего не делает, а ему достаются все сокро- 
вища — Жар-птица, конь златогривый и даже Елена Прекрасная. Все 
Ивану-царевичу добывает Серый Волк. Однако дело обстоит не совсем так, 
как кажется на первый взгляд. 

р Иван-царевич выдерживает вступительный экзамен — он не сгит 
ночью, как его братья, и благодаря этому видит Жар-птицу. Ему удается 
даже схватить Жар-птицу за хвост. Правда, в руке у него остается только 
одно перо. 

Поэтому нам кажется, что Серый Волк не случайно обратил внимание 
на Ивана-царевича и съел его коня. 





*) Имеется в виду русская народиая сказка в пересказе А. Толстого (М., «Детская 
литература», 1973). 
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Серый Волк — блестящий педагог. Он исподволь берется за обучение 
Ивана-царевича. Сначала он заставляет самого Ивана-паревича попробс- 
вать решить все задачи: заполучить Жар-птицу у царя Афрона, потом коня 
златогривого У царя Кусмана и, наконец, Елену Прекрасиую у царя Дал- 
мата. Всякая задача становится по-настоящему привлекательной только 
после того, как попробуешь ее решить. Когда Иван-царевич под руковод- 
ством Серого Волка по достоинству оценил все сокровнша, Серый Волк 
сам решает для него все задачи. 

В результате Иван-царезкч получает все, что пожелал. Однако прихо- 
дится ему выдержать еще одно испытание — быть убитым своими же 
братьями, завистливыми конкурентами, не сдавшими вступительного эк- 
замена. Тут надо еще раз отдать должное Серому Волку, который в этот 
трудный час спасает Ивана-царевича. Можно только пожелать каждому 
трудолюбнвому ученику такого руководителя. 

Метод обучения, принадлежащий Серому Волку, ионравился нам и 
мы хотим изложить несколько задач как продолжение этой сказки. 


О том, как Серый Волк показывает, что не всякое желание выполнить можно 


Итак, собрался Иван-царевич жениться на Елене Прекрасной. Да не тут-то 
было. Съехалось на свадьбу много гостей, н вдруг царь Афрон, царь Кус- 
ман да царь Далмат пожаловали. Говорят онн: 

— Обманул ты нас, Иван-царевич, все забрал. Ну, да ладно. Загада- 
ем тебе загадки. А не разгадаешь — все назад возьмем. 

Первым царь Афрок речь держал, и сказал он так: 

— Соберется у меня завтра несколько гостей, да не все они друзья. 
Скажу только, что у каждого из.них число друзей четное. Докажи, что 
смогу их посадить за круглымн столами так, чтобы каждый гость рядом 
с друзьями сидел. 

Тут Иван-царевич еще раз Серого Волка позвал, хотя и простился 
было с ним навечно. Спрашивает Серый Волк: 

— Что, Иван-царевич, сндишь — пригорюнился, голову повесил? 

— Как же мне не печалиться, Серый Волк? Как мие гостей за круг- 
лыми столами усадить? 

Серый Волк отвечает: 

— Много я залач решая, да и много из них решил. Но эту задачу не 
всегда можно решить. Позови, Иван-царевич, семь гостей твоих, покажу 
тебе контрпример. 

Позвал Иван-царевич семь гостей. Тут Серый Волк превратил 
каждого из них в точку, а эти точки 
дугамн соединил. И увидел тут Иван- 
царевич рисунок 1. А Серый Волк 
этот рисунок так пояснил: 

— Если две точки дугой соеди- 
нены, то, значит, тости, которые в 
эти точки превратились, друзьями 
будут. Так вот, знай, что всех этих 
гостей за круглыми столами никак 
рассадить нельзя. 

Побежал Иван-царевич к царю 
Афрону и контрпример Волка пока- 
зал. Царь, как только контрпример 
увидел, с испугу где стоял, там и 
упал. А как пришел в себя, говорит; Рис. 1. 
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— Забыл я сказать, что у всех моих гостей одно и то же чнсло друзей. 

С тем Иван-царевич к Волку и отправился. 

— /ихсдей твой царь Афрон, — сказал Серый Волк и зубами щелк- 
нул. — Да ладно уж, рассадим его гостей за круглыми столами. Только 
ты пойди, узнай сначала, что царь Кусман ин царь Далмат хотят. Мо- 
жет, это нам и поможет. 


О том, как Иван-царевич про «перешеек» забыл 


Говорит царь Кусман: 

— Сослужи мне, Иван-царевич, службу. Всего в царстве у меня де- 
сять городов есть, некоторые из инх дорогами соединены. От каждого горо- 
да четное чнсло дорог отходит. Ты, Иван-царевич, из града стольного вы- 
езжай, все дороги по одному разу объездн н назад в столицу воротись. 

Пуще прежнего пригорюнился Иван-царевич. Пошел он снова к Серо- 
му Волку. А Серый Волк ему: 

— Не тужи, Иван-царевич, а послушай мюн советы. Выезжай из сто- 
лицы по одной дороге и дальше езжай, как хочешь, но только так, чтобы 
по одной и той же дороге два раза не проехать. Гляди, раньше временн в 
столицу не поворачивай, да еще глядн, чтобы инкакая дорога для тебя 
перешейком. ие стала. 

Обрадовалея Иван-царевич ин не заметил, как в столице царя Кус- 
мана очутился. Вскочил он на коня златогривого и нпоскакал по дорогам. 
Понравился ему совет Волка: езжай, как хочешь, — так и помчался, смот- 
рел только, чтобы по своему следу не схать! 

Долго ли, коротко ли, а приезжает он снова в столицу. Смотрит, на 
всех дорогах из столицы он след оставил, значит, дальше ему ехать нель- 
зя, а еще несколько дорог не пройдено. Вепомнил он тут последний совет 
Волка, да ведь забыл спросить, что тот «перешейком» называет! Так н вер- 
нулся ни с чем. . 

Стал ему Серый Волк выговарнвать: 

— Э, брат, с разумом поехал, да без разума приехал. 

Превратил тут Волк города в точки, дугами нх соединил так, как 
дороги идут, и неудачный путь Ивана-царевича нарисовал. Увидел тут Иван- 
царевич рисунок 2. 

— Ну, прости же меня, прости, Серый Волк. 

— То-то прости... Да уж ладно... Давай лучше послушаем, что царь 
Далмат скажет. 


Про чередующиеся цепи 


Говорит царь Далмат: 

— Живут у меня в замке десять 
добрых молодцев и десять красных 
девиц. Знаю я, что каждый добрый 
молодец с двумя красными девицами 
знаком и каждая девица двух молод- 
цев знает. Ты, Иван-царевич, их всех 
посватай, да так, чтобы незнакомые 
сосватаны не оказались. 

Пришел Иван-царевич к Серому 
Волку и рассказывает: 

— Дал мне царь Далмат зада- 
чу легче легкого. 

Усмехнулся Серый Волк: 
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— Не спеши радоваться, сиача- 
ла задачу реннь а потом уж го- 
вори. 

Превратнл Сзрый Волк добрых 
молодиев в синие точки, а красных 
девии — в красные точки, да еще 
перенумеровал, чтобы не запутать- 
ся. Потом эти точки отрезками сое 
динил так, что видно стало, кто с 
кем дружит. И увидел Иван-царевич 
рисунок 3. Начал он молодцев и де- 
виц, как придется, зелеными линня- 
мн па пары разбивать, и получи 
лось у него вот что (см. рис. 4): два 
молодца (Ти №) одинокими остались 
и двух девиц (2 и 7) он обидел. 

Схватился Иван-царевич за го- 
лову н заплакал. Утениил его Се- 
рый Волк: 


— Ничего, Иван-царевич, я твое 
решение исправлю. Откуда же знать 
тебе метод чередующихся ценей? 
Смютри лучше, что я делать буду. 
Сейчас я еще 7-го молодца посватаю. 

Посмотрел Серый Волк рисунки 
3 н4и начал новый рисунок рисо- 
вать. Взял 7-го молодца и со зна- 
комой ему 10-й красной  девицей 
красным отрезком соединил, снова 

‚ взглянул на рисунок З, и ее с 8-м 
женихом зеленой линией связал. 
Потом от 8-го молодна красную ли- 
нию провел. Привела эта линия ко 
2-й девице, которая еще не носва- 
таца {см. рис. 4, 6). 

Получилась у Серого Волка та- 
кая цепь: красный отрезок, зеле- 
ный отрезок, красный отрезок, ... 
Говорит Волк: 

— Вот это чередующейся цепью 
н называется. Сейчас мы красные 
отрезки на зеленые поменяем, а зеле- 
ный уберем. Остальных, как ты хо- 
тел, так и будем сватать. —И прев- 
ратил волк рнсунок 4, ав +, 6. 

— Теперь уж 7-й молодец и 2-я девица обижены не будут. Ну скажя 
сам, что пам с 10-м молодцем делать, как его посватать? 
Взял тогда Иван-царевич и рисунок 4, г нарисовал, а потом сватов- 

ство еще раз исправил. Получился у него рисунок 5. 

Так Мван-царевич всех и посватал. 

Вдруг слышат они с Волком, как кто-то им с дуба человечьим голо- 
сом говорит. Посмотрели, а там Вороненок сидит, сыи того Ворона, кото- 
рый живую воду раньше приносил. 





26 


ПЕр:/Куапетссте.ги 


— Карр, карр. Можно н проще 
эту задачу решить — сразу на ри- 
сунке 3 обводить отрезки, чтобы 
цвета чередовались: красный, зеле- 
ный, красный, зеленый... 

Подумал Серый Волк и говорит: 

— Правильное замечание Воро- 
ненок сделал. Но мой метод тем и 
хорош, что годится для любых слу- 
чаев, даже для такого, когда много 
молодцев и столько же девин, каж- 
дый из них с 71 девицами знаком, а 
каждая девица т молодцев знает. 
Суть его в том, что сватай, как хо- 
чешь, а потом чередующимися це- 
пями нсправляй. 

Потрепал ласково Волк Воро- 
ненка. 

— Оставайся с нами и слушай, 
что дальше будет. 

Пошел Иван-царевич к царю 
Далмату и рисунок 5 показал. Не- 
чего делать, уехал царь Далмат вос- 
ВОЯсСи. Рис. 6. 





О том, как Иван-царевич сам догадался, что «перешейком» называется 


— Дай-ка, Серый Волк, я сам подумаю, как мне кусманову задачу ре- 
шить, — и снова Иван-царевич на рисунок 2 посмотрел. 

Долго думал Иван-царевич и понял, наконец, какая дорога для него 
роковой стала. Если дороги, по которым он проехал, одну за другой с зем- 
ли стирать (рис. 6), то плохой та дорога оказывается, после «стирания» 
которой все царство на такие две части разбивается, что из одной в дру- 
гую никак не проедешь. Значит, на дорогу-перешеек (ее Волк пунктиром 
нарисовал) сворачивать не надо было. 

Стал Иван-царевич на карте другой нуть искать, такой, чтобы ни одна 
‚дорога перешейком не была, и нашел. хЭх, — подумал Иван-царевич, — 
спасибо Волку, что карту нарисовал и советы хорошие дал». Пошел к нарю 
Кусману, путь показал. Тот н усхал прочь. 


Сказочное решение 


Осталось Ивану-царевичу первую задачу решить — ту, что царь Афрои 
загадал. Пошел он в чистое поле и додумался. Похвалил его Серый Волк, 
к царю Афрону отправил. 

Говорит Иван-царевич: 

— Будут у тебя, царь Афрон, п гостей, у каждого из них 27 друзей. 
Объясню я тебе, как этих гостей за круглыми столами усадить. 

— Построй каждому гостю город, а если два гостя дружат, то ты доро- 
гу между этимн городами проложи. Потом объезжай эти дороги так, как 
я царство Кусмана объехал. А где ехать будешь, там на дороге стрелку 
ставь (рис. 7). 

Получнтся у тебя, что у каждого города но т дорогам стрелки к нему 
ведут, а по другим т дорогам стрелки из него выходят. Это потому, что 
сколько раз ТЫ из города выедешь, столько раз и въедешь. 
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Рассердился царь Афрон: 

— Не пойму тебя, Иван-царевич. 
Мне гостей нужно за круглые столы 
усадить, а ты про какие-то города 
рассказываешь._ 

Отвечает ему Иван-царевич: 

— Потерпи, до конца дослушай. 
Пусть у каждого твоего гостя сестра 
есть, так что сколько гостей-добрых 
молодцев, столько н красных девиц 
будет. Теперь смотри; если от како- 
го-нибудь города-гостя в другой го- 
род-гость стрелка идет, то ты этого 
гостя с сестрой второго познакомь. 

Поскольку из каждого города т 
стрелок выходит, ив каждый город 
т стрелок входит, то окажется, что 
каждый гость с 71 девицами знаком, а 
каждая девица 1 молодцев знает. 

Теперь посватай их всех так, 
как я у царя Далмата сватал. 

После этого можно и гостей рас- 
саживать. Возьми любого гостя н за 
круглый стол посади. Справа рядом с 
ним того посадн, с чьей сестрой пер- 
вый гость посватан. Получится, что 
первый гость со своим шурином сн- 
дит. Справа от второго гостя тоже 
его шурнна посади. Так далыше и 
рассаживай. Вот у тебя круглый 
стол н получится. Рис. 7. 

Если же так не всех гостей усадил, то еще один стол поставить ирн- 
дется. Сиова какого-нибудь гостя бери, который за первый стол не попал, 
а рядом его шурина усаживай. А дальше все делай, как в нервый раз. 

И Иван-царевич для наглядности три рисунка 7 показал. 

Смотрел, смотрел царь Афрон, премудрости этой не понял, но на слово 
поверил. С тем к себе и уехал. 

А Иван-царевич поклонился Серому Волку и простился с ним навечно. 
Жекился на Елене Ирекрасной, и стали они жить-поживать, да горя пе 
знать. 
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Послесловие 


Задачн, встречающиеся в сказке, относятся 
к важной области математики — теорни гра- 
фов. Графом обычно называется множество 
точек н соединяющих их дуг. Поводом для 
написания этой сказки послужила задача 
№250 из «Задачника «Кванта», представлен- 
ная здесь как исправленная «задача царя 
Афрона». Тот факт, что эта задача всегда ре- 
шается, известен в теории Графов как теоре- 
ма Петерсена  (Раегзеп У., 1891). Путь 
доказательства этой теоремы представляется 
нам настолько изящным, что мы назвали его 
«сказочным решением». Доказательство со- 
стоит в последовательном сведении задачи 
К «задаче царя Кусмана», а затем к «задаче 
царя Далмата». Утвердительные ответы для 
этих задач называются соответствеино теоре- 
мой Эйлера в теоремой «0 паросочетании»; 
эти теоремы являются основополагающими 
в теорни графов. 

В сказке от лица Серого Волка форму- 
лируются алгоритмы для решения «задач 
Кусмана и Далмата». Серый Волк указывает 
правила, по которым можно решать эти зада- 
чн. Однако в сказке нет доказательства то- 
го, что эти алгоритмы обязательно приводят 
к целн. Чтобы получилось полноценное ре- 
шение задачи №250, нам необходимо нметь 
эти доказательства. 

Докажем сначала теорему «о паросоче- 
тании» в том виде, в котором Серый Волк 
сформулировал её в ответ Вороненку (с. 27). 
При доказательстве мы будем пользоваться 
терминологией, принятой в сказке. 

Допустим, что часть отрезков, соеди- 
няющих синие и красные точки, покрашена 
в зеленый цвет, однако несколько точек ос- 
тались «свободными» (то есть соответствую- 
Щие им девицы и молодцы — непосватаины- 
ми), причем все отрезки, выходящие нз свобод- 
ных точек, нмеют общие концы с зеленымн 
отрезкамн. Такую ситуацию можно исправить 
посредством чередующихся цепей. Поэтому 
нам нужно показать, что обязательно сущест- 
вуют чередующиеся цели, ведущие от сво- 
бодных синих точек к свободным красным 
точкам. Сейчас мы опишем алгоритм, позво- 
ляющий находить эти чередующиеся цепи. 

ТГ шаг. Отметим знаком «т» тех мо- 
лодцев; которые остались непосватанными 
{то есть свободные синие точки). 


ПП шаг. Отметим знаком «—» всех 
знакомых девин молодцев, помеченных зна- 
вом «1». 

ПЕ шаг. Отметим знаком «-|-» всех 


женихов тех девиц, которые отмечены зна- 
КОМ &—». 

Затем, не стирая уже поставлеиных по- 
меток, будем чередовать П и ПЕ шагн до 
тех пор, пока это возможно. 

Еслн в результате этнх операций найдет- 
ся непосватанная девица, помеченная зна- 
ком «—», то очевидно, что найдется чередую- 
щаяся цепь, ведущая от свободной синей точ- 
ки к соответствующей свободной красной 
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точке. Изменяя цвет вдоль этой цепи, мы 
увеличим число пар «жених — невеста» на 
единицу. Очевидно, что такнм образом мы 
постепенно носватаем всех девиц и всех мо- 
лодцев. 

Осталось доказать, что всегда по крайней 
мере одна из непосватанных девиц окажется 
помеченной знаком *—*. (Напомним, что 
у каждой девицы т знакомых молодцев и 
у каждого молодца т зиакомых девиц.} До- 
пустим противное, то есть что все свободные 
красные точки оказались неномеченнымн. 
Обозиачим через & чнсло плюсов, а через {— 
число минусов. Ясно, что [< А: все помечен- 
ные красные девицы имеют женихов, этн же- 
нихи помечены знаком плюс, но кроме ннх 
есть еще непосватанные молодцы, Также по- 
мечеиные плюсом. 

С другой стороны, должно быть #2й. 
В самом деле, число отрезков, отходящих от 
«плюсов», равно &-л1. Поскольку все красные 
концы этнх отрезков помечены, то отрезков, 
ОТХОДЯЩИХ «ОТ «ПЛЮСОВ», ДОЛЖНО быть не 
больше, чем число /-т отрезков, подходящих 
к «минусам», то есть {-;й. Итак, мы получили 
противоречие, и, значит, хотя бы одна по- 
меченная минусом красная точка найдется. 

Отметим еще, что эта на первый взгляд 
искусственная математическая задача яв- 
ляется отправной точкой в теории транспорт- 
ных сетей (см. статью Башмакова М. И. «Па- 
росочетания и транспортные сети», «Квант», 
1970, № 4). 

Теперь докажем теорему Эйлера о том, 
что все царство Кусмана можно объехать так, 
как нужно (см. с. 25}. (Отметим, что в зада- 
че Кусмана молчаливо предполагалось, что 
города царства соединены дорогами так, что- 
бы из каждого города в любой другой можно 
было по ним проехать (связный граф).) 

Представим себе граф-карту царства: 
города — точки. дороги — дугн. Выйдем из 
столицы и пойдем по дорогам. Условимся 
стирать каждую дорогу, а также город, если 
мы прошлн все его дороги. 

Прежде чем перейти к доказательству, 
сделаем два замечания. 

а) Если выйти из столицы и идти по д0- 
рогам, пока это возможно, то остановиться 
можно только в столице. 

В самом деле, придя в любой город, мы 
можем выйти из него, так как по условню 
из каждого города исходит четное число до- 
рог. 

6) На всякой карте городов, из которых 
выходит нечетное число дорог, — четное число. 

Правила Волка заключались 
в следующем: 

1. Еслы из города есть дорога, ведущая 
прямо в столици, и есть еще дороги, то нужно 
идти не в столицу. 


{Окончание см. на с. 59). 
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ПАБОРАТОРИЯ 
„НВАНТА- 





Фотокамера 
«Рыбий глаз» 


В. Драчев, 
А. Мазур 


8 9-м иомере нашего журнала за 1974 год 
мы рассказывапи о научной конференции 
учащихся физико-математических школ-ин- 
уернатов, которая проходила в марте этого 
года а г. Тбиписи. На этой конференции бы- 
ло заспушано сообщение В. Драчева сб 
устройстве и работе прибора дпя получения 
фотография с углом обзора, близким к 180°. 
Этот прибор был сконструнрован группой 
учащихся школы-ннтерната № 465 т. Нозо- 
сибирсна. О том, как сделать самнм подсб- 


ную фотокамеру, рассказывается в этоя 
статье. 


Представим себе пловца, который без 
маски нырнул под воду. Какая кар- 
тина откроется ему, если оп будет 
смотреть вверх через спокойную но- 
верхность водоема? 

Прин условин, что водоем сравни- 
тельно неболыпой, пловец увидит 





Рис. 1. 
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следующее. На темном потолке (по- 
верхность воды) — яркое — круглсе 
окно, в которое «зажато» все небо от 
горизонта до горизонта. Все предметы, 
окружающие водоем, стоят по краям 
этого окна,  устремленные своими 
«верхушками» к его центру. Более 
того, можно будет увидеть даже часть 
прибрежного дна. 

Все это можно легко объяснить 
на основе явления полного внутрен- 
него отражения света. Известно, что 
при переходе света из оптически более 
плотной в оптически менее плотную 
среду существует предельный угол 
падения (угол с, на рисунке 1), на- 
чиная с которого свет пе будет вы- 
ходить из первой среды во вторую. 
Говорят, что в этом случае свет ис- 
пытывает ‘полное внутреннее отраже- 
ние. Например, для перехода вода — 
воздух ©» — 49°. 

А тенерь представим себе, что все 
лучи идут в обратном порядке, то есть 
из воздуха в воду. Тогда, если поде 
обзора в воде заключено в конусе 
с углом раствора около 98” (то есть 
два предельных угла @,), то угол об- 
зора в воздухе будет 180”. Поле об- 
зора становится гораздо шире. 

Именно так видят, например, рыбы 
(рис. 2). Правда, предметы, разме- 
щенные по краям воздушной полусфе- 
ры, оказываются сильно искажен- 
ными и, Конечно, смещенными из 


своего положения. 
Рыба может также видеть предме- 
ты. находящиеся в воде и 


не полада- 








Рис. 3. Камера «Рыбий глаз». 1— крышка; 
2? — стекло; 3 — диафрагма; 4 — оргстекло; 
5 — Фотопластинка; 6 — корпус. 


ющие, казалось бы, в поле зрения 
рыбы (например, маленькая рыбка 
на рисунке 2). Все дело в том, что 
при полном внутреннем отражении 
поверхность воды становится  хо- 
рошим зеркалом, так как резко уве- 
личивается коэффициент отражения 
света. Для углов падения, близких 
к нулю, коэффициент отражения у во- 
ды примерно 2%, а для углов, боль- 
ших предельного, он почти 100%. 
На рисунке показано, что зеркальное 
отражение рыбки видно под менышим 
углом зрения, чем сама рыбка. Ко- 
нечно, изображение будет хорошим, 
если поверхность водоема гладкая. 
Для моделирования этого явле- 


ния мы сделали фотокамеру, которая _ 





Рис. 4. 
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называется «Рыбий глаз». Камера 
(рис. 3) состоит из жестяной круг- 
лой коробки (диаметром 18 см, вы- 
сотой 4 см) — корпуса, оргстекла, 
фольги с дырочкой —диафрагмы, кру- 
жочка обыкновенного плоского стек- 
ла *} н-фотопластинки. 

Преломление света происходит на 
верхней поверхности оргстекла, то 
есть оргстекло здесь играет ту же 
роль, что и вода в описанных выше 
экспериментах. 

Стекло, которое является прозрач- 
ной крышкой, закрывающей сверху 
днафрагму, представляет собой тон- 
кую плоскопараплельную пластинку, 
поэтому оно никаких существенных 
дополнительных эффектоз не дает. 

Коробка обязательно должна быть 
заполнена жидкостью с показателем 
преломления примерно таким же, 
как у оргстекла (мы использовали 
смесь воды и глицерипа). иначе свет 
по выходе из стекла примет направле- 
ние, параллельное исходному, и ожи- 
даемого изображения на фотопластин- 
ке ие получится. (Аналогично: не 
увидит вышеописанной картины пло- 
вец, нырнувший в маске.) 

При расчете днафрагмы надо учи- 
тывать следующий фактор. Изображе- 
ние на фотопластинке получается с 
помощью дырочной камеры, поэтому 
диаметр отверстия должен быть ма- 
лым по сравнению с расстоянием до 
фотопластинки. Но с уменьшением 
диаметра днафрагмы все заметнее 
проявляет себя дифракция света. 
Это приводит к ухудшению качества 
изображения. Теоретический расчет 
дает, что оптимальное значение диа- 
метра отверстия должно быть порядка 
а=уИАН, ‚ где А — длина — волны 
света, й — расстояние от отверстия до 
фотопластинки. 

У нас лучшие по качеству снимки 
получались в солнечный день прн 
диаметре диафрагмы 0,3 мм; чувстви- 


-тельность фотопластинки была 180 ед. 


На рисунке 4 приведена одна из 
Таких фотографий. 








*) Тонкое стекло можно резать: ножни- 
цами, если погрузить и то и другое в воду, 
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Семейство параллельных 
"-угольников 


МАТЕМАТИЧЕСНИЙ 
НРУЖОН 


Н. Б. Васильев 





Иногда размышления над искусственной часткой задачей неожиданно приводят к 
пюбопытной и естественной теореме. Об одном таком спучае, пронсшедшем с за- 
дачей №248 мз «Ззадачника «Кванта», рассказыввется ниже. Хотя задача эта — гео- 
метрическав, основными инструментамы нам будут служить линейная м квадратная 
функцим — главные орудня школьной алгебры. 


Формулировка задачи 


Вокруг выпуклого п-угольника опи- 
сан другой выпуклый — п-угольник — 
так, что на каждой стороне второго 
лежит по одной вершине первого, а 
затем вокруг второго многоугольника 
описывается третий — так, что его 
стороны соответственно параллель- 
ны сторонам первого. (Для кратко- 
сти мы будем говорить, что первый и 
третий многоугольники  параллель- 
ны.) Пример такой ситуации изобра- 
жен на рисунке 1. Требуется выяс- 
нить, какие значения может прини- 
мать площадь 5 промежуточного мно- 


гоугольника, если площади внутрен- 
него и внешнего многоугольников рав- 
ны ОиР. 


Разумеется, сразу можно утвер- 
ждать, что 9 <5$ <Р. Но любые 
ли три положительных числа Р, О 
и $, связанные такими неравенства- 
ми, могут стать площадями трех мно- 
гоугольников, описанных в условии? 


Попробуем посчитать 


Возьмем сразу довольно общий при- 
мер тройки четырехугольников, изо- 
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«..держитесь к задаче возможно ближе 
но будьте готовы отойти от задочи нистоде- 
ко далеко. насколько вас вынуждиют об- 
стоятельства». 


Д. Пойа. Математическое открытие 


браженный на рисунке 2. Симметрия 
рисунка позволяет сравнительно 
легко выразить все площади через 
стороны, высоты и другие удобные 
параметры. При различных значенн- 
ях параметров можно надеяться по- 
лучить всевозможные наборы Р, ©, $. 

(Мы начинаем с четырехугольни- 
ков, а не с треугольников, посколь- 
ку случай п == 3 особый; в этом слу- 
чае 5 однозначно определяется по 
ФирР; мы еше вернемся к нему 
ниже *).) 

В нашем примере внешний четырехуголь- 
ник — равнобочная трапеция < основания- 
ми 2а и 26 (пусть а< В} и высотой #&- Я, 
так что 

Р = @+ в &тл. (1) 


Диагоналн среднего четырехугольннка 
взаимно перпендикулярны н равны & Ян 


ВН 
би, 





2с == За 42 


ЕВ 
поэтому 
$ == ай 4 ВЕ. (2) 


Если эти два четырехугольника уже 
зафиксированы, то внутреннюю трапецию 








*} Этот случай был разобран в 
«Кванте» № 10, с. 24 при решении М248. 


можно еще менять так, что она будет 
оставаться параллельной внешией трапе- 
ции. Можно представить себе, что вершины 
трапецин равномерно передвигаются по 
красным отрезкам в интервале времени 
0=—=1, причем, в момент времени { = 0 
трапеция вырождается в отрезок 26, в 
момент времени {= | — в равнобедренный 

ф—а 


б 





треугольннк с основанием 26" ==2с 
я" г О и 

и высотой А -|- А”, где й’—=й —, а каж- 

дому значенню { между 0 и 1 соответст- 

вует настоящая трапеция с основаниями 

26(1—2)., 220 —П-Е2ЬЫЁи высотой 

-- {#1’ „Тогда ее площадь равна 


р 
ое (а 0+5" ()х 
(ай -|- 58)" 


па 
х(#+ %) = тет Хх 


<126 —{@-+91. (3) 


Последнее выражение — квадратный 

трехчлен от { — достигает максимума при 
ф 

в № очевидно, при 0< {< 1 при- 


пимает всевозможные значения в таком 
промежутке: 


{ал -- 5) ве 
тетю р: 


Упражнення 


1°. Вода, налитая в аквариум, постеиен- 
но испаряется. 

а) Каков уропень воды сейчас, если 
й часов назад он равнялся Б см (от дна), а 
через & часов будет а си? 

6) Каков уровень воды в момент време- 
ни Ё, если при Г= Оон равен с см, а при Е = 
== [ОН ‚равен 4 см? ь 

Ответы. а) ЕТ, 


9—0 - а 





Рис. | 


3 Кааит № п 
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2". Купец знает, что продать {- 100% 
своего товара он сможет только в том случае, 
еслн назначит цену не больше 26 — 
—-(а | 5) Г рублей за пуд (а и В — известные 
положительные числа). Как он может выру- 
чить побольше денег? 


Ответ. Продать 





- т 100% товара по 


цене $ рублей за пуд. 


Итак, в нашем первом примере 
9, Ри $ могут принимать любые зна- 
чения, для которых выполнены нера- 
венства 5 <Р и ОР = 5, или, 
что то же самое, ИОР= 5$ -Р. 
Действительно, по заданным Ри $ 
{$ <Р) мы можем подобрать а, Б, 
к, В так, чтобы выполнялись равен- 
ства (1) и (2), например, решив си- 
стему уравнений 

а =Ёё+тй=рИР, 
(6—2) х(Е— В) -2$—Р, 


а затем (еслн только выполнено (4)!) 
выбрать Ё так, чтобы @ = О (41 при- 
няло нужное значение. 

Упражнения 

3. Докажите, что ссли ОР = $*, то тра- 
пецни на рисунке 2 подобны. 

4. Докажите, что если наши параллель- 
ные многоугольники — прямоугольникн 
(рис. 3), то тоже 9 = 5:Р. 

Неужели всегда будет выполнять- 
ся это странное неравенство: 


52 >> @Р? (5) 
Попытка опровержения 


Рассмотрим сще один, менее сим- 
метричный пример, когда многоуголь- 


Аль 


Рис. 3. 
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Рис. 4. 


Рис. 5. 


ник 5 вырождается в треугольник 
ОАС, а многоугольник Ри 9 — 
в параллельные четырехугольиики 
ОАВС и ОСЕН (рнс. 4). Условимся 
обозначать сами многоугольники те- 
ми же буквами, что н их площади: 
5, Ри О. (Можно представить себе, 
что на рисунке 4 изображены три 
п-угольника {" — произвольнсе, 
п-—>4), у которых все вершины, кроме 
двух у э и трех у Ри ©, располо- 
жены чрезвычайно близко к точке О. 
Ясно, чтс если пам удастся построить 
вырождекный пример, в котором 5? < 
<РФ, тс, слегка его «пошевелив», 
мы сможем получить пример с на- 
стоящими, невырождениыми п-уголь- 
никами}. 


Будем считать, что вершины 0, А, В, 
С зафиксированы, а Е может‘ передвигаться 
по отрезку АС (при этом точки С и Н 
передвигаются по отрезкам ОА н ОС). 

Заметим, что если ЕЁ попалает в точку 
Ез пересечения ОВ и АС, то четырехуголь- 
ники подобны и 5? = РО. Действительно, 
в этом случае отношения площадей Р:$, 
5/9 и соответствующие отношения площа- 
дей треугольников. на которые делятся Р, 
5 и О прямой ОВ, все равны отношениям 
104Г_ 109 _ 10С| | 
6. — ОЕ9 = Но] (рис. 5). 

еперь найдем, при кзком положении 
точкн Е на отрезке АС сумха площадей 
двух треугольников АСЕ и НЕС  ми- 
нимальна. Пусть Н’— точка пересечения 
прямых АВ к СО, С” — прямых СВи АБ 
(Р — четвертая вершина параллелограмма 


ОАБС, рис. 6), М, ин М, — площади 

треугольников АН’С и А0’С. Если 

Е Е делит отрезок АС в отношении 
Е] Н 

ТЕЗ! == ЕЕ (0 = { — г, то сумма 
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Рис. ©, 


площадей треугольников АСЕ и НЕС равна 
мм. а — 02= (М, + Ме — 
ами м, 46) 
м. 
ф — #* = Ее 


м, Му 
есть для такой точки Ё®, которая делит 


и мннимальна при то 


@ # м, 
отрезок АС в отношении тв = м, : 
А площадь О четырехугольника ОСЕН 


(при фиксированных чочках 9, А, В, С} 
при этом положении Е = Е*® максимальна. 
Упражненне 5°. Через точку Е 
ма диагонали АС трапеции АВСР проводится 
прямая, параллельная основаниям трапецни 
н пересекающая боковые стороны АВ и СВ 
в точках Си Н. При каком положении точ- 
ки Е сумма площадей треугольников АСЕ 
н ЕНС минимальна? 
МЕТ _ | АБ 
РЕ В 
когда точка Ё соемадает с точкой перссече- 
ния диагоналей (и |СЁ| = ЕН]. 


Ответ. Когда то есть 


Итак, мы знаем, что для Е=Ес 
выполнено равенство О9=5?!Р, 
а для Е=Е* площадь больше! 

Неудача в попытке построить при- 
мер, спровергающий пзравенство (5), 
может постигнуть пас только в том 
случае, если всегда, при любом вы- 
боре точки В внутри треугольника 
АДС, точка Е* совпадает с Е., 
то есть выполняется равенство 


[АЕ м, 
| ЕС | 5 м, (7) 
(где М, = Ах АН’С, М, = ЗА д6’с). 
Казалось бы, почему эти отно- 


шения должны быть связаны друг 
с другом? 
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на части О; так, что @; лежит между про- 
должениями боковых сторон трапеции Т.. 
6) Докажите, что прин таком разбиенин для 


площадей ©, Р; == 0; 9Т; и $; 
(37 РО о, выполняется неравенст- 
во (5; > ©, Р;. 

9. Пусть 5? > Р5, для  каждо- 


то т= |, 2...., п. Следуег ла слеюда, что 
{7$ > (Ъ РИ (301? *) 
Ответ. Нет. не следует. 

Попробуем перевести зада- 
чу на язык алгебры и доказать пюлу- 
ченное неравенство. 


Средний — лишний 


В одном отношении эта попытка ока- 
зывается успешной: она позволяет 
упростить нашу задачу, выбросив из 
нее упоминание о «промежуточном» 
многоугольнике $ и оставив только 
Р ин О. Вот как это получаегся. 

Обозначим стороны внутреннего 
многоугольника @ через а, парал- 
лельные им стороны Р’— через 65; (1 
=1, 2,.., п; теми же буквами 
мы будем обозначать и длины сто- 
рон); раесстояння между прямыми, 
на которых лежат а; и 6,, — через А,. 
Тогда 


$-9+5 


п 
\Мал.. 
=1 
а (8) 
Р.- 4+ УшчЬ и. 
{= 1 
Уже отсюда видно, что Л-уголь- 
ник 5 особенно ие нужеи: если его 
вершины двигать по сторонам В; 
(от этого он превратится в 2я-уголь- 
ник, рис. 9),то нлощадь $ не меняется. 
Введем такие обозначения: 





В:-- Хай, 
== 
=! 
из 
т-> У@+ыи,. 0) 
= | 
*) Здесь Хх; обозначает сумму 
Хх, ... -- хп 
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Тогда гипотетическое неравенство (5) 
запишется так: 


(1-8) =0 (ОТ). 
наи, после упрощений: 
В*>0 (Т—2Ю). 


Введем еше одно обозначение: 


я 


К тов + Уи-ад: (10) 


г=1 


н тогда наше неравенство примет 
тот же вид, что в (5): 
ЮО К, (11; 


-— но с той приятной разницей, что 
теперь все величины относятся толь- 
ко к двум параллельным многоуголь- 
никам и их взаимному расположению. 
Упражнение 10. 
Т> 2Ю, то есть К» 0? 
Ответ. Пе всегда. (Впрочем, если А« 


< 0, неравенства (11), а следовательно, и {5) 
очевидны. } 


Верно ли. что 


Попытаемся теперь доказать, что 
для любых параллельных выпуклых 
п-угольников, один из которых лежит 
внутри другого, неравенство ИТ) вы- 
полняется. 

Сразу же отметим, что это утверж- 
дение, по крайней мере на первый 
взгляд, значительно более сильное, 
чем (5): ведь не всегда между двумя 
нараллельными многоугольниками 
можно вставить третий: хаидель» между 
ними может оказаться слишком боль- 
шой (рис. 9). Правдоподобио ли пред- 
положение (11) во всех случаях? 


Из пары — семейство 


Мы сейчас увидим, что наше обобще- 
ние довольно удачно: неравенство (11) 
выражает некоторое естественное 
свойство целого семейства параллель- 
ных многоугольников. 

Получается это семейство из’ дан- 
ных двух многоугольников @ и Р 
очень иросто. Представим себе, что п 
точек, совпадавших в момент времени 
{—0 с вершинами мяогоугольника (), 
начали двигаться — каждая со своей 
постоянной скоростью — так, чтобы 





Рис. 10. 


Рис. 11. 


в момент времени {=1 попасть в со- 
ответствующие вершины многоуголь- 
ника Р (рис. 10). В любой момент 
времени Ё (по крайней мере между 
О и 1) эти л точек будут, очевидно, 
вершинами выпуклого многоугольни- 
ка, параллельного © и Р. Обозначим 
этот миогоугольник (а также его 
площадь) через Ё (4). Поскольку дли- 
ны сторон л-угольника Р (Ё и их рас- 
стояния от параллельных сторон @ 
нзменяются со временем равномерно, 
имеем 


р & @@-бОЬойи _ 
ось и а 


= 0 ЕЮ! -- Ка?. 


Мы’’видим, что РЁ (1) выражается, 
как функция времени #, квадратным 
трехчленом; неравенство же (11) озна- 
чает, что дискриминант этого трех- 
члена Ю?— ОК должен быть больше 
нли равен нулю. Неотрицательность 
дискриминанта эквивалентна утверж- 
дению, что трехчлен Р (1) имеет ве- 
щественный корень (но, конечно, этот 
корень никак пе может оказаться 
на отрезке [0, 1], где Е (2) >>0 по са- 
мому определению). 


(12) 


Упражнения 


11. Докажите, 
ратноС трехчлена 


ИЕ (а-- РА = р т. 2Во -- Ка): -|- 
-- Ка) ВЕ-Е КВ 
имеет тот же знак, что н дискриминант Р (1) 
{здесь @ и В — любые числа, @ 5 0). 
Замечание. Замена / на а ВЕ 
означает просто выбор другого начала отсче- 


что дискримннант квад- 
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та и другой единицы масштаба на оси &. 
Отсюда следует, что неотрицательность диск- 
риминаита — это свойство всего семейст- 
ва Р {{) параллельных многоугольников, не 
зависящее от того, какие именно два из них 
О = Е (0) и Р=Е(1) соответствуют #= 0 
Е № |. 

12°. Со дна колодца глубиной Й рабочий 
бросает камень вертикально вверх с. пачаль- 
ной скоростью и. Вылетит ли камень из 
колодца? 

Ответ. Да, если дискриминант трех- 
члена у (д) = —#-- и — 422 положите- 
лен (& — ускорение свободного падения кам- 
ня): >> 2ей. 


Итак, мы облекли нашу  гиио- 
тезу (5) в форму следующей тео - 
ремы: 

Пусть прямые, на которых ле- 
жали стороны выпуклого п-угольника, 
8 момент времени [=0 начинают 
равномерно двигаться — так, что 
каждая перемещается со своей ско- 
ростью, оставаясь параллельной пер- 
воначальномиу положению, и все они 
до момента 1—1 по-прежнелиу явяяют- 
ся сторонами выпуклого п-угольника 
Е (®. Тогда: 

1} Нлощадь Е (1) как функция 1 
выражается квадратным трехчленом: 


Е (0=О+2Ю1- КР 0. 


2) Дискриминант этого  трех- 
члена  неотрицателен: 
Ю*—ОК-0. 

3) Дискриминант равен нулю 

в том и только том случае, если 

п-угольник не меняет со временем 


своей формы (остается подобным пер- 
воначальному). 


. 37 


Теорему-то мы сформулировали... 
Но вот, верна ли она — хотя бы 
для треугольников? 


Семейство треугольников 


Два треугольника с параллельными 
сторонами обязательно подобны, а три 
прямые, соединяющие соответствую- 
щие вершины, пересекаются в одной 
точке (рис. 11). 

Последнее утверждение становится очё- 
видным, если представить себе, что один из 
треугольииков приподнят над плоскостью 
чертежа — перенесен в параллельную плос- 
кость: тогда три плоскости, проходящие че- 
рез пары параллельных сторон треугольни- 
ков, — плоскости граней усеченной пирами- 
ды, основаниями которой служат наши тре- 
угольники, — пересекаются в одной точке. 
В этой точке будут пересекаться и прямые, 
соединяющие вершипы треугольников, — 
продолжения боковых ребер ухеченной пи- 
рамиды. Спроектировав всю картину вновь на 
плоскость чертежа, получим, что упомянутые 
три прямые действительно пересекаются в 
одной точке О 

Семейство параллельных треуголь- 
ников, заданное для моментов време- 
ни Рот 0 до 1, можно естественным 
образом продолжить на всю ось Ё 
«от минус бесконечности до плюс 
бесконечности»: в некоторый момент 
{— (о треугольник обратится в точку О, 
а затем будет вновь расти; при этом 
его положения до момента Ёъ н после #5 
соответственно симметричны  отно- 
сительно точки О. (На рисунке 12 
изображен случай, когда точка О 
лежит вне треугольников; наши 
рассуждения применимы и к этому 
случаю: в формулировке теоремы мы 
предусмотрительно не оговорили того, 
в какую сторону — вне или внутрь 
многоугольника — должны двигаться 
прямые; позже мы увидим, что это 
несущественно.) Площадь треуголь- 
ника в момент времени 2 = ё, обра- 
щается в нуль, а при любом { про- 
порниональна квадрату линейных 
размеров, то есть пропорциональна 
квадрату разности (#+—Ё№): 


Е (0=6 (1-6, 


где с — постояннсе положительнсе 
число. 
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Дискриминант такого квадратного 
трехчлена равен нулю, и, значит, 
все три пункта нашей теоремы в слу- 
чае л==3 выполняются безоговорочно. 


Упражьения 


13. Докажите, что прямые, соединяющие 
соответствующие вершины двух параллель- 
ных многоугольников, пересекаются в одной 
точке тогда и только тогда, когда многоуголь- 
ники подобны. 

14°. Четыре точки движутся по плоско- 
сти равномерно н прямолинейно (каждая — 
по своей прямой и со своей скоростью). 
Известно, что первая и вторая точки встреча- 
ются © каждой из остальных. Докажите, что 
третья и четвертая точки встречаются меж- 
ду собой. 

15. Проверьте справедливость теоремы 
для случая, когда исходный многоуголь- 
ник — параллелограмм. 

16°. Проверьте, что нашу теорему можно 
сформулировать так; если в аквариуме с 
плоскими наклонными стенками (каждая 
из м > 3 стенок имеет свой наклон) вода рав- 
номерно испаряется, то скорость испарения 
воды 5 (1) в момент временн { выражается 
квадратным трехчленом от Ё его дискрими- 
нант неотрицателен, причем равен 0 в том 
и только в Том случае, если плоскости стенок 
пересекаются в ОДНОЙ точке. 


Осталось самсе главнсе (и труд- 
нсе): доказать теорему для произ- 
вольного п4. 

Было бы очень соблазнительно и 
в общем случае — для любого пл — 
продолжить нашу положительную 
функцию РЁ (1, определенную перво- 
начально для Ё6 [0,1], на всю ось # 
и доказать, что при некотором {= 
ее значенне будет отрицательным или 
равным нулю — отсюда следовало бы, 
что дискриминант трехчлена К (#8 не- 
отрицателен. Но сделать это сразу 
для произвольного л трудно. Поэтому 
воспользуемся индукцией. 


Приклеим уголок 


Предположим, что при некотором и-=3 
наша теорема доказана, и докажем ее 
справедливость для семейства парал- 
лельных (п-1)-угольников, предста- 
вив (п--П-угольник как л-угольник 
с отрезанным углом. 

Лемма. У любого т-угольника 
(т—>4), за исключением  параллело- 
грамма, найдутся два соседних угла, 
сумма которых больше 180`. 





Рис. 13. 
Действительно, выписав все т сумм двух 
соседних углов многоугольника и сложив 


эти м слагаемых, мы получим удвоенную 
сумму всех т углов: 2. 180°. (т — 2); поэтому 
хотя бы одно из м слагаемых не меньше 


и 


2 [ 4 - 
2.180? (1 --=.) — 180? (2 т) >18. 


Равенство возможно толькс еслн т = 4 и 
каждое из (четырех) слагаемых равно 180°. 


Возьмем телерь любой (п П- 
угольник низ данного семейства. 

Можно считать, что наш (пр 1)- 
угольник — не параллелограмм (этот 
простой случай разобран в упражне- 
нии 15). Пользуясь леммой, про- 
должим две стороны (п--1)-угольника 
так, чтобы снаружи образовался тре- 
угсльник, составляющей вместе с 
(п-Е1)-угольником выпуклый л-уголь- 
ник (рис. 13). Обозначим площади 
(п--1)-угольника, треугольиика и их 
объединения в момент времени 
1 (01) через ЁЕ„+: 1), РА (И и 
Е» (6) соответственно. Тогда 


Рая (0=Р, (—РА (0. (14) 


По доказанному Ра (1) — квадрат- 
ный трехчлен, неотрицательный при 
всех вещественных 2. Нс предположе- 
нию индукции РЁ, (1) — квадратный 
трехчлен с неотрицательным дискри- 
минантом, то есть существует Г, 
при котором Е, (#}=50. Значит, 
Е „ру (#) — тоже квадратный трехчлен 
от (причем равенство (14) позволяет 
определить его для всех значе- 
ний #) и Ра+. ([)<0, то есть дис- 
криминант его неотрицателен. 

Этот дискриминант равен нулю 
тогда н только тогда, хогда все три 
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трехчлена имеют один и тот жеё крат- 
ный корень {= 5 (см. {13)). При этом, 
по предположению индукции, п-уголь- 
ник РЁ, (4) остается подобным самому 


себе, стало быть, величина УР, (0) 
ни длины всех сторон п-угольника 
Е„ @) пропорциональны | |. 
То же самое верно и для Ра (0, 
а следовательно, н для Рё, (0. 
Обратное очевидно: если сохраняет 
форму Ри, (1), то ее сохраняет каж- 
дый из многоугольников Р, (В н 
Ра (1). Теорема доказана. 


Упражнения 


17. Постройте пример семейства нс 
вывуклых  пятнугольциков, для которых 
днскримниаит трехчлена ЁР ({:} будет непо- 
ложнтельным. 


182. Докажите, что: 
а) дая любых зещественных р....- рл, 
9. ... о дл 


(2:9: + р29 -|- ... -Р Рл9т) = 
5. НХ 
} ’ 
ха -Н а - ... + 9 
©) (р:9: р292 —... — Ря@л)* > 
хо О] о - 
3—3 —..-Х 
<“ о 9 2 
Х и — 9 —.-— 9), 


если обе скобки снрава иноотрицательны, 
В каких случаях достигаются равенства? 


19. Каков ответ в задаче, сформулиро- 
ванной в начале статьи? 

20. Докажите, что для любого выпуклого 
многоугольника Р*> 41$, где Р — перн- 
метр, $ — площадь многоугольника («низопе- 
риметрнческое неравенство»). 


В заключение отметим, что теорема, к 
которой мы пришли, имеет целый ряд ните- 
ресных обобщений н следствий. Многие из 
них, относящиеся к пространству любой раз- 
мерностн (теорема Брунна, 1887 г.; неравенст- 
ва Брунна — Минковского), обсуждаются в 
книге Г. Хадвигера «Лекцнн об объеме, 
площади поверхности н изспериметрии» 
(«Наука», 1966 г.}, где наши семейства парал- 
лельных многоугольников называются ли- 
нейными семействами или аилейными пучка- 
ми множеств. 
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задачник кванта 





Решения задач из этого номера можно посылать не позднее 34 декабря 1974 г. по 
здресу: 117071, Москва, В-71, Ленинский проспект. 15, издательство «Наука», журнал 
«Квант». После адреса на конверте напишите, решения каких задач вы посылаете, 
например: «Задачник «Кванта», №291, М292» ипи «...ФЗОЗ». Решения задач по каж- 
дому из предметов [математике м физике], а также новые задачи просьба присы- 
лать в отдельных конвертах. Задачи из разных номеров журнала присылаите также 
в разных конвертах. В письмо впожите конверт с написанным на нем своим адре- 
сом [в этом конверте вы получите результаты проверки решения). Условия ориги- 
нальных задач, предлагаемых для публикации, присылайте в двух экземппярах 
вместе с вашими решенмями этих задач (на конверте пометьте: «Задачник «Кван- 
та», «новая задача по математике» мли «...новая задача по физике»]. 

После формулировки задачы мы обычно указываем, кто предложил нам эту задачу. 
Разумеется, не все эти задачи публикуются впервые. Нанболее трудные задачи 
отмечены звездочкой. 


Задачи 


М291!—М295, ФЗ03—$307 


№291. На сторонах А.А А.А,, 
А.А, треугольника А.А.,А. пострес- 
ны квадраты с центрами О, О,, О, 
лежащие вне треугольника. Докажи- 
те, что: 

а) отрезки 0,0, и А.О. равны 
по длине и взанмно периендикулярны; 

6) середины отрезков Аз/,, 0.0... 
АА, и А.О. являются вершинамн 
квадрата; 

в) площадь этого квадрата в 8 раз 
меньше площади квадрата с цент- 
ром О.. 


М293. Дан треугольник С,С.0. 
В нем проводится биссектриса С.С., 
затем в треугольнике С.С.О — бис- 
сектриса С.С, и так далее. Докажите, 
что последовательность величин углов 
у» = <С,-.С„О.стремится к пределу, 
н найдите этот предел, если 
С, ОС. =“. 
А. Бернард, М. Фельштын и И. Тка- 
чев, ученики 10 класса 
М294. Докажите, что если а, в 
с, Ч х, цу, и, и — вещественные числа 
и абса >0, то 
(ах она в (схгаси--ау= 
э(асиих-- всиху- адиху-- Ваниу) Хх 
‹(асх-- ки--аао- вау). 
В. П. Ф2гдотов 


В. М. Фишман 


№292. На доске выписаны числа 


от | до 50. Разрешается стереть 
любые два числа и вместо них запи- 
сать одно число — модуль их раз- 
ности. После повторения указанной 
процедуры несколько раз на доске 
остается одно число. Какое это может 
быть число? 

Ф. Г. Шлефер 
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М295*. Сечения выпуклого много- 
гранника тремя параллельными пло- 
скостями ро, ру нр. (р, расположена 
между рен р. на одинаковом расстоя- 
ини Я от той и другой) имеют площадн 
5, 5: Н $. соответственно. Между 
Рон р. нет ни одной вершины много- 
гранника. 


а) Докажите, что? И, = 
ит И$.. 

6) В каком случае неравенство 
обращается в равенство? 

в) Найдите площадь 5, сечения 
многогранннка илчоскостью,  парал- 
лельной р, и расположенной на рас- 
стоянин Ш от рь и (2— ВН} от р, 
(0<#<2). 

г) Найдите объем части 
гранника, заключенной 
скостями ро и р... 


$303. Точечный источник света 
находится на некотором расстоянин 
под тонкой собирающей линзой 
(рис. 1). Где и как нужно установить 
плоское зеркало для того, чтобы 
нз линзы выходил параллельный пу- 
чок света по направлению, показан- 
ному стрелкой? Построить ход лучей. 


много- 
между пло- 


Н. Б. Васильев 


В. А. Алешкевич 





Рис. 1. 


$304. Насос подает массу т воды 
в час на высоту Н по трубе диамет- 
ром 4. Какова должна быть мощность 
насоса №? Можно ли с помощью на- 
соса меньшей мощностн подавать мас- 
су певоды в час на высоту Я? 


фм 






=> 
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Рис. 4. 


ФЗ05. В сосуд с водой опускают 
Г-образный стеклянный капилляр ра- 
диуса г, полностью смачиваемый во- 
дой (рис. 2). Зависимссть коэффициен- 
та поверхностного натяжения от тем- 
пературы показана на рисунке 3. 
В каком днапазопе температур вся 
вода вытечет из сосуда, если г>==0,] мм, 
й—14,1 сми Н=15 см? Толщиной 
стенок канилляра пренебречь. 


ФЗ06.* На рисунке 4 изображена 
схема теплового ваттметра (г,«, 
’<«Ю,). Тонкая проволока АВ, на- 
каливаемая током, перекинута через 
блок, оттягиваемый кверху пружин- 
кой. К блоку прикреплена стрелка, 
которая поворачивается при повороте 
блока. Показать, что поворот стрелки 
прямо пропорционален мощности то- 
ка Р, потребляемой нагрузкой (Ю\}. 

Считать, что: 1) количество тепла, 
которое отдает нагретая проволока 
окружающей среде, пропорционально 
разности температур проволоки н сре- 
ды; 2) изменение сопротивления уча- 
стков проволокн АВ из-за удлинения 
и изменения их температуры прене- 
брежимо мало. 


ФЗ07. Самолег пролетает с по- 
стоянной скоростью и по горизонталь- 
ной прямой, проходящей над головой 
наблюдателя. Какой угол & с верти- 
калью составляет направление, по ко- 
торому к наблюдателю доносится звук 
мотора в тот момеит, когда наблюда- 
тель видит самолет в направлении, 
составляющем угол ф с вертикалью? 
Скорость звука с. Рассмотреть слу- 


чаи иже и ис. 


Г. Я. Коткин 
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Решения задач 


М251—М255; Ф260—Ф268 





М251. Дано пфишек несколеких цветов, при- 
чем фишек каждогс цвета. не Солее п/2. Докажи- 
те, что их можно расставить на окружности 
так, «тобы никакие д4е фишки одинакового 
цвета не стояли рядом. 


Первое решение. Будем счн- 
тать, что если рядом стоят две фишки одина- 
кового циста, то они соединены дугой. Тогда 
нам нужно доказать, что существует такая 
расстановка фишек на окружностн, в которой 
нет дуг. 

Пусть имеется какая-тс расстановка фи- 
шек по кругу; докажем, что фишки можно нс- 
реставить таким образом, что в новой расста- 
новке чнсло дуг уменьшится 

В самом деле, пусть, например, в расста- 
новке две черные фулики сосдинены дугой. 
Тогда на окружности обязателым найдутся 
две нечерные фишкн, стоящие рядом. Дейст- 
вительно, если бы рядом © каждой нечерной 
фишкой стояли черные, да сше две черные 
стоялн рядом, то черных фишек было 
бы болыше половины, а это протнворечит 
условию. 

Возьмем теперь одну нз упомянутых 
нечерных фишек и поставим се между двумя 
черными. При этом чнсло дуг в новой расста- 
новке, счевидно, уменьшится. Так как число 
дуг в расстановке не может оказаться мень- 





Рис. 1. 
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ше нуля, то в конце концов мы получим рас- 
становку фишек нЕ окружности без дуг. 
Второе решение. Будем дока- 
зывать утверждение задачи индукцией по 
чнслу А различных цветов. Когда #22, 
утверждение очевидно: в этом случае фишек 


й 
каждого инета должно быть 7 ‚И НХ можно 


расставнть в чередующемся порядке. Если 
у нас имеются фишки А-=3 цветов, скажем, 
красного, черного и зеленого, будем дейст- 
вовать так. Иачием расставлять тс фишки, 
которых больше всего, например красные, -- 
через одну на нечетные места. Когда красные 
фишки кончатся, будем продолжать расстав- 
лять на нечетные места черные фишки. Ясно, 
что фишками двух иветов мы исчерлаем все не- 
четные места, остаток черных фишек сможем 
поставить между красными, а на свободные 
(четные) места сможем поставить зеленые 
фишки (рис. 1). 

Если число фишек 2-4, то найдутся 
два цвета таких, что фишек этих обоих цве- 
тов будет не больше п/2. Перекрасиз эти 
фишкн в один ивст, получим набор фишек 
(&—1} цветов, дяя которого предположение 
нидукцни выполнено. Расставив их по ок- 
ружности так, чтобы выполнялось условие, 
и вернувшись к зервоначальной окраске, 
получим нужную расстановку фишек & 
ипетов. 

Третье решение. Возьмем п ры- 
нарей, даднм каждому по фишке п объявим 
двух рыцарей врагами, ссли нм достались 
фишки одного цвета, и друзьями — если раз- 
ного. Тогда  выполиены условия задачн 
№250, а; поэтому рыцарей с фишками можно 
рассаднть за круглым столом. 


В. Л. Гутенмахер 


Решевие задачи №952 см. в етатье 
А. А. Егорова «Решетки и правильные мно- 
гоугольники», которую мы поместнм в «Кван- 
те» № 19 за 1971г. 


М253. На плоскости заданы три точки, 38- 
яяющиеся соответственно центрами вписан- 
ной, описанной и одной извневписанных окруж- 
з06;з2 урРугозьника. Как ло этим данным 
восстановить треугольник? 

(Напомним, что  вневнисанной  окриж- 
ностью треугольника называется окружность, 
касающаяся одной из сторон треугольника 
и продолжений двух других сторон.} 


Обозначим вериниия искомого треуголь- 
ника буквами А, Ви С, центры описанной, 
впнсанной и виевлисаяной окружностей--- 
буквамн О, О, н О, соответственно (рис. 2). 

Заметим, “зо прямая 0.О.. проходящая 
через центры вписанной и вневписанной ок- 
ружностей, является бисссктрисой угла А 
треугольника АВС, то есть лрямая 0:0. 
должна проходить через вершину А. Легко 





Рис. 2. 


сообразить, что 2 0:В0,= 3 0.СО,=л/2. Сле- 
довательно, точки В и С лежат иа окруж- 
ности $ с днаметром О,О„; обозначим центр 
этой окружности (то есть, середниу отрезка 
0,0.) буквой $. Так как точка О — центр 
описанной окружностн, то она находится на 
перпендикуляре, проходящем через середниу 
отрезка ВС. Но отрезок ВС — хорда окруж- 
ностн 5, поэтому этот перпендикуляр должен 
проходить через центр окружиости $, То ссть 
через точку 5. 

Итак, если точки О и $ не совпадают, то 
прямая О$ перпендикулярна к стороне ВС 
искомого треугольника н проходит через ее 
середину. 

Осталось воспользоваться тем, что точка 
пересечения перпендикуляра, проходящего 
через середнну стороны ВС, и биссектрисы 
угла А (то есть точка 5) находится на окруж- 
ности, описанной вокруг треугольника АВС 
(см. рис. 2). Поэтому описанную окружность 
(с центром 0) мы можем построить (ес радиус 
равен отрезку $0). Вторая точка пересечс- 
ния этой окружности с прямой 0,0. — это 
вершина А искомого треугольника. Точкн. 
в которых окружность пересекается © ок- 
ружностью 5, — это две другие вершины на- 
шего треугольника (В и С). 

Из указанного лостроения видно, что 
точки О,, О, НО не могут быть заданы пронз- 
вольно: очевидно, что точка О, должна ле- 
жать внутри окружности с центром в точке 
О, проходящей через середнну О.О». Дока- 
жите, что это ограничение на расположенне 
точек 0, 0,,0, — единственное. 


„Л. Г. Лиманов 


М254. Вычислите значение У ©, ПИТ... ПИ 


НЕ 100 


с точностью: а) 100 знаков после запятой, 
5} 101 знака после запятой; в} 200 знакдв 
после запятой. 





Приведем решение, позволяющее вы- 
числить этот корень с точностью 301 знак 
после запятой. 
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Преобразуем данное число следующим 
образом: 


1 „ИИ | „в м 
— }0,999...999 = ИТ 10-165, 
106 
Тогда 


Ут — 10-100 1 — 0,5.10-29°. (1) 


Уточинмы эту оценку: найдем такое по- 
ложительное число а, чтобы выполнялось ие- 
равенство 
ИГ 105 <!— 0,5. 10-100 — д.10-209. 

{2) 
части нера- 


Для этого возведем обе 


венства (2) в квадрат: 


1—10-100<1-1-0,25. 10—200-1-а7.10—80°— 
— 10-19090. 10—200--а. 10-396; 
упрощая, получим 
0 (0,25—2а)-а-10-—199-- а2. 10—290. 
Чтобы выполиялось неравенство (2), до- 
статочно взять а=0,125--10—*9*. Дей- 
ствительно, при этом значении а выражение 


0.25—2а-Ра-10-19° положитедьно. 
Таким образом, приходим к оценке: 


у — 19 < 1 — 0,5-10-10° — 


— 0,125.10-299 — 10-352. (3) 


Чтобы оценить чнсло УТ — 107108 сни- 
зу, выберем число 5 так, чтобы вынолиялось 


неравенство 

Ут 10%°>1 —0,5.10-10% — &-10-209, 
эквивалентное 

0-> (0.25 —26) + 6-10-10% -+ 62.10-29°. (4) 


Чтобы выполнялось иеравенство (4), 
достаточно положить 6-—0,125- 10-191. 


Получаем такую оценку: 
У! 10-9 >1—0,5-10-10° — 
— 0,125-10-290 — 10-391. {5} 
Из оценок (3) и (5) следует, что 
0,9... 949...98749...9<ИТ— 10° < 
т, т 75. 
< 0,9... 949...98749 ... 93. 


_ 1 9 
Отсюда получаем 
у... И= 
160 _ 
-=0,33...3166...6 2499...9..., 
квт 10 ^ 0 8. 


причем все 301 знак после запятой верны. 
Аналогичное решение этой задачи прис- 

лал наш читатель С. Доморяд. 
С. Т. Берколайко 
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Рис. 3. Залнтые систом области сфер — те, 
из которых можно провести касательную к 
другой сфере. 


М М255. АВ и СР — различные касательные 
х двим данным шаром (А и С принадлежал по- 
верхности одного шара, В и 2 — дриго2д). 
Докажите, что проекции отрезков АС и ВВ 
на прямую, проходящую через центры ана 
ров, равны. 

Пусть О; н О. — центры шаров, |[О;А | 
= [0,С |= г: и б.В |= 10.2 |=. — их ра- 
днусы, [0\0.|=а. |АВ|=!. |СЬ|=т. 
зА0:0,=$. 30С0:0,=. $ 
Тогда длина проекции отрезка АС на пря- 
мую 0,0, равиа 


ЛАО, Ко59-- СО, |созф | 
== [1 С05ф—1С034 |. (1) 
По теореме косниусов для А АО,О, (рис- 3) 
АО. |= да: Эт 4созф. (2) 
Поскольку угол АВО», (между касательной 
и радиусом) прямой, 
|0. |= В |2 В.О [= (3) 
Мз (2) и (3) получаем 


Зато п, Г. (4) 
Аналогично найдем 
г со 7-1 @—т— п. {5) 


Из (1), (4) ин (5) следует, что проекция 
отрезка АС на О1О» имеет длину 


[#2 — 27] 


24а ^ 


Ясно, что такую же длину имеет и проскиня 
отрезка ВО. 

Приведем еше одно решение этой задачи, 
яснее раскрывакуцее ее геометрическую по- 
доплеку. Плоский аналог задачи М255 (рис. 4) 
подсказывает, что касательные должны быть 
расположены так, чтобы нх середниы проек- 
тировались в одну н ту же точку на нрямой 
0,0.. то есть что все сезедины касательных 
к двум данным шарам должны лежать 8 00- 
ной плогкости, перпендикулярной линии цент- 
ров. Мы докажем более общее утверждение. 
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Рис. 4. Проекции отрезков АС н ВО на ли: 
нию центров одинаковы, если середнны АВ 
н СР проектируются в одну точку Р. 


Теорема. Всё тонки М. касательные 
изкоторых к двум данным шерам имеют оди- 
наховую длину, лежат в одной плоскости, 
перпендикулярной линии центров ОО} и пе- 
ресекоющей 0105 в такой точке Р. для ко- 
торой, 

[РО | [РО г (6) 

Заметнм, что поеледннм равенством 
положение точки #Р на прямой 0:0, 
опредсляется однозначно: если на прямой 
0,0. выбрать систему координат так, чтобы 
точки О; н О. получили координаты 0 ин 4, 
$0 кооряииата х точки Р однозначио опреде- 
ляется из уравнения х“—(х— а) = иг: 

мт 


ы За 


Теперь докажем теорему. Тут самое за- 
мечательнос, что можно сразу нерейти к илос- 
кой задаче: ведь из точки АР к каждому шару 
можно провести много — целый «конус» — 
касательных, очевидно, равных но длине, 


Г 


|- а: 





и мы можем выбрать всегда те из них, которые 
лежат п плоскости МО:О» (рис. 5). В этой 





Рис. 5. Далнны всех кисательных, пропеден- 
ных из точки А к каждому шару. одинаковы. 





Рис. 6. Разность квадратов расстояннй от М 
до центров кругов постоянна. Поэтому точ- 
ка М принадлежит определенной прямой, 
пернендикулярной линии центров (радикаль- 
ной оси двух окружностей). 


плоскостн (рис. 6} лежит и проекция № 
точки 21 на прямую 0.0.- 
Из равенства длин касательных 


У мов —п = И мог п 


вытекает. что 
р: 
МО, [— | МО = м м. 


Пользуясь тем, что треугольники 4А1/1”О` 
ни 1М'О»› — прямоугольные, получаем 


мо, Р— ГО, =>, 


то есть для точки М” выполняется то же ра- 
венство (6), что и для точки Р; как мы уже 
говорили, в этом случае Л{’ должна совпадать 
с Р. Таким образом, точка М лежит в плос- 
кости, перпенднкулярной линии центров я 
проходящей через точку Р, определяемую 
равенством (6) (эта плоскость называется ра- 
Онкальной плоскостью двух даниых сфер). 
Теорема доказана. 


И.Ф. Шарыгин, И. Б. Васияьсв 





К решению задачи М 218. 
В <«Кванте» № 4 за этот год мы предложили 
читателям обобщение задачи №218. Редакция 
получила несколько писем. Нанболее пол- 
ное решение прислал В. Л. Рабинович. 

Напомним формулировку задачи, привс- 
дем ответ и укажем основную ндею решения. 


Задача. При каком наибольшем сп 
для любых положительных хе, ....хя верно 
неравенство 
(хх: >... Г >, 

2 сп (хаха Г хака... Г хх!) (1 

Ответ: с.=2, сз = 3, сл = 4 при 


п = 4, при этом в случаях п = 2, 3, 4 нера- 
венство верно при любых х,, -.., хд. 
Докажем, что неравенство 


(ХЕ да В Фо хх -Е 
о... ми "РО 10) 
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верно для положительных ху, Ха, 
всех п > 4. 
Для п — 4 неравенство (2) верно при 
любых х:, Хь, Хз, Ха. В самом деле, 
(, — а Хз: ху) — 
— 4 (ха т дохз Е Язь хаху) = 
7 (жа | ха) 6 хе — 4-х х 
Хх; ха) == (Хх, — хз —х,) >> 0. 
Докажем, что если неравенство (2) верно 
для п положительных чисел, то оно верно и 
для (п Г 1!) положительных чисел. 
Мы можем считать, что хи: — нанмень- 
уиее из чисел Ха, Хь, ... Хи. Тогда 
(2х1 — хи) (2х — хизи) > 0. 
Сложив это неравегство с (2). получим 
7 = Ра 
Р.Р Ра: 
+ 4х — 2х. Хана — ЭхдааХя 2 


ох, при 


== 4 хз -- хз -Г - - Хп-аХв - Хаху, 
откуда 
(хех... хай -- ха (а хи) т 
| Г Хи-|-1 > 
254 (хх г... Г ханахь Г мхи — 4х, = 
Чхтхяжа т Аха: — 
—4 (ах. +. К ХлАиеь т ХльаХЬ, 
тем более 
а РВ = | 
= (ха -Е ... + хи Е Ада (их. -... 
‚ха Е И 
> Ядхльа Рока а). 


В. „1. Гутенмихер 





$260. На вход схемы (рис. 7, а) подаются 
прямоугольные импульсы напряжения величи- 
ной (\, и длительностью т. Период позторе- 
ния импульсов Т (рис. Т, 6). Найти устано- 
вивееся через очень много периодов напряжг- 
ние на конденсаторе, если в течение периода 
напряжение на конденсаторе изменяется 
очень мало. 

Когда в цепи установится равновесие, 
напряжение, а значит, и заряд на конден- 
саторе меняться не будут. То есть увеличенне 





Рис. 7. 
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Рис. 8. 


заряда при зарядке будет равно уменьшению 
заряда прн разрядкс- 

При зарядхе конденсатора в течение вре- 
мени Т напряженне на нем равио 

ИИ — 1. 

Так как за период заряд на конденсаторе 
меняется очень мало, то можно считать за- 
рядиый ток постоянным и равным 


А9 
13 „_ ие ‚ 
где 49 — изменение заряда. Таким образом, 
49 
Ие=и.- Ам: (1 


Ирин разрядке конденсатор разряжается 
через сопротивление К в течение времени 
Т—т, поэтому Ис=/рЮ, где разрядный ток 

А9 
бт. 





Следовательно, во время разрядки 


А9 
Ис = Е ю. (2) 


Решая совместно (1) и {2), получим 


ют 


бое. 


$261. На границе раздела двух жидкостей 
с разными паотностями плавает, погрузив- 
шись в нижнюю жидкость на глубину й, тод- 
стостенный стакан с тонким дном. Стакан 
заполнен доверху верхней жидкостью. Внеш- 
ний радиус стакана Ю, внутренний г. В дне 
стакана появилась дыра. Насколько изменит- 
ся глубина погружения стакана после того 
как жидкость перестанет втекать в него? 


Запишем условие равновесня стакана 
в первом случае (рис. 8, а): 


тата в- Ел. 


Здесь т — масса стакана, пир. ли?! — мас- 
са жидкости внутри стакана (!-— высота ста- 
кана). Рв, — выталкивающая сила. 
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Рис. 9. 


Если тело плавает на граннце раздела 
днух жидкостей Так, что в первой жидкоста 
находится часть тела объемом У, а во вто- 
рой — К», то на тело действует выталкнваю- 
щая сила, равная 

Евр: УггравУ- 
Действительно, можно мысленно разделить 
тело на две части по границе раздела жнд- 
костей и рассматривать каждую часть в от- 
дельности. От этого пи положение тела, ин 


действующие на него силы, конечно, не измс- 
няться. Таким образом, 


Ев: = рбл 8 В)--родя КИ. 
Тогда условие равновесия запишется так: 


Когда В дне стакана появится дыра, ниж- 
няя жидкость будет втскать в стакан, вытес- 
няя оттуда верхнюю жидкость. Это будет 
происходить до тех пор, пока уровень грани- 
цы жидкостей внутри стакана ие совпадет 
< уровмем границы жидкостей вле стакана 
(рне. 8, 6). И в этом случае тоже стакан будет 
находиться в равиовесии, поэтому можно за- 
писать равенство, аналогичное равенству (1): 
тя Г раил!? 1 — х) Г ровли?х = 

р > 
= рад? ((— х) |- рвлВх. (2) 
Из (1) и (2) находим 


э 


х=й =—Я- 

Мы получили, что ответ ие зависит ни 
от массы стакана, ня от плотностей жидкостей. 
Это может вызвать удивление. Вель если ста- 
кан тяжелый, а верхняя среда, например, — 
воздух, то ясно, что после появления дыры 
стакан потонет. Однако ответ задачи правнль- 
ный. Дело в том, что при решении мы заве- 
домо считали, что НЕ и Хх (при, А 
или х>.[ стакан будет тонуть). Этн усдовия 
вместе с равенствами (1) н (2) позволяют най- 
ти соотношения между плотностью матернала 
стакана и плотностями жидкостей, при ко- 
торых возможно равновесие стакана как 
в первом, так и во втором случаях. 


Ф262. Тонкостенный цилнядрический — ста- 
кан, имеющий тонкое дно, закрыт невесомым 


\/\/ 


\| 





Рис. 10. 


тонким поршнем. Между поршнем и дном в 
стакане вставлена пружина. Внутри стакана 
находится воздух при атмосферном давлении 
Роз Стакан плавает в в0%, как показано 
на рисунке 9, а, расстояние от позерхности 
воды 90 поршня равно [1, глубина псеружения 
стакана равна №,. Нлощедь поршня 5, жест- 
кость пружины Ё, плотность воды р. На ка- 
кую максимальную глубину можно погрузить 
стакан под воду, чтобы он еще мог всплыть? 
Объемом пружины пренебречь. 


В начальный момент стакан плавает на 
поверхности воды. Это означает, что дейст- 
вующая на него сила тяжести уравновеши- 
вается выталкивающей архнмедовай силой: 

тё — РЕ.5. 
При погружении стакана сначала выталки- 
вающая сила будет увеличиваться. Но когда 
поршень достигнет уровня воды, снла дав- 
лемия зоды начнет перемещать поршень вниз, 
к дну стакана. При этом объем стакана, а зна- 
чит, и выталкивающая сила будут умень- 
шаться. Очевидно, что максимальная глубн- 
на погружения стакана — это такая глуби- 
на, на которой выталкивающая сила, как 
н в начальный момент, равна силе тяжести, 
действующей на стакан: 

тр == рех$. 
Здесь х — высота поршия от дна стакана 
{рнс. 9, 6). Причем, из (1) и {2) 

х.= {.. 

С другой стороны, величина х связана 
с глубиной погружения стакана й. Запишем 
условре равновесия поршия. На иего сверху 
действуют сила атмосферного давления 
Ро$ и сила гидростатического давления 
ре(к—х)5$, а снизу — сила упругости 
пружины ВАх = ЖЕ — х) и сила дав- 
ления воздуха в стакане р$. Естественно счи- 
тать, ‘что температура воздуха под поршнем 
не меняется (сна равиа температуре воды), 
поэтому из закона Бойля — Марнотта 


Ро (1, аЕ 15} — рх, 
В-Ё 


РАРЕ а 


откуда 
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Рис. 11. 


Таким образом, можно записать 
Раз - Ей — х} 5 


а (1, 2) $ 
= (1, чье, 
Подставляя сюда х=|.. получим: 


РЗ - р — 1, $ = #1 + Рь$ [1 + |), 
откуда | | 
роз, -- Ш, + 0275 


5— РЕЗЁ > 
Ф?63. Матированное стекло (одна из поверх- 
ностей стекла гладкая, другая шероховатая) 
прикладывают к чертежу: один раз гладкой 
поверхностью кверху, Оругой раз — книзу. 
В одном случае чертеж виден хорошо, в дру- 
гом — разобрать его невозможно. Почему? 


Шероховатая поверхность стекла рас- 
сеивает падающий на нес свет равиомерно во 
все стороны. Если стекло лежит на чертеже 
гладкой поверхиостью (рнс. 10, а), то в каж- 
дую точку шероховатой поверхности стекла 
попадают лучи, идущие как от линий черте- 
жа, так и от чистых мест. Световые потоки, 
ндущие из таких разных участков чертежа, 
затем рассеньаются во все стороны одинаково, 
и от каждого участка чертежа в глаз пойз- 
дают лучи, идущие как от линий чертежа, 
так и от чистых мест. Разные участки стекла 
`оэтому кажутся одинаково яркими, и ра- 
зобрать чертеж пельзя. 

Если же стекло обращено к чертежу 
матовой поверхностью (рис. №, 0}, то мато- 
вая поверхность оказывается освещенной не- 
рэвиомерно. Лучи, идущие из разных точек 
этой поверхности, попадают в глаз, ие пере- 
секаясь, н чертеж легко разобрать. 


Ф264. Дзёе одинаковые круглые плоекие ме. 
таллические пасстины, расположенные так, 
ке”? показано на рисунке 1, вращают с угло- 
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вой скоростью в в противоположные стороны 
8 магнитном поле, перпендикулярном плоскос- 
тям пластин. Индукция магнитного поля 
равна В, расстовние между пластинами а. 
Оси пластин соединяют проводником. Найти 
установившееся распределение плотности за- 
рядов на пластинах. 


Вращающисся пластины образуют 
плоский конденсатор с неравномерным раси- 
ределением зарядов вдоль пластин. Если 
выделить одинаковые находящиеся друг про- 
тив друга участки пластин © площадью $, 
то нетрудно найти емкость конденсатора, ко- 
торый образуют эти участки. Она равна 


= &: Так как заряд такого конденсато- 


ра равен @== Сё/, где М — разность потенциз- 
лов участков, то ясно, что мы легко опреде - 


9 
Лим плотность зарядов на участке в = ит == 
СИ в И 


== = 
Попробуем это сделать. 

На заряд 4, который находится на рас- 
стоянни х от центра пластины, действуют 
две силы: сила Лоренца Рз=9оВ=дохВ 
н сила Р-=9Е со стороиы электрического 
поля, которое возмикает в пластине благодаря 
неравномерности распределения зарядов по 
диску. Равнодействующая снл Ели К». с0- 
общает заряду центростремительное ускоре- 
ние а=0‘х. Поэтому согласно И закону 
Ньютона , 





‚если сможем вычислить И. 


Ра т Вь = ма. (1) 


Так как днски вращаются в разные стороны. 
то‘снла Лоренца, действующая на заряды, 
которые находятся на одинаковом расстояник 
от центров дисков, направлена в разных 
дисках в разные стороны. Поэтому, если для 
первого диска 


4Е— дохВ= то?х, (2) 
то дая второго диска 
Е-- дохВ == тих *). {3 


Из этнх условнй равновесия найдем на- 
пряженности поля на расстояниях х от цент- 
Га 


ров дисков. Они равны (>в Е о ы в пер- 


т 
вом диске н (« ИР ов] х во втором. В 





*) Направления снл Р. в дисках зависят 
от величины ®. Если @ мало, так что 
тсух<& дфхВ, то направления сил Р. В дис. 
ках противоположны, если то?х > дохВ, то 
силы Р» в разных дисках направлены в 
одну сторону. Это видно из уравнс- 
ний (2) и (3). 
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обоих случаях абсолютизя величина напря- 
женности поля пропорциональна х. Это ло- 
зволяет легко вычислить разность потенциа- 
лов между центром диска и точкой, которая 
находится на расстоянии г от центра. Так 
как эта разность потенциалов равна произве - 
денню среднего значения напряженности 
поля на х, авсилу того, что Ех, Еер== 


Ен Е, 





= >: н Ец=0, то 
ве т , 
Я д 


= (68+ в) г2 (4) 


для первого днска и 
аа ль 
= | —®В.-- — в? | г? 5 
з 2 | гу (5) 


для второго диска. 

Разность потенциалов точек дисков, 
которые находятся напротив друг друга, раз- 
на (Так как потенциалы центров дисков 
одннаковы) 


и-0, — И, = оВи*. (6) 
Это означает, что 


=. В!? ыы 
та (7) 


$765. Мальчик, сидящий на сенках, хочет 
подтянуть себя к стене с помощью веревки, 
прикрепленной к сеанкам и перекинутой 
через блоки рис. 12). Каким должен быть 
для этого коэффициент трения мальчика 
о санки, если масса санок тт, масса мальчика 
М, коэффициент трения пелольгв санок о снег 
равен К? \ 


Силы, действующне на мальчика. пока- 
заны иа рисунке 13, а. Это — сила тяжести 
Ма, сила реакции опоры №, сила иатяження 
веревки Т и снла трения мальчика о санки 
Рлр- Так как в отсутствие трения мальчика 
о санки мазьчнк скользил бы по санкам по 
направлению к стене, то сила трения будет 





Рис. 12. 





Рис. 13. 


направлена вправо, то есть в сторону, про- 
тнвоположную возможному перемещенню 
мальчика относительно санок. 

По вертикали мальчик не перемещается, 
а его движение по горизонтали вместе с сан- 
ками будем считать равномерным. Тогда мож- 
но записать такие равенства: 


Т зта -- М— Ме = 0, 
Т соз& — ЁРлр = 0, 
где ЁРтр = #.\ (Е, — коэффициент трения 
мальчика о санкын). 
Отсюда 
Т со а 


&: = МЕ—Т та * 


Силу натяжения веревки Т найдем, рас- 
ематривая движение всей системы мальчик — 
санки в целом (рис. 13, 6). Для вертнкаль- 
кого и горизонтального направлений можно 
занисзть: 


Тата -- М, — (М тЕ=0, 
Т-- Тсоза — Етр, = 0. 
Здесь №, — сила реакции опоры, Ётр, = 
— АМ, — сила трейня санок о снег. Мз этих 
равенств 
т (М т)а 
1-Е с55 а-- Взтя ° 


Тогда окончательно 
Т соз а 
Г: 


*— Ме—Тяпа — 


и Е (М -- т) со & 
— Ма - с0$ 2) — Ет эта * 
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$266. С-образная трубка движется с по- 
стоянной скоростью 9 параллельно поверх- 
ности жидкости (рис. 14). Сечение нижней 
части трибки, опущенной в воду, равно Эт, 
а верхней, находящейся над водой, — $». Ка- 
кая сила приложена к трубке? Плотность 
жидкости р. Трением и образованием воан 
на поверхности жидкости пренебречь. 


Задачу удобно решать в системе коордн- 
нат, связанной с трубкой. В этой системе 
жидкость в нижней части трубкн движется 
со скоростью и. 

За время А? в трубку попадает объем воды 
И == $ ЭАЁ с массой т = р5$.иАг. Импульс 
этой воды равен 


то = рэ? А. 


Так как жидкость не наканливастся в труб- 
ке, то за впемя Аё такая же масса жидкости 
вытекаст их верхней трубки. Но скорость 
и вытекающей жидкости уже другая. Так 
как объем жидкости, попадающей в трубку, 
равен объему жидкости, вытекающей из 
трубкн, то 
Зли = $. 


Отсюда 


1 
а. ® ва 
Е 
и импульс воды, вытекающей из трубки. ра- 


вен по абсолютной величине 
2 


ти = о$5и2АЁ = 057 5. А, 


а направлен в сторону, противоположную 

направлению импульса втекающей воды. 
Таким образом, за время АЁ импульс 

воды в трубке меняется на величину 


А (то) = ти — (— тн) = 
= 95. (5+ у) АЕ. 


Согласно второму закону Ньютона, на воду 
в трубке действует сила 


И а 


А — 





Рис. 14. 


Такая же по абсолютной величиие сила, но 
направленная в другую сторону (по третьему 
закону Ньютона), действует на трубку со 
стороны жидкостн. 


Ф267. Космический корабль сферической фор- 
мы движется вокруг Солнца по круговой ор- 
бите. Какова темлература корабля, если 
энергия, излучаемая единицей площади по- 
верхности Соанца и корабля, пропорциональ- 
на четвертой степени их абсолютных темпе- 
ратур? Космонавты, которые — находятся 
на корабле, видят Соанце в угле 30'.Темпера- 


тури поверхности Солнца принять равной 
6000° К. 


При ленловом равновесии, когда темпе- 
ратура корабля не меняется, энергия, полу- 
чаемая кораблем в единицу времени от Соли- 
ца, равна энергии, излучаемой в ту же ели- 
ницу времени самим кораблем в окружающес 
простраиство: 

за == пол: 
Энергия, излучаемая кораблем, пронорцно- 
нальна площади поверхиостн корабля 5,„== 
э В 
— 41; (ВЮ, — радиус корабля) и четвертой 
степени температуры Т, и равиа 


А5,ТА = ААЛАЁТ,, 


тде А — коэффициент пропорцнональиости, 
одинаковый и для корабля и для Солнца. 

Теперь определим энергию, получаемую 
кораблем от Солнца. С единицы новерх- 
ности Солнца излучается энергия, равная 


&Т; все Солнце излучаст энергию 
= 2+ 
№. вл Та, 


м 
У изя 


распространяющуюся равномерно 
направлениям. 

На расстоянии { от Солица, где нахо- 
дится космический корабль, эта энергия 
проходит через сферу с плошалью поверх- 
ности 


по всем 


$ -- 4пг. 
Через единицу площади поверхности этой 
=; 


Пло- 





с 
сферы проходит энергия, равная $. 
адь сечения корабля равиа дА.. поэтому 
на корабль ‚„омтадает энергия 


У пол == 6 ЛА, 


в ро 
© дА. К: 
Е. с кт. 


к Ё с 


Так как космонавты видят Солине в 
угле © = 30°’ и этот угол мал, то 


Кс 


г 
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и 
” 
АЛК а?т4 
Ка а 
и гол 4 
Итак, равенство излучаемой и ногло- 
щаемой кораблем энергии запишется так: 
^ 
р Вот 
чл, т Е 


Отсюда 
Тс — я 
Ту: = Ух —=210-К. 


Мы получили, что температура корабля 
не зависит от его радиуса и определяется 
только углом а, в котором видно Солнце. 
Этот угол равен углу, в котором видио 
Солице с Земли. Поэтому н температура 
космического корабля оказалась по порядку 
величины совпадающей с температурой ги- 
гантского «космического корабля» — Земли. 


Ф268. Для определения отношения теплоем- 
костей газа при постоянном объеме и при по- 
стоянном давлении иногда применяется сде- 
дующий метод. Определенное количество га- 
за, начальная температура, объем и 9а8- 
ление которого равны соответственно Ту, И, 
и ре. Наеревается платиновой проволокой, 
через которую 8 течение определенного вре- 
мени проходит электрический ток, один раз 
при постоянном объеме Из, причем газ Эости- 
гает давления ра. другой раз при постоянном 
давлении ро, причем объем газа становится 
равным У ‚. Показать, что — и. : 
су (У, — Ио) ро 

Так как проволока нагревается одним 
и тем же током в течение одного и того же 
времени, то газ в обоих случаях получает 
одно и то же количество тепла. 

Если газ нагревается нри постояином 
объеме, то количество тепла, получаемого 
газом, равно 

О = еснкТт -- Т.). 


Заинием уравнения состояния 


пАТ, 


газа: 


Вы Ма = 


ра * пюТ. 


Здесь п—число молей газа, Г температура 
газа при давлении р.. 


Отсюда 
тт, = ар, Ро) , 
и 
О =- сут "о! — 25). (1 


Прин нагревании при постоянном дав- 
ясиии газ получает количество тепла 


4 =: сит (Т'— То). 


Из уравнеинй 
газа 


состонния идеального 


РВоКо пЮТо и Ро, = поют" 
имеем: 
о И, — У | 
н п 
и -и 
@ = сот Ро И, — о) Е ‹) : (2) 
Разделив равенство (1) ина равенство 


{2), нолучим 


су. Ио {р, — ро} 


бл Ро (У, — У.) ^ 
Отсюда 
бт. и. (р, БЫ рь} 


сх р, * 
И. Ш. Слободецкий 


В этом номере мы приводим список чи- 
тателей, приславших в редакцию верные 
рэшения задач М246—М255. В большинстве 
нисем содержалось верное решение задачи 
М251. Остальные задачи решили (жириые 
цифры после фамилии — последние две циф- 
ры номера решениой задачи): А. Азетисян 
{<. Ачашен Арм. ССР) 54; Д. Азов (Челябинск) 
46, 47, 50: М. Амирбаев (с. Кеиес КАССР) 
54; Р. Аракелян (Степанакерт) 46; М. Аро- 
нов (Володарск Горьковской обл.) 54; И. Ар- 
самиков (Грозный) 54; А. Арутюнян (Арташат 
Арм. @СР) 53; Е. Байсалов (Алма-Ата) 
54; В. Басманов (Воронеж) 48, 49, 54, 55; 
В. Бегларян (Калинин) 54; С. Белоглазов 
(ст. Кишерть Пермской обл.) 53, 54; М. Бир- 
ман (Саратов) 53; А. Богорад (Ленииград) 
54; Ю. Бриль (Днепропетровск) 47; В. Бу- 
лавкин (Елец) 53; Р. Вальшин (М. Джалиль 
ТАССР) 53, 55; И. Вандакуров (Ленииграл} 
46; Н. Ванышева (Богородск Горьковской 
обл.) 47; Ю. Виницкий (Ташкент) 46; В. Вн- 
ноградов (Владивосток) 55; „Л. Воробьев 
(Витебск) 46, 53; А. Вятчин (Павлово Горь- 
ковской обл.) 46, 47, 49, 52—55; О. Глушко 
(Москва) 54; А. Гоячаров (Никополь) 47, 50; 
Е. Горбатый (Одесса) 54; Гордин 
(Урень Горьковской обл.) 54; А. Григорян 
(Баку), 49, 50, 52, 54, 55; Л. Грушина (Моск- 
ва) 53; Е. Гугель (Днепропетровск) 47; 
В. Гусейнов (Нахичевань) 53, 54; М. Даниелян 
(Баку), 46, 47; П. Дедик (Москва) 54, 55; 
В ин (Золотое Ворошиловградской обл.) 
48; А. Диденко (Краснодар) 46; В. Дорохов 
{Донецк) 54; 9. Дяченко (Аидрушевка Жн- 
томирской обл.) 46, 47. 49, 52—54; Г. Зай- 
цев (Хабаровск) 46; Ю. Закс (Москва) 53; 
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А. Заргарян (Тбклиси) 54; Я. Захаревич 
(Ташкент) 54: Захарченко (Киев) 52; 
4. Зеленский (Шахтерск Донецкой обл.) 
46. 54; С. Золотарев (Москва) 53, 54; Е. Ка- 
аошин (Москва) 46; П. Кацыло (Москва) 
46, 47, 49, 53, 55; В. Кислюк (Моннно Мос- 
ковской обл.) 54; Е. Колошин {Москва} 
53. 54; С. Коляда (Киев) 46, 47, 53; В. Конев 
(Ангарск) 54; С. Коршунов (Мониио Москов- 
ской обл.) 46; С. Кизнецов (Москва) 486; 
В. Киуликовский (Москва) 53; А. Кирляндчик 
(Вильнюс) 46, 47, 54; А. Кутыркин (Пен- 
за 46; С. Латышев (Грозный) 49; В. Лашин 
(Гагарин} 55; А. Лебедев (Бийск Алтайско- 
го края) 53; Д. Леднев (Ижевск) 46, 52; 
М. Липовский (Волгоград) 53; М. Ловская 
(Москва) 53; В. Мигунов (Обиинск Калуж- 
ской 05л.} 46; В. Мильман (Минск) 49; 


А. Минаров (Харьков) 46; ИН. Морозов 
(Горький) 53; МН. Мощук (Душанбе) 
53; С. Мусаелян (Степанакерт) 47; 


С. — Насыров (Казань) 46; . Не. 
ретим (Москва) 46, 47, 53, 54; Н. Нецветаев 
(Ленинград) 52, 55; /Т. Ободовский (Жданов) 
53—55; С. Охитин (Оренбург) 53; В. Охот- 
ников (Баку) 55; Б. Певзнер (Москва) 54; 
Ю. Перлов (Фрунзе) 46, 53; Н. Пивторак 
{с. Соколовка Винницкой обл.) 46; Ю. Пи- 
нелис (Кзыл-Орда) .46, 49, 50; А. Плахов 
{Москва} 54, 55; В. Пойда (с. Голятин За- 
карпатской обл.) 54, 55; П. Портной (Чер- 
новцы) 46; С. Путинцев (Невинномысск) 58; 
Т. Райков (Болгария) 50; И. Рогачев (Гомель) 
46; Е. Романовский (Киев) 50, 53; Л. Рубиние- 
тейн (Калининград) 53, 54; И. Рудой (Харь- 
ков) 53; А. Ряхин (Калинин) 54; Р. Салихов 
{Петровское БАССР) 53, 54; М. Ситников (Мо- 
сква) 47; А. Слинкин (Москва) 53, 54; В. Смир- 
нов (Уфа) 47; Е. Сокова (Калинин) 54; С. Солн- 
цев (Киев) 46, 47, 54; А. Спирин (Москва) 46; 
А. Султанов (д. Старо-Куручево БАССР) 54; 
В. Тарасов (Ленинград) 47, 54; К. Тевосян 
(Абавян Арм. ССР) 46, 47; С. Трегиб (Таш- 
кент) 54: Н. Тиураева (Кемь) 53; В. Фыло- 
ненко {Диепропетровск) 49; С. Фикашин 
(Ленинград) 46, 47, 50, 52, 54; В. Фомин 
{Орск Оренбургской обл.) 54; И. Фомина 
(Харьков! 53, 54; Фрумкин (Москва) 
52; В. Хацимовский (Красноярск) 54: 55; 
Т. Хованова (Москва) 54; В. Хонин (Перво- 
уральск) 50; Г. Храпиунович (Ленинград) 54; 

. Хухунайшвили (Тбилиси) 54; Н. Цукерман 
(Ленинград) 46, 47; А. Черебатов (Омск) 
54; Т. Чилачава (Тбилиси) 53; Ф. Шаку- 
рова (Казаиь) 53; М. Шалухин (п. Чемишлия; 
МССР) 46; С. Шатащвили (Тбилиси) 53; 
А. Шевкин (Москва) 53: Е. Шефтель (Чер- 
вигов) 53; Г. Шмелев (Ярославль) 46, 49, 52, 
54; Н. Шмырин (Реж Свердловской обл.) 
54; В. Шпаковский (Пинск Брестской обл.) 
54; А. Эстерлис (Тбилиси) 54; С. Югай 
(Фрунзе) 46; И. Юнис (Харьков) 54; Б. Юсин 
(Москва) 52—55; М. Яникова (Москва) 46; 
Б. Яцало (с. Морочно Ровенской обл.) 46. 


Ю. П. Лысов 
$4 


Правильные решения задач ф253—Ф266 при- 
слали следующие читателн (жирные цифры — 
последние две ЦирЫ номера задачи): Д. Аз2в 
(Челябннск) 56; Г. Айзин (Брест) 56, 59, 65, 
66; Р. Акбаров (Андижан) 54, 59, 62; Ю. Алек- 
на (Алитус) 54, 56, 61, 62; А. Александрин 
{Валуйки Белгородской обл.} 61, 62; Я. Анна- 
миурадов (Байрам-Али) 61; А. Ангелуц (Баку) 
54, 62; Н. Антонов (Чебоксары) 54, 56—53, 
82; А. Арабян (Ахалидзе) 61; Р. Бабчанник 
(п. Мэзнома-65 км Хабаровского кр.) 63; 
Е. Байсалоз (Алма-Ата) .58; В. Бакуров 
{Новосибирск) 53, 54, 58, 59, 60, 62, 63; 
С. Болашов (Москва) 65, 68; Г. Бареладз: 
(Тбилиси) 58, 61, 62; Г. Бежиашвили (Руста- 
ви) 65; М. Бейгельман (Калииинград) 58; 
А. Белоусов (Сумгаит) 63, 65; В_ Белоусов 
(Москва) 63; Ю. Бельский (Брест) 65; 3. Бен- 
дукидзе (Тбилиси) 65; В. Бенхан (Калинин} 
56; А. Берлин (Бобруйск) 56; А. Бертенев 
(Фергана) 54; У. Биджиев (Карачаевск) 
65; М. Биктимиров (Ленниск) 54, 61; Л. Бо- 
гомолов (Одесса) 58, 61, 62; Ю. Богомолов 
{Казань} 63; В. Борисов (с. Верхневилюйск 
Якут АССР) 61, 65; В. Борисов (Воронеж) 
56, 62; В. Борю (Запорожье) 58, 59, 61, 62; 
С. Бостанова (Карачаевск) 65, 66; А. Бра- 
гинский (Москва) 59; Ю. Бриль (Днепро- 
петровск) 63; 3. Бутосов (Кнровская обл.} 
54, 56; Ю. Бучинскас (Шилальский р-н 
Лит ССР) 63; М. Ваксман (Семнпалатннск) 
58, 61, 62; А. Вакуленко (Москва) 58, 59, 61, 
62; И. Винсковский (с. Гаи Нижние Львов- 
ской обл.) 62; А. Волков (Челябинск) 54, 
61, 66; Д. Воловик (Москва) 56; В. Водчков 
(Залегощь Орловской обл.) 54, 62; И. Га- 
линников (Волгоград) 54, 56, 59, 61, 62; 
М. Гедалин (Тбилиси) 59, 61, 62; И. Герко 
(Кременчуг) 63; С. Герц (Хуст) 54, 58, 59, 
61, 62, 65; ИН. Гиндлер (Хмельницкий) 54; 
Р. Гирдянис (Вильнюс) 65, 66; А. Говяда 
(Киев) 66; И. Голдовский (Брянск) 66; Э. Го- 
40д (Иннск Брестской обл.} 65,66; Е. Горба- 
тый (Одесса) 57, 65, 66; А. Гордин (Урень 
Горьковской обл.) 63; С. Горишный (Таган- 
рог} 63, 65; Г. Горлачев (Белорецк) 66; 
А. Григорьев (Грозный) 62, 65, 66; о. Гридов- 
ский (Орша) 54; С. Гришин (Вязьма Смолен- 
ской обл.) 63; М. Давлатханое (Наманган) 
57; Е. Демихов (Усмань Липецкой обл.) 61; 
Р. Динисламов (с. Н. Белокатай БАССР}; 
59; ЛП. Джавакидзе (Тбилиси) 65; А. Добры- 
нин (Губаха Пермской обл.) 54. 55, 57; 
Ю. Докучаев (Ленинград) 58, 59, 61—63, 
65, 66; В. Дорохов (Донецк) 63, 66; А. Дро- 
бинин (Евпатория) 59, 61, 63, 66; М. Диб- 
равский (Омск) 59, 61.62; Э. Дяченко (с. Андру- 
шевка Житомирской обл.) 57; Р. Егорян 
(Раздан) 58, 59, 61; С. Епищин (Москва) 54; 
Г. Еркнапетян (Ереван) 55, 56; В. Железнов 
{п. Октябрьский Амурской обл.) 56, 57; 
В. Жук (Грозный) 54, 56, 58, 59; И. Заверткин 
(Орск) 58, 62, 686; С. Загидулин (Феодосия) 
61; С. Зазовский (Новомосковск Тульской 
обл.) 54, 56; А. Зеленский (Шахтерск Донец- 
кой обл.) 57, 63; Ю. Зельдин (Орша) 57; 


П. Золотарев (Ташкент) 65; И. Зорин (Курск) 
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58; А. Иванов (Фергана) 54; В. Иванов (Же- 
лезнодорожный) 54; В. Изанов {Комсомольск- 
иа-Амуре) 62; ТГ. Иванова (Москва) 57; 
В. Иващук (Кнев) 53, 54, 56-59, 61, 62; 
А. Измайлов {Баку) 58, 59, 61, 62; А: Илькун 
(Згленодольск) 54, 56, 57; Н. Имранов (Баку) 
61, 62; Л. Исьянин (Москва) 54; Е. Карма- 
нозский (Колпино) 54, 61; А. Карнаух (Бел- 
город) 59, 61, 62; В. Карпов (Москва) 54,62: 
В. Карпухов (Челябинск) 51, 58. 62; А. Ка- 
рякин (Сарань Карагандинской обл.) 62, 65; 
В. Катицин (Белые Столбы) 59; А. Кацман 
(Сумгаит) 54; Б. Кацман (Мытищи) 59, 61— 
63; Н. Кириллова (Ворема Горьковской обл.) 
62; А. Клименко (Конотоп) 62; Л. Клименко 
(Москва} 61; А. Клочко (Жуковский) 54, 59, 
62, 65, 66; И. Ключиков (Запорожье) 59, 63, 
65. 66; А. Логан (Воронеж) 58; Я. Коган 
(Глазов) 53, 54, 61, 66; Р. Козак (Винница) 
54, 59; Р. Колошин (Дрогобыч) 54, 62; С. Ко- 
ляда (Киев} 54, 62, 66; М. Кондратьев (Уфа) 
61, 62, 65; В. Контарин (Таллин) 65, 66; 
С. Копыловекий (п. Знобь-Новгородское Сум- 
ской обл.) 54, 56, 57, 66; И. Коратный (Львов) 
59; Г. Коренчик (с. Мельиики-Мостинские 
Волынской обл.) 65; С. Коршунов (Моинно 
Московской обл.) 53, 54, 56-59, 61, 62; 
М. Котловский (Дрогобыч) 54, 62; 7. Коф- 
ман (Таллин) 54, 65, 57; С. Креким (Мага- 
дан) 54, 56, 59, 62; М. Кроль (Павлово-Посад 
Московской обл.) 61, 62; А. Кидряшев (Са- 
ратов) 54, В. Кузьмин (Грозный) 54, 56; 
В. Куликов (Иваново) 59; В. Куликовский 
(Москва) 63, 65, 66; В. Курдин (Москва) 53; 
А. Курдятов (Саратов) 58, 62; М. Киркин 
(Москва) 54; Р. Кучкаров (Хазараспский р-н 
Хорезмской обл.) 5$, 59, 62, 65, 66; Н. Лапина 
(Белгород) 58, 61, 62; Н. Лебедев (Казань) 
58, 62; Д. „Теднев (Ижевск) 62: В. Леконцев 
{Уфа) 62; В. Лизунов (Щекино) 54—57; 
В. Лозинский (Львов) 65; „7. Лопатенко 
(Днепропетровск) 59, 61, 62; А. Лычак 
(Магнитогорск} 59, 61, 62; С. Ляпин (Петрн- 
ков Гомельской обл.) 57, 58, 61, 62, 65, 66; 
И. Майхриук (с. Белобожница Тернопольской 
обл.) 58. 62, 68; А. Макаров (Харьков) 54, 
59, 60. 62; В. Малышев (п/п 75254 «А») 58, 61; 
В. Малов (Ташкент) 59; В. Мамед-Заде 
{Баку) 66: Г. Мамедов (Баку) 56; М. Мамлян 
(Ереван) 54; ЕЁ. Мартынова (Нежин) 65; 
А. Мелкумян (Физули) 54, 59, 62; С. Мель- 
ник {Харьков) 55, 56, 61, 62, 65; В. Мизунов 
(Щекино Тульской обл.) 59, 61, 62; „7. Ми- 
родашвили (Тбилиси) 58, 59, 61, 62; В. Ми- 
ропольский (Днепропетровск) 59; В. Мирский 
(Москва) 54; А. Молотков (п/о Кубинка Мос- 
ковской обл.} 66; В. Морозов (Клинцы Брян- 
ской обл.) 61, 62; А. Морозовский (Киев} 
65; В. Мотовилов (Шастополь) 62; Р. Миса- 
лимов (Байрам-Алн) 63; Р. Назареулов 
{Стерлитамак) 62; М. Насартдинов (п. Аз- 
нахиево ТАССР) 62; А. Немыкин (Кировабад} 
57; А. Оксак (Ворошиловград) 62; Ю. Онищен- 
ко (Люберцы) 63, 65, 66; С. Орехов (Минск) 62; 
А. Осин (Камышин) 59, 61, 62; В. Осипенко 


(п. Знобь-Новгородское Сумской обл.) 65; 


С. Островская (Харьков) 58, 62; М. Паневин 
(Балашиха) 66; Пантедеймонов (Хуст) 
56, 59, 66; А. Паровичников (Обнинск) 54; 
В. Пахомов (Днепропетровск) 59, 61, 62, 66; 
Ю. Перфильев (Саратов) 61; В. Пестунов 
(Кировоград) 63; А. Петленко (Ленинград) 
58; А. Печениык (Волгоград) 63; Н. Пивторак 
(с. Соколовка Вниннцкой обл.) 54, 62; Ю. Пи- 
нелис (Кзыл-Орда} 54, 56—58, 60—62; А. Ло- 
благуев (Винница) 53, 54, 56—-62, 64, 65; 
В. ПНойда 4с. Голятни Закарпатской обл.) 
61; М. Половинник (Мена Черниговской обл.) 
54. 59, 62, 66; П. Полиуян (Красноярск) 61— 
63; Н. Поляков (п/о Сизый Бугор Астрахан- 
ской обл.} 62; С. Пономарев (ст. Брюховец- 
кая Краснодарского кр.) 54; Р. Портной 
(Черновцы) 62; А. Пресман (Москва) 63, 66; 
В. Прокопенко (Н. Роздол Львовской обл.) 
58, 59. 61, 62; А. Рахибовский (с. Куколовка 
Кировоградской обл.) 53; Б. Рева (Таллии) 
54; А. Ремеев (Ташкент) 59, 61, 62; С. Решет- 
ников (Калининград) 63; В. Решетняк {Киев) 
58, 61, 62; А. Решетов (Грозный) 58, 59; 
В. Решетов (Куйбьмиев) 63; В. Решецкий 
(Гвардейск Калининградской обл.) 58; С. Ро- 
зенблит (Рига) 60. 62; Н. Ростовский (Москва) 
58, 59; А. Рыбалченко (п. Усть-Омчуг Мага- 
данской обл.) 57; М. Рывким (Бобруйск) 
63; В. Рыжиков (Ахтубинск Астраханской 
обл.) 54, 56—59. 61—63, 66; Е. Ряписов 
(Ломоносов Ленинградской обл.} 54, 58—62; 
Ю. Савельев (Сланцы Ленинградской обл.) 
54; А. Савин (Москва) 58, 59; Р. Салихов 
(с. Петровское Ишимбайского р-на БАССР) 
66; Т. Сареазаков (Фрунзе) 59; И. Сафарга- 
лиев (с. Яиги-Курган Ферганской обл.) 
58, 60, 62; В. Свешников {Чебоксары} 62; 
В. Свиридов (ВИНИСС, Рамонский р-н Во- 
ронежской обл.) 66; Р. Сергеев (д. Перебродье 
Витебской обл.) 61, 62: В. Сержанов (д. Сред- 
не-Белая Амурской обл.) 58; С. Скотников 
(Сосновка Кировской обл.) 62; А. Смирнов 
<<. М.-Заборское Семеновского р-на ) 55; 
В. Смоденков (Ленинград) 54, 59, 62, 63, 66; 
Ю. Смоленцев (Ессентуки) 58—62. 64—66; 
А. Смык (Красноярск) 62; С. Сорокин (Гроз- 
ный) 58, 62, 65, 66; О. Стехин (Васильков 
Киевской обл.) 64; Р. Таривердиев (Сназань 
АзССР) 54; Ч. Таривердиев (Сназань Аз ССР) 
54; (Л. Требулева (Ташкент) 54, 56—63; 
0. Трифонов (Киев) 66; М. Тиульчин- 
ский (Киев) 54; Ф. Тюрин (Свердловск) 
61—63, 66; М. Тяпин (п/ю Мякса Вологод- 
ской обл.) 63; И. Удин (Дубна) 54, 61, 62; 
С. Улитин (Целиноград) 61, 62; Н. Усвят 
{Ташкент) 54, 58, 57; Р. Усманов (Уфа) 
61, 62; С. Утнасупов (Элиста КалмАССР) 
54, 61, 62; Н. Ухватов (п. Дзержинского 
Московской обл.) 54, 55; Н. Федин (Омск) 
54—58, 62—66; В. Филиппов (Балашиха 
Московской обл.) 59, 61, 63, 66; „Т. Флейшман 
(Москва) 59; П. Фоменко (Днепропетровск) 
58, 60, 61, 63—66; Л. Хигер (Ташкент) 66; 
А. Хизанишвили (Тбилиси) 59; П. Химич 
(Валуйки Белгородской обл.} 58; А. Хомич 
(Брест) 62; Е. Хохулин (Львов) 58, 61, 62; 
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Л. Цимринг (Горький) 63, 65, 66; И. Цифра 
(с. Велятнно Закарпатской обл.) 59; Ю. Цы- 
ганов (п. Вербилки Московской обл.) 54—59; 
С. Чавушян (Ереван) 65; Ю. Черныш (Минск) 
56—59. 61, 64—68; М. Чернявский (с. Меди- 
ничи Львовской обл.) 58, 62; Ю. Чистяков 
(Москва) 56; М. Шоамухамбетов (Алма-Ата) 
56, 57; В. Шендрик (Алма-Ата) 53—55, 57; 
А. Шень (Москва) 60,61; Г. Шмелев (Ярос- 
лавль) 59, 61, 62; В. Шоев (Фрунзе) 54, 56; 
С. Шульга {Ельск Гомельской обл.) 59; 
О. Щербаков (Лвда Гродненской обл.) 59, 
62, 64, 66; А. Юдин (Сызрань Куйбышсв- 
ской обл.) 54; Е. Юдин (Ессентуки) 59: 
В. Якименко (пою Анастасьевка Хабаров- 
ского кр.) 58. 

С. Г. Семенчинский 


Поправка 


В «Кванте» № 9 за этот год по вине редак- 
цин была допущена опечатка. Текст в левом 
столбие З|-й страницы вачниая с 11 строки 
снизу, следует читать: «... жизненные пронес- 
сы настолько сложны, что даже сверхупро- 
щениая модель поддается математическому 
нзучению с трудом». 
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Пределы 
последовательностей 


Г. В. Дорофеев 





ПРАНТИНУМ 
АБИТУРИЕНТА 





В отличие от большинства статей, опубликованных в разделе «Практикум абитури- 
ента», в этой статье нет указаний, в каком вузе м в каком году предлагалась та 
млм мная задача. 

Это нетрудно объяснить: понятие предела в школьном курсе используется исклю- 
чительно в теоретическмх целях, м каких-либо вычислительных задач, связанных 
< пределами, в школе не решают. Естественно поэтому, что м в варивнтах письмен- 
ных экзаменов, предлагаемых поступающим, подобного рода задачм отсутствуют. 
Однако в билетах на устном экзамене понятме предела встречается весьма часто 
м — что особенно важно — во всех вузах. Более подготовленным читателям мы ре- 
комендуем также познакомиться со статьей М. Л. Гервера «20 задач на пределыю 


({«Квант», 1974, № 3]. 


Если мы обратимся к программе для 
поступающих в вузы, то слово «пре- 
дел» мы встретим в ней всего лишь 
один раз — в пункте 5 раздела 1 
«Арифметика, алгебра и элементарные 
функции». Однако можно насчитать 
больше десятка вопросов, входящих 
в программу, в самой основе которых 
лежит именно понятие предела. Это, 
прежде всего, геометрические вопро- 
сы, связанные с длиной окружности, 
площадью круга, площадью поверх- 
ности и объемом цилиндра, конуса, 
шара и его частей. Кроме того, по- 
нятие предела используется при опре- 
деленни степени положительного чис- 
ла с иррациональным показателем 
и суммы бесконечно убывающей гео- 
метрической прогрессни. 

В действительности список вопро- 
сов, в которых нспользуется понятие 
предела, значительно шире, мы при- 
вели только те из них, где примене- 
ние пределов совершенно стандартно 
н привычно для школьников. Поня- 
тие предела используется, например, 
при доказательстве основной леммы 
о подобии треугольников, формул 
площади прямоугольника и объема 
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прямоугольного параллелепипеда, при 
доказательстве существования кор- 
ней натуральной степени из положн- 
тельных чисел, существования лога- 
рифмов положительных чисел и`т. п. 
На одном из этих вопросов мы оста- 
новимся в конце статьн. 

У абитуриентов часто возникает 
вопрос: в каком объеме требуются 
от них знания о пределах последова- 
тельностей. При этом многие считают, 
что никаких теорем о пределах вооб- 
ще знать не нужно — ведь в разделе 
программы «Основные формулы и тео- 
ремы» понятие предела не упоми- 
нается! 

Однако дело обстоит не совсем 
так — при доказательстве некоторых 
формул и теорем, входящих в про- 
грамму, различные теоремы о преде- 
лах явно используются, и поэтому 
знать по крайней мере формулировки 
этих теорем необходимо, а о доказа- 
тельствах речь пойдет позже. 

Рассмотрим для примера вычисле- 
ние суммы бесконечно убывающей 
геометрической прогрессии. Как низ- 
вестно, суммой такой прогрессии на- 
зывается предел $ последовательно- 


сти ($„), где $, — сумма п первых 
членов прогрессии: $ = т 5„. Это — 


ива: - 
определение суммы. А для 
доказательства — того, что 
сумма такой прогрессии всегда 
существует (ведь не всякая 
последовательность имеет предел!), и 
для вычисления этой суммы прово- 








Аится следуюшшя выкладка.” 
п 
Ит$л => Ита, 
п-+о п '—4 
Ё ’а а 
п-т "= 
паке Я 1-9 ы 
Ч, а, 1 _ __@: 
к И 9" = . 
1—4 1 — а 1—9 


В этой выкладке использованы 
следующие теоремы: 
(1} если  последовательность (а„) 
имеет предел, то для любого числа с 
Нт (с—а,}=с — Им аи; 
п-с л-о 
(2) если  последовательность (а„) 
имеет предел, то для любого числа с 


Ит са =с Итая; 


(3) для любого числа 4 такого, 
что |9|<, 
Итд"=0. 
л- 0 


Отметим, кроме того, что вместо 
утверждения (1) при проведении пер- 
вого преобразования можно исполь- 
зовать две теоремы более «универсаль- 
ного» характера: предел разности двух 
последовательностей равен разности 
их пределов и предел постоянной по- 
следовательности (с) (то есть последо- 
вательности, у которой все члены 
равны одному и тому же числу с) 
равен с: 

(4) если последовательности (а;) 
и (5,) имеют пределы, то 

Вт (а,—5,)=Ит аа—Ит 6; 


п-ъ-ю й-ю п-ъю 


(5) Ите=с. 
П» 05 
Отметим, что при ответе на вопрос 
о сумме бесконечно убывающей гео- 
метрической прогрессии проверяется, 
насколько отчетливо абитуриент по- 
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нимаёт, какие именно теоремы и в ка- 
ком именно месте доказательства он 
нспользует, — без таких разъяснений 
проделанная выкладка выглядит как 
«фотография» с учебника и, конечно, 
не может удовлетворить экзамена- 
торов. 

Однако и этого может оказаться 
мало, особенно при поступлении в вуз 
с повышенной математической про- 
граммой. В самом деле, если внима- 
тельно прочитать все ту же програм- 
му для поступающих, то мы обнару- 
жим в ней, что абитуриент должен 
владеть математическими поня- 
тиями, упомянутыми в разделе 1. 
А владеть — это значит уметь не толь- 
ко сформулировать определение, но и 
применить его в простейших случаях. 
А доказательства утверждений (1) — 
(5), кроме, пожалуй, — утвержде- 
ния (4), вполне могут быть отнесены 
К Таким простейшим случаям: они 
не требуют никаких искусственных 
рассуждений, никакой изобретатель- 
ности и доступны каждому, кто знает 
н понимает определение предела. 
Остановимся на этих доказатель- 
ствах. 

Напомним прежде всего, что чис- 
ло а называется пределом последова- 
тельности (а„), если для любого по- 
ложительного числа е существует 
такой номер №, что все члены после- 
довательности, начиная с ам, ма- 
ходятся в интервале между числами 
йен ате; другими словами, для 
всех л>М№ выполняется неравенство 
а—=<а„<а-е, или, чтото же самое, 
|@,—а |< Е. 


Из этого определения немедленно 
вытекает н схема непосредствеиного 
доказательства утверждения а= 
=Ита,: надо показать, как для про- 


л-+о 
извольного положительного числа е 
отыскать число №, обладающее тре- 
буемым свойством. При этом надо 
рассматривать не какое-то конкретное 
числовое значение г (как иногда при- 
ходится слышать, «возьмем произ- 
вольное число &, например в=1/2), 
а именно произвольное значение, то 
есть рассматривать =как параметр. 
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Разумеется, в подавляющем боль- 
шинстве случаев искомый номер № 
будет зависеть от &. 

Докажем сначала самое простое 
утверждение (5). 


Пусть дана  последовательность 
с общим членом а„=с. Возьмем про- 
язвольное положительное число е и 
начнем искать такое число №, чтобы 
для всех л>М№ выполнялось нера- 
венство с—#<а„ < с- в, то есть с—е< 
<с<с\е. Искать долго не придет- 
ся — это двойное неравенство спра- 
ведливо всегда (поскольку #>>>0), так 
что в качестве № можно взять любое 
число, в частности [. 


Теперь докажем утверждение (3). 

Пусть |9 [< Е; возьмем произволь- 
зое число =>>0 и начнем искать та- 
кое число №, чтобы для всех п>М 
выполнялось неравенство — < 4” <= 
или, что то же самое, |947 |< или 
19 "<. Последнее неравенство лег- 
ко решается: оно выполняется для 
всех яп >ю0&‹| = (учтите, что |9 |<). 
Следовательно, в качестве М можно 
взять любое натуральное число, боль- 
шее чем Пой], например, 1- 
-- Нова ]- 

При доказательстве  рассмотрен- 
ного утверждения на экзамене нет 
необходимости воспроизводить все 
проведенные выше разъяснения мето- 
дического характера; лучше провести 
доказательство более лаконично: 
«Пусть = — произвольное положитель- 
кое число; положим №=1-- Повае |, 
тогда, если п>М, то п>овае, 
то есть |9 |"-<<е, или —е <4" <. Сле- 
довательно, 1т4”=0». Можно не опа- 


И.) 

саться, что экзамекаторы не поймут, 
откуда взялось такое значение М, 
нли упрекнут вас в том, что вы 
взяли его «с потолка». 


В рассмотренных примерах мы 
смогли фактически явно указать ис- 
комое число №. Иногда приходится 
ограничиткя доказательст - 
вом существования тако- 
го числа — этого тоже вполне до- 
статочно! 

Докажем утверждение (2). 
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Пусть Ита,„ :=а; возьмем произ- 


п-е 
вольное число =>>0 н будем искать 
такое число №, чтобы для любого 
числа л>М выполнялось неравен- 
ство |са,—са |< в, или [с |. |а,—а |< 
Так как для с-:О локазываемое 
утвержденне, очевидно, справедливо 
(в силу утверждения (5)), то будем 
считать, что с=2-0, и полученное выше 
неравенство перепиием в внле 


|а„—а |< тет. (*) 


Поскольку =/|<| есть некоторое 

положительное число н а=Ита,, то, 

п-+с 
по определению предела, существует 
такое число №’, что при п>М№ 
неравенство (+) выполняется. Поло- 
жим М№-= №”, тогда при п>М№ справед- 
лнво неравенство (*), следовательно, 
н равносильное ему неравенство 
1са,—са |<. 

Итак, мы доказали, что для про- 
извольного #>>0 найдется такое чнс- 
ло №, что при п>>М выполняется не- 
равенство |са„—са |<, а это н озна- 
чает, что Шт са, са, что и требо- 


п-©> 
валось доказать. 

Несколько сложнее — доказатель- 
ство утверждения (4). Мы докажем 
аналогичное утверждение для суммы 
последовательностей, оставив доказа- 
тельство утверждения (4) в качестве 
упражнення. 

Пусть Шиа,=а, Им ф,-=6, возь- 


пьс п>-ю 
мем произвольное =>>0. Тогда най- 
дется такое число №,, что при п >М, 
справедливо неравенство 


= # 
а—— За <ат-—.. 


С другой стороны, найдется такое 
число М№., что при п >М№. справедливо 
неравенство 


< <9+-. 


При п, больших и М,, и №., выпол- 
няются оба полученных двойных не- 
равенства, а следовательно, выпол- 


няется и неравепство 


(нба, Зе) +, (=) 


полученное их почленным сложеннем. 

Положим М№ равным большему из 
чисел М; н М., М=штах (№, №.), 
тогда при п>>М№ будет выполняться 
неравенство (>). Таким образом, по 
заданному = мы нашли требуемое 
определением значение № н доказали 
тем самым, что Ппца,--6,)=а-1 6. 


пъс 

Обратим внимание на то, что в 
формулировках утверждений о пре- 
делах часто стоит ограничение, что 
фигурирующие в них последователь- 
цости имеют предел; без этого огра- 
ничения утверждения (1), (2), (4) 
просто бессмысленны. Чтобы эти 
ограничения не «висели в воздухе», 
полезно знать, что не всякая ипосле- 
довательность имест предел. 

Примером последовательности, ие 
нмеющей предела, является носледо- 
вательзость 


0, 1.0; 50; 1, 


В самом деле, предположим про- 
тивнсе, пусть эта последовательность 
нмеет предел а. Положнм =-=173, 
тогла должно найтись такое №, что 
все члены  последовательности с 
номерами, большими №, лежат в ин- 
тервале (а—1/3, а-- 1/3). Поэтому 
расстояние между такнми членами 
(на числовой оси) не превосходит 2/3. 
Однако в нашей послеловательности 
сколь угодно далеко встречаются чле- 
ны Он }, расстояние между которыми 
равио 1, то есть больше 2/3. 

Найдем теперь предел последова- 
тельности с общим членом 


р 22 5..4 

блз . 
которая используется при вычисле- 
нии объема пнрамиды с помощью 
ступенчатых тел. для вычисления 
этого предёла преобразуем выраже- 
ние для сд: 


_ пе -- 0 (21 -|- 1) р 


и 2 бяз 
1 , 1 


о. 


6 


Си == 
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Теперь вычисление данного предела 

сводится к вычислению предела про- 
1 | 

изведения 4, = (1 Ио =) (2 - | 


п 
а для этого проще всего. воспользо- 
ваться следующим утверждением: 
(6) если последовательности (а„) Е 
(5,} имеют пределы, то 


тип аб = Ил аи - 1 би. 


п-> пьес п-®ю 


Однако доказательство этого 
утверждения значительно сложнее, 
чем все предыдущие: оно требует 
предварнтельного доказательства еще 
нескольких теорем о пределах. В то 
же время вычисление на'иего предела 
можно провести непосредственно, без 
использования этой общей теоремы. 


Докажем, что этот предел равен 2 


(«догадаться», что это так, можно 
из нитуитивных соображений илн 
ва основанни все той же общей 


теоремы б—ведь для этого не обяза- 
тельно ее доказывать!). Надо пока- 
зать, что для всякого # >0 существует 
такой номер №, что при всех п>м№ 
выполняется неравенство 

Ще ,—2< в 
или 


Е 4 


Ясно, что левсе неравенство вы- 
палняется при любых п, а неравен- 


3 1 
ство — .!-— 
л л- 


но мы поступим иначе. Из неравен- 





<= нетрудно решить, 


ва < следует, что — 
ст = ледует, в 


| 4 4 

4 р ` 

-- =-;, а неравенство —„- <е 
4 

выполняется при всяком п >> ——. 


Поэтому, если мы возьмем в ка- 
честве № любое натуральное число, 


4 
большее-— ‚то при п>М будет >—, 


4 
то есть Е ® а следовательно, н 


$ 


Таким образом, для произвольного 
=>0 мы указали требуемсе число №, 
следовательно, ит, -==2, а Ипк„ = 1/3. 


п-©< П->о0 

В заключение обратим внимание 
на иной круг вопросов, связанных 
с понятием предела, а именно — 
на применения так называемой тео- 
ремы Вейерштрасса. Напомним ее 
формулировку: всякая монотонно воз- 
растающая ограниченная последова- 
тельность имеет предел. Апалогич- 
ное утверждение справедливо и для 
монотонно убывающих последователь- 
ностей. 

Мы не будем останавливаться па 
стандартных применениях этой теэ- 
ремы (например, при определении 
длины окружности), укажем некото- 
рые другие ее приложения. 

Все знают, что из отрицательного 
числа нельзя извлечь квадратный ко- 
рень, и легко могут это доказать. 
Все знают также, что из всякого 
положительного числа можно — из- 
влечь квадратный корень, ио как 
доказать, что он существует? Это 
устанавливается с помощью теоремы 
Вейерштрасса. 

Действительно, пусть дано поло- 
жительнсе число с; тогда существует 
такое неотрицательное целсе число ах, 
что 


ас (ао-г 1) 


(а, — целое приближение кория квад- 
ратного из с с недостатком, ао г-1 — 
с избытком). Далее можно найти та- 
кое целое число а, от 0 до 9, что 


р. 


а, \? | а, 12 
(> +15) << + т”) 


(то есть получить приближения корня 
квадратного из с с точностью до 1/10\. 
Продолжая этот процесс, получим 
две последовательности: 


а а а 
(ед = (с. 4 +6, @& +16 + 106, 


И 


+ 
(6) = (во, бо Ч, 


ь 





Н \ 
о. —1 


№...) 





, ы 
ато + 
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Первая нз этих последовательно- 

стей возрастает и ограннчена — 
все се члены меныне чем, например, 
@,1-1; по теореме Вейерштрасса она 
нмеет некоторый предел а. Вторая 
последовательцость амалогичио имеет 
некоторый предел 25. В’силу утверж- 
дения (6) 


: з 
Ни ал 


п-ю 


: з ы 
0, Иитбн 5. 


лъе 


С другой стороны, по самому по- 
строению этих последовательностей 
нмеют место неравенства 


Ге Р-=«а <”, 


откуда следует (см. упр. 9), что 


ис. 


Наконец, пользуясь утверждения- 


ми (4) и (3), получаем 
а—6= Шта,—Итфб, =: 


== Ни (а„—-6„)-= Ит( И 1Ю)7-1=0. 


Таким образом, а= 5, и следовательно, 
а*=с. Другими словами, а — это и 
есть корень квадратный из с, и требуе- 
мсе утверждение доказано. 

Мы виднм, что доказательство та- 
кого «очевидного» утверждения, как 
существование корня квадратного из 
положительного числа, в действитель- 
ности требует применення большого 
числа теорем о пределах. Поэтому 
его строгсе доказательство (и дока- 
зательство подобных ему утвержде- 
ний: существования логарифмов поло- 
жительных чисел, существования 
степени положнтельного чнсла с ирра- 
циональным показателем, существо- 
вания значения арксннуса для любых 
чисел от —1 до Гит. п.) не входит 
ни в школьную программу, ни в про- 
грамму для поступающих в вузы. 
Мы рассмотрели этот вопрос только 
для того, чтобы показать истинную 
сложность доказательства таких ут- 
верждений н дать элементарное пред- 
ставление о способе их доказатель- 
ства. 


Упражнения 


1. Доказать, что предел  последо- 
} 


вательности 1, а о и 


——5,..-- равен 0. 
1 


5 п 
2. Доказать, что йт 2 =1. 
лс 


3. Пусть последовательностн (ал)°н (61) 
имеют пределы, и при любом я справедливо 
неравенство 0 = ап = ёл. Доказать, что еслн 
Бт бл = 0, то ин Нтал = 0. 
лью л-Ъс 

4. Пусть последовательность (ал) имеет 
предел а, а’ последовательность (5„) полу- 
чена из нее: 

а) выбрасыванием 
членов; 

6) выбрасыванием бесконечного Числа 
членов (Например, всех членов с четнымн но- 
мерамн); 

в) добавлением в некоторых местах ко- 
нечного числа новых членов; 

г) добавлением в некоторых местах бес- 
конечного числа новых членов. 

Что можио сказать в каждом из этих 
случаев о пределе последовательностн (6)? 

5. Вычислить предел последовательности 
с общим членом: 


конечиого числа 


а) @п — па -- 2} 
Ап 
6) бл = Зи 5—4: 


8. Доказать, что 
1 1 
оо 0 


последовательности 
1 К 1 


=. ее 
вы 4) 


1, 0, 


41 
5,5, 


не имеют пределов. 

7. Доказать, что если последователь- 
иости (а) н (5,„) имеют пределы, то 
Пт (ав — $1) = Вт ал — Шт ёл. 
дз п-©> п-со 

8. Что можно сказать о пределе последо- 
вательности (ал -- 5,), если  последователь- 
ности (ал) ин (6л): 

а} обе имеют пределы; 

6) обе не имеют пределов; 

в) одна нмеет предел, а другая — нет? 

9. Доказать, что если все члены последо- 
вательности (ал) меньше числа с, то и предел 
этой последовательности не больше с. Можно 
лин утверждать, что этот предел стро- 
го меньше с? 


и 0.2. 10.2.1020... 
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Задачи о графах и сказка 
«Иван-царевич и серый волк» 


(Окончание. Начало си. с. 23} 


2. Нельзя идти по такой дороге, стерев 
которую, мы получим, что из какого-то го- 
рода уже нельзя попасть в столицу. (Такая 
дорога называется перешейком). 

Если следовать правнлу 2, то в любой 
момент не стертые еще дороги и города об- 
разуют связный граф. Покажем, что всегда 
можно следовать правилу 2, то есть, что, 
прндя в любой город М, мы будем иметь 
в своем распоряжении дорогу, которая не яв- 
ляется перешейком. 

Заметим сначала, что если дорога из № 
оказалась перешейком, то есть еще дорогн, 
выходящие нз №. Допустнм самое плохое — 
все эти дороги оказались в данный момент 
перешейками. Предположим, что мы стерли 
две из них; одна соеднняла город № с горо- 
дом №,, другая — с городом /№›. Очевидно, 
что в таком случае из города №, нельзя 
попасть в город А, и- из каждого из них 
в данный момент исходит нечетное число до- 
рог. Рабсмотрим две части царства: города, 
в которые можно пройти из №, н города, 
в которые можно пройти из А.. В силу за- 
мечания 6) в каждой из этик частей должен 
найтись еще один город с нечетным числом 
дорог. Но этого ие может быть, так как к это- 
му времени на карте с нечетным числом до- 
рог, кроме городов №, н №», остается только 
столица. 

Док ажем, наконец, что, следуя правн- 
лам 1 м 2, мы обязательно обойдем все дороги 
по одиому разу. Допустим, что мы вернулись 
в столицу, не обойдя всех дорог. Это значит, 
что на карте остались нестертые города. Рас- 
смотрим тот нестертый город М, который 
мы прошли последним. Очевндно, что доро- 
га, по которой мы из него вышлн, была пере- 
шейком: она не вела в столнцу (иначе мы по- 
пали бы в столицу прямо из М, и город М 
был бы стерт на карте — см. правило |), 
н, стерев: эту дорогу, мы отрезали все пути 
из М в столицу. А в силу правила 2 мы по та- 
ким дорогам идти ие можем. Получили про- 
тиворечне.. 

ем самым теорема Эйлера доказана пол- 
иОсТЬЮ. 
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«Космические» задачи 
на вступительных 
экзаменах 


Е. П. Кузнецов 








В этой статье мы поговорим о зако- 
номерностях движения тел в поле 
тяготения и проиллюстрируем их за- 
дачами, предлагавшимися на всту- 
пительных экзаменах в Московский 
физико-технический институт. 

Так же, как вся электростатика 
описывается, по существу, законом 
Кулона, вся сложность, красота и 
пугающая таинственность движения 
небесных тел заключена в простом 
и изящном законе всемирного тяго- 
тения Ньютона. В чем состоит этот 
закон? Каждый объект Вселенной 
притягивается к любому другому объ- 
екту с силой, пропорциональной мас- 
сам объектов и обратно пропорцио- 
нальной квадрату расстояния между 
ними: 


пт 
К 





Е -—- т 


Кроме того, нужно помнить, что 
сила, приложенная к телу, вызывает 
ускорение в направлении этой силы, 
по величине обратно пропорциональ- 
ное массе тела. 

Сила взаимного притяження двух 
тел описывается формулой, совер- 
шенно аналогичной закону Кулона. 
Поэтому выражение для потенциаль- 
ной энергии будет иметь тот же вид, 
что н в электростатике: 


й по 
М - т. С 

Мы поставили перед формулой 
знак минус. Посмотрим, что это озна- 
чает. 

Для разведения. двух тел на неко- 
торое расстояние (например, для подъ- 


&0 


ема какого-либо предмета над по- 
верхностью Земли) требуется през- 
долеть силу их взаимного притяжения 
(силу тяжести), то есть совершить 
работу. Следовательно, потенциаль- 
ная энергня тела увеличивается. 
С другой стороны, если развести тела 
на бесконечно болыное расстояние, 


‚ сила их взаимодействия будет равна 
нулю. Разумно подожить, что бу- 
дет равна нулю и потенциальная 


энергия. Но увеличиваться, стремясь 
в пределе к нулю, может только 
отрицательная величина. 

Теперь мы исследуем движение 
планет по круговым орбитам вокруг 
Солнца, движение искусственных 
спутников Земли и вообще движение 
под действием сил взанмного притя- 
жения двух тел, масса М одного 
из которых значительно больше мас- 
сы т другого. В этом случае можно 
считать большее тело неподвижным. 

Движение таких тел описывается 
законами Кеплера. Приведем форму- 
лировки законов Кеплера без вывода. 


|. Все тела в Солнечной системе 
движутся по кривым, являющимся ко- 
ническими сечениями (эллипсом, пара- 
болой, гиперболой), в одном из фоку- 
с0в которых расположено Солнце. 


. Радиус-вектор от Солнца до 
планеты заметает равные площади 
в равные интервалы времени (рис 1). 


НГ. Квадраты времен обращения 
планет пропорциональны кубам боль 
ших полуосей их орбит. 

Частным случаем эллниса являет- 
ся окружность. Для нее третий закон 





Рис. 1. 


Кеплера выглядит так: 


и 41? в 
7 М к ь 
где Г — период обращения. Эту фор- 
мулу можно получить, использовав 
выражение для скорости спутника 
прн движении по круговой орбите: 


р у / з у 


Первый и второй законы Кеплера 
для движения ис окружности оче- 
ВИДНЫ. 

Рассмотрим решение конкретных 
задач. 

Задача 1. 





Искусственный спут- 
ник, используемый в системе теяле- 
связи, запущен в плоскости земного 
экватора так, что все время находится 
в зените одной и той же точки зем- 
ного шара. Во сколько раз радиус 
орбиты спутника больше радиуса Зем- 
ли К. =6370 км? Ускорение свободного 
падения у поверхности Земли в 
9,8 м/с?. 

Ускорение, вызываемсе притяже- 
нием спутника к Земле, это — центро- 
стремительное ускорение: 

№ = 
м &2Ю Е 


В нашем случае спутник постоян- 
но «висит» пад одной и той же точкой 
Земли (так называемый стационарный 
спутник), н следовательно, пернод 
его обращения равен периоду обраще- 
ния Земли вокруг своей оси, то есть 
одним суткам. Преобразуем левую 


ПЕр:/Куапетссте.ги 


часть нашего равенства: 


м ум Ю, \? 
о-в] 





Таким образом, 





с Ко \? 
а. 

Умножим обе части на Ю./Ю; тогда: 
у. ЕТ? 
|5д } ^? 4л2В, ° 


Подставляя численные значения, по- 
лучаем 


В _3/9.8 (24-3600): 


За. 
в. | Чат! 


90==6,6. 


Задачу можно решить другим путем, 
используя третий закон Кеплера: 


(в. | = (г; | 


Величина Г нам известна, а Го — 
пернод обращения спутника в непо- 
средственной близости от поверхно- 
сти Земан. Он, очевидно, равен 


21Ю 2лЮ Ко 
т т и — Е = 2х /№ ) 
ь вы Уаю. 1 8 





де и, — первая космическая ско- 
рость. Тогда 


юз Тв 
(| = ад", г 


Задача 2. Спутник вращается 
вокруг Земли по круговой орбите 
радиуса Ю. В результате кратко- 
временного действия тормозного уст- 
ройства скорость спутника умене- 
шилась так, что он начинает дви- 
заться по эллиптической орбите, 
касающейся поверхности — Земли 
(рис. 2). Через какое время после 
этого спутник приземлится? Ра- 
диус Земли Ю.. Трением в атмос- 
фере пренебречь. 

Орбита нзменяется из-за мгно- 
венного действия тормозной уста- 
новки, и дальнейшее движение спут- 
ника снова происходит по законам 
небесной механики. После торможе- 
ния спутник начинает двигаться по 
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Рис. 2. 
эллиптической орбите, большая по- 
луось которой а-=:(В -- Ю)/2. По 


третьему о ое ы 


где м. я спутника 
на эллиптической орбите, а Т„— на 


круговой. Период обращения снпут- 
ннка на круговой орбите равен 


Г - 2%. Е. -2л К | 


к уе 


Тогда период обращення его па эл- 
липтнческой орбите равен 
В ю :- Ю “ 3:2 
Т. = 218 ] и“ ] о 
С момента торможения до посадки 


спутник пройдет как раз половину 
— (см. ри г о 


Е Е 32 
1 = =я^ уе Е ме] 
д [7—° Ю -1- А № | 2 
Ум 

Если расстояние от спутника до по- 
верхности Земли невелико, то есть 
Ю = Во, формулу можно упростить: 

{ М: (= | Ю 3/2 

| °. 

№ У#\ 2? 

До сих пор мы пренебрегалн тре- 
ннем в атмосфере. Рассмотрим те- 
перь торможение спутника в верх- 
ннх слоях атмосферы. Будем считать 
первоначальную орбиту спутника 
круговой, а торможение столь ие- 


62 


ВИр:ИКуапетесте.ги 


болышим, что любой конкретный ви- 
ток с достаточной степенью точности 
можно считать окружностью. 
Полная энергия спутника равна 
сумме его кинетической н потенци- 
альной энергий. Потенциальная энер- 
гия спутника равна — Мту/Ю, а 
кинетическая #1502/2. Но скорость 
движения снутника по орбите о .- 


М 
Гу Тогда кинетическая энер- 
гия спутннка 


р им 
м ии № р: 


то есть определястея только радну- 
сом орбиты и всегда вдвое меньше 
(по абсолютной величине) энергин 
потенциальной. Полная энергия спут- 
ника отрицательна;: 


М 


т (1) 


м пол 


Пусть до торможения спутник 
летел по орбите радиуса Ю, и имел 
скорость 


ил == И". (2) 


После торможения в верхних слоях 
атмосферы спутник перешел на орби- 
ту с радиусом Ю., меньшим чем А, 
(пе лететь же ему в результате тормо- 
жения выше), и его кинетическая 
энергия стала равна №, = ут М/2В ,; 





следовательно, его скорость опреде- 
ляется выраженнем 
ы 1 2. у УМ. (3) 
- т ь 


Если сравнить выражения {3} и (2), 
то видно, что в результате торможения 
скорость сиутника увеличилась (А. < 
<Ю,)! Но хж такова закономерность 
орбитального движеиня, обусловлен- 
ная указаиным выше пропорцнональ- 
ным распределением полной энергии 
между кинстической и потенциальной. 
Полная энергия, как это следует 
из формулы (1), при уменьшенин 
радиуса орбиты уменышается (она 
ведь отрицательна), так что закон 
сохранения энергии ни в коей мере 


не нарушается. Справедливо и обрат- 
ное: если мы хотим перевести спутник 
на более высокую орбиту, нужно его 
разогнать; в результате разгона спут- 
ник будет двигаться выше, но мед- 
леннес. Попробуйте показать это само- 
стоятельно. 

Задача 3. Спутник, затущен- 
ный на круговую орбиту высоты Н = 
= 500 км над поверхностью Земли, 
тормозится в верхних слоях атмо- 
сферы. Угловое ускорение спутника 
В =- 3.10-13 рад/с?. На какой высоте 
окажется спутник через месяц? 

Величина углового ускорения нин- 
чтожна, н поэтому можно считать 
каждый виток спутника окружностью. 
Тогда на каждой конкретной орбите 
мы можем пренебречь трением и при- 
менять к спутнику законы небесной 
механики. Если обозначить раднус 
и период обращения для первона- 
чальной орбиты через А, и Т., а для 
орбиты, на которой спутник окажется 
через месяц, через КЮ, и Т.,, то, сог- 
ласно третьему закону Кеплера, мы 
можем паписать 


7 _ 78 атфатя, 
9 в (РА 
ТЕ -2Т, АТ (АТ 


ЮУ ЗА? (АЮ) ЗВ, (38): (АВ ^ 


Очевидно, чо АРХИВ и АГОТ 
(АК в принципе не может быть 
больше высоты орбиты, тогда как 
раднус Земли 6370 км, а максималь- 
ное значение АТГ вы теперь уже мо- 
жете оценить самостоятельно, поль- 
зуясь третьим законом Кеплера). 
Но тогда без всякого ущерба для 
точностн можно пренебречь членами 
(АВ)?, (АЮ)з, (АГ): 


т агат 
Г — В? -- ЗВЗАЮ 
Отсюда 
ЗАВ ТР --2Т,АТ 
о" 2 
Следовательно, 


АВ 2 АТ 
К ВЕ" 
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Но АТ/Т, == Ао/о,, где ®, — угловая 
скорость спутинка. Мо аналогии 
с прямолинейным равноускоренным 
движением определим угловое уско- 
рение равенством 


где / — время (в нашем случае — 
один месяц). Таким образом, мы по- 
лучаем 


2 
о в _ 3. (Ко -- Н) ВЕ _ 
Е И 
8 (Кь = Ну ий 
Здесь, как обычно, 
у “ т 
Гм. 


Но, поскольку Н< Ю, можно по- 
ложить скорость и равной первой 
космической. Подставив численные 
значения, получим 


2 ИЛА 

АК -- —_ (6370 -|- 500): 
3.103-30.24.3600 
И Е = 
Н’=Н-—АВ- 
Как видим, приобретенных в 
школе знаний достаточно для рас- 


смотрения разнообразных задач при- 
кладной астрономин и космонавтики. 


-= 3 (км), 


497 км. 


Упражнения 


1. С поверхности планеты радиуса Ю 
вертикально вверх стартует ракета с первой 
космической скоростью. Планета не имеет 
атмосферы. На какую высоту поднимется 
ракета? 

2. В 1986 году ожидается появление ко- 
меты Галлея. Последний раз она появлялась 
в 190 году, и минимальное расстояние се 
от Солнца составляло тогда 0,6 расстояния 
от Земли до Солнца (0,6 астрономической 
единицы -— а. е.). Как далеко уходит она от 
Солнца? , 

3. Известно, что в настоящее время Луна 
удаляется от Земли со скоростью и-= 
= 3,3 см/год. Найти угловое ускорение уни 
Среднее расстояние Луны от Земли А = 
== 3,84. 108 км, угловая скорость вращения 
Луны вокруг Земли © = 2,56.10—8 раде. 


63 








РЕЦЕНЗИИ, 
БИБЛИОГРАФИЯ 


Новые 
КНИГИ 





В этом номере мы публику- 
ем аннотации на кинги, вы- 
ходящие в \1\М квартале 
1974 года. Заказы на книги 
надо оформлять через спе- 
циализироваиные магазины 
или магазины «Книга — 
НОЧТОЙ». 


Математика 


Издательство 
«Наука» 


1. Соминский ИН. Я. 
Метод математической ин- 
дикции. Издание 8-е. Объем 
3 л., тираж 100 000 экз. 
цена 10 коп. 

Эта книга посвящена из- 
ложению одного из самых 
важных методов математи- 
ки — метода математической 
индукции. Ясность изложе- 
ния, хорошо подобранные 
примеры завоевали этой кни- 
ге шнрокую популярность. 

Книга доступна уча- 
щнмся старших классов. Она 
с успехом может быть ис- 
пользована на занятиях ма: 
тематического кружка. 

2. Савельев 1. Я. 
Комбинаторика и вероят- 
ность. Объем 25 л., тираж 


10 000 —эжкз., цена 2 руб. 
42 коп. 
Киига посвящена — мз- 


ложению элементарной тео- 
рии вероятностей н ее при- 
ложеииям. В первых главах 
автор на большом количестве 
примеров разбирает вопросы 


комбинаторики. Кинга на- 
писана хорошим живым язы- 
ком. Большое количество 


разнообразных примеров н 
задач увеличивает ценность 
книги. Книга рассчитана на 
учащихся старших классов, 
преподавателей математики, 
физики. Она с успехом может 
быть использована для фа- 
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культативных занятий и за- 
НЯТИЙ математического 
кружка, 


Издатеяьство 
«М и р» 


3. Веннинджер М. 
Модели многогранников. Объ- 
ем 20 л., тираж 75 000 экз., 
цена 1 руб. 40 коп. 

Эта книга знакомит чи- 
тателей с такимн симметрич- 
нымн фигурамн, как мно- 
гогранникн. Помнмо теоре- 
тических положений, в кни- 
те подробно нзложены спо- 
собы  изготовяения много- 
гранников правильных и по- 
луправильных, выпуклых н 
засздчатых. Большое коли- 
чество фотографий и чертежей 
придает наглядность изла- 
гаемому матерналу. 

Книга доступна самому 
широкому кругу читателей. 
Она с успехом может быть 
использована на занятиях ма- 
тематических кружков. 

4. Голомб С У. 
Полимино. Объем И л., 
тираж 100 000 экз., цс- 
на 56 коп. 

В этой книге излагается 
ряд задач, связанных с ио- 
крытнем шахматных и сход- 
ных с ними досок наборами 
специальных фигурок, наз- 
ванных автором «полимино»*) 
по аналогии с домино, являю- 
щимся простейшим частным 
случасм таких-фигур. Зала- 
чи Голомба соединяют про- 
стоту условий и заниматель- 
иость с большой математиче- 
ской содержательностью. Ре- 
шение задач ие предполагает 
специальных знаний, но тре- 


*) См. «Квант», 
№ 11, с. 2; 1973, № 
с. обл. 


1972, 
8, 4-я 
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бует определенной изобре- 
тательиостн. 

Книгу с интересом про- 
читают н ШКОЛЬНИКН, и 
студенты, и преподаватели. 

5. Штейнгауз Г. 
Задачи по-польски. — Объ- 
сем 25 л., тираж 100 000 экз., 
цена 1 руб. 36 коп. 

Автор этой книги завос- 
вал себе прэчную репутацию 
у нашего читателя. Его книги 
«Матсматический калейдо. 
скоп» и «Сто задач» уже давно 
стали библиографнческой 
редкостью. 

Новая книга Цейнгауза 
написана ярким увлекатель- 
ным языком, является одной 
низ лучших книг популярной 
литературы и, несомненно, 
доставит много радостей сво- 
им читателям. Книга рас- 
считана на самый широкий 
круг читателей. 


Физика 


Издательство 
«Наука» 


1. Буховцев Б. Б.. 
Кривченков В. Д. ин 
др. Сборник задач по зае- 
ментарной физике. Изда- 
ние 4-е. Объем 30 л., тираж 
300 000 экз., цена 94 коп. 

В сборинке нриведены 
задачн по всем разделам эле- 
менгарного курса физикн. 
Большинство зада"  прн- 
ведено с решениями. Наряду 
со сравнительно легкими за- 
дачами приведено болышое 
количество задач с‹олиминад- 
ного» Типа. 

Книга  рассчигана на 
учащихся старших классов. 
Она может быть с успехом 
нспользована для самообра- 
зования. 

2. Физика (часть  [У), 
под редакцией А. С. Ахма- 
това. Объем 35 л., ти- 
раж 100 000 экз.. цена 
1 руб. 47 коп. 

Эта квига является 33- 
вершающей частью  амеря- 
канского учебника для сред- 
ней школы по общему курсу 
физики. Весь курс состоят из 
четырех частей: «Вселенная». 
«Оптика н волны», «Механи- 
ка», «Электричество н строе- 
ние атома». Каждая часть со- 


держит соответствующий 
материал, взятый из книги 
«Методическое руководство 


для преподавателей». В ча- 
сти [У изложены начала вол- 
новой механики, ядерной фи- 
зики и физнки твердого тела. 

Кинга рассчитана на уча- 
щихся 8-—10-х классов и пре- 
подавателей физики. 

3. Над чем думают фи- 
зики. Объем 14 л., тираж 
50 000 экз., цена 70 кол. 

Этот выпуск сборника 
переводных работ из амери- 
канского — научно-популяр- 
ного журнала  «ЗзепЫйс 
Атейсап» посвящен пробле- 
мам физикн атомного ядра. 
В нем обсуждаются совре- 
менные представления о свой- 
ствах ядер, радиоактивного 
излучения и их применение, 
проблемы ядерной энергети- 
кн и термоядерный синтез. 

4. Шкловский И. С. 
Звезды: их рождение, жизнь 
ц смерть. Объем 20 л., ти- 
раж 50000 экз., цена 
1 руб. 20 коп. 

Книга посвящена цент- 
ральной проблеме астроно- 
мии — физике звезд. Автор 
стремится с возможной пол- 
нотой осветить фактическое 
состояние вопроса, давая 
лишь самое общее представле- 
ние о существующих тсори- 
ях и гипотезах. Книга до- 
ступна школьникам старших 
классов. 


Атомнздат 


Мы приводим список 
книг, вышедших в разные 
годы. Заказы на эти кинги 
можно направлять по адресу: 
Москва, К-50, ул. Медведева, 
д. |, отдел «Книга — поч- 
той» магазина № 8. 

Арцимович Ч. А. 
Элементарная физика плаз- 
мы. Цена 45 коп. 

Головнин И. Н. 
И. В. Курчатов. Цеиа 34 коп. 

Губарев В. С. Рож- 
дение атомного реактора. 
Цена 14 коп. 

Клайн Б.В. В по- 
нсках. Физика и квантовая 
теория. Цена 90 коп. 

Мухнн К. Н. Зани- 
мательная ядерная физика. 
Цена 77 коп. 

Парнов Е. И. На пе- 
рекрестке бесконечностей. 
Цена 91 коп. 


Издательство 
«Молодая гвардия» 


5. Кем быть. — Объем 
10 л., тираж 100 000 экз., 
цена 35 коп. 

Сборник рассказываег о 
том, как выбрать профессию, 
о различных типах учебиых 
заведений. В сборник вклю- 
чеиы рассказы крупных уче- 
ных об их профессиях. 


Научно-фантастическая 
литература 


Издательство 
«Мир» 


1. Практические изэбре- 
тзния. Объем 13 л., ти- 


раж 100000 —экз., це- 
на 77 коп. 

Эга книга представляет 
собой сборник переводных 


научно-фантастических про- 
нзведений. В него включены 
как рассказы широко извест- 
ных фантастов А. Кларка, 
А. Азимова, так и произве- 
дения авторов, еще пе из- 
взстных советскому читате- 
лю: Л. Ташкета. Д. Рекоме 
и др. Сбэриик с интересом 
прочтуг все любители фан- 
тастики. 


Издательство 
«Молодая гвардия» 


2. Журавлев В. 
Ззлотм? копи дерзаний. Объ- 
ем 15 л., тираж 100 000 экз., 
цена 70 коп. 

Книга состоит из отдель- 


ных научно-фантастических 


рассказов о великих откры- ” 


тнях в психологии, раскры- 
вающих тайны творчества. 

3. Колупаев | 
Качели отшельника. — Объ- 
ем 11 л., тираж 100 000 экз., 
цена 60 коп. 

В книгу включены две 
научно-фантастические — по- 
вести и ряд рассказов. 

4. Саймак К. Город. 
Объем 13 л., тираж 
100 000 экз., цена 65 коп. 

Этот роман известного 
американского писателя 
охватывает 10 000 лет буду- 
щего человечества, его на- 
дежд, исканий и свершений- 
Роман получил международ- 
ную премию. 

5. Приключения, 1974. 
Объем 26 л., тираж 


ВИр:ИКуапетесте.ги 


100 000 экЗ., цена 
1 руб. 50 коп. 
Традиционный  ежегод- 


ник приключенческих по- 
всстей и рассказов советских 
авторов- 

6. НежинВ. Экслерт, 
на выезд! Объем 6 л., тн- 
раж 100 000 экз. цена 18 коп. 

Остросюжетиая повесть 
посвящена работникам ми- 
аиции — экспертам. — Автор 
знакомнт чнтателей с 
новыми методами и техникой, 
способствующей  раскрытню 
преступления. 


Издательство 
«Детская 
литература» 


7. Ферсман А. За- 
янмательная минералогия. 
Объем 19 яд. тираж 
75 000 экз., цена 84 коп. 

Книга принадлежит пе- 
ру крупнейшего советского 
геолога А. И. Ферсмана. 

Автор с блеском расска- 
зывает о красоте и удивитель- 
ных свойствах камня и 06 
использовании камня в про- 
мышленности. 

8. Комар В. Во- 
преки здравому смыслу. Объ- 
ем 12 л., тираж 75 000 экз., 
цена 41 кон. 

Эга книга об осмысленин 
научных открытий, о том, 
что представляет собой со- 
временная наука. 

9. Томилин А. Небо 
ззмли. Объем 25 л., 
тираж 75000 экз., цс- 
на 1 руб. 50 ком. 

Эга книга представляет 
собой очерки об историн аст- 
рономиин, о великих ученых 
н сделанных ими открытнях. 

10. Брагин В. Иска- 
тель утраченных  тысяче- 
летий. Объем 17 л., 
тираж 100 000 экз., це- 
на 72 коп. Научио-фантасти- 
ческая повесть о секрете 
долголетия». 

11. Мир приключений. 
Объем 46 л., тираж 
100 000 экз., цена 
1 руб. 61 коп. 

Ежегодный сборник ипри- 
ключенческих и научно- 
фантастических повестей ©о- 
встских и зарубежных авто- 
ров. 

Т. С. Петрова, 


М. Л. Смолянский 


$5 





Приглашение 
в дальний 
космический рейс 





Книга Ю. Н. Ефремова «В глубинах Вселеи- 
ной» *), приглашая нас в самые отдален- 
ные области беспредельного космоса, застав- 
ляет задуматься о том, для чего нужны 
людям такие необычные путешествия. Пом- 
ните спор между героями фильма «Девять 
дней одного года»? Часть из них утверждала, 
что человеку и не нужно мечтать о полете за 
пределы Солнечной системы, а тем более, — 
за пределы Галактики. Другая — скандиро- 
вала: «Мы за Галактику. Прочитав книгу 
Ю. Н. Ефремова, вы почувствуете себя участ- 
никамн этого спора и найдете немало убеди- 
тельных доводов, свидетельствующих, в част- 
ности, о том, что сторонники перной точки 
зрения внолие могли бы быть не ТОЛЬКО «за 
Галактику», но и «за Метагалактику». 

Не бывает легких космических путешест- 
вий. Хорошая кинга, которую мы советуем 
вам прочитать, тоже не из легких. Автор за- 
думал написать ее так, чтобы она была «еще 
доступна неспециалисту и чтобы некоторые 
ее страницы были уже интересны и астроно- 
му». И с этой задачей ои успешно справился. 

Киига Ю. Н. Ефремова  любопытиа, 
прежде всего, тем, что ее автору удалось в 
рамках двух самых главных ндей своего про- 
изведения обрисовать во миогих деталях и 
подробностях грандиозную картину позна- 
ния мира звезд и галактик. Что же это за 
идеи? 

Идея первая: вся нстория познания Все- 
ленной была неразрывно связана с проблемой 
определения расстояннй до небесных тел и их 
систем. Доказывая это, автор чуть ли ис аб- 
солютизирует поиятие «расстояние до небес- 
ного Тела», превращая его в своего рода фи- 
зическую характеристику иебесных тел. При- 
вычно звучит: «масса Солица», «температура 
звезды», «днаметр Галактики? ни т. д. А вот в 
книге Ефремова вы встретите «расстояние 
Солнца», «расстояния ближайших звезд», 
«расстояния звездных скоплений», «расстоя- 
ния галактик». Физики вправе потребовать, 
чтобы нм точно указали систему отсчета, ибо 
нет «расстояния Солица», а есть «расстояние 


*) Ефремов Ю. Н. В 
Вселенной. М., «Наука», 1973. 
50 000 экз., 200 с., цена 3\ кой. 


глубинах 
Тираж 


5% 
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Солица от Земли», «расстояние ближайших 
знезд от Солнца и т. 4. Но не торопитесь воз- 
мущаться, ибо в книге Ефремова использу- 
ется совершенно определенная система от- 
счета: во всех случаях речь ндет о расстоя- 
ниях от Земли (или Солнца} до всех других 
небесвых тел. Такой згеоцентризм» (или ге- 
лко центризм»). конечно, совершенно оправ- 
дин: ие зная расстояний до небесных тел, мы 
ме можем получить правильного представле- 
ния о кертине миру, уяснить свое место в 
мире, нознать природу небссных тел. 

«Дайте мме точные расстояния до небсс- 
ных тел, и я вам скажу, где вы находитесь и 
что это за небесные тела» — таков смысл сю- 
жетя книги Ефремова. Но точцые расстоявия 
былин получены не пдруг и не сразу. Известно 
много примеров ошибочных оценок рассто- 
яниЯ н связанных с этим неверных представ- 
лений. Многие из «точных расстояний» н се- 
годня еще являются предметом острых спо- 
ров и тягостных сомнений. Поэтому рассказ 
о расстояниях превращается в увлекательную 
праму идей, породившую наши сегодняшние 
преаставления о Вселенной. 

Ндея вторая: накопление количествен- 
ных даиных о Вселенной и, прежде всего, 
данных, относящихся К расстояниям до га- 
лактик, привело в начале ХХ века к важней- 
шему качественному результату. Автор книги 
оценивает этот результат как революцию, со- 
измеримую с коперниковой. Коперник указал 
место Земли в Солнечной системе. Успехи вне- 
галактической астрономин указали «место» 
нашей Галактики во Вселенной. Насколько 
справедлива такая оценка, покажет будущее, 
но сам факт рождения  виегалактической 
астрономии, безусловно, имеет исключитель- 
ное научиое и мировоззренческое значенне. 
История становления внегалактической ас- 
трономин представляет интерес, далеко вы- 
ходящий за рамки «чистой» астрономии. Ос- 
новным вехам этой историн посвящены де- 
сятки страниц книги Ю. Н. Ефремова. 

Прочитав эту книгу, вы познакомитесь 
с остроумиейшими методами решения многих 
астрономических задач, почерпнете разнио- 
образные сведения о нащей и других галак- 
тиках, различных тниах звезд, пульсарах и 
квазарах, суместе по-новому осмыслить многое 
из того, о чем раньше неоднакратно слышали. 

Книга Ю. Н. Ефремова написана увлека- 
тельно. Увлекает н содержание книгн, н фор- 
ма повествования. Описание леденящих про- 
сторов космоса согрето теплотой человечес- 
кого юмора (который не чужд и астроно- 
мам!), насыщено образными сравнениями, 
дополнено удачиыми эпиграфами и, что осо- 
бенно важно, проникнуто собственной увле- 
ченностью автора — соучастника ряда важ- 
нейших астрономических исследований н 
открытий. Такая увлеченность должна пере- 
даться читателям. Ведь увлечениость всегда 
рождается встречей. Это может быть встреча 
с загадкой природы, человеком, книгой... 


Е. П. Левитан 
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ИНФОРМАЦИЯ 


Заочная олимпиада 
школьников 
Азиатской части СССР 





В этом номере мы публикуем тексты 
задач заочного тура физнко-матема- 
тической н химической олимпнад для 
учащихся школ и других средних 
учебных заведений Сибири, Казах- 
стана, Дальнего Востока и Средней 
Азни. 

Олимпиаду проводит Сибирское от- 
деление Академин наук СССР сов- 
местно с органамн народного обра- 
зования. 

Те, кто успешно справятся с зада- 
чами заочной олимпиады, будут прни- 
глашены на областные, краевые, рес- 
публиканские олимпнады на равных 
правах с победителями районных 
олимпиад. Приглашения будут рас- 
сылаться Комитетом по проведению 
олимпиад по домашним адресам. 

После каждой задачи в скобках 
указаны классы, для учеников ко- 
торых она предлагается. Чтобы стать 
победителем олимпиады, не обяза- 
тельно решить много задач. Иногда 
достаточно остроумного решения од- 
ной. Но решить задачу — это не зна- 
чит только дать правильный ответ; 
нужно обязательно обосновать его, 
дать точное доказательство. Задачи 
не требуют никаких знаний, выходя- 
щих за пределы программы средней 
школы. Решения задач по каждому 
предмету должны высылаться в от- 
дельном конверте стандартного фор- 
мата. На конверте укажите, по ка- 
кому предмету решены задачи (ма- 
тематике, физике или химин). В пись- 
мо нужно вложить согнутый вдвое 
конверт с обратным домашним адре- 
сом и маркой; в этом конверте вам 


пришлют извещенне о результатах ра- 
боты. Решения надо писать очень 
разборчиво. Условия задач перепн- 
сывать не надо, но обязательно ука- 
жите номера задач. 

В начале письма разборчиво на- 
нишите: 

1. Свою фамилию, имя и 
ство. 

2. Почтовый домашний адрес (под- 
робный}. 

3. Класс, школу, 
никум и т. д., адрес. 

4. Фамилию, имя н отчество свое- 
го учителя по данному предмету. 

Последний день, когда вы еще 
можете послать решение, — 1 февраля 
1975 года по почтовому штемпелю. 
Письма, отправленные позже, рас- 
сматриваться пе будут. 


отче- 


училище, тех- 


Участники олимпиады направля- 
ют решения по адресу: 630090, Но- 
восибирск, 90, Олимпнада. 


Математика 
1. Найти такое число р, чтобы уравнения 
хх 9= 0, 
х — хр 9=0 
{452 0) имели общий корень. (8 кл.) 
2. Сколькими способами можно расста- 
вить все целые числа от | до 9 в таблицу 
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Так, чтобы выполнялись условия 

@1 -- 222 | а33 = а: 1 + а,з + аз = 
= а: | а,: | азз = аз: | а,2 Е аз= 
= а»: -Ё 432 -|- аз == аз № аз +- а? 


{3—9 кл.) 

3. Найти целое число, которое стано- 
внтся полным квадратом, если к нему при- 
бавнть любое из чисел 100, 168. (8—9 кл.) 

4. На днамстре АД, окружности лежит 
точка С. Рассмотрим такую точку В на 
окружности, что ДВ = СА.. Доказать, что 
бнссектриса, медиана и высота треугольника 
АВС, проведенные соответственно нз вершин 
А, Ви С, пересекаются в одной точке. (8— 
10 кл.) 

5. Найти углы треугольника со сторона- 
ми с, 6, с, если длина стороны а не превосхо- 
дит высоты, опущенной на а, а длнна сторо- 
ны 6 не превосходит высоты, опущенной на 6. 
{8—9 кл.) 

6. Доказать, что МР, где р, № — нату- 
ральные числа, р>1, можно представить 
в виде сын № последовательных нечетных 

( 


чисел. кл.) 
7. Решнть систему уравненнй 
[ими =Ь 


| зе -лутх=5. = (9—10 кл.) 
8. Доказать, что если все точки выпук- 
лого шестиугольника лежат внутри окруж- 
ностн О, то некоторая его сторона не больше 
радиуса этой окружностн. (9—10 кл.) 
9. Доказать, что 


Узда, +1-- Ува, + 1+ 
-= И 2а: 1 <Ё-- 3, 


если #> 0, ага, газ и подкоренные выра- 
жения неотрицательны. (10 кл.) 
10. Решить систему уравнений 


хту хр ау 
8 п: 








=> Уи {10 кл.) 


11. Можно ли построить треугольник, 
стороны которого соответственно равны и па- 
раллельны отрезкам, соединяющим середины 
скрешивающихся ребер треугольной пирами- 
ды? (10 кл.) 

12. Построить треугольник, зная радиус 
описанной окружности ин биссектрису и меди- 
ану, проведенные из одной и Той же вершины 
треугольника. (10 кл.) 


Физнка 


1. Начальное распределение температу- 
ры вдоль однороднога стержня длнны { пока- 
зано на рисунке 1. Нацтк качественную кар- 
тину распределения температуры в последу- 
ющие моменты времени. Какая температура 
установится в стержне, если подождать доста- 
точно долго? Тепло от стержня в окружающее 
пространство не передается. (8 кл.) 

2. Перевернутый тонкостенный стакан с 
дном толщины # плавает на границе раздела 
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Рис. 4. 


двух жидкостей с плотностями р; иф. (рис. 2}- 
Основание стакана’ находится на высоте 
над границей раздела; внутри стакан занол- 
нен жидкостью с плотностью р.. Сечение 
стакана равно $5. Определите вес стакана. 
{8 кл.) 

3. Сопротивление металлической полос- 
ки длины 20см и ширины 1 см (рис. 3, а} равно 
1 ом. Чему равио сопротивление фигуры, 
нзображенной на рисунке 3, 0, если она вы- 
резана из того же материала, что в полоска? 
{8 кл.) Л 

4. Двигаясь из точкн А без начальной 
скорости в направленни оси х в течение вре- 
мени т, равномерноускоренно, а затем в те- 
чение времени т, равномернозамедленно, тело 
оказалось опять в точке А, но уже со скоро- 
стью и (рис. 4). На какое максимальное рас- 
стояние удалялось тело от точкн А? (8 кл.) 
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временн. Какая температура установнтся 
в стержне, если подождать достаточно долго? 
Длинна стержня много больше {,. Тепло от 
стержня в окружающее пространство не пе- 
редается. (9 кл.) 

8. Тонкостенный цилиндр длинны Ё и ра- 
днуса Ю, нмеющий на внешней поверхности 
выступ, влетает со скоростью я в закреплен- 
ную трубу длины Г, в которой имеется спн- 
ральный паз по форме выступа {рнс. 7). 
Двигаясь по трубе, цилиндр совершает п 
оборотов. Определить ноступательную ско- 
рость после трубы. Треннем пренебречь. 
При входе цилиндра в трубу переход к дви- 
жению по спнрали происходит плавно. (9 кл.) 

9. На поверхности жидкости плотности р 
плавает цилиндрический тонкостенный ста- 
кан, наполовину погруженный в жидкость.На- 
сколько изменится глубина погружения этого 
же стакана в жндкость, если его поставить 
на поверхность жидкости вверх дном? Высота 
стакана А, давленне’ воздуха ру. (9 кл.) 
ИР 10. В кубе, сделанном из проволоки, 
в одном из ребер течет ток #. Определнть токи 
в остальных ребрах куба. Напряжение прик- 


$——>> А И противоположным вершинам 


11. Длинная тонкая проволока помеще- 
на внутрь сосуда, наполненного снльно разре- 
женным водородом с плотностью`п;. Тем- 
пература стенок сосуда поддерживается рав- 
ной Т,. Проволока подогревается электрн- 
ческим током, а охлаждается только окружа- 
ющим газом. Установивегаяся температура 
проволоки равна Т,. Чему будет равна уста- 
новившаяся Температура проволоки с тем же 
током, если водород заменить разреженным 
азотом с плотностью л.? (9—10 кл.) 

12. Колесо раднуса К может свободно 
вращаться вокруг своей оси. К его ободу так, 
как это показано на рисунке 8, прижимается 
в четырех точках приводной ремень. Опреде- 
анть установившуюся скорость и точек обода 
колеса, если скорость ремня равна и. (9— 
—10 кл.) 

13. Тело массы ЛМ скользит без трения 
по цилиидрическому желобу раднуса К, ось 








Рис. 8. которого направлена под углом @& к горизон- 
ту, а длина равна { (рис. 9). Сколько раз тело 


5. Длина нарезного ствола ружья 0,5 м. 
За время движения в стволе пуля делает 
однн оборот. Скорость пули на выходе из 
ствола 600 м/с. Сколько оборотов за 1 с сдела- 
ет пуля в полете? (8 кл.) 

6. Чтобы уменьшить сопротивление воз- 
духа при боковом ветре, велосипеднсты выст- 
роились по прямой, которая составляет 45° с 
направленнем движения велосипедистов 
(рис. 5). Их скорость равна и=20 км/ч. Чему 
равна скорость ветра? (8 кл.) 

7. Начальное распределение тсмперату- 
ры вдоль длинного однородного стержня пока- 
зано на рисунке 6. 

Протяженность участков с температурой 
Т, равна [, с температурой 2Ть — 2%. На- 
рисуйте качественную картину распределе- 
ния температуры в последующие моменты Рис. 9 








Рис. 10. 


пересечет линию АВ, если оно начало свое 
движенне, находясь вблизи от точки А — 
нижней точкн верхнего сечения желоба? 
{10 кл.) 

14. В сосуде объема У, находится твер- 
дое тело объемом Ит при температуре плав- 
ления Ту. Какой объем насыщенных паров 
вещества этого тела ирн температуре ТГ; нуж- 
но впустить в сосуд. чтобы расплавить это 
тело и довестн температуру образовавиюйся 
жидкости до температуры, очень близкой 
к температуре Г.? Удельная теплота плавле- 
ния равна ^„, удельная теплота конденсации 
при температуре 7, равна А,. удельная теп- 
лоемкость жидкости равна с. Илотностн твер- 
лого тела, жидкости и пара равиы йт, Ри и 
ри. Сосуд теплоизолирован. (10 кл.) 

15. На горизонтальной плоскости лежит 
тело массы М, имеющее заряд 9. К нему 
са скоростью , из бесконечиостя начинает 
двигаться второе тело той же массы н заря- 
да. Коэффициент трения между теламн ни 
плоскостью равен #. Определить миннмаль- 
ное расстоянне, на которое сблязятся эти 
тела. (Ю кл.) 

16. Тело массы М, лежащее на горизон- 
тальной нлоскостн, прикреплено к нерастя- 
нутой пружине жесткости #. Другой ‘конец 
пружины прикреплен к неподвижной стенке 
(рис. 10). Тело оттянули на |, от начального 
положения равновесия нк отпустили. Через 
\№ колебаний тело остановилось в начальном 
положении равновесия. Чему равен коэф- 
фнциент трения между плоскостью н телом? 
(10 кл.) 


Химия 


1. В последнее время теоретически и 
экспериментально доказано существование 
соедннений с «механической» связью типа 


(>, пазываемых  катенанами. где © - 


макроцикл © большим числом — атомов 
углерода. Предложите метод синтеза этих 
соединений (при решении вам может помочь 
представление о ленте Мебнуса). (10 кл.) 
2. Сколько процентов гексена-| содер- 
жится в смеси с гексапом. еслн к 10 г такой 
смеси присоединяют 8 г брома? (1 кл.) 
3. Равные объемы двумолярных раство- 
ров азотной кислоты и едкого натра смешалин 
в чистом реакционном сосуде. В каких нредс- 
лах должна лежать величниа рН конечного 
раствора, ссли учесть, что из-за неизбежных 
экспериментальных погрешностей  количест- 
во любого из исходных реагентов может от- 
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лнчаться от номниального значения, 
более чем на +0,5%? (10 кл.) 


4. Некоторый злемент образуст три со- 
единения с серой. При сжигании 6,00 г каж- 
лого из них в тохе кнслорода образуется 
соответственно 4,00; 4,62; 5,45 г окисла эае- 
мента. Установить, что это за элемент. (10 кл.) 


5. г гематита полностью восстановили 
водородом и на порошок образовавшегося 
металла адсорбировали Х молей азота при- 
родного нзотопного состава при стандартной 
температуре и давленни 15 мм д. ст. Затем 
весь порошок быстро (то есть без заметной 
десорбции) перенссли в замкнутый сосуд 
объемом 0,5 лс азотом при тсх же условиях 
(Т. р), но обогащенным но тяжелому изотопу. 
Определить содержанне азота на поверхно- 
стн адсорбента (молекул/си”), если известно, 
что поверхность | 2 норошка металла состав- 
ляла 5 м?, а концентрация тяжелого изотона 
в газовой фазе в ходе реакции изотопного об- 
мена изменилась с 90% до 60% атомов №. 
Написать уравнення реакций. (9 кл.) 


6. При пропусканин тока силой 16, а 
и течение часа через раствор электролита 
убыль веса анода составила 5,2 г. Известно 
также, что матеркал анода в электрохими- 
чсском процессе подвергается окислению до 
степени окнслення —6, а действие на полу- 
ченный раствор в нейтральной среде избытка 
азотнокислого серебра даст 33,2 г осадкя 
труднорастворнмого нродукта. Из чего изго- 
товлеп анод н какой стехнометрическнй состав 
осадка? (9 кл.) 


но не 


7. Кристаллы алюмокалневых  кваспов 
подвергли в одном случае умеренному, а 
в другом случае снльному нагреванию. На су- 
хие остаткн в обоих случаях подействовали 
сначала водой, а затем раствором аммнака- 
Какова реакция водных растворов на лакмус? 
Что будет наблюдаться прн добавленин ам- 
мнака? Дайте объяснение. (9 ка.) 


8. Сколько процентов (то объему) сер- 
нистого газа могут содержать газы, полу- 
ченные нри нрокалнваюин в воздухе (объем- 
ное содержание кислорода в воздухе 21%) 
пииковой обманки 715 (с полным использо- 
ванием кислорода)? (8 кл.) 


9. Из 45 грапон вещества, образовавше- 
тося при прокаливанин ртутн, Лавуазье но- 
лучил 41,5 грана жндкой ртути и 7—8 куби- 
ческих дюймов «упрутой жидкости». «Упру- 
гая жидкость» оказалась Кнелородом. Опре- 
делнть (но данным Лавуязьс) эквивалентный 
вес ртути н сравнить сго © современным зиа- 


чением эквивалента ртути. | гран -- 65 яг. 
{8 кл.) 
10. Колба произвольного объема была 


заполнена газообразным НСЕ нрн пормаль- 
ных условнях. Затем, не допуская утечки 
хлорнстого нодорода, в эту колбу залили ди- 
стналированную воду до нолного заполнения. 
Какова концентрация образовавшейся соля- 
ной кислоты? (8 кл.) 





Ленинские 
премии 1974 года 





Среди восьми Ленинских премий, присужден- 
ных в 1924 году советским ученым за вылаю- 
щнеся достижения в науке, две премии при- 
суждены за работы в области физики. Первой 
из них удостоен член-корреспондент Академии 
наук СССР заведующий сектором Физичес- 
кого инстнтута имени П. Н. Лебедева Акаде- 
мин наук СССР профессор Московского уни- 
верситета Леонид Веннаминович  Келдыш. 
Премия присуждена ему за цикл теоретичес- 
ких работ по физике полупроводинков. Этн 
работы опубликованы в 1957—64 гг. в четы- 
рех статьях, помещеиных в «Журнале эксне- 
риментальной и теоретической физики». 

В первых двух статьях Л. В. Келдыш 
исследовал явление, которое называют «тун- 
нельным эффектом» в полупроводниках. Крат- 
ко суть этого явления состоит в следующем. 
Еслн полупроводннковый кристалл поме- 
стить в сильное внешнее электрическое поле 
напряженностью порядка 107 в/м, то его 
электропроводность начнет быстро увеличи- 
ваться. Оказывается, что под влиянием 
внешнего электрического поля часть элект- 
ронов полупроводникового кристалла, ра- 
нее прочно связаиных со свонми атомами, 
отрывается от них и становится свободнымн. 
При этем возрастает концентрация носителей 
тока — электронов и дырок, что н приводит 
к увеличению электропроводно-тин полупро- 
водников. Внешнее электрическое ноле как 
бы создает своеобразный «туннель» в энерге- 
тическом спектре полупроводников, по кото- 
рому связанные в атомах электроны нере- 
ходят в свободное состояние. 

Л. В. Келдыш дал строгую тсорию этого 
эффекта и предсказал новый механизм воз- 
никновения дополнительных носителей тока 
в полупроводниках под влняннем внешиего 
электрического поля — так называемый не- 
прямой туннельный эффект. Прн прямом 
туннельном эффекте энергия, необходимая 
для отрыва электрона, целиком занмствуется 
у внешнего электрического поля. А при 
непрямом туннельном эффекте часть энергии, 
необходимой для отрыва электрона, занмст- 
вуется из энергин тепловых колебаний атомов 
кристалла. 

Вскоре после опубликования этих работ 
Л. В. Келдыша японский физнк Мсакн впер- 
вые экспериментальмо подхвердил наличие 
туннельного эффекта в полупроводинках. Он 
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же предложил использовать этот эффект для 
создания нового важного типа полупровод- 
никовых приборов — так называемых «тун- 
нельных Лиодов», широко применяемых те- 
перь в сверхвысокочастотной технике. За соз- 
дание этих днолов, приниин работы которых 
основан на теорнн Л. В. Келдыша, Исакн был 
удостоен Нобелевской премнни. 

Третья работа Л. В. Келдыша относится 
к исследованию действия электромагнитного 
излучения на полупроводники. Полупровод- 
ники прозрачны для всех электромагнитных 
воли, у которых энергия квантов недостаточ- 
ва для отрыва электронов н создания новых 
носителей тока. Волны же, у которых энер- 
гня квантов достаточна для отрыва электро- 
нов или превосходит эту величину, нитенсив- 
но поглощаются полупроводкикамн. За счет 
энергии поглощенного кванта электрон полу- 
чает возможность «вырваться» из атома. Та- 
ким образом, каждый полупроводник имеет 
резко определенную граиицу спектра ногло- 
щения со стороны длинных волн. Л. В. Кел- 
дыш первым теоретически показал, что внеш. 
несе электрическое поле смещает эту границу 
в область более длинных волн. Полунровод- 
ик, помещенный во внешцее электрическое 
поле, начинает поглощать кванты с энергией, 
недостаточной для высвобождения электро- 
нов. Дело в том, что недостающую для отрыва 
долю энергин электроны получают от внеш- 
него электрического ноля. Этот эффект был 
вскоре подтвержден в многочисленных опытах 
и назван «эффектом Келдыша — Франца» (не- 
мецкий физик из ФРГ В. Франц пришел к 
аналсгичным выводам на несколько месяцев 
позланее Л. В. Келдыша). Использование это- 
го эффекта лежит в основе нанболее распро- 
странениого теперь метода спектроскопичес- 
ких исследований полупроводников. 

В последией работе, выполненной вскоре 
носле создания первых лазеров, «Т. В. Кел- 
дыш исследовал туннельный эффект под вли- 
янием мощных электромагнитных полей вы- 
сокой частоты, включая инфракрасное нзлу- 
чение и вндимый свет. При этом он предска- 
зал новое и неожиданное явление, которое 
назвали миогокваитовым фотоэффектом. Из 
теорин Л. В. Келдыша следовало, что в мощ- 
ном лазерном пучке электромагнитного из- 
лучення фотоэффект, то есть отрыв электронов 
у атомов под воздействием излучения, дол- 
жен иаблюдаться даже тогда, когда энергия 
квантов излучения в несколько раз меньше, 
чем энергия, необходимая для отрыва злек- 
тронов. В этом случае никакого внешнего 
постоянного электрического поля, от кото- 
рого электрон мог бы приобрести недостаю- 
щую для освобождения из атома энергню, уже 
нет. Электроны становятся свободными, по- 
глотив одновременно несколько квантов элек - 
тромагнитного излучения. Вскоре после опуб- 
ликования работы Л. В. Келдыша этот эф- 
фект был обнаружен в экспериментах. 


Работы Л. В. Келдыша, о которых мы 
здесь кратко рассказали, внеслн огромный 
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вклад в развитие физики н техники полу- 
проводников. Все они пользуются широким 
международным признанием. 


Вторая Ленинская премия была присуж- 
дена сотрудникам Института теоретической 
н экспериментальной физики докторам физи- 
ко-математических наук Юрию Георгневичу 
Абову и Петру Алексаидровичу Крупчицкому 
и сотрудникам Ленинградского института 
ядерной физнки имени Б. П. Константинова 
Академии иаук СССР члену-корреспсиденту 
Академии наук СССР Владимиру Михайло- 
внчу Лобашеву и кандидату физико-матема- 
тических наук Владнмиру Акдреевичу Наза- 
ренко. Они были удостоены премии «за цикл 
работ по экспериментальному обнаружению 
и исследованию несохранения пространст- 
венной четности в ядерных электромагнитных 
переходах». Попробуем разобраться в том, 
что же скрывается за этой сложной научной 
а 

нзика утверждает, что все изучаемые 
ею явления и процессы вызываются четырьмя 
различными типамн снл — гравитационнымн, 
электромагнитными, ядерными и так назы- 
ваемыми силами слабого взанмодействия. 
Последние ответственны за процессы, проте- 
кающне с участкем протонов нлн нейтронов 
с одной стороны и электронов или позитронов 
с другой. Действие этих сил проявляется, 
например, при радноактивном распаде. Еще 
сравнительно недавно физики полагали, что 
любое из этих четырех типов взаимодействий 
осуществляется с сохранением пространст- 
венной симметрии. В самом деле, электро- 
статическое поле, создаваемое точечным элск- 
трическим зарядом, одинаково по всем на- 
правлениям. Симметрично н поле тяготения, 
создаваемое точечной массой. Одиако недавно 
было показано, что в явлениях, где про- 
являются слабые — взаимодействия, эта 
пространственная симметрия нарушается. 
Причина нарушения физикам еще не ясна, 
но факт этот установлен в бесспорных экспе- 
риментах. 

Вскоре после этого открытия некоторые 
физики-теоретики выдвинули идею о том, что 
слабые взаимодействия носят более общий, 
чем прежде думали, характер н участвуют во 
взанмодействии ядерных частиц (протонов н 
нейтронов). До недавних пор считалось, что 
такие частнцы взанмодействуют друг с дру- 
гом только при помощи ядерных сил. Если бы 
выдвинутое предположение о иаличии сла- 
бого взаимодействия между ядерными час- 
тицами подтверднлось, это означало бы су- 
щественное углублеине наших представлений 
о природе таких частиц. Однако эксперимен- 
тальная проверка выдвинутой гипотезы ка- 
залась практически неосуществимой. Ведь в 
таком эксперименте надо было обнаружить 
проявление слабых взаимодействий на фоне 
в миллнарды раз более мощных ядерных вза- 
нмодействий, Вся иадежда была на то, что 
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слабые взаимодействия, в отличие от снльных, 
пронсходят с незначительным нарушением 
пространственной симчметрин. Эту асиммет- 
рню и надо было обнаружнть на опыте. 

Абов и Крупчицкий первыми взялись за 
столь необычный эксперимент. После несколь- 
ких лет упорного труда они получили обна- 
деживающие результаты. Однако все попытки 
обнаружить наличие слабого взаимодействия 
между ядернымн частицами, предпринятые за 
рубежом. оказались безуспешными. Только 
семь лет спустя результаты Абова и Крупчиц- 
кого были подтверждены американскими фи- 
знкамн в аналогичных экспериментах. 

Лобашев и Назаренко осуществили по- 
иски слабых взаимодействий элементарных 
частиц по принципиально нной методике, точ- 
ность которой оказалась примерно в тысячу 
раз выше точности прежних методов. Им уда- 
лось получить неопровержимые подтвержде- 
ння существования слабого взанмодействия 
между ядерными частицами и тем самым су- 
щественно углубить современные представ- 
ления о природе атомных ядер. 


Наш рассказ о Ленниских премнях в об- 
ласти физнки за 1974 год был бы неполным, 
если бы мы не упомянули еще об одной весьма 
близкой к физике работе, удостоенной этой 
высокой премин. Академнк Николай Василь- 
евнч Белов, заведующий лабораторией Инсти- 
тута кристаллографии именн А. В. Шубни- 
кова Академии наук СССР был удостоен Ле- 
винской премик за выдающиеся исследования 
по структуре кристаллов силикатов, из ко- 
торых состоит более 80% горных пород, сла- 
гающих земную кору. Долгое время струк- 
тура этих мннералов оставалась загадкой для 
кристаллографов. Наконец, развитая Н. В. Бе- 
ловым оригинальная теория кристалличес- 
кого строения снликатов позволила иайти 
ключ к решенню этой загадки. К настоящему 
времени Н. В. Белов со своими учениками 
расшифровал более 100 кристаллических 
структур этнх важных для практики ми- 
нералов. 

3. А. Лешковцев 





День юного физика 





Каждый год тысячн школьников, инте- 
ресующихся физикой, собнраются на район- 
ные. городские, областные олимпнады, н каж- 
дый год их ждут интересные задачи, но, 
к сожалению, для многих этим дело н конча- 
ется; мало кто из них может поговорить с по- 
бедителями, узнать поглубже — что же такое 
физика, потрогать руками современную науч- 
но-исследовательскую аппаратуру,  послу- 
шать рассказы известных ученых. Учтя все 
это, физический факультет Ленниградского 
государственного университета в этом году 
впервые провел «День юного физика» — 
день подведения нтогов всех туров физнче- 
ской олимпнады. Участникамн этого иразд- 
ннка были победители районных олимпнад 
города Ленинграда. Всего в этот день под 
сводамн нового здания физического факуль- 
тета ЛГУ в Иетергофе собралось около 600 
никольинков восьмых, девятых и десятых 
классов. Торжественное открытие «Дня юного 
физика» состоялось в конферени-зале главно- 
го корпуса физического факультета. Первым 
неред участниками празлинка выступил за- 
мсститель декана физнческого факультета 
В.И. Вальков. 

От имени Городского отдела народного 
образования с приветствием к ним обратилась 
„заместитель днректора Ленинградского Двор- 
ца пионеров Л. ПП. Буланкова. 

В торжественной обстановке был зачитан 
приказ Ленинградского ГОРОНО о награж- 
денин победителей, н состоялось вручение 
АИПЛОМОВ- 

Затем заместитель директора  физико- 
математической школы-интерната при ЛГУ 
А. А. Быков рассказал о выступленин ле- 
иннградской команды на последней Всесоюз- 
ной олимпиаде по физике, о доститнутых 
сю успехах. От имени райкома ВЛКСМ по- 
бедителям ленинградской городской н участ- 
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никам Всесоюзной олимпиады руководитель 
шефского отдела комитста ВЛКСМ физиче- 
ского факультета Анатолий Вараксни вручня 
грамоты. 

После торжественной части профессор 
Г. С. Кватер для учащихся 8—9-х классов 
н профессор Н. И. Калитсевский для уча- 
нихся 10-х классов в занимательной форме 
рассказали о проблемах современной физи- 
ки, сопровождая свои выступления опытами, 
которые на базе средней школы просто не- 
ВОЗМОЖНЫ. 

Большой интерес у школьников вызвала 
демонстрация кннофильма, снятого  амери- 
канскими космонавтамн на Луне, который 
был подарен Ленинградскому университету. 

По окончании фильма участникам празд- 
ника была предложена физическая виктори- 
на. Перед аудиторией экснериментатор ста- 
вил опыты, и участникам викторины предла- 
галось дать объяснения наблюдаемым физи- 
ческим явлениям. Некоторые школы выставн- 
ли на викторнну свон команды. Среди ннх 
была команда Юношеской физической школы, 
четвертый год существующей при физическом 
факультете ЛГУ. В ней занимаются около 
двухсот школьников-ленинградцев, желаю- 
щих изучить школьную физику на более 
глубоком современном уровне. 

Ответы участников викторины были очень 
интересны, а нногда смешны и наивны. По- 
бедители викторины получили в качестве 
призов книги по физике с автографами авто- 
ров или небольшие физические приборы. 

Наверное, каждый любознательный 
школьник, а тем более интересующийся фи- 
знкой, хотел бы побывать в настоящей науч- 
ной лабораторин. Такая возможность была 
предоставлена всем участникам праздника: 
в нх распоряженин былн студенческне н науч- 
ные лабораторин, где научные работники 
рассказали о современных методах физиче- 
ских исследований. 

В заключение праздиика выступил уни- 
верситетский театр со студенческой програм- 
мой. Она была очень горячо принята участ- 
никами праздника. По словам чартистов», 
они не ожидали такого взаимопонимания 
и успеха у столь юной аудитории. Этот день 
вссм очень понравился- 

С. Нванов, 
А. Вараксин 
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«Квант» для младших школьников 





Задачи 


1. Володя написал на доске: 
1.2*3=4*0*б^ 7.89 —2], 


причем вместо звездочек он поставил 
либо нлюс. либо минус. Саша пере- 
правил несколько знаков на противо- 
положные, п в результате вместо 
числа 21 получил число 20. 

Можно ли утверждать, что по край- 
ней мере один нз мальчиков донустил 
ошибку нри подсчете результата? 

2. Температура  иламени свечи 
—1600 С. Температура плавления 
железа 14007С. Почему же гвоздь 
не плавится на свечкс? (А если внести 
в пламя на жаростойкой ручке же- 
лезную кнопку, то она расплавится.) 

3. Восстановить запись умноже- 
ния: 


ОДА 
РИС 
ПАТ 
ИНД 
СОР 
СПОРТ 





4. Будет ли вращаться в пустоте 
сегнерово колесо? (Похожая на наука 
вертушка, которую вы видите здесь 
на картинке, и есть сегнерово колесо. } 

5. Найти нять чнеел. зная, что 
нх суммы ио трн соответственно рав- 
ны 3, 5, 6, 9, 10, 10, 12, М, би 17. 

6. Перед вами нзображение куба 
на плоскости. Проведите, не отрывая 
карандана отбумагн, одну непрерыв- 
ную линию, которая пересекла бы 
по одному разу все 16 отрезков, 
нз которых составлена фигура. 

Где должна начинаться эта линия, 
н где кончаться? 


Рисунки Э. Назарова 
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НЕТ ЛИ 
другого 
РЕШЕНИЯ? 


А.И. Мостовой 








Многне школьные задачи допускают различные способы решения. Понски таких 
решений — занятие китересное и полезное. В этом может убедиться каждый. 
В данной заметке говорится о том, как можно находить различные способы реше- 


ния задач. 


Мы обсудим разные способы ре- 
шения следующей задачи. 

Задача 1. Построить тре- 
угольник по двум его углам и пери- 
метру 2 р. 

Обычное решение этой задачи вы- 
глядит так. Предположим, что зада- 
ча решена, треугольник АВС — ис- 
комый (рис. 1). На продолженин АС 
от точек А и С отложим отрезки 
АА, =1АВ], СС, |=1ВС] и сос- 
ИНН точку В с точками А, ин С.,. 
Полученный треугольннк 4,ВС, мож- 
но построить по стороне А,С., рав- 
ной периметру 2р искомого тре- 
угольника, и двум прилежащим уг- 
лам ри и | равным соответственно 


половииам углов А и С. Остается 


построить вспомогател ЬныЙ треуголь- 





.. позезнее одну задачу реииить нескольхи- 
жи способами, чем несколько задач одним 
способом. 


В. К. Беллюстяая 


ник А,ВС; и серединные нперпенди- 
куляры к сторонам А.В и ВС, (или 


А ка А № 
равные углы АВА, =А, н СВС,=С.). 
В результате получим искомый тре- 
угольник АВС. 

Но вот, решив задачу таким спо- 
собом, вновь подумаем над нею. По- 
строим по двум заданным углам не- 
который треугольннк А,ВС, (рнс.2). 
Затем, как и в первом решении, спря- 
мим периметр ностроениого треуголь- 
ннка: 1.2 А. В} (Св 
ААС |. После этого проведем лучн 


182), |ВА,). 1ВС,), [ВЕ,) и отло- 
жим |0.Ё|=2р. Далее проведем 
РЕ) !1ВО,) н (РЕ. Е). Обра- 


зовавшийся такнм образом треуголь- 
ннк АВС (рис. 2) — искомый. Это 


легко доказать (здесь н в дальней- 


— 





шем мы не будем приводить доказа- 
тельства, оставляя их читателю). 

Вдумаемся в каждый из этих спо- 
собов решения. При решении задачи 
первым способом понск начинался 
с неизвестного (предположения, что 
искомый треугольник АВС построен), 
н по ходу рассуждений мы пришли 
к известному — треугольнику А.ВС,. 
Это так называемый аналитический 
путь рассуждения. 

Во втором снособе мы исходили 
нз известного — построенного опре- 
деленным образом треугольника 
А,ВС, (рис. 2). После серии вспомо- 
гательных рассуждений мы пришли 
к неизвестному — искомому треуголь- 
нику АВС. Это так называемый сингие- 
тический путь рассуждения. В твор- 
ческом отношении он нередко усту- 
пает первому. Вместе с тем н этот 
путь рассуждения часто приводит к 
хорошим результатам, особенно в тех 
случаях, когда в памяти всплывает 
способ решения другой задачи, кото- 
рый помогает нам решить поставлен- 
ную задачу. 

Известна ли нам еще какая-нибудь 
задача, которая помогла бы найти 
третий способ решения задачи 1? 
Перебирая в памяти разиые задачи, 
останавливаемся на решении одной 
ИЗ НИХ. 

Задача 2. Через точку в пло- 
скости данного угла провести прямую 


так, чтобы она отсекла от этого 
угла треугольник заданного пери- 
метра. 


Вспомнив решение этой задачи, 
отыскиваем третий способ решения 
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задачи 1. Построим по двум задан- 
ным углам произвольный треуголь- 
ник АМА (рис. 3) и отложим от вер- 
шины А отрезки, равные полупе- 
риметру р искомого треугольника: 
МЕ =|АЁ = р. Далее построим ок- 
ружность, касающуюся сторон угла А 
в точках Ри Е н проведем касатель- 
ную ВС, параллельную прямой ММ. 
Треугольник АВС — искомый. 

Второй снособ решения задачи 1 
н рассуждения над задачей 2 помогают 
нам составить новые задачи. 

Задача 3. Данный угол пере- 
сечь прямой, параллельной данной, 
так, чтобы она отсекола от него 
треугольник заданного периметра. 

Задача 4. Построить тре- 
угольник по двум его углам и сумме 
двух сторон. 

Задача 5. Провести прямую, 
параллельную основанию прецгольника 
так, чтобы отрезок ее между боковыми 
сторонами равнялся сумме прилежа- 
щих к основанию отрезков, описекае- 
мых этой прямоц. 

Объединив решения задач 4 и 5, 
получим чертвертый способ решения 
задачн 1. Этот способ сводится к по- 
следовательности следующих построе- 


ний: ДА, В, С, (| А.В, |= Эр, 
Азы П.В, = Е В] ‚  серединного 


периендикуляра ВО (120.0 ]=1.О В, ), 
биссектрис А,@ и С,0 (углов ВА,С, 
н ВС, Л,) и (АС) 1 1А,С,]. Треуголь- 
ник АВС — искомый. 

В задаче 5 говорится о прямой, 
проведенной параллельно основанию 





Рис. 3. 
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Рис. 4. 





Рис. 5. 


треугольника. А нельзя ли провести 
другую прямую, не параллельную 
основанию, но обладакящую тем же 
свойством? 

Появилась новая задача. 

Задача 6. — Пересечь боковые 
стороны равнобедренного треуголь- 
ника прямой, параллельной данной, 
так, чтобы отрезок прямой, заклю- 
ченный между боковыми сторонами, 
равнялся сумме прилежащих к осно- 
ванию отрезков, отсекаемых этой же 
прямой. 

Решив эту задачу, мы обнаружим, 
что тем самым найден пятый способ 
решения задачи 1. Этот способ сво- 
днтся к следующему. Стронм равно- 
бедренный треугольник —А,ВС, 
(рис. 4), у которого угол В — данный, 
а |А,В|=|ВС,| =р. Проводим пря- 


мую ММ так, чтобы ВММ=А (вто- 

рому заданному углу искомого тре- 
У 

угольника). Далее строим ВА, 0 == 

ПЧ А т 
ЕР ВМ и ВС: О = > ВАМ и 
через точку О проводим (АС) || (М№). 
Треугольник АВС — искомый. 

Для нахождения шестого способа 
предположим, что задача решена, 
треугольник АВС — искомый (рис. 5}. 
Отложим |АС,|=2р н проведем 
(В.С; [ВС] н (ВВ) |(АС,). Легко 
убедиться в том, что | ВВ, | =| СС, | = 
—=2р— [АС [= [АВ [+ [ВС|!. — Затем 
отметим точку О такую, что [ВО]= 
=[АВ], тогда [ОВ,]=|В,С,| и, 

А 2 А 
тайно, ВАОжАОВ, а ВОС, = 
и 0 


Учитывая, что 
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(ВВ,)||(АС,). приходим к выводу: 
(АО} и [(С,0} — биссекурисы  утлов 
ВАС, и В,С\А. 

Все эти рассуждения приводят 
к следующим построениям: |АС, |= 


И к о 
=2р, ВАС. =АнВ,С.А=С(Аиб — 
данные углы искомого треугольника). 
Далее проводим биссектрисы АО н 


2“ и 
и С,О углов ВАС, и В.С, А и через 
точку их пересечения (0) проводим 
(ВВ,)|(АС,) и, наконец, [ВСИ 
|1 (8,С,). Образовавшнйся таким об- 
разом треугольник АВС — искомый. 


Упражнення 


1. Угол. вершина которого недоступна, 
разделить пополам. 

2. Через точку ин недоступную вершину 
данного угла провести прямую. 

3. Данный отрезок разделить ма три 
равные части. 

4. Еслн в треугольнике медиана равна 
половнае стороны. к которой она проведена, 
т0 этот треугольник прямоугольный. 
Доказать. 

5. Доказать, что во всяком треугольнике 
основания высот, середины сторон и середнны 
отрезков, соединяющих ортоцентр с вершина- 
мн треугольника, лежат на одной окружно- 
сти, центр которой является серединой отрез- 
ка, соединяющего центр описанного круга 
с ортоцентром треугольника. (Эта окружность 
называется окружностью девяти точек или 
окружеостью Эйлера.) 
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ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ. 
РЕШЕНИЯ 





К статье «Экстремумы многочлена третьей 
степени» 


1.х--2, ушах 3%; х--3, ума? 33. 
2. х — 3, Уи =162; х -5, Утах ^ 930 
3. Экстремумов нет, функция возраста- 
ющая. 
4. Экстремумов нет, функиня убываю- 
щая- 
К статье «Семейство 
угольннков» 


параллельных л- 


5. Указание. См. равенство (6), с. 
34, где М: :- $ двс. М> АПС- 

6. Указаинне. Поместите в керши- 
ны А, В, О массы так, чтобы их центр тя- 


жести оказался в точке Е | тр 1 


СВ но 
ША == я -|- т } ‚ а затем перебросьте 


массы тр ин тр в вершины А н С. 

8. Указание. Для каждой точки 
МЕ@ найдите номер #, для которого отно- 
шение расстояний от М до г-х сторон много- 
угольников О и Р — наименьшке. 

9. Ответ. Нет, не следуст. Ио сущест- 
ву, дело сводится к вопросу о том, для „нобых 
ли положительных р;-- УРь 9; У4: 
справедливо неравснство 


Хр: се (Ур?) (192). 


Но легко убедиться на примерах. что 
это неверно — ‹м. упражнение 18. 

10. Указание. Возьмите в примере, 
изображенном на рисунке 2, а #1, 
== & — 0, Е = 0,001. 

14. Указание. Поднимитесь» в 
пространство. введя ось времени, периен: 
дикуляркую данной плоскости. 

15. Указание. — Представьте себе, 
что движение каждой прямой продолжено 
на все звачения Г (-- 20. -7 ©5). 

Пусть совпадение одной пары парал- 
лельных сторон происходит в момент времени 
# == [, а осхлонывание» другой пары проис- 
ходит при {= (.. Тогда график площади 
Е (= [ее — 1 (-- | состоит из трех 
кусков нарабол, каждая из которых имеет 
корни {и Е. [.. то есть исотрицатель- 
ный дискриминаит. Точки { би Ё ле 
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жат на одном из ннтервалов (— со, ИНЬ 
НЫ, 0, -- со } — ведь между ними не 
пронсходит «схлопываний». 

Правда, может случиться так, что нарал- 
лелъные стороны параллелограмма остаются 
с течением времени на одном и том же рас- 
стоянии друг от друга. Тогда квадратный 
трехчлен ЕЁ (09-1 201 -:- КЕ «вырож: 
дается»: коэрфициенты К н даже В могут 
обращаться в нуль. Но неравенство А? — 
-- ОК. Ои в этом случае остается верным! 

17. Указание. Г]острояте семейство, 
содержащее пятиугольиик, нрнведенный ла 
рисунке. 


Е 


18. Указание. Рассмотрите дискри- 
минанты трехчленов: 


п Е 
а) 5 (0—9); 
{= 
п 
6 ии Хо и 9. 
2 


19. Ответ. Длял --3 всегда $=`ИРО. 
Лля п2:45 может принимать любые значе- 
ния в интервале УРО 2$ -Р. 

20. Если стороны многоугольника отод- 
вигать во виешиюю сторону с одинаковой 
единичной скоростью, то его площадь будет 
равна А!?-!- Рё `- $. где К л; согласно 
теореме РЁ. 4К%, откуда Р? т. 41$. 


К статье «Пределы последовательностей» 


(— 1" 


Г. Так как ид = 


‚ 10 перавен- 


ство || <# выполняется при п> _, так 


И, 


2. Пользуясь тождеством [хех 


чго в качестве А’можно взять 





к" — | 
л-1 й . 
п получаем 
х ег. 06 
= 
У - 
розы 
} 
ыы па я нд я ом —1 
а НЗ Иа 


н поскольку каждое слагаемое знаменателя 
больше |, то 


= | | 
2-15. 


1 


Поэтому прк л > -; выполняется  нера- 


ля--= . 
вемство у 2—1, так что’ в качестве № 


1 


достаточно взять = ; Г. Неравенство 


= 





ПЕ 
—2< у 2 — 1 выполняется автоматически, 


так как 6; 
3. Так как Ит 6. 


плэо 


0, то для любого 


заданного е`>0 найдется номер № такой, что 
прк всех л>№ выполняется неравенство 
Ь,<е; тогда так как аи 0, при п>\ вы- 
полняется и иеравсиство — < аз < фе. 


Доказанное и означает, что Ит ал 
дл-©® 


4. а). 6) Удобно пользоваться следую- 
щей равноснльной формой определения пре- 
дела: число а является пределом последова- 
тельности (аи), если для любого #>0 вне 
интервала (а—#, а-|. # лежит лищь ко- 
мечное число членов — посаедовательности- 
Тогда по условию ирн заданном г `> 0 вне 
интервала (а—е, а--#} лежит лишь ко- 
иечное число членов плоследовательностей 


{аз}, (6). то ссть ип вл -= а. 
п-+о 


в) Прк любом заданном # > 0 вие интер- 
вала (а—Е,а-#) лежит лишь конечное число 
членов последовательности (а), а следова- 
тельно, лишь конечное число членов лоследо- 
вательности (Вл). 

. Г) В этом случае утверждать, что предел 
(0) равен а, пельзя: если, например. г поелс- 
довательность |, 1, Ё.... имеющую предел 
1, мы аставим «через один» нулн, То получим 
последовательность 1, 0, |, 0 .... которая 
предела не имеет. Однако в случае, когда 
последовательность (8,„) все-такн имеет ире- 
дел, этот предел обязательно равен а — это 
следует из утверждения пункта 0). 

5. а) Так как при п-> 2 справедливо 


1 
неравенство а,<3 я < -но и т = 0, 
л-о 
то в снлу упражнения 3 нмеем Нтал-= 0 {мы 
пс 
отбросклян гервый член данной последова- 
тельностн, что возможно в снлу упражения 4; 
подумайте, какой нз лунктов упражнения 
4 здесь используется). 
6) Докажите, что прк достаточно боль’ 
шом й справедливы неравенства 0<а, < 


2 
< =. 


6. Воспользуйтесь упражнением 4. 
7. Это утверждеине можно доказать ие- 
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посредственно — Так же, как в тексте дока- 
зана теорема о пределе суммы. Можно также 
свестн доказательство к уже лолученным 
теоремам: 


Ни (ав — вл) == бт (а - (— 61) = 

л-© л-Ъе© 

= Нт Ол -! (— 1} Нт $" т ал — Нт 6л- 
л-© песо п-© пП-с 


8. Предел последовательностн (ал -Ё бл): 

а) равен сумме пределов: 

6) в некоторых случаях существует, в 
некоторых — нет; 

в) нс существует — доказать это можно 
от лротнаного. 

9. Если Вт аз 


п-с 
(с. 24 — © лежит бесконечное число членов 
последовательности (ал), к все этн члены 
больше с, что противоречит условню; утверж- 


дать, что Нт а, < с, нельзя, как показывает 
п-ъ-е 


пример последовательностк с общим члс- 
} 


4 >> с, то в нитервале 


ном а) -- 


К статье «Космические» задачи на встулн- 
тельных экзаменах» 


1 НА. 
2. 35,4 а. е. 
3. 1.05. 10—:3 рад. с®. 
К ребусам 
(см. с. |) 
1. 24068 х 43526 =... 
2. 90 100 011. 
3. 06:16 -: 6,625. 
4. 9х И = 1067. 
5. 1001. 
К задачам «Квант» для младших школь- 
ников» 


(см. Квант», 1974, № 10) 


1. 6 монет но 20 коп., 2 монеты по 15 коп. 
2. Во время солнечного затмення диск 





Луны  почтн точно покрывает диск 
Солнца. Ириближенно можно считать, что 
Кс 1:3 
пиыаии 387, следовательно, 
а Лл-з 
Ус -= (3873 Ул. 
3. 51. 


4. Показания термометров будут одн- 
наковыми. 
5. 3 мин., 6 мим. 


К статье «Применение теоремы Эйлера к 
некоторым задачам» 
{см. «Квант», 1974, № 10) 


1. Предположим, что города соедннемы 
между собой так, как указако в условии 
задачи. Тогда из каждого города выходят 
четыре дороги, м общее число дорог равно 
5-4/2 = 10. С другой сторокы, в силу теоремы 
Эйлера, чнсло областей, ка которые дорогн 
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делят плоскость, равно 2 -- 10 — 5 == 7; прн- 
чем каждая из областей ограинчена по край- 
ней мере тремя дорогамн; поэтому общее число 
дорог должко быть не меньше 3.7/2 = 10,5. 
Значит, города соедннить так, как <казано 
в задаче, нельзя. 

2. Построим «двойственную карту»: от- 
метим в каждой стране по точке к соедииим 
точки, лежащие в соседних страках, непере- 
секающимися дугамн. Обозначим через т, п 
н [Г соответственно число вершия, ребер 
н стран двойственной карты. Яско, что двой- 
ственпая карта связана (то есть каждые две 
вершииы соединены цепочкой дуг) и каждая 
страна ка двойственной карте ограннчена 
по крайней мере тремя лугамн. Таким обра- 
зом, 3 12 1. 

Отсюда, в снлу теоремы Эйлера, бт > 
> 2-2 л. Сопоставляя это неравенство 
с очевидными соотношеннями 

т тт, > вт РР 


2 п = т: —- 2т» - Зтз 8 


где т; обозначает число вершкн, из кото- 
рых выходят + ребер, мы получаем 


Эта -- Ат. -= Зта -г 2т, - п > 12 
+ (т. 2т,-| ..-). {1) 


Нам нужно доказать, что хотя бы одно 
мз чисел т; больше двух. Но сслн все числа 
т; меньше трех, то 


Би -- 4 та -- Зтз + 2 м; -- т; < 30, (2) 
тт... = 


т— тт... ту 
> 19 — Ю=9, 
то есть тв-- т.-| ... > 1Ю, откуда 
т ть -- ть -Р тю... 2 8, 
ту -- ть  тью-Г ... > 6, 
ть - ца +... 4. 
Т1о = И 


=== 


и, значит, 
т? - т, -- Зть - То 3 ..- 2 20. (3) 


Остается заметить, что неравенства (2) 
н (3) противоречат неравенству (1). 

3. Как н в задаче 4 ®), рассмотрим карту, 
которая определяется лнинями разрезов, 
н обозначим чксло вершин, дуг к стран этой 
карты соответственно через т, пн {. Назовем 
вершнну карты неправильной, если она лежит 
на стороне одного из многоугольников н не 
является его вершиной; обозначим число 
неправильных вершин через п’. Через г 
обозначим чнсло дуг, выходящих из вершин 
нсходиого пятнугольника н отличных от его 
сторон, причем каждую дугу, оба конца 





*) См. «Квант», 1974, № 10, с. 19. 
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которой лежат в вершинах пятиугольника, 
условимся считать дважды. Предположкм, 
что в каждом из мкогоугольников все углы 
меньше 72”. Тогда: а) все страны, кроме 
неограниченной. являются треугольннкамн; 
6) нз каждой правильной верикны, лежащей 
внутрн исходного пятнугольнкка, выходят 
не меньше чем шесть дуг, а низ каждой не- 
правильной — не меньше чем четыре. Из 
а) следует, что 27 = 31 -— ет’ 5, 
а нз 6) — что 
21 >> б( — и’ — 5) + 4-2 10- г. 
Из этих соотношений получаем, что 
бт — ба -- 65 16 — г. 

Так как по теореме Эйлера т — п-- 
-- {= 9, то полученное неравенство означа- 
ет, что = 4. С другой стороны, нетрудно 
показать, что еслк пятнугольнкк разрезан 
больше чем на четыре многоугольника, то 
г>> 4. Следовательно, хотя бы в одном из 
многоугольннков будет угол, больший лнбо 
равный 72°. 

4. Как нк в предыдущей задаче, рассмот. 
рим карту, определяемую лнкнямн разрезов. 
Обозначим число вершин, дуг и стран полу- 
чившейся карты соответственно через т, п 
н {, число неправильных вершин через т”. 
Ясно, что 3# -1- г’ == 21, и так как по теореме 
Эйлера м —п-- {= 2, то 


[= ат — м’ — 4. (=) 
С другой стороны, если в каждом треуголь- 
нике ссть угол, больший 120%, то + 


{— 1 2м — т’ — 6. (#=) 


Действительно. из каждой правильной, 
вершины, лежащей внутри нсходного тре-- 
угольника, выходят не более чем два угла, 
больших 120°, а из каждой неправильной 
вершины — не более чем один. Противоречие 
между (+) н (**) показывает. что средк тре- 
угольннков, получившихся после разреза- 
ния, найдется треугольник, все углы которо- 
го ие больше 120°. 

5. Оказывается, что число ходов В этой 
игре определяется только числом т. Дейст- 
внтельно, случай т -= 2 очевиден. Пусть 
т_> 2, тогда в конце нгры ка плоскости по- 
лучится карта, на которой каждые две вер- 
шины соедннены цепочкой дуг и каждая стра- 
на огра нкчена тремя дугами, то есть 2я = 31. 
Из теоремы Эйлера следует, что число дуг 
такой карты равно 3(т — 2). Но чнсло дуг 
на получающейся карте равно числу ходов 
в нашей игре. Поэтому получаем: прк не- 
четном т, большем двух, выигрывает игрок, 
сделавший первый ход, а прн четном т, боль- 
шем двух — его противнкк. 
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На марках — математики нм 
механики — члены — Акаде- 
мии Наук 


Мы уже писали о юбилее 
Академии Наук СССР (см. 
«Квант», 1974, №№ 4, 5). В 
этом номере мы помещаем 
репродукции некоторых ма- 
рок с портретами членов 
Академии Наук — матемз- 
тиков м механиков, внесших 
значительный вклад в раз- 
витие русской и мировой 
науки. 

К 150-летию со дня 
рождения выдающегося 
русского ученого Михамла 
Васильевича Остроградского 
в декабре 1951 года вышла 
почтовая марка с его порт- 
ретом. М. В. Остроградския 
вмес огромный вклад в раз- 
витне математической фи- 
зихи, механики, матем атиче- 
ского анализа. 

В 1946 году к 125-летию 
со дня рождения была вы- 
пущена марка с портретом 
одного из крупнейших ма- 
тематиков Х|!Х века — Паф- 
нутия Львовича Чебышева. 
Ему принадлежат  осмово- 
полагающие результаты по 
теорим чисел, теории веро- 
атиостей, интегрированию 
мррацнональных функций. 

Следующая марка по- 
священа памяти Александра 
№Михаиловича Ляпунова. Она 
выпущена в 1957 году к 100- 
летию со дня его рождення. 
А. М. Ляпунову наука обя- 
зана созданием нового важ- 
нейшего отдела механыки — 
теории устоячивости равно- 
зесмя м движения механиче- 
ских систем и исследования- 
ми по теорми фигур равно- 
весия вращающейся жидкой 
массь!. Уравнение равнове- 
сия вращающейся жидкости 
приведено на марке. 

Первым в мире средн 
женщим профессором мате- 
матики стала Софья Василь- 
евна Ковалевская, марка с 
портретом которой выпуще- 
В. В > АТ: 
шей Родмиы» (1951 год). 


Уголок коллекционера 


и зелени 
ии. 


чать мат на 


_ою ими 


ТСН ОА тек маза щАТИК, 
1975 


ИГ ПЕТРОВСКИЙ 


УТ. 565 


Бир:УКуапытссте.ги 


С. В. Ковалевская была 
фессором Стокгольма 
университета — в цар 
Россым ома ме смогла 
чить работу, несмотр 
официальное призмание 
сийской императорской 
демией Наук, избрав 
своим  членом-корре 
дентом. 

С именами члена 
респондента Академми 
Николая Егоровича Ж 
ского и его ученика Са 
Алексеевича Чаплыгина 
зан прогресс в области 
ро- и азромеханики. 

На фото вы в 
марку, выпущенную 
1941 году а связы с 20- 
ем со дня смерти Н. Е, 
‘ковского. На ней рад 
портретом приведена 
мула определения по; 
ной сылы в потоке жид 
мли газа, 

В 1944 году к 75-л 
со дня рождения С. А. 
лыгина вьцили две мар 
его портретом (одна м 
приведена ма фото). 

На фото приведен 
же две марки с портре 
ученых, вся научная де 
ность которых протекал 
сле установления Сове’ 
власти. 

На первой — Отто 
езнч Шмндт — специ 
в областн математини, 
рономии и геофизики и 
из крупнейших исследс 
лей Арктики (марка 1 
щена в 1966 году к 75- 
со дня его рождения}, 

Вторая марка, вып 
ная в 1973 году, посв 
памяти ректора №оск 
го государственного у 
ситета нм. №. В. Ломо 
академика Мвана Геор 
ча Петровского, работ 
торого внесли значите 
вклад в теорию дифф 
Циальных уравнений с 
мыми Промзводньымыи, 
рамческую геометрию 
рию вероятностей м д 
области математики. 


А. В Ал 
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ШАРИК В ЛАБИРЫНТЕ 


Этот лабиринт даухэтаж- 
ный. В нем шарик может пе- 
ремещаться м по первому 
этажу, и по эторому, а с од 
ного этажа нз другой он по 
падает через отверстия, со 
единяющие этажи 
На приведенной схем 
вверху изображен первый 
этаж, внизу — второй (эер- 
кально отраженный). Чер 
ные лиции на схемах — пути 
по которым перемещается 
шармк; кружки — отверстия 
соединяющие этамы. Лабы- 
риынт имеет | вход м 4 вы- 
хода (асе они расположены 
аа первом этаже). Труднее 
всего достичь выходё от 
меченного звездочкой. По 
пробуйте найти кратчайшке 
мершруты от входа до каж- 
дого ныхода. Если вы захо- 
тите сделать этот лабирынт, 
то вам потребуется пнст 
пенопласта размером 28> 
32%5 см. На верхней и 
нижней стороне пихта 
паяльннком (или нагретым 
стальным — стержнем) на 
расстоянни 2 см друг от 
друга делаются борозды (на 
<хемах онм изображены чер- 
ным цветом), а в местах, от- 
меченных на схемах круж 
ками, пенопласт просверлн- 
ъается наскаозь. На двух бо- 
ковых гранях депаются 3 с\- 
верстня. Затем верх м низ 
куска звакленваются прозрач- 
мьиди пистами. оргстекла или 
мелофана. Теперь можно 
предложить друзьям запу- 
слить в одмо отверстые ша 
рик (илн несколько шари- 
ков) от подшипныка, прове. 
сти ето по всему лабиринту 
и вытряхнуть мз другого от- 
верстня. Можно сделать ни 
тан: загнать несколько шари- 
ков  вгпубь лабиринта кн 
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ХУГ Международная математическая 
олимпиада 

Торжественное открытне олимпиады 
Победитель олныпнады советский школьинк 
А. Григоряя 

Жюри олимпнады за проверкой работ 
Участинкн олнмпнады на заводе пишущих 
машии в Эрфурте 

Зданне, в котором проходила олимпиада 


(Фото И. Лемана, ГДР} 
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На первой странице обложки вы видите риыбуинок +Отнаситель 


ность» голландского художника М. Эшера (1898—1972). в. нем 
эсть определенное математическое содержание. Постарайтегь 
понять. какое? 
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Матернальная точка, на которую не 


действуют никакие силы, движется 
в ннерциальной системе отсчета 
прямолинейно0 и равномерно. 

Однако, «изолироваться» от воз- 
действия сил не представляется воз- 
можным. В наиих, земных, условиях 
на материальную точку действует си- 
ла притяжения Земли (сила тяжести), 
снла трения, сила сопротивлення воз- 
духа и другие. Кроме того, на многие 
устройства, созданные человеком (ав- 
томобиль, электропоезд, ракета), 
всегда действуют силы. Одним словом, 
от сил никуда не спрячешься. 

Да, но почему автомобиль может 
двигаться равномерно? Чита- 
тель, конечно, скажет, что ничего 
удивительного в этом нет: вее силы, 
действующие на автомобиль, уравно- 
вешиваются (то есть их равнодейст- 
вующая равна нулю), а это эквива- 
лентно тому, что на автомобиль вооб- 
це ме действуют никакие силы, — 
вот он и движется равномерно. 

И все же нечто удивительное в 
движении автомобиля есть. Шофер 
едет со скоростью 60 км/ч. Но вот 
он посмотрел на часы («А ведь я опаз- 
дываю!») и, после нескольких секунд 
разгона, поехал со скоростью 80 кли/ч. 
И опять движение равномерное, то 
есть опять все снлы уравновешива- 
ются. Кто же уравиовенивает силы? 
Шофер? И как ему удается их уравно- 
весить и на скорости 60 км/ч, и на 
скорости 80 клич, и на иной скорости? 
Разве эго не удивительно? Но если 
вы спросите обо всем этом шофера, он 
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будет удивлен еще больше вас: ему 
и в голову не приходит, что надо 
что-то «уравновешивать»! 
Попытаемся разобраться В этом 
вопросе с помощью математи - 
ки. Заметим, что силу тяжести мож- 
но совсем не рассматривать: па го- 
ризонтальном участке эта сила урав- 
новешивается снлой реакции со сто- 
роны дороги. Кроме того, будем счи- 
тать, что нет ветра, пренебрежем си- 
лой притяжения Луны итак далее. То- 
гда останутся только движущая снла 
Ё, связанная с действием двигателя 
н стрением ведущих колес о дорогу 
(эту силу будем считать постоянной на 
рассматриваемом участке движения), 
и сила сопротивления {рис. 1). Бу- 
дем считать, что сила сопротивления 
нмеет вид — 5 (5), где 5$ (5) — воз- 
растающая функция, обращающаяся 
в нуль при ч=0 (знак минус показы- 
вает, что сила сопротивления нап- 
равлена противоположно 
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Рис. 1. 


скорости). На 
закона, Ньютона 


та = Е — $5 (3). =) 


В силу возрастания функции 
$(#} существуст единственное зна- 
чение скорости — обозначим его че- 
рез У, — нри котором правая часть 
соотношения (*) обращается в нуль. 
Эго значенне У легко определить 
по графику функции $ (5) (см. рис. 2). 

Теорема 1. Если в некоторый 
люмент 1, скорость движения 9% 
меныие У, то в течение всего дальней 
шего движения. будет и< У. Если 
же 9» > И. то все время будет © > 
> У. 

„| оказательство . Допу- 
стим нротивное. Пусть, например, 
в некоторый момент {, >> {, скорссгь 
стала больню, чем У. Тогда в проме- 
жуточный между {и {, момент вре- 
мени (можег быть, и пе один раз} 
скорость была равна У. Пусть Г — 
последний моменг (между [, 
и #,), когда и У, так что в промс- 
жутке между Ё и {/, оставалось спра- 
ведливым неравенство # >И. Сог- 
ласно (*“) отсюда следует, что при 
Г < 1< Ц ускорение а было ом. 
рицательным (тах как $ (6) > РЁ ири 
и> И. Но это противоречит тому, 
что за рассматривасмый промежуток 
времени скорость изменилась от зна- 
чения У до белыиего значения *). 

Теорема 2. Если в < И, 
тосе течением времени скорость движе- 
ния увеличиваенся, все более прибли- 
жаясь к значению И; если же и, > И, 
то скорость вс? время уменьшается, 
также приближаясь к У. 

Доказательство. Пусть 
в момент имеем 9, >Т. Как 
мы знаем из теоремы 1, в течение всего 
движения будет и > И. Из (*} следу- 
ет, что ускорение будет отрицатель- 


основании второго 





*) Мы доказали. что если 5 < №, то 
скорость ни в какол момент не может при- 
нять значения, большего У. То, что 
она не может принять и значения, рав- 
ного Г, доказывается чуть сложнее; мы 
ту часть доказательства пропустим. 


а 
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Рис. 2. 


ным, н следовательно, скорость будет 
все время уменьнаться. 

Докажем, что с течением зремени 
разность и — И станет меныне любой 
заранее выбранной как угодно малой 
величнны й. Для этого рассмотрим 
момент времени 

= И)т 
КС ДИР 


За зремя от {, до #, скорость умень- 
никлась от значения 9, до значения, 
большего чем У, то есть уменьшилась 
менее чем на величину 


$! --#) —ЁЕ 
ЕР им. (**) 


Отсюда следует, что в некоторый про- 
межуточный момент времени { * вели- 
чнна ускорения была меныше чем 


} 
т ($ (У #)—Е |. (Еслибы это было не 


Так, то за рассматриваемый промежу- 
ток времени скорссть уменьшилась бы 
не менее чем нЕ величнну (**).) 
Итак, пусть в момент { имеем 
. (и --й)-Е 
[4 | — о г. 


т 
Тогда из (*) получаем 


5-Е — 5$(И-- №) Е 
т ен ы 


9“ — У =. 


то сеть $ (5*) < $ (и -- Й, и нотому 
< И-М. Мы вадим, что в мо- 
мент { скорость отличается от И 
меныше чем на Я. Это справедливо 
и для всех последующих моментов, 
так как скорость и убывает, оста- 
ваясь больше \. 


’Теоремы | и 2 дают качественные 
законы изменения скорости, то есть 
показывают, как она будет менять- 
ся с течением времени. Пусть, на- 
пример, автомобиль некоторое время 
сдет под уклон, после чего высзжает 
на горизонтальный участок дороги 
(рие. 3). Двигаясь под уклон, авто- 
мобиль с отключенным двигателем 
разгоняется и выходит на горизон- 
тальный участок < повышенной 
скоростью (большей У). Что же будет 
дальше? Согласно теореме | в течение 
всего дальнейшего движения ско- 
рость будет большей чем \, при- 
чем, в силу теоремы 2, она будет 
постепенно уменышаться, все более 
приближаясь кзначению И. 
Такнм образом, движение автомобн- 
ля на горизонтальном участке не 
будет равномерным, и лишь в нре- 
деле (прн { — со) мы получим рав- 
номерное движение (со скоростью 
№ = И). 

Аналогичная картина наблюдается 
в случае, еслн водитель (двигаясь, 
скажем, со скоростью 60 км/ч) намс- 
ревается увеличить скорость. С этой 
целью он сильнее нажимает правой 
ногой па недаль акселератора, уве- 
личнвая тем самым ириток горючего, 
а значит, и силу Р, развиваемую 
двигателем. Новому значению силы 
Г соответствует новое значение вели- 
чины Г, скажем, И = 80 ки/ч. В мо- 
мент нажатия на педаль автомобиль 
движется еше со скоростью 60 клич, 
то есть со скорсстью, меньшей У. 
Согласно теореме 1 в течение всего 
дальнейшего движения скорость бу- 
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дет меньшей чем У, причем, в силу 
теоремы 2, она будет увеличиваться, 
все более приближаясь кзна- 
ченню И — 80 км/ч. Мы вндим, что 
н в этом случае движение автомобиля 
не будет разномерным, и аншь 


в пределе {при { —о9) получится 
равномерное движение. 
В обонх рассмотренных примерах 


автомобиль движется с переменной 
скоростью, которая постепенно прн- 
ближастся к предельному значению 
У. Таким образом, то, что мы обычно 
считаем «равномерным движеиннем», 
представляет собой сложный динами- 
ческий процесс. Силы, действующие 
на автомобиль, теоретически говоря, 
не уравновешивают друг друга (дви- 
жение происходит с переменной ско- 
ростью, и потому ускорение не равно 
нулю). И лишь в пределе (при # — 
-> со) скорость приближается к по- 
стоянному значению и = \, ускоре- 
ние стремится к нулю, а действующие 
силы эке более точно уравповешнива- 
ют друг друга (то есть равнодейству- 
ющая стремится к нулю). И это 
«постененное уравнавешиванне» вовсе 
не связано с действиями шофера 
(он ведь люиль поддерживает постоян- 
ное значение силы 2), а вытекает 
из самой специфики задачи, то есть, 
математически говоря, является след- 
ствнем уравнения (*). Практически 
же скорость автомобиля становится 
то меньше, то болыне \ (вследствие 
порывов ветра, увеличения или 
уменьшения шероховатости дороги 
ит. п.). Но она упрямо приближается 
к предельному значению И, пока 





Рис. 3. 





Рис. 5. 


следующий толчок не сделает се ке- 
сколько меньше или больше; н вновь 
скорссть будет приближаться к зна- 
чению У; затем онять толчок, онять 
приближение к \ ... Это и есть «рав- 
номернсе движение». М  возможио 
оно только потому. что предельное 
значение скорссти (то есть И) устой- 
чиво: в какую бы сторону ни откло- 
нилась скорссть от И, она обязатель- 
но будет приближаться к И. 
Устойчивссть значення У можно 
наглядно пояснить построением фа- 
зовой диаграммы (или, как еще го- 
ворят, «фазового портрета») уравке- 
ния (*} (см. рис. 4). Огметим точку 
У на числовой сси. Если в некоторый 
момент фактическая скорссть о ока- 
зывается меньшей чем У (точка 
и, на днаграмме), то из (*) видно, 
что ускорение а будет положитель- 
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ным, то есть скорость будет в оз - 
растать. Это отмечено на диаг- 
рамме стрелкой. смотрящей вправо. 
Если же в некоторый момент скорость 
больше У (точка о. на днаграмме), 
то ускорение а отрицательно, то есть 
скорость начнет убывать (стрелка на- 
правлена влево). 

Фазовая днаграмма  ноказывает, 
что скорсети «некуда деваться», кро- 
ме как приближаться к значению И. 
Эко инапомииаег поведение шарика 
в ямкс (рис. 5): где бы он ни находил- 
ся, его «тянет» в самую нижнюю точ- 
ку — в устойчивое положение рав- 
новесня. 9 аналогин точку И на 
рассматриваемой фазовой днаграмме 
также называют устойчивым поло 
жением равновесия. 

Более сложиый нример устойчи- 
вого положения равновесия дает 
нодключение батареи постоянного то- 
ка к параллельно сосдиненным ка- 
тушке и конденсатору (рис. 6). Обоз- 
начая э. д. с. батареи, ее внутреннее 
сопрстивление и акгивное сопротив- 
ление катушки через Ё, ги КЮ с0- 
ответственно, легко найдем (ио зако- 
ну Ома), что в такой схеме через 
катушку можст протекать ностоян- 


Е 
ный ток 7 = у рр, причем, разность 


потенциалов на обкладках конденса- 
В 


гора будет равна И = 5 тр Однако 


в действительности нроцесе будет бо- 
лее сложным: ток Ри нанряжение И 
будут переменными, они будут со- 


Конденсатор _ 





Рис. 6. 


вершать *затухающие колебания» и 
лишь в пределе {при Ё— 0) будут 
приближаться к указанным значени- 
ям. Фазовый портрет этой системы 
надо будет изображать уже на коор- 
динатной плоскости (поскольку 
вместо одной «фазовой координаты» и 
здесь их будет уже две: /, М (см. 
рис. 7)). Точка, соответствующая ука- 
занному выше ностояниоюму току, бу- 
дет здесь устойчивым положением 
равновесия; стрелкн, показывающие 
тенденции изменения величин А, &, 
будут здесь таковы, что все линии, 
ндущие вдоль стрелок, будут приб- 
лижаться к этой точке. 

Мы видим, чго «равномерное» дви- 
жение автомобиля, «постоянный» ток 
в электрической схеме ит. п. пред- 
ставляют собой сложные динамиче- 
ские процессы, происходящие вблн- 
зи устойчивого положения равно- 
весия. Режимы «устойчивой работы» 
многих машин и технических уст- 
ройств описываются математически 
в виде устойчивых положений рав- 
новесня на фазовых  днаграммах. 
Устойчивые положення равновесия 
изучаются в теории устойчивости, 
являющейся важным разделом совре- 
менной математики. Основы этой тео- 
рии были заложены выдающимся рус- 
ским математиком А. М. Ляпуно- 
вым. В дальнейшее ее развитие 
важный вклал внесли многие совет- 
ские ученые. 


Про кита 
и актинию 


1. Небольшой — учаёток 
нервной сети актинии можно 
упрощенно представить себе 
как прямоугольник из шести 
параллельных нервных во- 
локои, соедниснных пятью 
поперечными. Нервный им- 
пульс может выходить из 
любого узла по любому нво- 
локну, за исключением того, 
но которому он в этот узел 
яолал. Какова крапчайшая 
длина пути нервного импуль- 
са от одной вершины пря- 
моугольника до протнвапо- 
ложной? Сколько различных 
пузей имеют эту мииималъ- 
ную Длину? 





2. Загарпуненный — кит 
способен в течение несколь- 
ких часов тащить за собой 
судно с двигателем, вклю- 
ченным на «полный назад». 
Мощность кита можно оцс- 
пить примерно в 450 Л. с. 
Сколько жира израсходует 
кит за 3 часа такой работы, 
если тенлотворная способ- 
ность жнра равна 10 хкал:е 
и при этом лишь Из химичсс- 
кой энергии обращается в ме- 
ханическую работу? 

М. ПНП. Головей 
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Классическая теория излучения 


Существование в природе  электро- 
магнитного поля — давно и хорошо 
установленный факт. — Заряженная 
частица, помещенная в электромаг- 
нитное поле, начинает двигаться уско- 
ренно. Следовательно, она испыты- 
вает воздействие со сторопы электро- 
магнитного поля. Поле, ускоряя за- 
ряд, производит над ним работу, 
а само теряет некоторое количество 
энергии — поле слабеет, то ссть 
действует на единичный заряд с мень- 
шей силой. — МЧаоборот, если поле 
замедляет заряд, оно усиливается. 
Иными словами, к первоначальному 
полю добавляется новсе, созданное 
зарядом. Ослабление поля тоже мож- 
но рассматривать как добавленне но- 
вого, созданного зарядом поля, но 
направление дополнительного — по- 
ля противоположно направлению 
первоначального. 

Эксиерименты показалн, что по- 
ле, создаваемое зарядом, зависит ол1 
величины заряда н от характера его 
движения. Причина, вызвавшая АВИ- 
жение заряда, совершенно несущест- 
венна. Для вычисления поля, созда- 
ваемого движущимся зарядом, нуж- 
но решить систему дифференциаль- 
ных уравнений (это и есть знамени- 
тыс уравнения Максвелла). 

Для нас сейчас важен сам факт: 
движущийся с ускорением заряд мо- 
жет изменять энергию — электромаг- 
нитного поля. Это явление называет- 
ся излучением. Отметим, что. хорошо 
известный закон Кулона, в силу ко- 
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ИИЗЛУЧАЕТ 
ФОТОНЫ 


торого поле неподвижного заряда мо- 
жет быть раз и навсегда подсчитано 
в любой точке пространства, ноказы- 
вает, что ненодвижный заряд не из- 
лучает. В самом деле, поле такого 
заряда не изменяется с течением вре- 
мени, то есть не изменяется энергия 
поля. 

Проведем мысленный экспери- 
мент. Возьмем неподвижный заряд. 
Заставим его описать окружность, 
вернуться в нсходную точку и оста- 
новиться. Какой будет картина элект- 
ромагнитного поля? На первом этапе, 
когда заряд неподвижен, он создает 
обычное — электростатическое поле. 
В течение второго этапа создается 
некоторое дополнительное поле. Ис- 
чезнет лн оно после того, как заряд 
остановится? Нет, не исчезнет! Но 
позвольте, ведь вокруг неподвижно- 
го заряда поле должно быть элект- 
ростатическим. Неужели это неверно? 


Верно, по не совсем. Созданное 
на втором этапе дополнительное 
электромагнитнсе поле начнст де- 
формироваться, так что спустя ё се- 
купд после сстановки заряда внутри 
шара радиуса с! (с — скорость света) 
(рне. 1) установится кулоновское по- 
ле. Вие этого шара поле будет 
существенно отличаткя от кулэ- 
новского. Итак, поле излучения бы- 
стро удаляется от того места, где 
оно было создано, уступая кулонов- 
скому полю все новые и новые обла- 
сти пространства. Подчеркнем, что 
это свойство — «убегать» со скоростью 
света от места зарождения (и уносить 
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с собой всю полученную от движу- 
щихся зарядов энергию) — общее 
свойство излучения. 

Отметим одно важное обстоятель- 
ство. Так как электромагцитинсе поле 
излучения уносит © собой всю 
полученную от движущегося заряда 
энергию, то плотность энергни тако- 
го поля, то сесть энергия, прнходя- 
цаяся на единицу объема, уменыша- 
ется обратно пропорционально объе- 
му шарового слоя, в котором оно 
находится. Этот объем пропорциона- 
лен квадрату радиуса *). Иоэтому 
плотность энергин поля излучения 
обратно пропорциональна квадрату 
расстояния от источника излучения 
(наиример, от антеняь). 

Плотность энергии 
тического поля пропорциональна 
квадрату его напряженности **). 
В свою очередь напряженность элект- 
ростатического поля обратно пропор- 
циональна квадрату расстояния от 
нсточника. Значит, плотиссть энер- 
гии элсктростатического поля убыва- 
ет как четвертая стенень расстояния, 
то есть гораздо быстрее, чем плот- 
ность энергии поля излучения. Этим 
н объясняется, почему для радносвя- 
зи используются поля излучения, а 
не  электростатические поля. 


электроста- 





*) Действительно, объем шарового слоя 
ралнуса В и толщины АЮ равен ЗАВ 


4дАЗАЕ ($ -- площадь поверхности дара}, 


ре А мало по сравнению с К. 
**) 


м. учебное пособие «Физика-9», 5 86. 





Рис. 1. 
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Какие же волны излучает заря- 
женная частица, движущаяся с уско- 
рением? Частота  излученной волны 
зависит от характера движения ча- 
стицы. Если часгица совершает гар- 
монические колебания с частотой у., 
то и частота излученных ВОЛИ будет 
равна \,- 

Классическая электродинамика 
(уравнения Максвелла) дает воз- 
можность вычислить интенсивность 
нзлучения, то есть количество энер- 
гин, излученной за единицу време- 
ни. Так, например, интенсивность 
излучения движущегося с ускорени- 
ем а заряда с равна 


= 


2ета? 


За.“ (1) 


В системе СГСЭ интенсивность 
излучения можно вычислить с точ- 
ностью до коэффициента 2/3, еслн 
знать, от чего опа зависит. В этой 
системе все единицы выражаются че- 
рез три основные: длины, массы и вре- 
мени. (В системе СИ основных еди- 
ниц четыре — добавляется еще. еди- 
ница силы тока. Поэтому  электри- 
ческие единицы ие выражаются че- 
рез механические, и такое рассмот- 
рение провести нельзя.) 

Величина 





интенсивностн излуче- 
ння определяется зарядом е, имею- 
шим размерность  (2'/?2-см3!2-с-\), 


сего ускорением а {см-с7—*) и ско- 
ростью света- с (см-с`\). Из этих 
величин можно построить только од- 
ну комбинацию, имеющую размер- 
ность мощности (эре : с"), которая 
приводит к выражению (1). Попро- 
буйте проверить это. 

Формула (1) показывает, что за- 
ряд, движущийся © постоянной ско- 
ростью (а -= 0), не излучает. Этот 
же вывод можно получить и более 
простым рассужденнем. Покоящаяся 
частица не может излучить электро- 
магнитную волну, так как ей неотку- 
да взять для этого энергию. Следо- 
вательно, и частица, летящая с посто- 
янной скоростью о в пустоте, тоже 
не может излучать — ведь по прин- 
ципу относительности Галилея всег- 





Рис. 2. 


да можно выбрать эквивалентную 
систему отсчета, в которой эта части- 
ца покоится. 

Есть еще однн важный случай, 
когда лвижущинеся заряды не излу- 
чают. Рассмотрим постоянный ток, 
текущий по какому-либо криволиней- 
ному контуру. Мз эксперимента и из 
теорни хорошо известно, что такой 
ток создает постоянное магнитное по- 
ле, но не излучает. Но ведь всякий 
ток есть движение заряженных ча- 
стиц. Каждая из этих частиц, как 
мы знаем, создает поле излучения. 
Почему же эти заряды, взятые вме- 
сте, не излучают? Оказывается, поля 
излучения, создаваемые разными ча- 
стицамн, комиенсируют друг друга 
с такой точностью, что в результате 
остается чисто статическое поле. Мож- 
но считать, что в этом случае заряжен- 
ные частицы движутся с одинаковой 
постоянной средней скоростью. и 
излучение отсутствует. 

С помощью уравпений Максвелла 
можно установить общий факт: если 
расположение токов и зарядов в про- 
странстве не зависит от времени, то 
излучение отсутствует. 


Планетарная модель атома 
и излучение 


Временно игнорируя квантовую при- 
роду атомных частиц, опинем язы- 
ком классической физикн простей- 
ший атом — атом водорода, состоя- 
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щий 13 одного протона и одного 
электрона. 

Электрон вращается вокруг про- 
тона по окружности радиуса гв”) 
(рис. 2), так что сила, вызывающая 
центростремительное ускоренне, 
ти”ть, равна кулоновской силе при- 


-.;.2 
тяжения ег; (т-—масса электрона): 


Ы 


то? 6 








: 
МВ "5 


Отсюда можно выразить скорость 
вращения электрона 


с 


г. ть ° (2) 





Скорость электрона тем болыше, 
чем меньше расстояние между пим 
н протоном. 

Полная эвергия электрона в атоме 
водорода — это сумма сго кинетиче- 


1 г 
> - 2 
ской энергии Е: ни = 3 8 == 275 ИИС- 
+ 


тенциальной Енот - ег. : 
. е2 22 2 
В о ь ‘0 
ь [В у 


Классическая физика не может объяс- 
нить тот факт, что все атомы водорода 
имеют одии и тот же размер. Мы пока 
просто примем, считая это экспери- 
ментальным фактом, что у всех атомов 
водорода г, => 1071 м. 


Центростремительное — ускорение 
электрона при движении по окруж- 
ности равно 


125 её 
4 - 








= 
"в ТРЕ 


Но ведь ссли электрон движется 
с ускорением, он излучает. Какова 
интенсивность этого излучения, мала 
она илн велика? Оценим ее, подставив 
в формулу (1) значение ускорения а: 


Г де е \? 2.8 
85° р ТИТ - 
3: тг Зет? гь 
\ 


Хотя все величины, входящие в эту 





*) г-— раднус так называемой боров- 
ской орбиты электрона. 


формулу, известны, и мы можем вы- 
числить, какое количество энергин 
в секунду излучает электрон, ответ 
мало что скажет, ведь в мире атомов 
теряются обычные представления. По- 
ступим иначе. Вычислим, какую энер- 
гню АЕ теряет электрон за время 
одного оборота вокруг ядра — за один 








| 2 лв 
период аи 
з 2 ли | дл Гы 
АЕ- 1 3 5/2 ИАС 3 


Преобразуем это выражение к виду 


АЕ- 


81 ( | ёг № е? (4) 


гБ ТЕ 27 ° 


3 


Г. 


ЕЁ 


В этой формуле член 6 Е. — 


характерная катомная» энергия 
электрона в атоме. Следовательно, 
все сстальные величины, ‘входящие 
в формулу (4), должны образовывать 
безразмерную комбинацию. Дейст- 
вительно, величина е^/ие? имеет раз- 
мерность длины. Ее называют клас- 
сическим раднусом электрона и обоз- 
начают г..: 

г? 
лис" 





А 2.5. 10-В м. 


Га =: 


Таким образом, 
АЕ 


РАО 


Ел 


Итак, при каждом обороте элект- 
рон теряет ничтожную часть своей 
энергии — одну  десятимиллионную 
долю. Иссмотрим па эту величину 
с другой точки зрения, 

Попробуем оценить, сколько вре- 
мени «проживет» атом, если  элект- 
рон будет излучать электромагнит- 
ную энергию даже такимн малыми 
порциями. За один оборот энергия 
электрона уменышится на величину 
АЕ — 10-Е, и при этом расстояние 
отэлектрона до ядратоже уменьшится. 
А приблизительно за 1Ю* оборотов 
электрон вовсе свалится на ядро! 
Но один оборот электрон совершает 
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за 
24 в в 2 Аг в 


- Е (тив)? == 10—18 с. 








Следовательно, если бы законы клас- 


снческой механики и классической 
электродинамики были справедли- 
вы в мире атомов и электронов, 


атомы могли бы просуществовать не 
более 10—19. 

Это, пожалуй, одно из нанболее ка- 
тастрофических расхождений между 
классической теорией и эксперимен- 
том: «вечные» атомы оказались прс- 
дельно неустойчивымн. 

Существует еще одно противоре- 
чис между планетарной моделью ато- 


ма и экспериментом. Эксперимент 
ноказывает, что атомы нзлучают 


(правда, для этого надо их предва- 
рительно возбуднть, то есть передать 
им некоторое количество энергии) 
электромагнитные волны строго оп- 
ределенных частот. Набор этих ча- 
стот является своеобразной визитной 
карточкой атома (на этом основан 
спектральный анализ). 

С точки зрения планетарной мо- 
дели возбужденный атом отличается 
ог невозбужденного тем, что его 
электрон имеет несколько ббльшую 
энергию и, следовательно, больший 
радиус орбиты г, >> гь. В процессе 
излучения расстояние от электрона 
ло ядра постепенно уменьшастся до 
величины г. при этом непрерывно 
изменяется (увеличивается) частота 
обращения. Следовательно, снектр 
излученных частот должен быть не- 
прерывным ог начальной частоты 
172 | 
Эли 

1 








и ет 
е-( 
Эли, тг 


до максимальной частоты 





и ё- [Е 1 
лир — ( тгр Элгр * 
Объяснить истинный — дискретный 
снектр излучения атомов  класси- 
ческая планетарная модель не мо- 
жет. Для объяснения всего этого 
необходима кваитовая механика. 


Электрон излучает фотоны 


Как же квантовая механика объяс- 
няет, почему электрон не падаст на 
ядро? 

Прежде всего следуст подчерк- 
нуть, что для объяснения свойств 
микромира пришлось создать прии- 
ципиально новую науку: подправить 
классическую механику так, чтобы 
она объясняла свойства атомов и мо- 
лекул, оказалось невозможно. Ос- 
новная новизна квантовой механи- 
ки — учет единства волновых и кор- 
пускулярных свойств микрочастнц. 

Согласно строгим выводам кван- 
товой механики энергня электрона мо- 
жет принимать не любые, а лишь дис- 
кретные значения. Значения энергии 
в атоме водорода 


лете 1 
Е = = 


т 2 м, 


где н -= 1, 2, 3, 

Средн всех состояний электрона 
в атоме водорода есть одно особое 
состояние — основное — состояние с 
наименьшей энергией. Ему соотвст- 
ствует н=|!. Электрон не может 
нметь энергию, меньшую ЕЁ, 
= — 2 ле Н?. Этот запрет связан с 
волновыми свойствами электрона. Он 
настолько строг, что обеспечивает 
бесконечное время жизни агома. 

Итак, электрон в основном состо- 
янии не излучает электромагнитных 
волн (фотонов) *). Если же электрон 
находится в одьом из возбужденных 
состояний сп > 1 (п =, 3, 4....), 
он может перейти в состояние с более 
низкой энергией, излучив  электро- 
магнитиую волну. Как и всякий 
процесс в природе, процесс излуче- 
ния подчиняется закону сохранения 
энергии. Его легко записать, если 
воспользоваться соотношением, свя- 
зывающим частоту электромагнитной 
волны % с энергией фотона 


Е, — Ел == В\, (5) 
гдел, п’ = 29, 3, ий. 





*) Нетолько атом водорода, но и любой 
другой атом не излучает энергни, если он 
находится в основном состоянии. 
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Отсюда 


Е» -- Ёп’ 
й 


Иля водорода 


Эл?те | | 


‚п- п? 


Формулы (5) и (6) определяют 
спектр (набор) частот, которые может 
излучить илн поглотить атом водо- 
рода. 

Квантовая механика позволяет оп- 
ределить не только спектр частот 
излучения и поглощения, но и ии- 
тенсивность излучения. 

Формулы квантовой механики об- 
ладают одной интересной — особен- 
костью. Они переходят в формулы 
классической физики, когда  «кван- 
товость» преиебрежимю мала, то 
есть когда движение почти класси- 
ческое. (Это важное обстоятельство 
получило даже специальное назва- 
ние — принцип соответствия.) В рас- 
сматриваемом нами случае малость 
квантовых эффектов проявляется 
в том, что прн значениях л, стремя- 
щихся к бесконечности, АЁ == Е, — 
— Е‚_, стремится к вулю. Ведь 
в классической физике энергия мо- 
жет иметь -любос значение! Мы при- 
вели только один пример, но любая 


формула квантовой механики до- 
нускает проверку принципом сост- 
ветствия. Лучше сказать иначе: лю- 


бая формула классической физики 
есть предельиос значение квантовой 
формулы. Квантовая мехапика не 
отменила классическую, а указала 
сй ее место (н весьма почетное место). 
Классическая механика справедлива 
тогда, когда малы квантовые —эф- 
фекты, ин справедлива © точностью, 
которую допускает квантовая меха- 
ника. 


Излучение частицы, движущейся 
с постоянной скоростью 


До сих пор мы говорили, что излуча- 
ет только частица, движущаяся с 


ускорением. Но у этого правила есть 
одно исключение. Электрои, движу- 
щиися с псоетоянной скоростью, но 
не в пустоте, а в какой-либо среде, 
излучает свет. Этот эффект назы- 
вается излученнем Вавилова-Черен- 
кова. 

Слова «черенковское излучение», 
«излучение Череикова», «эффект Че- 
ренкова», наверное, известны многим. 
И многие знают, что такое излучение 
возникает, когда заряженная частни- 
ца движется со скорсетью а, боль- 
шей скоростн света в среде, окружа- 
ющей частниу.  Сверхеветовое из- 
лучение было открыто П. А. Черец- 
ковым — ученнком С. И. Вавилова, 
а объясиили его физики-теоретики 
И. Е. Тамм и И. М. Франк. За эту 
работу Черенкову, Тамму и Франку 
была присуждена Нобелевская прс- 
мня 1958 года по физике. 

Скорость света в среде с показа- 
телем преломленняу в {& — днэлект- 
рическая проницаемость среды) рав- 


на и-=с е. Поскольку >>, скс- 
рость света в среде и меньше скорости 
света в вакууме с. Это позволяет части- 
це (папример, электрону) лететь в сре- 
де со «сверхсветовой» скоростью и; 


с 
— = ис. 

Ме > 

Условие возникновения черенковско- 
го излучения 


> ТЕ (7) 
замечательно тем, что не содержит 
ностоянной Планка. Это означает (по 
принцииу соответствия), что оно 
может быть получено средствами как 
квантовой, так и классической физн- 
ки. Интересно отметить, чго кванто- 
вое и классическое описания эффекта 
Черенкова приводят практически к 
одинаковым результатам. Но мы огра- 
ничимся только квантовой картиной, 
так как для полной классической тео- 
рии явления Черенкова исобходим 
сложный математический аппарат. 
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Прн этом нам повадобятся донол- 
интельные сведения о фотонах. 

1. Фотон обладает не только оире- 
деленной энергией Е, но и опре- 
деленным импульсом р. Направление. 
импульса может быть любым, а ве- 
личнна определяется энергией: 


| 
р= — Е. 


2. Электромагнитное поле в среде 
с днэлектрической постоянной = так- 
же состоит из фотопов. Фотоны в 
диэлектрике отличаются от фотонов 
в пустоте тем, что связь между их 
энергией и импульсом содержит диэ- 








лектрическую псстоянную Е: 
е р Ед 
и РЕ. 
6 и 
с 
Е=р—=. 
= 


Связь между энергией и частотой 
у фотонов в среде такая же, как 
и у фотонов в пустоте: ЕЁ =: Ах. 

3. Любое взаимодействие фотонов 
с другими частицами подчиняется за- 
кону сохранения эпергии и закону 
сохранения импульса. 

Теперь рассмотрим электрон, дви- 
жущийся в среде с постоянной ско- 
рестью и. Пусть в некоторый момент 
времени он излучает фотон частоты 
у с импульсом р. Обозначим импульс 
электрона до излучения Р, а после -- 
Р’. Тогда эпергия электрона до из- 
лучения Е -— Р=/2ль а после излуче- 
ния — Е” -- Р'2/2т. По закону сох- 
рапения импульса Р’ =: Р —р, аза- 
кон сохранения энергии можно залн- 
сать в виде 





р: авы 
Эт —^ Эт АНИ" 
ТЕ 
П ровер ИМ, всегда лн может выпол- 


няться это равенство. Введем угол © 
между импульсом частицы до излу- 
чення и импульсом фотона. Косинус 
этого угла найдем из закона сохра- 
нения импульса, записанного в ска- 
лярной форме: 


Р”? =Р*.. рз—2Рр с0$9 


(мы воспользовались теоремой косн- 
нусов). Отсюда 


Р:—Р'2-- р 
с05 6 ира 
Га р — 
ет 1 -- 2“ Е } 
. У ( те и (8) 
где о — скорость излучающей ча- 


йух 
стицы. Вспомним, что ре 8 


У Лу 
Следовательно, РИ. 

рут тс? 
Это — единственная безразмерная 


комбинация парамстров в формуле 
{8), куда входит постоянная Планка. 
Она дает возможность оценить сте- 
пень квантовости явления. Для вн- 
димого света 


№ = ТОН ё>] 


ВУ ь 
ь == 10-1. 
Этс? 





Отсюда видио, что мы, не делая боль- 
шой ошибки, можем просто пренеб- 
речь вторым слагаемым в числителе 
формулы (8). Поэтому и классическое 
рассмотрение приводит к правильно- 
му результату. 

Так как с0$0 должен быть меньше 
единицы, мы можем вывести условие 
(7): чтобы частица, летящая с по- 
стоянной скоростью, могла излучать 
световые волны, ее скорость. должна 
превышать скорость света в среде. 

Приведенное рассуждение объяс- 
няет, ночему электрон со скоростью 
о «с/у =ис излучает и почему конус 
возможных направлений излучения 
(в случае о > си = } определяется фор- 
мулой (8). Вычисление интенсивно- 
сти излучения Черенкова значитель- 
но сложнее, и мы не будем им за- 
ниматься. 

Классический смысл условия (7) 
очень прост: частица «убегает» от 
созданного ею — электромагиитного 
поля, которое в виде волн распрост- 
раняется самостоятельно. 
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Приближенное (с классической 

точки зрения — точное) равенство 

с 

я (9) 
показывает направление излученных 
ВОЛИ. 

Подумаем еще раз, па чем основан 
вывод формулы (9) н условие черен- 
ковского излучения (7). Во-первых, 
на законах сохранения энергии ни 
импульса в процессе излучения; во- 
вторых, ина том, что энергия фотона 
н величина его имлульса связаны 
линейной зависимостью, и, наконец, 
в-третьих, на малости квантовой поп- 
равки. Если бы речь шла не об элект- 
ромагнитной волне, а о звуковой, 
то все эти «во-первых», «во-вторых» 
н «в-третьих» были бы в точности 
выполнены. Для звуковой волны 
квант ее энергии — фонон и вели- 
чина его импульса связаны линей- 
ной зависимостью 


с05 9 = 


1 
РАЙ, 


где $ — скорость звука. Но так как 
скорость звука значительно меньше 
скорости света, то условие черенков- 
ского излучения и > $ может быть 
выполнено даже при движении мак- 
роскопических тел. Один из примеров 
черенковского излучения звука — 
щелчок бича, кончик которого в уме- 
лых руках движется со сверхзвуко- 
вой скоростью. 

Черенковское — излучение 
нашло важное применение в экспе- 
риментальной физике. Мэ это — 
отдельная болыная и интересная те- 
ма. Для нас, пожалуй, важнее то, 
что черенковское излучение — очень 
общее явление. Всегда, когда части- 
ца движется со скоростью, превы- 
шающей скорость волн в данной сре- 
де, она излучает. 
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ПРИ ПОМОЩИ ГРАФОВ 


О ЦВЕТНЫМИ 
ВЕРШИНАМИ 


А.ПРИЯТЕЛЬ 


В этой статье используются некоторые про- 
стейшие логические операции: отрицание, 
конъюнкция, дизъюнкция, импликация. Мио- 
гне из вас знают о них из школы — кто из 
факультативных курсов математики, а кто 
из самых обычных. Да и в «Квантс» про них 
рассказывалось — см., например, «Квант» 
№ 4 за 1971 год. 

Для тех же, кто не знает определений логи- 
ческих операций и не имеет других номеров 
«Кванта», мы приведем здесь лышь мивимум 
сведений, который нужен для чтения и по- 
нимания статьи А. Прнятеля. 

Напомним, что высказывание — это предло- 
жение, про которое имест смысл говорить, 
что оно истинио или ложно. 

Из различных высказываний © помощью 
логических операций можно образовывать 
новые высказывания. Вопрос об нстиноли 
или ложности получающихся высказываний 
зависит, конечно, от того, каковы {истинны 
или ложны) были исходные высказывания, 
нуи. ‘конечно, от самой логической операции. 
А именко: 

т) Отрицание истинного высказывания лож- 
но, а отринание ложного — истинно, Если 
обозначить нсходное высказывание буквой А, 
а операцию отрицания — знаком =» (А чи- 
тается «не А»), то наше определение можно 





задать такой таблицей: 
А | А 
н я 
Л н 


44 


о, © ® оо © г 
А ля 


. 
$ 


(и — сокращенное «истина», л — «ложь». 

2) Конъюнкиия двух истинных высказыва- 
внй Аи В (АЛВ) читастся как «А и В») 
истинна, а ссли хоть одно из них ложно, то 





И конъюнкция ложна: 
А | В | Алв 
н | и 
н „1 Л 
л н я 
И] Л Л 


3) Дизъюнкция двух высказываний (обозна 
чение А\/ В читается как ‹А или В») истинна, 
соли истинно хотя бы одно из них, и ложиа, 





если оба они ложны: 
А В | А\В 
и и | 
и з и 
л н и 
Л д л 
4) И, наконец, импанкация высказываний 


А нВ (А-В читается как «А влечет В», 
«Из А следует В» нли «Если А, то В») ложна, 
ссли иосылка А истинна. а заключение В 
ложно: во всех же остальных случаях нмили- 
кация истинна: 


А В А-В 
а ее ео 

Н н и 

н Л Л 

1 и н 

Л я и 
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В*Кванте № 8 за 1973 год была помещена статья Л. Ю. Березиной 
«О графах с цветными ребрами», посвященная решению логических задач. 
Не менее интересен метод решения логических задач с помощью графов 
с цветными вершинами, позволяющий наглядно решать задачи, которые 
часто называют «логическими задачами на Джонсона и Смита» *). Этот 
метод. состоит в изображении структуры задачи с помощью некоторого гра- 
фа. Вершины такого графа будут обозначать базисные высказывания задачи; 
а ребра графа—импликации или конъюнкции между базисными высказы- 
ваниями. Цвет вершины обозначает истинность или ложность изображае- 
мого ею высказывания. В определении цвета вершин графа и заключается 
описываемый метод. Всюду в дальнейщем процесс определения цвета вер- 
шин мы будем называть раскрашиванием графа. Цвет вершины не всегда 
будет определяться однозначно; возможные варианты будем называть 
вариантами раскрашивания. 

Для изображения структуры задачи с помощью графа условимся о сим- 
волнке, позволяющей переходить с языка логики на язык графов: 








Таблица | 
«Погическое понятие Элемент графа 
Высказывание Ворцыииа графа 
Истинное высказывание Вершина красного цвета 
Ложное высказывание Вершина черного цвета 
—ы» 
Импликация ХИ Орцентированное ребро ХУ графа 





Раскрашивание графов производится по правилам алгебры логики, 
которые переводятся на язык графов с иомощью следующей символики: 


Таблица 2 








Правило алгебры логики Праниле раскрашивания графа 

1. Каждое высказывание имест одно и 1. Каждая вершина графа является либо 
только одно из двух значений ис- черной, либо красной. 
ТИННОСТИ: сложно», «нСТиинНо». 

— 

2. Если импликация Х=У истиниа и 2. Если ребро ХУ ориентированно от вер- 
посылка Х истинна, то и заключе- шины Х к вершине У и вершина Х— 
нне У истинно. красная, то и вершина У--красная. 

— 

3. Если импликация Х>У истинна, а 3. Если ребро ХУ ориснтироваино от вер- 
заключение У ложно, то н посылка шниы Х к вершиие У и У- черная, 
Х ложна. то и А—черная. 








*) Можно, конечно, говорить н о «задачах про Воробьева и Грачева» — пародия ва них 
всем памятна по «Золотому теленку». 
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Кроме этих правил 1—3 для каждой конкретной задачи можно ввести 
дополнительные правила (в зависимости от структуры используемого 
графа). 

Продемонстрируем метод на примерах решения конкретных задач. 


Задача | 


Для полярной экспедиции из восьми претендентов А, В, С.Р, Е, ЕЁ, С 
и Н *) надо отобрать шесть специалистов: биолога, гидролога, сичоптика, 
врача, механика и радиста. Обязанности биолога могут выполнять Е и Ц, 
гидролога — Ви ЕЁ, синоптика — ЕЁ и С, врача — Аир, радиста — Сир, 
механика — С и Н. Хотя некоторые из претендентов совмещают две спе- 
циальности, в экспедиции каждому понадобится выполнять тольку одну обя- 
занность. 


Кого и кем следует взять в экспедицию, если Ё не хочет ехать без В, 
р — без Н ин 6ез С, С не хочет ехать вместе с С. а А не хочет ехать вме- 
сте с В? 

Базнсное множество высказываний задачи состоит из восьми высказы- 
ваний вида «А, В, С, ... зачислен в состав экспедиции» (будем обозначать 
их соответственно буквами А, В, С, ...). 


Для облегчения восприятия условия задачи изобразнм специализацию 
претендентов с помошью так называемого двудольного графа, то есть графа, 
вершины которого распадаются на два класса (две «доли») так, что вершины 
ИЗ ОДНОГО ин ТОГО Же класса не связаны между собой (не соединены ребрами). 
Двудольные графы удобно чертить, располагая вершины Одной «доли» 
в строку, а вершины другой — в строку, параллельную первой (рис., П. 

На рисунке | мы изобразили претендентов вершинами А, В, ..., Н' 
первой доли, а специальности — вершинами 6,8,...,С («б» — биолог, 
«8» — врач ит. д.) второй доли. Вершину первой доли свяжем с вершинами 
второй доли, если соответствующий претендент владест соответствующей 
снецпальностью. По такому графу легко определить, какие два претендента 
владеют одной специальностью. 


Из двух претендентов Х и У, владеющих одной снециальносотью, над 
взягь хотя бы одного, то есть верна дизыюнкция винда Х У У, равносиль- 
ная импликации Х => У **). На основании этого можно записать 

(Е Ол В Эл ол Ар л (Сы Вл(СыъН. 

Кроме того, если Х не хочет 

к —- - ` ехать без У, то верна импликация 
У=-Х, а если Х не хочет ехать вмес- 

вар сн те с У,— имиликация У =. На 


': основании этого имеем 
(В Рл(Н=» о] л1С= В] А 
(6=6 Л {В= 4). 
Итак, условие задачи можно 
| представить в виде конъюнкции 
| нупликаций: 


| | *) Разумеется, это как раз их фамилии: 
СЕ тие Джонсон, Смит, Браун, ... (Воробьев, Гра- 
чев, Дроздов и т. д.). 


Рис. 1. **) Мли У=>.Х — безразличио. 
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Е бл В ВЛ Е-ОЛ (А 
=р)лС=ВлС=Н) В = Л 
АНБ лс Аю-Оол 

^(В= 4). (1) 
Представим структуру задачи в 
виде графа. При этом вершины, изо- 
бражающие ие отрицаемые высказы- 
вания вида А, расположим на одной 


прямой, а вершины вида А — на на- 
раллельнюй ей прямой так, чтобы А 


ин А, Ви Вит. д. были расположены 

Рне. 2. в вертикальных столбцах. Содержа- 

щиеся в условии И имоликаций (1) изобразим ориентированными ребрами 
графа (согласно данным таблицы 1.— см. рис. 2). 

Раскраимванне графа мы всегда будем начинать с допушения о ивете 

одной из вершин Х графа. Эту вершииу Х мы булем выбирать так, чтобы 


сумма её связности г (Х) со связпостью г (Х) вершины Х была наибольшей, 
так как в этом случае цвет вершины Х дает максимум ниформации о цвете 
других вершин. В некоторых случаях одно допущение позволяет полностью 
н однозначно раскрасить граф или приводит к противоречию, в других 
необходимо делать новые допущения. Последнее случается тогда, когда 
исчерпывается ниформация, предоставляемая первым донучцением (пре- 
рывается цепочка рассуждений). 

Полное раскрашивание графл дает. решение задачи, противоречие 
указывает на исверность допущения. О цвете вершимы Х можно сделать 
два допущения: «АХ — красная», «А — черная». Необходимо нсиробовать 
оба допущения; лишь тогда уластся исчернать все вариаигы раскраши- 
вания. 

Введем теперь дополнительные правила раскрашивания +4--6: 

Правнло 4 





Ехли высказывание истинио, Если одна из вершан в вер- 
то отрицание ложно, и наобЗ- гзкальном столбие — красная, то 
рот. другая — черная. 

Нравнило 5 

Если шестерых претендентов Ёсли в верхней сгроке шесть 
включили в состав экспедиции, то вериииг красные, то остальные — 
остальных исключили. черные. 

Правило 6 

Если двух претендентов ис- Сели в верхней строке 2 вер- 
каючили из состава экспедиции. р шины черные, то остальные — 
то остальных включили. красные. 


Теперь, руководствуясь правилами 1—6, мы можем раскрасить граф, 
нзображенный на рисунке 2: 

1. Предположим,. что вершина С — красная. Тогда: 

1} С— черная (4) *); 2) С — черная (3); 3) Е. Г — черные (3): 4) В — 
черная (3); 5) Е. Е и В — красные (4); 6) @ — красная 44); 7) А — крас- 





*) Злесь и в дальнейшем цифры в скобках обозначают номер правила, на основании 
которого делается вырод о цвете вершины. 
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Рис. 3. Рис. 4 


ная (2); 8) А — черная (4); 9) р — красная (2); 19) р — черная (4); 
11) Н — черная (3); 12) Н — красная (4). 

Полученный результат согласуется с правилами 5 и 6. Следовательно, 
если С включен в состав экспедиции, то надо еще включить В, О, Е, Еи Н 
и исключить А и С. 

П. Предположим, что вершина С — черная (рис. 3): 

1) С — красная (4); 2) Р — красная (2); 3) р — черная (4); 4) р — 
красная (2). 

Поскольку О не может быть одновременно красной и черной (1), пред- 
положение «С — черная» приводит к противоречию; значит, С — красная, 
н задача имеет единственное решение: 

В & ВЕ. Е, НЯНЮ). 

Остается определить, какую должность будет занимать в экспедиции 
каждый из шестерых, включенных в ее состав. Для этого нам придется 
воспользоваться графом с цветными ребрами. 

Перечертим граф, изображенный на рисунке 1, исключив вершины А 
и С н связанные с ними ребра (рис. 4). Ребра графа начертим синим цвс- 
том, чтобы удобно было потом «наводить» (закращивать} их другими цвета- 
ми. Условимся, что ребро, связывающее вершину Х первой доли с верши- 
ной а второй доли, будет красным, если Х занимает должность а, и черным, 
если Х не занимает этой должности (например, «Ёс — красное», если ЁР 
занимает должность синоптика, а «Ор — черное» означаст, что О не заии- 
мает должность радиста). 

При определении цвета ребер мы будем руководствоваться следующими 
дополнительными правилами: 

Правило 7 


Если только однн из зачис- Если вершипа а инцидентна 
лепных в состав экспедиции мо- только одному сниему ребру, 
жет занять должность а, то ему то это ребро наводится красным. 


и придется ее занять. 
Правило 8 


Если некоторому Х,  зачис- Если вершина Х’инцидентна 
ленному в состав экспедиции, одному красному ребру, то осталь- 
прнходится занять ввиду усло- ные связанные с ней ребра (если 
вия 7 должность а, то он не может таковые имеются) наводятея чер- 
занимать никакую другую. ным. 


Руководствуясь правилами 7—8, раскрасим граф на рисунке 4: 
1) Еб — красное (7); 2) Ес — красиое (7); 3) Ег — черное (8); 4) Ве — 
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красное (7); 5) Оз — красное (7); 6) Ор — черное (8); 7) Ср — красное (7): 
8) См — черное (8); 9) Нм — красное (7). 

Красными являются лишь ребра Еб, Ес, Ве, 1, Ср и Нм. Итак, В сле- 
дует взять в качестве гидролога, С — радиста, р — врача, Е — биолога, 
Р — синоптика, Н — механика. 

В качестве второго примера возьмем задачу А. С. Сорокина «Несостояв- 
шийся обед» («Квант» № 11, 1972). Напомним ее условие, несколько сокра- 
тив формулировку. 

Задача 2 

М хотел пригласить на обед по возможности всех своих соседей: А, В, 
С, р, БЕ, Е, Си Н*). При этом он, однако, столкнулся со следующими пре- 
пятствиями: 

А никогда не придет, если пригласить В или С, или если одновременно 
будут приглашены Ри Е (1); 

р придет только в пом случае, если будет приглашен и Е (2; 

Е не примет приглашения, если придет В (3}; 

Е наносит визиты только в сопровождении С (4); 

Н не будет возражать против присутствия Е только в том случае, 
если будет приглашен и А (5); 

Но если не будет приглеииен Е, то Н будет и против приглашения Е (6); 

чтобы пришел @, надо пригласить О или Н (7); 

наконец, С откажется от приглеиения, если будет приглашен Е без А, 
а также если будет приглашен В или С {8). 

Какое максимальное число гостей (и кого именно) мое пригласить № 

Базисное множество высказываний задачи состоит из восьми высказы- 
ваний вида «А (В, С, ...) приглашен на обед» (будем обозначать их соот- 
ветственно буквамн А, В, С, ...). 

Запишем условия (1)—(8) задачи в символах алгебры логики: 

() в Алс=Алла=А): 

(2) РЕ; 

(3) В Е; 

(4) Е= С; 

(5) ЕЛА; 

(6) ЕР ЛЕ=Н; 

(7) >= ФУ\УН) 

(8) (В = 0) Л (С=0) Л (ЕЛА)= 0. 

Условие всей задачи будет нметь вид конъюнкции {12 импликаций: 
(в= А) ЛС= АЛ ФЛЮ-=АЛ = Л (в= ВЛ Е-ОЛ 

ЛЕЛлА-Я Л ЕЛЮ-В Л ФЛН- д Л В-9Л 
АС = О ЛЦЕЛА) = 6) 

В пяти из них посылки выражены конъюнкциями базисных высказы- 
ваний. Упростить такие импликации нельзя, и нх посылки, наряду с базис- 
ными высказываниями и их отрицаниями, придется изобразить вершинами 
графа. Сделаем это следующим образом. 

Вершины, изображаюшие базисные высказывания и их отрицания, 
расположим по схеме, использованной при решении задачи 1. Кроме того, 





*) То есть (например) Воробьева, Грачева, Дроздова, Воронова, Соколова, Орлова, 
Соловьева и Щеглова. 
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Рис. ®. 


Рис. 5. 


особа начертим цять вершиц, изображающие конъюнкции: {О ДА Е), (Г АА), 
(ЕЛЕ), ЮЛН) и «ЕЛА... 

Вершины, изображающие конъюнкнни вида Х Л У, будем называть 
результирующими вершинами, а вериины Х и У их составляющими (ска- 
жем, вершина 2 Л А является результнрующей составляющих Ри 4). 
Каждую результирмомую свяжем с двумя ее составлякящими неэриеити- 
рованными ребрами красного цвета. Импликации, содержащиеся в условии 
задачи, изобразим как в задаче 1 (рис. 5). 

Правнла раскрашивания 1—4 будем использовать и при’раскрашнва- 
нии графа на рисуике 5. Кроме того, мы введем дополиительные правни- 
ла 9—13: | 

Правило 9 


Если Х — нстинно и У — Если 06бе составляющие — 
истинно, тои Х ДЛ У — истинно. красные, то и результирующая — 
красная. 
Правило 10 у 
Если Х Л У — истиино, то Х Если  результирующая — 
н У — истиины. красная, то н обе составляющие — 
красные. 
Правило 11 


Если одна из составлякицих — 
чериая, то и результирующая — 


Если А нли У ложно, то и 
Х Л № ложио. 
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черная. 
Правнло 12 
Если Х Л У ложно, а Х Если результирующая — чер- 
истинно, то У ложно. ная. а одна из составляющих — 
красиая, то другая — черная. 
Правило 13 
Если некоторое допущение Если донущение о цвете од- 
исключает возможность пригла- ной из вершин! приводит к тому, 
сить несколько гостей, а всех что часть вершии вида Х — чер- 
остальных можно пригласить, ие ные, а остальные можно сделать 
получая противоречий, то так н красными, не получая противорс- 


следует поступить (для максима- 
лизации приглашенных). 


ций, то так и следует поступить 
(лля максимализации числа крас- 
ных вершии). 


Пользуясь правилами 1—4 и 9—13, раскрасим граф на рисунке 5: 


1. Допустим, что С — красная: 
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Рис. 7. Рис. 8. 


И б— черная (+); 2) В — черная (3): 3) С — черная (3): 4) Е Л и = 
черная (3): 5) Р Л Н — черная (3); 6} Ви С — красные (4). 

Допустим теперь (руководствуясь правилом 13). что О красиая: 

7) Е — красная (2); 8 ОРЛЕ — красная (9); 9) А — красная 412); 
1) ЕА А — красмая (9). 

Но по правилу | Ё Л А не может быть одновременно черной И 4) 
и красной (шаг 10), значит, если С — красная, то В — черная. 

Построим новый граф (рис. 6) и восстановим па пем результаты первых 
шести шагов. Раскрасим граф на рисунке 6, считая, что 2) — черная: 

Ы) В — крае 4 ол черная (110): 13) И — черная (12); 
14) Н — красная (4); 15) ЕЛА чермая (3); 160 ЕЛЕ — черная З). 

Допустнм. что Е — красная (13): 

17) Е — черная (4); 18) Ё — черная (12); 19) Ё — красиая (4); 
20) А — черная (12}; 2 А — красная (4}. 

Следуя правилу 13, мы сделали красными все три оставишиеся вериишы: 
Е, ЕнА. Тогда из графа рисунка б следует, что если пригласить С, то, кро- 
ме того, можно пригласить И, Е, Ри Н {всего 5 гостей). 

В рассмотреином варнанте (при донущении «С — красная») черными 
оказались три верцииия В, С и В. Проверим, можно ли в случае «С — 


черная» получить не менее пяти красных вершин, то есть ие болес трех 
черных. 


Допустим, что С — черная (рис. 7). Тогда: 

ИС — красная (4); 2) Е — черная (13); 3) ЕЁ — красная (4); 

ЗЕЛА — черчая (Ц. 

Пусть тенерь В — красная (13): 

5) Е — красная (12); 6) Е — черная (4): т) В — черная (3): 

8) р ^Л Е — красная 9) 9 А — красная @  ® А 
черная (4). 

Таким образом, уже четыре вершины оказались черными (+ И, ВЕ. а) 

Перечертим граф рисунка 7 (рис. 8) — воссгановим результаты первых 
четырех шагов и допустнм. что В — черная. Тогда уже три вершины — 
черные (2, Ё и 0), и значит, чтобы получилось ие менее пяти красных 


всршил, необходимо сделать красными все остальные вершины вида Х. 
Но это невозможно, так как если А — красная, то 
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11) А — черная (4); 12} В — черная (3). 

Таким образом, допущение «С — черная» не дает более четырех крас- 
ных вершин вида Х. Наибольшее чнсло таких вершин (пять) дает допуще- 
ние «С — красная». 

Ответ следует из графа рисунка 6: 

№ мог пригласить максимум пять гостей: А, Е, ЕЁ, Си Н. 

Замечание. При рассмотрении всех четырех вариантов раскра- 
шивания (рис. 5—8) можно было ограничиться лишь одним графом. 
Для этого его вершины нужно было выполнить в виде кружочков доста- 
точно большого диаметра, разделенных на четыре квадранта, и при рас- 
смотренин каждого варианта закрашивать по одному квадранту. 


* % 


* 


В заключенне отметим, что задачи | (о наличии треугольника с одно- 
цветными сторонами в графе с шестью вершинами и ребрамн двух цветов} 
н5 (0 наличии такого треугольника в графе с семнадцатью вершинами и 
ребрами трех цветов} из статьи Л. Ю. Березиной «О графах с цветными 
ребрами» допускают следующее интересное обобщение {предложенное 
на ХИ] Украинской республиканской олимпиаде юных математиков): 

Задача 3 

Погследовотельность [а„! задана с помощью рекуррентной формулы: 
а, = 2; а, == па,_, +- 1. Доказать, что в графе с а, +- 1 вершиной, ребра 
которого окрашены в п цветов, найдется треугольник с одноцветными 
сторонами. 

Воспользуемся методом математической иидукции. 

1. При я — Та, = 2. Число вершин а, + {= 3. 

Граф является треугольником с ребрамн одного цвета (то есть искомым 
треугольником). 

2. Пусть прин =- А утверждение верно, то есть в графе с числом цве- 
тов Ё и числом вершин а, -Г 1 существует треугольник с одноцветнымн 
сторонами. Пусть теперь п -- А -|- 1. Тогда число вершин равно 

Яр — 1 маи. (А -Е 1) -а, Е] -- 1. 

Выберем одну из вершин; назовем ее А. Она соеднняется ребрами 
Е -- 1 цвета с вершинами, число которых (# -+- №)-а» -- 1. Среди этих ребер 
по крайней мере а, |- Е — одного цвета (по «принципу Дирихле»*)} для 
определенности — синего. Если одна из ак + 1 вершин В связана с дру- 
гой С синим ребром, то треугольник ААВС — искомый. Если же нет, синий 
цвет вовсе не использован в графе, состоящем из а, -Е 1 вершины, н тогда 
там нспользованы только А цветов. В этом графе (являющемся частью 
исходного) по предположению имеется искомый треугольник, а значит, 
он имеется и в исходном. 

Утверждение доказано. 

В частности, при я == 2 (два цвета) а, = 2.2 
{шесть вершин); при п — 3 (три цвета) а. = 3.5 + 
(семнадцать вершин). 

(Во всех этих задачах имеются в виду полные графы, у которых лю- 
бая нара вершин соединена ребром.) 


И 
| == 16, аз -+ 1 = 174 





*) См. «Квант, 1971, №7. 
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МЫ 
ЗЕРКАЛА 
И АРХИМЕД 


Широко распространена легенда о 
том, что Архимед с помощью зеркал 
сжег вражеский флот, стоящий на 
якорях в Сиракузах. 

Давайте попробуем взглянуть на 
эту легенду с точки зрения современ- 


ной физики и определим условия, 
нри которых можно зажечь что-либо 
при помощи зеркала или лнизы. 
Наши расчеты будут опираться 
на тот факт, что энергня, излучае- 
мая с единицы поверхности нагретого 
тела за единицу времени, пропор- 
циональна четвертой степени темпера- 
туры тела (это утверждение назы- 
вается законом Стефана — Больцма- 
на). Если энергия, подводимая к 
телу, больше энергии, излучаемой 
телом, то тело нагревается. Этот про- 
цесс будет продолжаться до тех пор, 
пока излучаемая за единицу времени 
энергия ие сравняется с подводи- 


мой +). Отсюда следует, что для на- 
гревания тела до темиературы Т 
на единицу его поверхиссти должен 
падать поток энергин, пропорцио- 
нальный 7“. 

Возьмем линзу, нлощадь новерх- 
ности которой $, а фокусное рас- 
стояние РЁ, и с ес помощью получим 
изображение Солица на какой-ни- 
буль поверхнссти. Весь поток сол- 
нечной энергии, падающий па по- 
верхность лнизы, соберется в фокаль- 
ной плоскости линзы в пятнышко, 


диаметр которого а Ее, 





*) Мы пренебрегаем теплоотводом от тела 
из-за теплопроводности воздуха. Опыт пока- 
зывает. что при температуре воспламенения 
дерева этот теплоотвод мал по срависнию с 
излучением. 





23 


4? 4? = 


а площадь $ = ее = 


угловой размер Солица (см. рисунок). 


Взяв угол & =: 30’, получим 
$5 ПЕ 
- 4.(110}: 
(так как 25 15° >|. Поток 


энергии, падающий на единицу 
зюверхиости изображення Солнца в 


5 
в линзе, в -_ раз болыше, чем без 


линзы. Из закона Стефана —Больц- 
мана следует, что установившая- 
ся температура Т в фокусе будет в 
5 ич 
(5} раз больше, чем температура Ть, 
до которой Солице может нагреть 
предметы без линзы. Тогда связь 
между площадью лиизы (илн зеркала) 
и темшературой в се фокусе можно 
записать следующим образом: 
лЕё Та 
4-010}= 7+. (0 
# То 


Из литературы *) известно, что для 
того чтобы зажечь, например, бумагу, 
требуется температура около 250 С, 
то есть около 520 К, а для сухого 
дерева необходимо увеличить эту тем- 
пературу до 500—700 С, то ссть 
примерно до 800—1000 К. 

Эксперимент, проведенный фран- 
цузским натуралистом Ббюффоном, по- 
казэл, что действительно можно за- 
жечь кусок сухого, пропитанного смо- 
лой дерсва на расстоянии 158 футов 
(около 47 метров). Прибор Бюффона 
представлял собой сооружение из 
168 зеркал, площадью 48 квадратных 
дюймов (примерно 310 см") каждее, 
укренленных на общей раме. Оче- 
видно, что дерево, проинтанное смо- 
лой, зажечь легче, чем ие пропитан- 
нае. Поэтому будем считать, что иро- 
питанисе смолой дерево загорается 
при меньшей из приведенных темие- 


*) Смотри, например. книгу Р. Бред- 
бери «451 по Фаренгейту». 
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ратур, то сесть при 800’ К. Тогда 
по формуле (1), положив Го==60` С дз 
330 К, получим $ 4,9 м", аобщая 
площадь зеркал в эксперименте Бюф- 
фопа была равна 5,2 м”. Таким обра- 
зом, опыты Бюффона ие противоре- 
чаг нашей теории. 

Теперь попробуем рассчитать нло- 
щадь зеркала, которое могло пона- 
добиться Архимеду. Будем считать, 
что корабли были сделаны из того же 
матернала, что и дощечка Бюффюна. 
Расстояине от зеркала до кораблей, 
если верить легенде, было равно 
расстоянию арбалетного выстрела, 
то есть около 400 метров *). В 
этом случае 5 А 350 м*. Но Архн- 
меду надо было не просто зажечь 
корабли, ему надо было зажечь их 
быстро, так как корабли могли дви- 
гаться и, не в прнхер бюффоновой 
дощечке, опи ие стали бы ждать, 
пока их пПодожгут, Расчет времени, 
за которое дерево нагревается до 
температуры возгорания, весьма гро- 
моздок и сложен, так как необходимю 
учитывать, например, теплоемкость 
н теплопроводность дерева. Поэтому 
всснользуемся — экспериментальнымн 
данными, приведенными в кинге Лоу- 
сона «Атомная бомба и пожары»**). 
По этим данным для того чтобы за 
21 секунд зажечь дубовые доски, 
необходима освещенность в 70 раз 
большая, чем освещенность иредме- 
тов прямым солнечным светом в лет- 
нее время. Для создания такой осве- 
щеннссти площадь зеркала надо уве- 
лизить до 700 2. Сами во себе раз- 
меры зеркала не слинжом велики — 
древние греки строили и более гран- 
диозные сооружения. Однако отра- 
женные от различных частей зеркала 
солнечные лучи должны собираться 
в Одной точке, что требуст весьма 
тщательного изготовлення такого гро- 
мадного зеркала. Но и это еще ие все. 


*) Дальность полста стрелы из арбалета 
взята из романа А. Конан Дойля 
«Белый отряд». 

**) Д. Лоусон «Атомная бомба и по- 
жары». 


Положением «зайчика» от такого зер- 
кала нельзя было бы управлять. 
Чтобы сделать зеркало \ правляемым 
оружнем, нужно предусмотреть воз- 
можиость изменения его фокусного 
расстояния, причем время такой пе- 
рестройки должно быть очень корот- 
ким. Можно ли было в то время по- 
строить столь сложный прибор? По- 
видимому, ист. Однако у Архимеда 
была другая возможность: выстроить 
на крепостной стене несколько тысяч 
человек с зеркалами (достаточно по- 
ставить 1400 человек с зеркалами 
по 0,5 м* каждое), которые направи- 
ли бы сзайчики» от своих зеркал 
в заранес условленное место одного 
из кораблей. Если конструкция стеи 
Сиракуз позволяла это сделать (что 
вполне возможно, так как Архимед 
сам принимал участне в их построй- 
ке) и если зеркала были приготовле- 
ны заранее, то все это можно было 
сделать достаточно быстро. Конечно, 
если бы римляне знали, зачем на 
стены Сиракуз выходят тысячи лю- 
дей с зеркалами и чем им это грозит, 
то они, стреляя с галер, могли бы 
разогнать  безоружиых горожан. 
Но они не знали! Пссле того, как 
вспыхнул первый корабль, сстальпые 
могли бы уйти, но очень вероятно, 
что возникла паника — ведь люди 
видели чудо. Так жители Сиракуз 
могли сжечь несколько кораблей и 
удалиться под защиту крепостных 
стен. Конечно, это только гипотеза, 


но ничего физически невозможного 
в ней нет. 
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Поджег 
или не поджег? 


В польском журнале «Вокруг 
света» (№ 12, 1974 год) было 
напечатано сообщение еще об 
одной проверке предания, 
согласно которому Архимед 
сжег флот римлян, входив- 
щий в гавань Сиракузы. 
Это предание подверга- 
лось сомнеиню, так как тех- 
ника того времени ис позво- 
ляла построить собирающсее 
зеркало таких размеров, что- 
бы иаправленный им свето- 
вой поток мог поджечь ко- 
рабли на достаточно боль- 
шом расстоянии. Считалось, 
что это— легенда, сочиненная 
греческими сказителями. 
Ноесли нельзя постройть 
одно большое зеркало, то 
можно взять несколько ма- 
лых зеркал. В декабре 
1973 года греческий физик 
Ионас Саккос проверил эту 
гипотезу на опыте, но не в 
Сиракузах, а в Афинском 
порту. В его распоряжение 
были предоставлены 70 сол- 
дат и копия римского дере- 
вянного корабля. Каждому 
из солдат был вручен отпо- 
лированный лист меди раз- 
мером 150%90 см, прикреп- 
ленный к держателю. л- 
даты должны были направить 
отраженвый солнечный свет 
в одно место на борту кораб- 
ля, расположенного на рас- 
стоянни 200 м от берега. 
После нескольких по- 
пыток удалось собрать все 
зайчики в одном месте на 
борту корабля. Через две 
секунды корабль задымнл, 
а через три секунды всных- 
нул. Прошла минута, н ос- 
татки корабля скрылись под 
водой. 
Так декабрьский день 
1973 года принес новую по- 
беду Архимеду. 


В. Л. Булат 
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В этой статье разбираются трн тесно связанные между собой вопроса. 

1) Можио лн расположить правильный л-угольнияк на листе линованной бумаги — в пря- 
мую или косую клетку — так, чтобы его вершияы попали в точки пересечения линий? 
2) При каких углах ©, сонизмеримых с полным — то есть содержащих целое или рацио- 
нальное число градусов, значения синуса, косимуса или тантенса а рациональны? 
3) В какие положения может попасть центр правильного л-угольника, который разреша- 
ется перекатывать по плоскости (последний вопрос составлял содержание задачи М252 


нз «Задачиика «Кванта» ). 


$ 1. Точечные решетки на плоскости 
Рассмотрим на плсскссти сетку, сб- 
разованную двумя семействами па- 
раллельных прямых, разрезающих 
плоскость на одинаковые параллело- 
граммы (рис. 1). 

Множсство всёх верниан этих па- 
раллелограммов назовем точечной ре- 
шеткой, сами вершины — узлами ре- 
шетки, а любой из параллелограм- 
мов разбиения — основным паралле- 
лограммом разбиения, илн паралле- 
лограммом, порождающим решетку. 

Заметим, что одна и та же решетка 
может получиться из разных сеток 
прямых: на рисунке 2 изображена 


так называемая целочисленная решет- 
ка, то есть множество точек, имею- 
щих в декартовой системе координат 
целочисленные координаты. Целочис- 
ленную решетку вместе с сеткой пря- 
мых, параллельных осям координат, 
можно представлять себе как бес- 
конечный лист клетчатой бумаги (тог- 
да ссновным параллелограммом бу- 
дет квадрат со стороной 1). Ту же 
самую целочисленную решетку мож- 
но получить, проводя красные пря- 
мые (тогда ссновным параллелограм- 
мом служит нараллелограмм АВСО). 


Таким образом, понятие основно- 
го параллелограмма решетки связано 





Рис. 1, 
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не только с самой решеткой, но и 
с сеткой прямых, эту решетку по- 
рождающих. 

Из простейших свойств решеток 
пока отметим следующие. 

1. Всякий параллельный пере- 
нос, переводящнй некоторый узел 
решетки в другой узел, переводит 
решетку в себя. 

2?. (Лемма о четвертой вершине 
параллелограмма). Если три верши- 
ны нараллелограмма являются узла- 
ми некоторой решетки, то и четвер- 
тая вершина — тоже узел этой ре- 
шетки. 

3?. Если через произвольные два 
узла О и ВЮ решетки провести прямую, 
то эта прямая пройдет через бесконеч- 
ное количество узлов. При этом все 
расстояния между соседними узлами, 
лежащими на прямой, булут равны 
(см. рис. 1). 

4”. Если параллелограмм с вер- 
шинами в узлах некоторой решетки 
не содержит других узлов на сторо- 
нах и внутри себя, то он эту решетку 
порождает. 


Упражнения 

1. Докажите свойства 1—4”. 

2. Пусть ан Ь — любые действительные 
числа. Докажите, что множество всех точек 
с координатами (Аа, (6), где Ён Г — целые 
числа, является решеткой. 

Важное свойство решеток отра- 
жает следующая задача — шутка: 

В некотором узле А решетки на- 
ходится охотник, а в остальных уз- 
лах сидят одинаковые и одинаково 
расположенные зайцы (см. рис. 3, а). 
Охотник наугад стреляет (траекто- 
рия пули — луч, выходящий из точ- 
ки А). Вернется ли он домой с добы- 
чей? (Зайцы считаются «толетыми».) 

Понятно, что если траектория пули 
проходит через узел (отличный от 
точки А), то заяц, сидящий в этом 
узле, будет убит. Поэтому интересен 
только тот случай, когда узел А — 
единственный на траектории пули; 
оказывается, что и в этом случае 
какой-нибудь заяц будет убит. Дока- 
зательство содержится в следующей 
лемме. 
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5°. (Лемма об охотнике и зай- 
цах). Пусть луч { проходит через 
узел А некоторой решетки. Тогда 
найдется такой узел, расстояние от 
которого до луча [{ будет меньше 


любого наперед заданного числа е. 


Доказательство. Обозначим тох- 
ки пересечения луча [с наклонными прямыми 
сетки через А, =, Д,, А..., ДАа,... 
(см. рис.3}. Совместим все параллелограм- 
мы, на правых сторонах которых лежат эти 
точки, с параллелограммом АВСР, тогда 
каждая точка А„ перейдет в искоторую точку 
А„ на стороне АВ. 


Для любого г > 0 пайдутся такие точки 


Ати Аш, ь. то расстояние между вими будет 
меньше =. 


Докажите теперь, что расстояние 
от точки А, ДО Одного из узлов 
решетки меньше = (в частности, если 
А’ совпадает с А’„.„, то А, будет 
узлом решеткн). 

Следствие. Для любого ир- 
рационального числа & >> 0 и любого 
положительного # найдутся такие на- 
туральные ти л, что [то — п| < Е. 

Доказательство. Выберем на 
плоскости хдекартову систему координат и 
проведем прямую у = ах. В силу иррацио- 
нальности ©, единственной точкой с пелочис- 
ленными координатами на этой прямой будет 
начало коордниат. Прямая у == ах пересекаст 
каждую пертикальную прямую х = # в точ- 
ке (т, та). По лемме 5” найдется такой узел 
(т, п) целочисленной решетки, что расстоя- 
ние (по вертикаля) от него до точки (т, то) 
будет меньше #, чта`и требовалось доказать. 


27 


БЕр:ЛКуаптссте.ги 





Рис. 4. 


Легко видеть, что среди всевоз- 
можных попарных расстояний меж- 
ду узлами любой решетки есть нан- 
менышее (докажите!). 

Это свойство вместе со свойством 
2` решетки можно принять за опреде- 
ление решеток. 

Теорема. Иусть множество 
М ка плоскости обладает следующими 
свойствами: 

а) расстояние между любыми Ову- 
мя его точками не меныце некоторого 
положительного числа @; 

6) если три точки А, В, С множе- 
ства М являются вершинами некото- 
рого параллелограмма АВСО, по и 
четвертая вершина ПО этого парал- 
делограмма принадлежит  множе- 
ству М. 

Тогда М — решетка. 

Доказательство. Возьмем про- 
извольную точку В. принадлежащую множе- 
ству ЛП. 

Пусть А — ближайшая к 8 точка из М 
(рис. 4, @; такая точка существует, так как 
все попарные расстояния между точками 
множества АР больше 4). 

Черсз точки А ин В проведем прямую. 
Среди точек множества ЛГ, не лежащих на 
этой прямой, выберем ближайшую к точке 
В — точку С — ин ностронм параллелограмм 
АВС. В силу свойства 6) точка Р также 
принадлежит множеству М. 

Построим решетку. порождаемую парал- 
лселограммом АВСО. Докажем, что множест- 
во А! совпадаег с построенной решегкой. 

Ма свойства 6) множества №! следуст, что 
все узлы этой решетки ему принадлежат 
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Рис. 5. 


Упражисние 3. Докажите это. 

Поэтому нужно только проверить, что 
ни на границе, ни внутри параллелограмма 
АВСР нет точек мпожества М, отличных от 
сго вершин. 

Эго почти очевидно: ссли точка $ лежит 
внутри параллелограмма (рис. 4, 6), то 

^^ 


^^ \ 
хотя бы один из углов А$В, В$С, 650 


^^ 
и АЗР будет тупым или прямым, и поэтому 
расстояние от 5 до одной из сто вершии оха- 
жется меньше какой-нибудь его стороны 
(ссли 5 лежит на границе — то же самое}; 
пусть, например. это расстояние $С- По- 
строим параллелограмм 8С$5° ($’ иринад- 
лежит М). Тогда В5’ меньше либо ВС, 
либо ВА, но это противоречит выбору либо 
точки С, либо точки А. 

Остальные случаи разберите самостоя- 
тельно. 


Теорема доказана. 


Упражнения 

4. Пусть @ — произвольное иррацио 
нальнос число. Докажите, что для любого 
#> 0 н любого действительного числа В 
пайдутся такие целые числа ми п. что 


то -- п — В <. 
5*. Докажите, что десятичная запись 


числа 21 может начинаться с любой, иаперед 
заданной комбинации цифр. 


$ 2. Правильные многоугольники 


Возьмем лист клетчатой бумаги. По- 
нятно, что квадрат с вершинами в 
узлах такой решетки можно нарисо- 
вать многими способами (рис. 5, а). 
А можно ли на клетчатой бумаге 
марисовать правильный треугольник? 
Правильный шестнугольник? 


Оказывается, нельзя. 


Упражненне 6. Докажите это. 


В то же время легко построить 
решетку, на которую правильный тре- 


угольник уже можно «поместить» 
(рис. 5, 6). 
Спрашивается, а как обстоят де- 


ла с остальными правильными много- 
угольниками? Существует ли, напри- 
мер, решетка, на которую можно 
было бы «поместить» правнльный пя- 
тнугольник так, чтобы все его вер- 
шины оказались узлами этой ре- 
щетки? 

Оказывается, такой решетки нет. 
Действительно, предположим, чго нам 
удалось построить решетку так, что 
вершины правильного пятиугольни- 
ка оказались в ее узлах (см. рис. 6). 
Проведем диагонали этого пятнуголь- 
ника. По лемме 2 $ | точки пересече- 
ния диагоналей являются узлами ре- 
шетки: каждая из них служит чет- 
вертой вершиной параллелограмма. 
три другие вершины которого — узлы 
решетки (точка А,, например, — вер- 
шина параллелограмма А,СОЕ). Эти 
точки образуют правильный пяти- 


: А.В, 
угольник со стороной в Ё-= АВ 


большей стороны исходного пяти- 
угольника. Проведя диагонали но- 
вого пятиугольника, получим еще 
меныший пятиугольник с вершинами 
в узлах нашей решетки и так далее. 
В конце концов сторона пятиуголь- 
ника станет меньше минимального 
расстояния между узламн решеткн, 





раз 





Рис. 6. 
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Рис. 7. 


а 370 находится в противоречии с тем, 
что вершины получающихся пяти- 
угольников — узлы решетки. 

Упражнение 7. Найдите А. 

Итак, правильный пятнугольник 
не может быть «нарисован» ни на 
одной решетке. 

Докажем, что точно так же об- 
стонт дело и с остальнымн правиль- 
ными 4-угольниками при 9 = 7. 

Доказательство основывается на 
той же идее; предполагается, что 
правильный 4-угольник с вершинами 
в узлах решетки существует, н 
строится меньший д-уголъник с вер- 
шинами в узлах. Затем процесс по- 
строения повторястся. В конце кон- 
цов получается правильный 4-уголь- 
ник со стороной, меньшей минималь- 
ного расстояния между узлами. По- 
этому пам нужно только указать, 
как по данному правильному д-уголь- 
нику с вершинами в узлах ре- 
шетки построить меныний правиль- 
ный 9д-угольник, вершины которого 
будут также находиться в узлах на- 
цей ренетки. 

Пусть А, А, ..., Аа — УЗды 
некоторой решетки, являющшеся вер- 
шинами правильного 9-угольника, 
и пусть М — произвольный узел ре- 
шетки (рнс. 7). Отложим от точки М 
отрезки МА,, МА,, МА., ..., МА., 


равиые, параллельные н так же на- 


29 


правленные, как сторона 4А.А,, А.А, 
А.А;, ..., А.А; нашего много- 
угольника. “Точки А,, Д,, А., 
-.А’‚— Узлы решетки, так как каждая 
из них является четвертой вершиной 
параллелограмма, три другие вер- 
шины которого — узлы. 
Легко видеть, что многоугольник 
А,А,...А, — правильный,  при- 


чем длина его стороны в № 


ЗЕЕ. еше 
=-род, 1 Раз больше длины стороны 
: 


9 = 


исходного 4-угольника. 

Тем самым вопрос о правильных 
многоугольниках, «помещающихся» 
на точечных решетках, полностью 
решен: такими многоугольниками яв- 
ляются только квадраты, правильчые 
треуеольники и правильные шести- 
угольники. 

Улпраж нем ня 

8. Найдите Ач. 

9. Существуют ли решетки, кроме цело- 
численной. на которые можно поместить 
квадрат? 

10. Приведите пример решетки, отлич- 
иной от изображенной на рисунке 5, 6, на 
которую можис поместить правильный тре- 
угольник. 

11. Существует ли решетка, иа которую 
помещаются ин квадрат, и правильный тре- 
угольник? 

12. (Н. Б. Васильев). На плоскости про- 
ведены параллельные прямые на одинаковом 
расстоянии друг от друга («тетрадь в линей- 
ку»). Какие правильные п-угольники можно 
нарисовать на плоскости так, чтобы все их 
вершины лежали на проведенных прямых? 


$ 3. Иррациональность значений 
тригонометрических функций. 


Сможете ли вы ответить на такой 
вопрос: рациональны или иррацио- 


нальны числа $ [>, с03.—=— т л? 
й } ' 19’ 55 
Или на такой: соизмеримы *) ли чис- 

1 
ла ли агс =? 


*)Наломним, что два числа а и В назы- 
ваются соизмеримыми, если их отношение — 


« р 
рационально, то есть ссли-р” =, 


где ри 9 — мелые числа и 9>> 0. 
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И вообще: для каких углов &@ -= п 
(ри 4 целые) будут рациональными 
числа: а) соз а; 6) па; в) {в а? 

Ясно, что с0$ а рационален при 


т но--^ (3241) 


аа 


зта— приа = н а=— (6+1); 


{а—прн а=Рлиа=+ + кл 


{Е — целое). 


Мы увидим, что при остальных 
р 


& — - п значения всех трех функций 
нррацнональны. 

Для доказательства нам понадо- 
бятся следующие простые факты из 
тригонометрни: 

1. Для всякого натурального п 
функция со$ пх является многочленом 
п-й степени от с0$ х с целыми козф- 
фициентами, то есть 


со; пх — Р/„(соз х), 


где Р„ (у) — многочлен с целыми 
коэффициентами степени п. 

2. Функция т пх является про- 
изведением функции зт х на некото- 
рый многочлен степени п — |, от- 
носительно со5 х, с целыми коэффи- 
циентами, то есть 


Зиг ях — $тх- Ол (с0$ д), 


где @„_, (и) — многочлен с целыми 
коэффициентами степени п — 1. 

Унражнение 13. Докажите эти 
утверждения. 

Отметим простые следствня 
этих утверждений; 

а) если с0$ х — рациональное чис- 
ло, то с0$ пх — тоже рациональное 
число, а числа Уп х и эт их соизмери- 
мы (при чт их = 0); 

6) если р и 4 взаимно простые 


числа и с05 И л рациональное число, 


А 
то число с0$ —— также рационально. 


Докажем 6) (свойство а) очевидно). 
Заметим, что если ри 9> 1 взаимно 
просты. то существует такое натуральное 





Рис. 8. 


число А, что число &р при делении на $ 
дает в остатке 1, то есть Вр == 49-1. 
Упражнение 14. Докажите это. 


р 
Поэтому если число с0$ и п 


число 


рационально, 


то рационально н 


р 
сов (4 а) = 





п 
Если же рационально число к то 


р 
рационально ин с0$ 7% п при любом целом 


р (см. утверждение 1). 


Итак, число со5 < д при взаимно 


простых р и 4 >> Г рационально тоеда 


и только тогда, когда рационален 
д 
с0$ —. 
9 
Теперь докажем, что соз ир- 
рационален при всех натуральных 
9 > 3. 
Предположим, что с0$ — = — 


рациональное число {т, и пл, — на- 
туральные). 

Введем па плоскости дехартову 
систему координат и проведем лучи, 
образующие с положительным - нап- 


я 24 
равлением оси х углы 0, —, и. 
: „И РЫ 
4 
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Пусть До, А,, А.,..., Аза—и—точ- 
кн пересечения этих лучей с единич- 
ной окружностью (рис. 8). 

Многоугольник До, А, 4..... Аза \ 
правильный; точка А, имеет следу- 
ющине координаты: 


ЕЕ \ 
60$ — П, $911 — п). 
\ 9 | 
д 
Так как с0$ г рационален, то 


абсцисса точки А,— число рациональ- 
ное: 


соб пер (сз =) ——. 
9 ы рь 4 | пи ' 


ордината же ее равна произведению 
я л 
рационального числа @, (соз >) 


Тк 5 Ра у 
= на число ВИ (см. упражие- 


на № и 14; В=12,..., 29— В; ко- 
ординаты точки Дь == (1, 0)). 


Итак, 
ды = (5% —- мп :+#) 
Пк ? 9 
Га 
Приведем все дроби =“ ‚= юоб- 
Пь * 
щему знаменателю; обозначим его 
через О. Тогда 
ИМ М п) 
А = [т., ‘29 -, 
М, н №, — целые. А =1, 2,..., 290— 
Рассмотрим теперь все точки с 
координатами 
: СО 
|”, Вы г | 


(Ги целые) —эти точки образуют 
решетку (см. упражненне 2), причем 
вершины нашего правильного 29- 
угольника Ау А; ... Аза- 1 являются ее 
узлами. Но этого не’ может быть 
(см. 6 2), так как 29-7 8. Поэтому 
наше предположение о том, что при 
2. 
9 > 3 число с0-_ рационально, бы- 
все 


ло неверным, н, следовательно, 


числа с0$ Г л (9 >3, ри 4 взаим- 
но просты) иррациональны! 
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Рис. 9. 


Упражнение 15. Пусть 4>3, рид 
взаимно просты. Докажите, что 


а) числа Чт п для 9575 ирраино- 


вальны; 
р 
@} то же для чисел “с д, соли 954. 
Полученные результаты 
сформулировать еще и так: 
= _Й р р | 
агсп —, агсео$ — при —=5=0, +-, 
9 Е 2 
1, а также числа агса -с- при т 


МОЖНО 
числа 


50, = 1 (н взаимно простых рн 9) 
несоизмеримы с числом д. 


$4. Решение задачи М252 


Итак задача М 252: а) На плоскос- 
ти лежит правильный вссьмиуголь- 
них со стороной а. Его разрешает- 
ся «перекатывать» по плоскости, 
переворачивая (симметрично отра- 
жая) относительно любой стороны. 
Докажите, что для любой точки А 
плоскости и любого ® > 0 можно пе- 
рекатить восьмиугольник в такое 
положение, что центр его будет на- 
ходиться от точки А на расстоянии 
менше в. 

6) Решите аналогичную задачу для 
провильного пяти цеол ьника. 

в) Дая каких правильных д-уголь- 
ников верно аналогичное утвержде- 
ние? 


Мы приведем два решения этой 


задачи. Первое решение опирается 


2л 
на иррациональпость чисел с0$ ет 


прн 9>4, 9526. Второе осповы- 
вается на теореме, доказанной в $ 1. 

Прежде всего заметим, что ут- 
верждение задачи ме справедливо для 
правильных треугольника и шестн- 
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угольника, а также и для квадрата: 
в этих случаях точки, в которые по- 
падает цептр соответствующего мно- 
гоугольника в результате «перека- 
тываний», образуют решетку (дока- 
жите это!). Оказывается, что для 
всех остальных правильных д-уголь- 
чиков утверждение задачи верно — 
мы докажем, что каковы бы ни былн 
точка А ие >> 0, центр любого 
правильного 4-угольника при 4523, 
952 4, д=26 после некоторого ко- 
личества «перекатываний» попадает 
в круг радиуса ес центром в точ- 
ке А. 

Прежде чем приступать к до- 
казательству, выясним некоторые 
свойства множества М тех точек 
плоскости, в которые переходит центр 
правильного 9д-угольника Р после 
четного числа «перекатываний». За- 
метим, что 0-угольник Р’, получаю- 
щийся нз Р после четного числа 
«перекатываний», расположен таким 
образом, что сего сторочы параллель- 
ны сторонам исходного. Поэтому мы 
можем считать, что Р’ получен из Р 
параллельным переносом. 

Лемма 1. Если три вершины 
параллелограмма 4, В в С принад- 
лежа:и М, то и четвертая его верицг- 
на ПР также принадлежит М. 

Доказательство. Пусть точки 
А, Вн С принадлежат М (см. рис. 9) и р — 
четвертая вершина параллелограмма- Ясно, 
что мы можем пройти из точки С в точку О, 


осуществляя те же параллельные переносы 
что и при переходе из точки В в точку А. 


Рис. 10. 





Рис. 11. 
Лемма 2. Множество М пере- 


2х 
ходит в себя при повороте на угол = 


вокруг любой нз его точек. 
Доказательство. Построим це- 
почку 9-угольников, примыкающих друг 
к другу по стороне и «соединяющих» наш 
9-угольник с центром в заданной точке О 
с д-угольником с центром в любой другой 


точке А множества М (рис. 10). При повороте 
® 


2л 
на угол 1. вокруг точкн О эта цепочка 


многоугольников переходит в другую цепоч- 
ку, сосдиняющую исходный многоугольник 
с многоугольником, центром которого яв- 
ляется точка А’. полученная из А поворотом. 
Следовательно, точка А’ также принадлежит 
множеству №. 


Перейдем к доказательству сде- 
ланиого утверждения. 

Первое доказатель - 
СТВ оО. Разберем сначала случай 
правильного восьмиугольника. (Бу- 
дем считать, что апофема многоуголь- 
ника равна 1.) 

Введем на плоскости систему ко- 
ординат так, как показано на рисун- 
ке 11, и посмотрим, что происходит 
с координатами центров при «перека- 
тывании» через стороны многоуголь- 
ника Р. 

При «перекатывании» вдоль оси 
Ох ординаты центров не меняются, 
а абсциссы увеличиваются или умень- 
шаются на 2. При перекатывании 
вдоль биссектрисы первого коорди- 
натного угла координаты точек либо 
увеличиваются, либо уменышаются на 
м 2. 
Если сделать п шагов вдоль этой 
биссектрисы вправо — вверх, затем 
т шагов вдоль оси Ох влево и т ша- 
гов вдоль оси Оу вниз, то мы попа- 
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дем в точку № с координатами 
(пт 2—2щт, пу 2—2] (см. рис. Цу; 
так как у 2-— число иррацнональное, 


то (см. $ 1) найдутся такие натураль- 
ные три п, что 


О<лу 2— 2т< =. {+) 


где = — любое положительное число. 
Отметим, что мы можем также 
прндтн в точку №, получающуюся 
из № поворотом па угол 45” по часо- 
вой стрелке, и в точку №”, получаю- 
щуюся из М№ поворотом на угол 457 
против часовой стрелки. 
Достроим треугольник ОМА” до 
квадрата ОММ№”"М№”"” и рассмотрим 


решетку, им порождаемую. 
Так как стороны ин диагонали 
квадрата ОМ’М№’М”” меньше в 


(см. (ж) и рисунок 11), то во всяком 
круге Г. радиуса = окажется хотя бы 
один узел решетки. Ч0 по лемме 1 
все узлы этой решетки можно полу- 
чить «перекатываниямин» из центра 
восьмиугольника. 

Тем самым про восьмиугольник 
доказано. 

Для остальных многоугольников 
(конечно правильных) доказатель- 
ство проводится по той же схеме. 

Второе решение. ` Это ре- 
шение несколько короче первого ни, 
пожалуй, нагляднее, но оно исполь- 
зует трудную теорему из $ 1. 

Как мы вндели, достаточно дока- 
зать, что во множестве М найдутся 
сколь угодно близкие точки. 

Предположим, что это не так, 
то есть предположим, что между 
точками множества М больше неко- 
торого положительного числа 4. 

В силу теоремы из $ Ё и лемм 1, 
н 2 множество М является решеткой, 
которая, к тому же, переходит в себя 


все 


2л ь 
при повороте на угол —-. Из этого 


немедленно следует, что существует 
правильный 4-угольник с вершинамн 
в се узлах, а это возможно лишь при 
94 =3, 94=4 или д-6. 

Решение закончено. 
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ЧЕМПИОНАТ МИРА СРЕДИ 
ШАХМАТНЫХ ПРОГРАММ 





В «Кванте» № И в статье «Машина играет в шахматы» было рассказано о том, как 
программа выбнрает ход в шахматной познции, н как организуется «полная нгра» 
машины. В августе 1974 года состоялся чемпнонат мнра среди шахматных программ. 


О нем к рассказано в настоящей статье. 


История турниров шахматных 
программ 

В 1950 году английский математик 
Клод Шеннон предложил способ на- 
учить машину играть в шахматы - 
мдею составления шахматиой про- 
граммы. У Шеннона не было своей 
программы, но его идея использо- 
вана во всех существующих про- 
граммах. 

Первая действующая шахматная 
программа была создана в конце 
50-х годов в Массачусетском техно- 
логическом институте Бернштейном. 
Она нграла в силу начинающего 
игрока. 

В 1957 году состоялся первый 
в исторни шахматный матч вычис- 
лительных машин — матч между со- 
ветской программой Института тео- 
ретической и экспериментальной фи- 
зики и американской программой 
Стэнфордского университста. Матч из 
четырех партий закончился со счетом 
3:1 (2 ничьих и 2 победы) в пользу 
советской программы. 

В 1968 году на конгрессе ИФИП 
(Международной федерации по об- 
работке информации) ученые всерьез 
обсуждали возможность игры шах- 
матных программ на уровне мастера. 
Все участники конгресса имели воз- 
можность на собственном опыте убе- 
диться в прогрессе шахматного про- 
граммирования — сыграть партию с 
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лучшей американской шахматной 
программой — программой Гринблат 
та. Машина чуть чаще проигрывала, 
но Гринблатт объяснил это тем, что 
математики вссгда хорошие шахма- 
тисты. 

На этом же конгрессе произошло 
забавное событие. Математикн за- 
ключили пари с шахматным мастером 
Д. Леви, что через 10 лет будет со- 
здана программа, которая у Леви 
выиграет. По всей вероятности, мате- 
матики это пари проиграют, но в ли- 
це Леви они получили самоотвержен- 
ного организатора турниров шахмат- 
ных программ. 

Начиная с 1970 года ежегодно 
в Америке проводится чемпнонат аме- 
риканских шахматных — программ. 
Чемпноном уже четыре раза становн- 
лась программа «Чесс-4,0». На ее 
турнирном счету (до чемпионата ми- 
ра) 13 побед, | ничья и ни одного 
поражения. 

Последний американский чемпио- 
нат служил одновременно отборочным 
турниром на чемпнонат мира. Луч- 


‚шие четыре американские програм- 


мы — «Чесс-4 0», «Теч-2», «Хаос» и 
«Острич» получили право играть на 
турнире. 

На сегодняшний день в Америке 
существует около 50 шахматных про- 
грамм, а в Европе только около 20. 
Однако чемиионат мира показал, что 


главное не количество, а качество — 
чемпионом стала советская програм- 
ма «Каисса». 

Чемпнонат мира — это всегда со- 
ревнование. Но чемпионат мира сре- 
дн шахматных программ — не шах- 
матное соревнование. Это — соревно- 
вание ученых. Ученых, а не про- 
граммнстов, потому что составить ка- 
кую-нибудь ‘шахматную программу 
при сегодняшнем уровне програм- 
мирования, хотя и сложный, ио все 
же — вопрос техники. 

Основной центр тяжести падает 
на алгоритм — правила, по которым 
программа должна выбирать ход. 

Ученые интересуются этими алго- 
ритмами, потому что считают их су- 
щественным шагом на пути к обуче- 
нию машины мышлению. 

Однн из аспектов мышления — 
выбор решения в сложной ситуации. 
Способы обучения ЭВМ такому вы- 
бору и оттачиваются на шахматных 
программах. Ученые считают, что не 
позднее чем через 3 года после того, 
как машина обыграет чемпиона мира 
по шахматам, будет создана думаю- 
щая машина. 


Как «Кансса» готовилась 
к чемпионату 


Игра шахматной программы в тур- 
нире отличается от обычного выбора 
ходя в спокойной обстановке. В чем 
же состояла подготовка к турниру? 

Прежде всего время на обдумыва- 
ние ходов у программы было жестко 
ограничено —2 часа на 40 ходов. 
Если 2 часа истекали, когда про- 
грамма еще не сделала 40 ходов, ей 
засчитывалось поражение (и таких 
поражений на турнире было немало). 
Значит, программа должна не только 
выбирать ход в позиции, но и следить 
за временем обдумывания. 

Сначала мы поделили эти 2 часа 
на 40 холов поровну, но такое реше- 
ние оказалось неудачным по двум 
причинам. 

Первая — неизвестно что делать 
с неиспользованным остатком вре- 
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мени. В конце концов время стало 
перераспределяться перед каждым хо- 
Дом. 

Вторая причина более тонкая: 
в середине партии у программы боль- 
ше пищи для размышления, чем в 
конце — больше фигур, велика их 
подвижность, напряженнее позиция. 
Поэтому мы решили первые 25 ходов 
давать программе возможность по- 
думать побольше за счет остальных 
15-ти, и это себя вполне оправдало. 

Каким образом программа (во вре- 
мя перебора) понимает, сколько вре- 
мени она думает? Мы не стали поль- 
зоваться обычными часамн, которые 
есть в вычислительной машине и 
доступны программе, потому что 
«взгляд на часы» занимает у машины 
слишком много времени. Мы ввели 
в программу собственное измерение 
временн — число рассмотренных но- 
зиций за время выбора хода. По- 
скольку в секунду программа изучает 
около 200 позиций, то время в се- 
кундах, которое можно затратить на 
обдумывание, умножается на 200, и, 
когда число рассмотренных позиций 
превысит это произведение, програм- 
ма прекращает рассмотрение и выдает 
в качестве ответа лучший из уже 
рассмотренных ходов. 

Естественно, что чем болыше вре- 
мени на обдумывание имеет програм- 
ма, тем больше возможностей она 
успеет рассмотреть до истечения кон- 
троля одного хода. Нам удалось ис- 
пользовать довольно большой резерв 
времени на облумывание — то время, 
когда думает противник, Программа 
прогнозирует ход противника и на- 
чинает выбирать на него ответ так, 
как будто этот ход уже сделан. 
Когда противник отвечает, сначала 
проверяется, сделан ли ход, который 
ожилался. Если да, то время, пока 
противник думал, проведено с поль- 
зой. Если же нет, то во всяком слу- 
чае мы ничего не потеряли. 

Однако для того, чтобы вложить 
это в программу, потребовалось со- 
здание диспетчера — програм- 
мы, которая ждет сообщения, разби- 
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На фотографии приведено начало партии с «Теч-2». Справа сидит один из 
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авторов 


«Каиссы»—М. Донской, слева—автор «Теч-2 А. Бислей. 


рается в нем, когда оно придет, 
и указывает шахматной программе, 
что делать дальше — продолжать вы- 
бирать ответ на спрогнозированный 
ход или вернуться и выбнрать ответ 
на другой ход. Сложность этой про- 
граммы можно оценить хотя бы по 
тому, что «Каисса» была единствен- 
ной участницей чемпионата, думав- 
шей за счет времени противника. 

Специфически шахматная подго- 
товка к турниру состояла во введе- 
нии в машину справочной дебютов. 
Эта сиравочная к началу турнира 
содержала 10 000 позиций и, видимо, 
была самой объемистой на турннре. 
Во всяком случае только однажды — 
в партин с программой «Чесс-4,0» — 
противник сумел переиграть нас в 
дебюте (по-моему, специально к этому 
ПОДГОТОВИВШИСЬ)}. 

Однако у этой справочной был 
любопытный недостаток. Она содер- 
жала новейшие дебютные идеи, ко- 
торые, естественно, были вне пони- 
мания программы выбора хода. Когда 
справочная кончалась и надо было 
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выбирать ход, игровая`часть програм- 
мы не развивала позицию в духе 
этих идей, а пыталась проводить 
свои, более простые идеи, которые 
протнворечили позиции. Это сразу 
же приводило к резкому ухудшенню 
позиции и даже материальным по- 
терям. Но потом благодаря тому, 
что какие-то идеи все-таки у про- 
граммы были, она добивалась пре- 
имущества во всех партиях. Только 
в последней, товарищеской это пре- 
имущество было получено слишком 
поздно — на доске остались король, 
ладья и конь против короля и ладьи, 
что является теоретической ничьей. 
Судья остановил часы. 

Самым удивительным на турнире 
оказалась способность программ от- 
носительно хорошо играть эндшпиль. 
Практически все программы, в том 
числе и наша, содержали спецналь- 
ные знания иро эндитпиль. В нашей 
программе это была оценочная функ- 
ция, которая существенно отлича- 
лась от оценочной функции, приме- 
нявшейся в середине нгры. Это отян- 


чие становится понятным, если, на- 
пример, вспомнить, что в середине 
нгры король должен быть как можно 
дальше от центра событий, а в конце, 
наоборот, в их гуще. 

Заканчивая рассказ о специаль- 
ной турнирной подготовке програм- 
мы, я хочу напомивть, что основную 
роль в уровне игры все-таки играет 
перебор вариантов — его организа- 
ция, что допускается в перебор, ка- 
кими методами он сокращается. От- 
личие нашей программы от остальных 
в этой части было существенным 
благодаря некоторым новым идеям 
перебора, которые использует про- 
грамма, но мне кажется, что это — 
предмет для более подробного раз- 
говора- 


Чемпионат мира 


Во время конгресса ИФИП в Сток- 
гольме состоялся [ чемпионат мира 


среди шахматных программ. 

Советский Союз представляла 
программа «Каисса», созданная в 
Институте проблем управления 
Г. М. Адельсон-Вельским, В. Л. Ар- 
лазаровым, автором статьи и дру- 
ГиМи. 


Партни проходили иять вечеров 
подряд в концертном зале отеля «Бир- 
гер яарл». Одиовременно велись 
шесть нартнй, и внимание многочис- 
ленной публики (200—300 человек) 
переходило от одного поединка к 
другому. Для того чтобы публика 
не скучала, директор турнира между- 
народный мастер Д. Леви все время 
комментировал партий, и этот ком- 
ментарий сразу же переводился на 
шведский язык. 

На сцене стояли две малогабарит- 
ные вычислительные машины, шесть 
терминалов и одиннадцать телефонов, 
соединявших зал с разными городами 
Европы. Один такой телефон соедн- 
нял зал с Институтом проблем управ- 
ления в Москве, где работала 
«Кансса». 

Турнир был полон неожиданно- 
стей и курьезов. 
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В первой партии против австрий- 
ской программы «Франц» «Каисса» 
после 30 хода вдруг стала подолгу 
думать, и если бы не поставила мат 
на 34-м ходу, то наверняка просрочила 
бы время. Это объясняется тем, что 
на 30-м ходу «Канссы» в Москве насту- 
пила полночь, а «Кансса», не разо- 
бравшись с часами, решила, что ей 
остается на обдумывание болыие 
24 часов. Может быть, вменно такая 
неторопливость н позволила ей найтн 
матующую комбинацию. 

Неожиданности продолжались и 
во втором туре в партни против 
«Теч-2». По правилам турнира в слу- 
чае технических неполадок можно 
было взять получасовой перерыв на 
нх исправление. Автор «Теча», уто- 
мившись затяжной партией 1-го тура 
(она продолжалась до 3-х часов ночи), 
попросту проспал начало тура н опо- 
здал ровно на полчаса. Это ему было 
засчитано как перерыв на техниче- 
ские неполадки, и потом в течение 
нартии он не нмел право останавли- 
вать часы. 

Неаккуратность автора «Теча» ска- 
залась и в иартни — он сделал не тот 
ход, который сообщила ему машина, 
и слишком поздио заметил это. Ход 
был возвращен назад, но это сбило 
с толку «Каиссу» ин привело ее к 
онибке. В конце концов пришлось 
ввести эту познцию в машину заново 
и переиграть партию. 

Технические ошибки наших иро- 
тивников стали недоброй традицией. 
В третьем туре уже после того, как 
в партии «Канссы» с «Хаосом» была 
объявлена победа «Каиссы», авторы 
«Хаоса» заявили, что они ошиблись 
при вводе в свою машину предпослед- 
него хода «Канссы». Они попросилн 
разрешения перенграть партию с это- 
го хода, но никто всерьез не рассчн- 
тывал, что мы примем это предложе- 
ние, особенно после того, как Леви 
сказал, что если ипирн перенгровке 
у «Канссы» сломается машина, то ни- 
какого прощения ей не будет. Тем 
не менее после консультации с Арла- 
заровым мы решили продолжать эту 
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партию, что было очень высоко оце- 
нено американскими программистамн. 

Несмотря на то, что «Каисса» 
довольно быстро поставила мат, это 
было существеино для наших против- 
ников, потому что в случае равенства 
очков предпочтение оказывалось той 
программе, которая быстрее выиг- 
рывала и дольше проигрывала. 

Внимание местных газет к турни- 
ру ослабевало по мере того, как ста- 
новилось понятнее, что «Кансса» бу- 
дет чемпионом. Поздравления нача- 
лись уже в третьем туре, но в чет- 
вертом мы имели много неприятно- 
стей от «Острича». Столик, за которым 
игралась наша партия, был вынесен 
на авансцену. Автор «Острича» — 
М. Ньюборн (зная, что «Каисса» 
хороню разбирается в индийской за- 
щите) в последнюю минуту внес кор- 
рективы в свою дебютную справоч- 
ную, заменив первый ход 94 на КЁЗ. 
Когда он увидел, что «Каисса» знает 
и этот дебют, он в буквальном смысле 
схватился за голову, поскольку «Ост- 
рич» не имел в своей библиотеке ни 
одного продолжения. 

Тем не менее в этой партни, как 
и в других, сказался основной не- 
достаток нашей программы — несов- 
местимюсть идей, заложенных в де- 
бютную справочную, и идей, зало- 
женных в игровую часть программы. 
В итоге «Кансса» начала с пронгрыша 
качества. Когда, поддавшись панике, 
я посчитал, что для переигровки за 
первое место нам надо продержаться 
48 ходов, из Москвы твердый голос 
Арлазарова заявил: «Все равно мы 
эту партию выиграем», хотя для по- 
беды в турнире хватило бы ничьей. 
М действительно, к двенадцати ча- 
сам ночи дело приблизилось к раз- 
вязке. «Каисса», отыграв две пешки, 
повела свои пешки в ферзи и закон- 
чила партию, как всегда, элегантным 
матом. 

«Каиссе» была вручена золотая 
медаль чемпиона мира среди шахмат- 
ных программ. Медаль вручали пре- 
зидент ИФИП австралийский ученый 
Земанек и английский издатель Макс- 
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веля, на чьи деньги была сделана 
из чистого золота 11Ю-граммовая ме- 
даль. Вручая медаль, Максвелл нз- 
звал нас первыми обладателями этой 
медалн, из-за чего все корреспонден- 
ты сочли этот трофей переходящим. 
Однако потом Земанек официально 
объявил, что медаль вручена совет- 
ским ученым навечно. 

Организаторы туриира остались 
недовольны только тем, что лучшие 
программы турнира — «Каисса» и 
«Чесс-4,0» ие сыграли друг с другом. 

Поэтому мы решили сыграть то- 
варищескую партию. На этот раз 
соперник вышел из дебюта не только 
с преимуществом, а просто в вынгран- 
ной позиции — эндшпиль с двумя 
лишними проходными иешками. Уже 
ноступило предложение в случае бы- 
строго проигрыша «Каиссы» сыграть 
сще одну партию, поменявшись цве- 
том фигур, но «Кзисса» снова всех 
удивила — она сумела не только оты- 
грать пешки, но и выиграть фигуру. 
Однако для победы этого преимущс- 
ства не хватило. 

После каждого тура участники 
собирались в «мирном» уголке зала 
и спокойно обсуждали научные ре- 
зультаты турнира и перспективы раз- 
витня шахматного программирова- 
ння. Этн обсуждения были очень 
нолезны для участников. 

Расставаясь, мы договорились 
встретиться на следующем конгрессе 
ИФИП в 1977 году в Канадском горо- 
де Торонто. 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ 
НРУЖНОН 


ВОКРУГ 
ФОРМУЛЫ 
ПИКА | ымсолькь 





Чтобы оценить площадь многоуголь- 
ннка, нарисованного на клетчатой 
бумаге, достаточно подсчитать, сколь- 
ко клеток покрывает этот многоуголь- 
ник (площадь клетки мы принимаем 
за единицу). Точнее, если $ — пло- 
щадь многоугольника, №, — число 
клеток, которые целиком лежат вну- 
три многоугольника, и №, — число 
клеток, которые имеют с внутрен- 
ностью многоугольника хоть одну 
общую точку, то М, = $ = М.. (Этот 
факт можно использовать для того, 
чтобы дать точное определение пло- 
щади многоугольника и других фи- 
гур.) 

Мы будем рассматривать ниже 
только такие многоугольники, все 
вершины которых лежат в узлах клет- 
чатой бумаги — в точках, где пере- 
секаются линин сетки. Оказывается, 
что для таких многоугольников мож- 
но указать простую формулу: 


$ +1. 


где $ — площадь, г — число узлов, 
которые лежат на границе много- 
угольника (то есть на сторонах и в 
вершинах), { — число узлов, кото- 
рые лежат строго внутри многоуголь- 
ника. 

Эту формулу называют иногда 
«формулой Пика» — по имени мате- 
матика, открывшего ее в 1899 году. 
{Впрочем, нельзя быть уверенным 
в том, что эту естественную формулу, 
допускающую целый ряд различных 
доказательств, не придумал никто 
раньше.) 


В нашей заметке и доказатель- 
ство, и применения формулы Пика 
отчастн будут связаны с некоторыми 


задачами из «Задачника «Кванта». 
Простые треугольники 
Напомним, что мы рассматриваем 


только миогоугольники,— в частно- 
сти, треугольники — с вершинами в 
узлах клетчатой бумаги; каждый раз 
это снециально не оговаривается. 
Лист клетчатой бумаги мы считаем 
бесконечным во всех направлениях. 
клетки — квадратамн со стороной |. 

Площадь любого треугольника, 
парисованного на клетчатой бумаге, 
легко посчитать, представив ее как 
сумму или разность площалей пря- 
моугольных треугольников и прямо- 
угольников, сторопы которых ндут 
по линиям сетки, проходящим через 
вершины царисованного треугольни- 


ка. Проделав это, например, для тре- 
угольников, изображенных на рисун- 
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ке |, вы убедитесь, что площадь полу- 
чается всегда равной «полуцелому» 
числу — числу вида м1/2, где т — 
целое. 

Назовем треугольник простым, ес- 
ли ии внутри него, ни на его сторонах 
нет узлов сетки. за исключением 
вершин. (Такое название выбрано 
потому, что любой другой треуголь- 
ник можно составить из простых; 
это одно из тех утверждений, которые 
понадобятся нам 
внимание, что все простые треуголь- 
ники на рисунке | имеют площадь 1/2. 
Мы увидим, что это не случайно. 

В решении задачи М226, опубли- 
кованной в «Кванте», 1974, № 6, 
читателям предлагалось подумать над 
такой задачей. Гри кузнечика (три 
точки) в начальный момент времени 
сидят в трех вершинах одной клетки, 
а затем начинают «играть в чехар- 
ду»: каждый может прыенить через 
одного из двух других, после чего ока 
зывается в симметричной относитель- 
но него точке (рис. 2; ясно, что после 
любого числа таких прыжков кузне- 
чики будут попадать в узлы клетча- 
той бумаги). В каких тройках точек 
могут через несколько прыжков ока- 
заться кузнечики? 

Назовем треугольник достижни- 
мым, если в его вершинах могут одно- 
временно оказаться три кузнечика, 
которые вначале были в трех верши- 
нах одной клетки; прыжком будем 
называть преобразование треуголь- 
ника, заключающееся в том, что одна 
из вершин переходит в точку, сим- 
метричную относительно любой из 
двух других вершин (этн две верши- 
ны остаются на месте). 


ниже.) Обратите. 


БЕр:/Куап.тссте.ги 


Теорема 1. Следующие три 
свойства треугольников с вершинами 
в узлах клетчатой бумаги эквивалент- 
ны Оруг другу: 

1) мреугольник имеет площадь 1/2; 

2) треугольник прости 

3) ‚преугольник достижим. 

В справедливости этой теоремы вы може- 
те убедиться, доказав следующие 12 утверж- 
дений. Звездочкой отмечены те, к доказатель- 
ству которых имеются указания в конце 
журнала. Остальные--почти очевидны, если 
доказывать нх в таком порядке: 


3—4 152 Ц 
{ 1 
56-57-8912 


1. Площадь треугольника при прыжке 
не меняется. 

2. Любой достижимый треугольцшик име- 
ет площадь 1/2. 

3*. Если достроить простой треуголь- 
пик АВС до параллелограмма АВСО, то 
ии внутри, пи на сторопах этого параллело- 
грамма не будет узлов (ис считая вершин). 

4 *. Из простого треугольника при прыж- 
ке получается простой. 

5». У простого треугольника один из 
углов — тупой или прямой (причем послед- 
пий случай возможен только для треуголь- 
пика, у которого три вершицы принадлежат 
одной клетке; такой простой треугольник — 
со сторонами 1, |1, "2 мы будем называть 
минимальным). 

6. Из любого простого ие минимального 
треугольника можно одним прыжком полу- 
чить треугольник, у которого наибольшая 
сторона мепыше, чем нанболышая сторона 
исходного. 

7*. Любой простой треугольиик можно 
конечным числом прыжков перевести в ми- 
нимальный. 

8. Любой простой треугольник достижим. 

%. Любой простой трехтгольмик имеет 
площадь 1/2. к 

10 *. Любой треугольник можно разре- 
зать на простые. 

11. Площадь любого треугольника рав- 
на 752, причем прин ЛЮбом разрезании его 
па простые их количество равно 111. 








12. Любой треугольник площади 1/2 — 
простой. 

Ясио, что из утверждений 2, 8 и 12 вы- 
текает теорема 1. 

Докажите еще несколько свойств про- 
стых треугольников. 

13. Для любых двух узлов А и В решет- 
ки, на отрезке между которыми ист других 
узлов, найдется узел С такой, что треуголь- 
ник АВС — простой. 

М. Узел С в предыдущей задаче мож- 
но всегда выбрать так, что угол АСВ будет 
тупым или прямым. 

15. Параллелограмм тогда и только тогда 
порождает решетку, состоящую из всех 
узлов клетчатой бумаги (см. — статью 
А.А. Егорова, <. 26}, когда каждый из 
треугольников, на которые его делит диаго- 
наль, — простой. 

То же самое свойства можно сформулиро- 
вать так. ‚ 

16. Треугольник АВС — простой тогда 
н только тогда, когда всевозможные тре- 
угольники, полученные из АВС параллель- 
ными переносами, переводящими узел А 
в различные узлы решетки, ие иакладываются 
друг на друга (рис. 3). 


Вернемся телерь к задаче про 
трех кузнечиков. Пусть кузнечики 
в начальном положении занимают 
какой-то определенный (а не произ- 
вольный} минимальный — треуголь- 
ник — в первоначальной  формули- 
ровке задачи именно это и предло- 
лагалось. Поскольку каждый куз- 
нечик смешается при прыжке обя- 
зательно на четное число клеток по 
горизонтали и вертикалн, то он обя- 
зательно попадает в узел «своей» 
решетки с размером клеток 2х2. 
На рисунке 4 три из четырех «под- 
решеток», составляющих всю решет- 
ку, раскрашены в разные цвета (каж- 
дый кузнечик прыгает в узлы своего 
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Рис. 4. 


цвета), а четвертая — того же цвета, 
что и линии сетки. 

Согласно теореме | кузнечики мо- 
гут одновременно попасть в вершины 
простого треугольннка. 


Отсюда вытекает еще одно интересное 
свойство этих треугольников. 


17. Если решетку — узлы клетчатой бу: 
маги — разбить на четыре подрешетки с 
клетками 2% 2 (рис. 4), то вершины простого 
треугольника обязательно попадут в три 
разные подрешеткн {все трн нмеют раз. 
ный цвет). 


Теперь уже нетрудно доказать 
следующие два утверждения, даю- 
щие ответ к задаче о трех кузнечиках 
(в том случае, когда начальный тре- 
угольник фиксирован; рис. 4). 


18. Три кузнечика могут одновременно 
попасть в те и только тетройки т6чек, кото- 
рые служат вершинами простого треуголь- 
ника и имеют тот же цвет, что н соответствую- 
щие вершины начального треугольника. 

19. Два кузиечика могут одновременно 
попасть в Те и только те пары узлов соответ- 
ствующих цветов, на отрезке между которы- 
ми нет других узлов. 


Трниангуляция многоугольника 


Мы подробно изучили частный вид 
многоугольников иа клетчатой бума- 
ге, которому в формуле Пика соэт- 
ветствуют значения {= 0, г-—3З, 
$ =1.. Но от этого частного случая 
можно перейти сразу к самому обще- 
му, воспользовавииеь теоремой о 
разрезании на треугольники произ- 
вольного — многоугольника (клетча- 
тая бумага болыне не нужна). 
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Рис. 5. 


Пусть на плоскостн задан неко- 
торый (не обязательно выпуклый) 
многоугольвик и некоторое конечное 
множество К точек, лежащих внутри 
многоугольника и на сго границе 
(причем все вершины многоуголь- 
ника принадлежат множеству К). 


Триангуляцией с вершинами К на-- 


зывается разбиение данного — много- 
угольника на треугольники с верши- 
нами в множестве А такое, что каж- 
дая точка из К служит вершиной 
каждому из тех треугольников три- 
ангуляции, которым эта точка при- 
надлежит (то есть точки из К не но- 
падают внутрь или на стороны тре- 
угольников, см. рис. 5). 


Теорема 2. а) Любой п-уголь- 
ник можно разрезать диагоналями 
на треугольники, причем количество 
треугольников будет равно п—2. 
(Это разбиение-—триангуляция с вер- 
шинами в вершинах ял-угольника.) 


6) Пусть на границе многоуголь- 
ника отмечено г точек (включая все 
вершины), внутри — еще точек. Тог- 
да существует  триангуляция с вер- 
ннами 8 отмеченных точках, прн- 
чем количество треугольников такой 
триангуляции будет равно г -- 21—2. 

Разумеется, а) — частный случай, 
6), когда г=л, Е = 0. Доказатель- 
ство этой тсоремы мы снова разобьем 
на ряд простых утверждений. 

20 *. Из верниких мамбольшего угла 
п-угольника (п>3) всегда можно провеств 


диагональ, целиком лежащую впутри много- 
угольпика. 
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21. 'Если п-угольинк разрезан днаго- 
налью па р-угольинк и 9-Угольник, тб л = 


=Р+49— 2. 


22. Любой п-угольник можно разрезать 
днагоналями на п — 2 треугольника. 


23. Сумма 
180°.(л — 2). 


24. Для любого треугольника, `Виутрн 
ни па границе которого отмечено несколько 
точек (в том числе — все три его вершины}, 
существует трнангуляция с вершинами в от- 
меченных точках. 


углов П-угольника оавна 


25. То же самое верно н для любого 
п-угольника. 


26. Число треутольников триангуляции 
равно г-+ 21 —2, где ги г — количество 
отмеченных точек соотретезвемно впутри и 
на границе многоугольника. 


Отсюда вытекает теорема 2. 


ч 
27. Выведнте из теорем Ги 2 формулу 
Пика: $ = и: Е, 


Прием, который удобно исполь- 
зовать в доказательстве  утверждсе- 
ния 26 — подсчет суммы углов, — 
помогает н при решенни других ком- 
бинаторных задач по геометрии, в 
частности, задач про разбиение мно- 
гоугольника. Привелем еще два при- 
мера. 

Назовем разбиение л-угольника 
на несколько многоугольников пра- 
вильным, если каждая вершина од- 
ного из многоугольников разбеения 
служит вершиной всех других мно- 
гоугольников  разбнения, которым 
она принадлежит. 


28. Если из вершин К-угольниксв, на 
которые разбит правильным образом п-уголь- 





Рис. 6. 
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Рис. 7 


инк, вершин лежат внутри и г — на гранн- 
це я-угольника, то количество А-угольников 
равно 


7-12 
6 
: Го 

29 (Вариант «тсоремы Эйлера»). 
Если №, точек плоскостн и №, отрезков с кои- 
цами в этих точках образуют многоугольник. 
правильно разбитый на А, многоугольни- 
ков. то (рис. 6) №, — №, А = Е. 


Несколько задач 


Иримемения формулы Пика В основ- 
ном связаны ие с подсчетом площа- 
дей конкретных многоугольников, а 
с различными задачами и теоремами 
о ломаных на клетчатой бумаге. 


30. Пусть отношение площади много- 
угольника К квадрату одной из его сторон 
нррационально (так обстоит дело, например, 
для правильного треугольника). Докажите, 
что подобный ему многоугольник нельзя 
нарисовать на клетчатой бумаге так, чтобы 
вершины лежалн в узлах. 


31. Пусть 4 и В — два узла клетчатой 
бумаги, из которых второй на р клеток правее 
и на 9 — выше первого (то есть расстояние 
между узлами равно }’р?-1- 9"). ‘Чему 
равно расстояние до прямой АВ от ближай- 
шего к ней узла, не лежашего на этой пря- 
мой> 

32. Шахматный король обошел доску 
8> 8 клеток, побывав на каждом поле ровно 
эдин раз и последним ходом вернувшись па 
исходное поле. Ломаная, соединяющая после- 
довательно центры полей, которые проходнл 
король, не имеет самопересечений. 





Рис. 8. 


а) Какую наибольшую длину она может 
иметь? 

6) Какую площадь может ограничивать 
эта ломаиая? (Стороиа клетки равна 1.) 


Задача а) уже разбиралась в «Кванте» 
№ 5 за этот год (с. 52) — она имеет номер 
мМ220 в «Задачнике «Кванта». Здесь мы при- 
ведем другое решение. Но начнем с задачи 
6). Из формулы Пнка сразу следует, что 
площадь, ограниченная ломаной, равна 
64/2—1=31 (узламн клетчатой бумаги слу- 
жат центры 64 полей; по условию все они 
лежат на границе многоугольника), Перей- 
лем к задаче а). На рисунке 7 приведен 
пример пути короля, в котором 36 нз 64 хо- 
дов имеют длину "2 (направлены по диаго- 
нали). Докажем, что болыме 36 таких ходов 
быть не может. 

На каждом отрезке длины У2, входя- 
щем в путь короля, построим, как на днаго- 
нали, квадрат 1Х 1. Одна половинка этого 
квадрата лежит вке многоугольника, который 
ограничивает путь короля. Но общая пло- 
щадь, занятая такими половинками, не пре- 
вышает 49—31=18, поскольку все они ие 
выходят за пределы квадрата 7Х7 клетча- 
той бумаги. Значит, количество днагональ- 
пых ходов не превышает 36. 


Итак, ответы к задаче 32: 


а) 2813612; 6) 31. 


33. Нужно провести по линиям сетки 
замкнутую несамопересскающуюся лома- 
ную, которая бы проходила через все узлы 
клетчатой бумаги, лежашне внутри прямо- 
угольннка рхХ 9 клеток. 

а) При каких ри 9 это возможно? 

6) Какую длину будет иметь эта лома» 
ная? . 

8) Какую площадь оча будет огракичи- 
вать? (рис. 8). 
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задачник поанта 





Решения задач из этого номера можно посылать ие позднее 1 февраля 1975 г. по адресу: 
117071, Москва, В-71, Лекиискнй проспект, 15, издательство «Наука», журнал «Квант» 
После адреса на конверте напишите, решения каких задач вы посылаете, например: 
«Задачник «Кванта», М296, М297» или ‹«... ФЗО8». 

Решення задач по каждому из предметов (математике н физике), а также новые задачи 
просьба присылать в отдельных коивертах. Задачн из разных номеров журнала присы- 
лайте также в разных конвертах. В письмо вложнте конверт с написанным на нем ад- 
ресом (в этом конверте вы получите результаты проверки ваших решений). Условия ори- 
гинальных задач, предлагаемых для публикации, присылайте в двух экземплярах вместе 
с вашими решениями этнх задач (на конверте пометьте: «Задачиик «Кванта», новая 
задача по физике» или «... новая задача по математике» ). После формулировки задачи 
мы обычно называем, кто предложил нам эту задачу. Разумеется, ие все эти задачи 
публикуются впервые. Наиболее трудные задачн отмечены звездочкой. 


Задачи в этом случае лежат на одной пря- 
МОЙ). 
Л. П. Купцов 


№296 — М300; $308—Ф312 М298. Запишем Бсе несократимые 


М296. В таблицу пхл записаны  ДРоби . ле Оо рхужтм. в 
п? чисел, сумма которых неотрица- порядке возрастания (т — данное 
тельна. Докажите, что можно пере- натуральное — число). Например, 
ставить столбцы таблицы так, что прн т 5 получится  ипсследова- 
сумма п чисел по диагонали, идущей  тельиссть 
из левого нижнего угла в правый д ск Я. бе 


верхний, будет неотрицательна. 
А. Тупанов 


М297. На плоскостн заданы 12 то- 
чек, являющихся вершинами четы- 
рех квадратов А.В. А.С., 
А.С.АзВ», А. В.А С, и ААСА В. 
{вершины каждого квадрата пере- 
числены по часовой стрелке). Дока- 
жите, что В,В.В.В: и С,С.С.С, — 
конгруэнтные параллелограммы, 
один из которых получается из дру- 
гого поворотом на 907 (эти паралле- 
лограммы могут быть вырожденны- 
ми: четыре вершины каждого из них 
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Е Е А 

Докажите, что для любых двух со- 
ъ г 25 

седних дробей оеа в такой по- 


следовательности ра- 


венство 


выполняется 
47—р5 = 1. 

М299. Прин каких п правильный 
п-угольник можно разместить на 
листе бумаги в линейку так, чтобы 
все вершины лежали на линиях? 
(Линин — параллельные прямые, 
расположенные на одинаковых рас- 
стояниях друг от друга.) 

Н. Б. Васильев 


М300*. Алфавит состоит из трех 
букв: а, 6, с. Назовем словом послс- 
довательность любой длины, состоя- 
щую из этих букв. При образовании 
слов некоторые буквосочетания (из 
двух и более букв) считаются запре- 
щенными. Известно, что в списке 
запрещенных буквосочетаний все сло- 
ва имеют разную ллину. 

Докажите, что существуют слова 
любой длины, не содержащие запре- 
щенных  буквосочетаний. 

А. М. Степин 


ФЗ08. Фотометр представляет со- 
бой лист бумаги с жирным пятном. 
Этот лист устанавливают между 
двумя точечными источниками  све- 
та. Сила света одного источника 20 св, 
силу света другого источника тре- 
буется определить. Длях этого вна- 
чале подбирают расстояния {[, и [, 
источников от листа так, чтобы пятно 
не выделялось на фоне бумаги, если 
смотреть на нее со стороны первого 
источника. Оказалось, что [, = 21. 
Затем подбирают расстояния {и 
1’ так, чтобы пятно не выделялось 
на фоне бумаги, если смотреть со 
стороны второго источника. Оказа- 
лось, что |’ = [.'. Определить силу 
света второго источника. 

Лист ставится перпендикулярно 
к линии, соединяющей источники. 

Подсказка. Каждый участок бу- 
маги можно охарактеризовать коэффи- 
циентом пропускания и коэффициен- 
том отражения света. 


ФЗ09. Змея заползла наполовину 
в неподвижную узкую трубу, лежа- 
щую на плоскости. Вторая полови- 
на змеи извивается произвольно по 
плоскости. Считая змею тонким од- 
нородным шнуром длины [, найти, 
в какой области может оказаться 
центр тяжести всей змен. 
В. Д. Горбунова 


$310. Концы пружипы закрейле- 
ны. Как, ие освобождая концов пру- 
жины, деформпровать ее так, чтобы 
пружина после такой обработки 
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стремилась а) сократиться? 6) удлн- 
ниться? 


ФЗ11. Однородное магнитное по- 
ле менястся по абсолютной величине 
с постоянной скоростью А (В=#®. 
Имеется кусок меди, плотность ко- 
торой 4 и удельное сопротивление р. 
Масса куска т. Из этого куска мож- 
но вытянуть однородную проволоку, 
нз которой в свою очередь сделать 
замкнутый контур. Какой можно по- 
лучить максимально возможный ток 
в этом контуре? 

В. Д. Коржанцев 


ФЗ12. Обруч радиуса Ю, катящий- 
ся со скоростью и по горизонтальной 
поверхности, налетает — абсолютно 
неупруго на ступеньку высоты 
1 (#< ВЮ). Какую скорость будет 
иметь обруч, когда он «взберется» 
на ступеньку? При какой минималь- 
ной скорости обруч сможет «взо- 
браться» на ступеньку? 

Проскальзывания нет. 


М. Геркс, Д. Сахаров. А. Цесис 
(иченики Виннацкой с. м. № 17} 
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Решения задач 


М256—М260; Ф269—Ф272 





М256. Околэз окружности описан многоуголь- 
ник, Точки касания его сторон с окружностью 
служат вершинами второго, вписанного в 
эти окружность многоугольника. Докажите, 
что произведение расстояний от произвольной 
точки М окружности до сторон одного мно- 
гоугольника равно произведению расстояний 
от этой точки 90 сторон второго, 

(Под расстоянием от точки М 90 стороны 
понимается расстояние д0 прямой, на кото- 
рой лежит эта сторона.) 


Докажем сначала такую лемму. Ес- 
ли М, РиО — трк произвольные точки дан- 
ной окружности, то расстоявие |МА|]| от 
точки 1 до прямой РО равно среднему гео- 
метрическому расстояния |МЬ] и МУ] от 
М до касательных, проведенных в точках 
РнОо 

мк] = |мЕ| |мх|. (1) 

Представим себе, что точки Рн О з2- 
фиксированы, а М передвигается по окруж- 
иости. При любом ее положечен *} углы 





*) Ниже мы считаем, что Л] не совпадает 
с Р или @ (в вырождешюм случае равеиство 
(1$ очевидно —06е его части равны 0). 
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3 МРЕ, и &МОК (не превосходящие, разу- 
местся, 90°) равны по величине — каждый 
из них измеряется половиной дуги РМ (не 





превосходящей полуокружности), поэтому 
прямоугольные треугольники МРЁ и МОК 
подобны в 
[МЕ |МР| о 
МК] = М9 |" (2) 


{Это равенство, очевидно, сохраняется и в 
том случас, когда прямоугольные треуголь- 
ники вырождаются в отрезки — в этот мо- 
мент точка № днаметрально протввополож- 
за Р.) Точно так же доказывается. что 


АМОХ —АМРК: 
| ГА мо ь 
ТМК! = ТМР|’ 9 


Из {2) и (3) следует (1). 

Докажем теперь утверждение задачи 
Для этого применим лемму к точке А ок- 
ружности и к каждой стороке РО вписанного 
многоугольника, а затем перемпожим все 
равенства вида (1). 

Недочеты в решениях, присланных чи- 
тателями, были связаны в осповном с тем, 
что при доказательстве леммы не учитывались 
все возможные случаи расположения точек Р, 
О и М на окружности (некоторые из них 
показаны на рис. 1,4, 6. 8). В нашем решении 
применяется рассуждение которое охваты- 
вает сразу все случан. 


№257. Пре каких нотуральных п. не. 
равенство 
- МЕ: 
ху т Хх +... 
2 
ли —>Р {ум - 


Хожу"... РЯачиха) 


выволняется дая любых дгаствительных > 
СА Ха, Ха. .-., Хы, ели а) р= Е б) р= 
== Уз; в) р 


4]? 


Ответ. а) при вссх и; 6) при п == 3; 
в) ин = 4. 





Рис. [. 
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Рис. 2. Чем ближе р к еднинце, тем ближе 
расположена гипербола к окружности и тем 
больше ступеней имеет лестница. 


Заметим, чтовесли положить в неравенстве 
№: Ч... — рхх, — 

— Рхах; — ... Их -ахи 2 @ (%) 
несколько последних переменных ху,хауь-.. 
....Хя равными нудю, то получится аналогич- 
ное неравенство, соответствующее меньшему 
п. Отсюда следует, что если (*) выполняется 
(для всех ха, #з,... хп) при цекотором я, 
то оно выполняется н при меньших п. Таким 
образом, для каждого фиксированного р 
существует таксе целое ^' (р) = 2, что (»*) 
выполнено при п < ^ (р)н не выполнено 
(для некоторых х;. Хх». .... Хи) при п > М гр); 
возможно также. что (*) выполнено при всех 
п (в этом случае можно считать, что № (р) = 

59). 
Последний случай имеет место прир => 1. 
Действительно, в этом случае (*) эквивалент- 
но очевидному иеравенству 


Г. Ноа — хе - (о — 
а] — хи) Хх 2 0. 
Пусть р-=\.. Тогда прн п = 34%) 
эквивалентно перавенству 
(Зх; — 2х:)1 + хз - (2х: — 33)" > 0, 
а при п — +4 неравенство (*) парушается, на- 
пример, когда ху = х. = 2, х. = = 3 
(прин п-= 4 неравенство (»*) эквивалентно 
такому: 
ъ -9 з 
(3х, — 2х2) — хз + би — хз) — 
= + (2х, — 3х4) > 0; 
отсюда и возник наш пример). 
Пусть р-= ®. Тотда при л=3 м 
эквивалентно перавенству 
(5х, — 3х.) -- ха + 15 (х. — хз) + 
-- хз - (хз — 5х4) > 0, 
а при п= 5 оно нарушается, например, 
когда м = х, = 9, хз = хз = 1%, хз =: 16 
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(этот пример возиикает естественным образом, 
если преобразовать (ж) к виду 


16 (5х, — 3х)? -Е (16х, — 15х32 — 503 -— . 
-Ё (15хз — 16ха)? + 16 (Зха — 5х): 2 0). 


Обсудим теперь, как ответить на вопрос 
задачи при произвольном р> 0. Легко по- 
казать, что А! {р) = 25 при любом р Е [0, 1] 
и № 42} коиечио при каждом р> 1, причем 
М (р) =2 при р>2. В прииципе при 
каждом р > [ можно найти №! (р), преобра- 
зовав левую часть (ж) к сумме квадратов (при- 
чем заботиться о симметричности формул 
и о том, чтобы коэффициенты получались це- 
лыми или рациональными, вовсе не обязателе- 
но; выше мы сделали это для того, чтобы за- 
писать решение покороче). Например, мож- 
но привести (*) К виду 


(ха — Вх) | (5аха — 6х Г... ь 
= (би Г хара — м—ихл) -Ё Гахи, 


последовательно полагая 


а == РЗ, Зин = 1 


= Ь4...). Тан = о 
при п <Х(р) и мт<0 при п=\ (р). 
Такнм образом, № (р) — | (нанбольшее п, 
при котором (*) еще выполняется) равно чис- 
лу ступеней «лестницы», заключенной между 
графиками 5? + # = Ё, $# = р/2 и начинаю- 
щейся в точке $ = 1, # = 0, (рис. 2). Пусть 
р — значение р, при котором лестница сим- 
метричиа относительно биссектриссы $ — # 
(заканчивается в точке $ = 0, = Пи со- 
держит А ступеней; ясно, что последователь- 
ность р: = 2> р. > рз> ... стремится к 
Гя МД=ЕНТЕ пн ре р> р. 
Нетрудно доказать, что р, = У 2, но следую- 
щие рА находятся уже нз громоздких уравне- 
ний, сводящихся к алгебранческим уравке- 
нням высокой степени. 
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Рис. 5. 


Решиз задачу №257, мы оценили р», 
тс ’6 
рзи ру: поскольку М =) =4, № (5) = 


4 6 
-= 9, 10 > з_> > >. 


Н. Б. Васильев 


М258. На плоскости даны три течка К, Ё., №. 
Про четырехугольник известно, что он вы- 
пуклый и что середины некоторых трех его 
сторон лежат в данных точках К, Ё, №. 
Найдите множества точек, в которые может 
попасть: 

а) середина четвертой стороны; 

6) вершина этого четырехугольника. 


а) Заметим, что если в четырехугольпи- 
ке соединить последовательно середины сто- 
рон. то образуется нараллелограмм. Для до- 
казательства этого широко известного факта 
достаточно провести одну из днагоналей дан- 
пого четырсхугольника (рис. 3): в образовав- 
шихся треугольниках два отрезка, соединяю- 
щих середнны сторон, являются средними ли- 
ниямн, а, следовательно, они параллельны 
проведенной днагоналн и равны ее половине. 

Из сделанного замечания следует, что 
середина четвертой стороны — точка М — 
является четвертой вершнной параллелограм- 
ма, тремя другими вершинами которого слу- 
жа! К, ри №. Легко видеть, что множество 
точек, в которые может попасть точка 2, 
состоит из трех точек {№М,, М,, М. — вер- 
Шин треугольника, средиими линиямн кото- 
рого являются стороны треугольника КЕХ 
(рис. 4). . 

6} Рассмотрим одий из параллелограммов, 
найример, КЕМ, М. Где могут находиться вер- 
шипы выпукяого четырехугольника, если 
середины сторон находятся п точках К, Ё, 
\1, и №? Напомним. что многоугольник — 
ныпвуклый, если они лежит по одну сторону 
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Рис. 6. 


от каждой прямой, являющейся продолже- 
нием его стороны. Позтому вершины четы- 
рехугольника могут лежать лишь в полупо- 
лосах между продолжениями противополож- 
ных сторон параллелограмма (рис. 5, а). 
Пользуясь тем, что две соседние вершины 
четырехугольника симметричеы относитель- 
но вершины параллелограмма, находим мно“ 
жество точек, в которых могут оказаться вер- 
шины четырехугольмика — оио состоит из 
четырех параллелограммов, получающихся 
из КЕМ.Х параллельным переносом и имею- 
щих с ним общую сторону (рис. 5, 6); нужко 
еще убедиться, что любая из точек этого 
«креста» может служить вершиной четырех- 
угольника. 

Если рассмотреть теперь еще две точки 
Ма и Мь, в которых может оказаться сере- 
дина четвертой стороны многоугольника, 
н взять объедицение НИ «крестов», соответ- 
ствующих 111, Мои Ма, то окончательно по- 
лучится множество, выделенное штрихов- 
кой на рисунке 6; оно состоит из 15 треуголь- 


ников, конгрузитных А КЕМ. 
А. П. Савин 


№М259. Назовем квартетом четверку 
клеток на клстчатой бумаге, центры кото- 
рых лежат в вершинах прямоугольника го 
сторонами, параласльными линиям сетки. 
(Например, на рисунке 7 нарисовано три 
квартета.) 

Какое наибодышее число квартетов, не 
имеющих общих клеток, можно разместить: 

а) в квадрате 5%5? 

6) в прямоугольнике т\п клеток? 


а) В квадрате 5х5 можно расположить 
пять квартетов (см. рис. 8). Больше пяти квар- 
тетов в нем расположить нельзя, поскольку 
из 5% 5 = 25 клеток по крайней мере пять 
клеток — по одной в каждой строке — в 
квартеты нс войдут. 

6) Если ти л — четные, то очевидно, 
что в прямоугольнике тжл можно размес- 
тить тл/4 квартетов. 
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Рис. 7. Рис. 8. 

Если т четно, а п нечетно, то можно раз- 
местить ле (п — 1)/4 квартетов (аналогичная 
формула верна для нечетного ле и четного п). 

Если жен т и п —— нечетные, то надо рас- 
сматрнвать два случая. (Будем считать, что 
т п. 

1) п= 4Е-- 1. Ясно, что в этом слу- 
чае можно покрыть квартетамн не более 
тп —(т—п) —п= т(п —1) клеток; на 
рисунке 9 показано, как это сделать: из 
квадрата лхХл выкннута диагональ (напом- 
ним, что. п — чечетное}, и квартеты разме- 
щены аналогично тому, как это сделано на 
рисунке 8 в квадрате 5 Х 5; из прямоуголь- 
ника (т — п) Жл {т — п— уже четное) 
выкинута нижняя строка — тогда уже в 
прямоугольнике вх 1= т—мтх 
Хх (п—нЕн [— четные, и как разме- 
щать квартеты — очевидно. Всего — сисва 
т (п — 1)/4 квартета. 

2) п = 4 3. В этом случае т (и — \) 
клеток покрыть квартетамн ие удастся, По- 
скольку число т (п — 1) не делится на 4. 
Зато т(п — 1) —2 клетки покрыть уже 
можно — как именно, показано на рисунке 
10 — выкинуты т - 2 заштрихованные клет- 
ки: п — 2 — на Чнагонали квадрата (л — 2) 
Х (п— 2), (т—л- 2) —в правой частн 
нижней строкн исходного прямоугольника, 
м две клетки — в левом а 2% {тогда 
п — 3 делится на 4, т п- 2 п 1 — 
оба четные). 

А. А. Григорян 


мМ260. Окрижность разбита точками Ат, 
И. ..-., Ал ва п равных частей, каждая из 
которых окрашена в какой-то цвет. Даг 
Дуги {< концами в точках разбиения) назы- 
ваются одинаково окрашенными, если при не- 
котором повороте окружности одна из них 
полностью, вкаючая цвет каждой части, сов: 
паддет с другой. (Нопример, на рисунке И 
дуги А Ав ч АА одинаково окрашены.) 

Докажите, что если для каждой точки 
разбиения А: можно указать две непересе- 





Рис. 9. 


кающиеся одинаково окрашенные дуги с общим 
комцом Аг, то всю окружность можно раз- 
бить ка несколько одинахово окрашенных дуг, 
то есть окраска «периодическая». Рассмотри- 
те сначала случай, когда красок всего ве; ска- 
жем, красная и черная. 


Мы ограничимся тем, что прнведем схс- 
му доказательства, оставнв чнтателям дета- 
ли промежуточных рассуждений. 

Сначала условимся о термипологин и обо- 
значениях. Большими латннскими буквами 
будем обозначать точкн разбиення, малыми 
греческими — окрашенные дуги с концами 
в точках разбиения. Запись @ = В будет оз- 





Е 35 Вы 
| -- | 
72 фе 


Рис. 





Рис. 11 
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начать, что дуги & и В одинаково окрашены. 
В дальнейшем одинаково окрашенные дуги 
будем называть равными. Через [@| обозна- 
чим длину дуги я. Направление обхода ок- 
ружиости по часовой стрелке примем за поло- 
жительное (это позволит нам естественным 
образом различать начала и концы дуг) 
Через Ву обозначим дугу, получающуюся, 
еслн к концу дугн В приклеить пачало дугн 
У (рис. 12). 

Симметричной дугой назовем такую ду- 
ту, на которой лежат равные меньшие дугн 
в начале и коныз, то есть @& — симметричная 
дуга, если существуют дугн Й, уни & такие, 
что & = Ву = 68 (рис. 13). 

По условию для каждой точкн разбие- 
ния можно указать пару непересекающихся 
равных дуг с общим конном в этой точке. 
Вообще говоря, таких пар дуг для каждой точ- 
ки может оказаться и несколько — попро- 
буйте привести прнмер. Поэтому уточним, 
какую именно пару мы будем рассматривать: 
сопоставим каждой точке разбиения ту пару 
непересекающихся равных дуг (с общим кон- 
цом), дуги которой нмеют минимальную дли- 
ну; в дальнейшем только тахие пары и б\- 
дем рассматривать. 

Нам понадобится следующая 

МЧемма ТГ. Если дуга х яляется ми- 
нимальной дугой, то она несимметрична (до- 
кажите эту лемму самостоятельно]. 

Пусть средн всех минимальных пар дуг, 
соответствующих различным точкам разбие- 
ния, пара, соответствующая точке А, имеет 
максимальную длину, и пусть отличные от 4 
концы дуг этой пары — точки ВиС (см. рис. 
14, а) — не совпадают. 

Центральным местом доказательства яв- 
ляется 

Основная лемма. Если из ок- 
Ружности вырезать дугу ВА и «склеить» 
точку А с точкой В, то новая окружность 
будет снова обладать тем свойством, что для 
любой точки разбнения можно указать пару 
непересекающихся равных дуг с общим кон- 
ном в этой точке. 
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С помощью этой леммы «перноднчность» 
окраски доказывается нндукцией по числу 
точек разбиения. Мидукцию мы проведем 
позднее, а сейчас наметим доказательство ос- 
новной леммы. 

Обозначим дугн ВА и АС буквой а. 
Рассмотрим часть новой окружиости. лояу- 
чающейся из старой после вырезания дуги 
ВА н «скленвания» точкн А с точкой В (см. 
рис. 14, 6); обозначим точки разбиения но- 
вой окружности буквами со штрихами. 

Пусть М’—некоторая точка разбисння 
новой окружности, не лежащая на дуге А’С”, 
н пусть А — соответствующая сй точка ста. 
рой окружности. Точке М отвечает мини. 
мальная гара равных (например, дуге у — 
см. рис. 14,а) дуг М н МК. По условию лем- 
мы |@|-. [\[, следовательно, дуга МК 
целиком лежит на дуге МА. 

Но дуга МА равна дуге М’С’; значит, 
дуга у лежит в начале дуги ЛЁ’С’, то есть точ- 
ка М’ служит ее началом. Рассуждая анало- 
сично, построим по дуге М дуту на ио- 
вой окружности, равную у, с кочцом в точ- 
ке ЛГ. 

Однако могло бы получиться так, что 
построенные две дуги (одиа—с началом в точ- 
ке М’, другая — концсм в этой точке) пе- 
ресекаются (рис. [5). Покажем, что этого на 
самом деле быть не может. 

Обозиачим дуги М’, Ки К’М’ 
С направлении по часовой стрелке} через 

‚ Пи 6 соответственно; тогда * = В = 
— 16, то есть у — симметричная дуга; но 
это противоречит лемме 1, и значит, дуги 
ГМ’ ин М’К’ — не пересекаются. 

Тем самым для точек ДА’. не лежащих на 
дуге А’С’. все доказано. 

Пусть теперь точка М’ лежит ма дуге 
АС”, и пусть для определенности |4“М’ [= 
= |М'С* | (см. рис. 16. 6). Тогда на старой 
окружности точке И!’ соответствуют две 
точки — обозначим их через М и Му; точка 
М лежит на дуге ВА, точка М, — из дуге 
АС (рис. 16, а). Случай, когда дуга МК 
(минимальная дуга х с началом в точке М) 





Вис. 13. 


Рис. 12. 
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Рис. М. 
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Рис. 15. 


ие пересекается с дугой АС, разбирается так- 
же, как н первый (когда точка А” не лежит 
на А’С’). На рисунке 16, а, изображен нан- 
более сложный случай, когда дуги МК и 
АС пересекаются. В этом случае (см. обозита- 
чения рисунка 16, а) выполняются следующие 
соотношения: 

1) бам = уу; 

61 < |, || < в, 

Лемма 2. Если выпоанены соотноше- 
ния 1) и 2) и если дуги У и а несимметричны, 
то р дуга В такая, что & == Ву, 
№ = 58. 

ИВ этой леммы вытекает, что точка К 
совпадает с точкой №1 нб == т (см. рис. 17, а.) 

Используя лемму 2 и то, что |4’ М’ | = 
= |\!'С*|. легко показать, что точке М. со- 
ответствует пара дуг, равных дуге \х == 
= В, откуда следует, что С — начало дуги, 
равной В (рис. 17, а}; поэтому точке ЛМ” со- 
ответствует пара дуг, равных \В (рис. 17, 6). 

Этим доказательство Основной леммы 
закаичивается. Мз него, в частности, вытека- 
ет, что длина максимальной пары дуг на 
новой окружности не превосходит данны 


Рис. 17. 


максимальной пвры дуг на старой окруж- 
ности. 

Перейдем к доказательству пернодичнос- 
ти окраски.Проведем индукцию По числу л 
точек разбиения. Для п = 2 это очевидно. 
Предположим, что мы доказали периодич- 
ность для п < А, и докажем его для п = 
= #-- 1. Пусть для определенности точке А 
соответствует максимальная по длине пара 
дуг. Если вся окружность является объедн- 
пением этой пары дуг, то индукцнонное пред- 
положение верно. Если нет, то вырежем 
одну из этих дуг, а концы скленм, В снлу 
Основной леммы новая окружность удовлет- 
воряет условням задачи, причем точек раз- 
бнения на ней меньше, чем на старой; поэтсму 
по предположению индукцин окраска новой 
окружности периодическая; причем длнна 
пернода ке превосходит длины вырезанной 
дуги — обозначим ее через <. 

Лемма 3. Если |[х | 0, & — несим- 
метричная дуга и ах... аВ=у ... у 
тэ [|= М|. 

Из этой леммы следует, что длина перно- 
да равная. и значит, новая окружность имеет 





Рис. 16. 


Рис. 18. 
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вид, изображенный на рисунке 18. Старая 
окружность получится, если мы разрежем 
новую в точке Д’н вставим дугу ©; понятно, 
что эта операция перисдичиости окраски ме 
нарушит. Доказательство закончено. 

Г. А. Гуревич 





$268. Математический маятник, который 
состонт из тяжелого металл аечскоего шара 
жассы т и тонкой проводящей нити длины [. 
совершает малые колебания в горизонтальном 
одкородном магнитном поле с индукцией В, 
направленной перпендикулярно к плоскости 
калдебаний маятника. Максимальный угол, 
на который отклоняется маятник от варти- 
кали, равен с. Как изменится этот угол, 
если в тот момент, когда маятник проходит 
положение равновесия, к чему присоединить [4 
помощью гибких тонких проводов конденса- 
тор емкостью С (рис. 19}, причем за время 
- контакта, которое очень мало, конденсатор 
успевает полностью зарядиться. 


Так как проводящая нить маятника дви- 
жется в магнитном поле, на концах нитн воз- 
никает нскоторая разность потенциалов. 
Благодаря этому прн подключенни к маяг- 
нику конденсатора по цепи пойдет ток, и 
конденсатор зарядигся. При этом часть 
энергии маятника \№х перейдет в энергию 
конденсатора №, и часть выделится в виде 
тепла в проводах. Энергия колебаинй маят- 
ника связана с макснмальным углом откло- 
нення маятиика от вертикали. Поэтому сна- 


чала найдём новую энергию маятника №, 


а затем н максимальный угол @,. 
Из закона сохранення энергни следует, 
что 


Ш == №, 0. 


Пусть напряжение на коицах нити маятника 
прин прохождении положения равновесия 
равно (. Так как время контакта с конден- 
сатором очень мало, можно считать, что иа- 
пряжение за это время не меняется. Тогда 
напряжение на конденсаторе после его за- 





Рис. 19. 
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Рис. 30. 


рядки равно {/, а по цепи прин зарядке кон- 
денсатора прошел заряд 9 = СИ 

Очевидно, что сумма энергин конденсатора 
\ количества чепла, выделивистося в про- 
водах, равиа работе «источника» с разностью 
лоуенииалов И при прохождении по иелн 


заряда 4: 

\: т 9 = Ц. = 66°. 
Следовательно, энергия маятника после за- 
ТЯдки коиденсатора будет равна 

Ри — № — 60?. 

Теперь свяжем энергию маятника с мак- 
симальным углом отклонения маятника от 
вертикали. Так как в тот момент, когда маят- 
ник максимально отклонен от вертикали, он 
обладает только потенциальной эиергией 
н находится на высоте й == 2(1 — с05 @) от 
самой нижней точки, которую естественно 
выбрать за нулевой уровень потенциальной 
энергни, то 

№ = теЁ( — 50$ 0} 

И 
№ — 69$ 61). 


ы 
Поэтому 


т (1 — соза:) = тЕЕ(1 — с05 0%) —СЦ?. (1) 

Для того чтобы найти @,, пам иеобхо- 
димо вычислить (/. Сделаем это. На элект- 
рен, который 'заходится в точке А на рас- 
стоянии х от точки подвеса маятиика (рис. 20), 
действует сиза Лоренца 

Ел = всВ = еюхВ, 

где © — линейная и ® — угловая скорость 
точки А при прохождении маятником поло- 


жения равновесия. Под воздействием силы 


Лоренца свободные электроны будут смещать- 
ся вниз (мы считаем, что вектор ИИДУКЦИН 
В магнитного поля направлен за чертеж) до 
тех пор, пока возникшее электрическое поле 
не воспрепятствует этому. Таким образом, 
Ел == Род» 

или 

ефхВ = еЁ, 
откуда ЕЁ = ®Вх. То есть напряженность 
поля линейно зависит от х (рис. 21). 





Рис. 21. 


Как мы знаем, работа. совершевная сн- 
лой, всегда численно равна площади фигуры 
нод графиком зависимости силы от коорди- 
наты. Разность потенциалов на концах ин- 
ти — это работа по перенесению сдиничного 
положительного заряда вдоль нити, а Ё — 
сила, действующая на этот заряд. Поэтому, 
воспользовавшись графиком, приведениым 
на рисунке 21, найдем 


1 1 
И 5 &В.--5 018. 


Поскольку ®=и/Д  н согласио закопу 
сокрацения зиергии 
ту? : 
—— = ЯШИИ — 6055). 
то 
п. ЧЕ Е 
о == УИ — 6035, 
и 
1 Чи 
и=— в Ума - 056) . {2} 


Подставив (2) в равеисгво (1). получим 
т (| — с03,) = 


1 
== (1 -= 60$) — 75 С13В?9 (1 — соз а). 


Отсюда 





1 — с0$а, = (1 — 60$ 4,) (| — 


СВ 
2т }- (3) 


“ 
Так как 1 — с059 =2 91? 5, а углы 9, 


и <, малы, так что $115 => а, то 


2 2 
[ат бр 


1 — 059, 7—5 и 1 — 605 55-5. 


Поэтому равенство (3) перепишем в виде 
2 2 [1 СВ? 
РЕ а 
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откуда 
СЕВ? 
ам. в м 


$270. В длинной пробирке на расстоянии 1; 
от запаячного конца имеется короткий стол- 
бик ртути (рис. 22). Масса ртути т. С ка- 
кой угловой скоростью @ нижно вращать про- 
бирку вокруг вертикальной оси, чтобы ртуть 
Эостигла конца пробирки? Длина пробирки [, 
температура воздуха в пробирке не меняется. 
Атмосферное давление равно ро. 


В неподвижной системе отсчета на стол- 
бик ртутн в горизонтальном направлении 
действуют две силы: сила атмосферного дав- 
лечия Е, -= ру$ {5$ — площадь сечения про- 
бирки) и сила давления воздуха в пробирке 
ЕР. —= р$ (см. рис. 22). Разность этих сил со- 
общает стоабику ртути центростремительное 
ускорение, равное а -= ©*Ё (так как ртуть 
находится на краю пробирки). Таким обра- 
зом. 

то? —= р,5— 18. 
Так как температура воздуха в пробирке не 
меняегся. то по закону Бойля — Мариотта 


Вэй —= р5Ё, 
откуда 


Тогда 


то?! -= роз 


и 
= И а 


пи? 


Ф2. Подсчитать среднюю плотность р 
заектрических ‚зарядов в атмосфере, если из- 
вестно, что напряженность электрического 
поля на поверхносеи Земли равна 100 в: м-1, 
а на высоте й'= 1,5 км эта напряженность 
падает 90 25 в.м-". 


Как известно, напряженность электриче- 
ского поля внутри заряженного тонкого сфе- 





Рис. 22. 
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рического слоя равна нулю, а вие этого слоя 
напряженность такая, какой она была бы, 
если бы весь заряд слоя был сосредоточен 
в его центре. (Это можно показать, исходя 
из закона Кулона и прининпа суперпозиции.) 

Разобьем Землю и атмосферу Земли на 
тонкие сферические слои. Тогда ясно, что на 
поверхности Земли напряженность электри- 
ческого поля равна 


Оз 
Але, АЗ ' 


где 9; — суммарный заряд Земли, Кз — 


радиус Земли. 

На высоте й напряженность электриче- 
ского поля складывается из напряженности 
поля, созданного зарядом @3 Земли, и из 
напряженности поля, созданного зарядом 
Оп слоев атмосферы с радиусами, меныхлимн 
Ю.-В. То есть 


Ео = (1) 





й 95 {- Ча к 
Ен — Чавьб®а РИ 
Так как 
ОУзр = ` 
4 з 
7 (КЗ - 1 — 3 плз | в, 
то 
: 9з 
Бь = 4ле, (Юз -| 1) ко 
Ре 
‚20 | . ==. 8 с 
30 Пек Н (Вз Ей): (2) 


Раднус Земли Юз много больше высоты 


й, поэтому в знаменателе формулы (2) можно 
сумму Юз т Я заменить на ® 3. Тогда 


= 
7 Але 83 Зе в °’ 320 ый 
Отсюда 
Зе (Е„ — Бь) 
= 


3-8,85.10-Ек:?.н-1.м-2.75 в. м1 
р 1500 а 


ке — 1,3. Ю-№ к. 4-3. 


ея 


Ф272. К стенке. наклоненной под углом & к 
вертикали, подвелен меятник Олины # (рис. 
23). Маятник откаонили в плоскости, пер- 
пендикулярной к стенке, на небольшой угол В 
от вертикального положения и отпустили. 
Найти период колебаний маятника, если 
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Рис. 23. 


В аи удар шарика о стенку абсолютно 
упругий. 


Если бы стеики не было, маятник совер- 
нал бы гармонические колебаиия с угловой 
амплитудой (максимальным углом отклоне- 
ния от вертикали) В и с периодом 


р 
Гол | “ 


При упругом столкновении со стенкой аб- 
солютная величина скорости маятника не 
изменяется, а направление движения меня- 
ется на противоположное. Это означает, что 
пернод колебаний маятника Т в присутствии 
стенки не равен Ту, а меньше этой величнны 
на время т. За это время т маятник, совершая 
свободные колебання, отклонился бы вправо 
от вертикали от угла @ до угла В и вернулся 
обратно. 

Занишем уравнение гармонических ко- 
лебанний для углового перемещения $: 


ф — В50$ ©, 
5. 


где — д - В момент времени ё = О ф=В, 
п 


то есть маятник находится в крайнем правом 
положении. Через некоторое время В угол 
отклонения маятинка от вертикали станет 
равиым &. Из уравнения колебаний 


х = В со ФЕ. 
откуда 
, | 5 
== 8 =" 
; © 160$ 5 
Мз симметрии очевидно, что 
ь 7 Е [2 То [3 
т— 2 —-, асс В — я агсс05 8 ° 


Тогла окончательно 


( % | — 
ТГ т Ты 1 — —_ агссо$ В 


и. [ Го 
2 ИМ — | л— 208 — | 
#\ В 


НИ. Ш. Слободецкий 
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ПРАКТИКУМ 
АБИТУРИЕНТА 


МЛКРАЙЗМАН 


ШАР. КАСАЮЩИЙСЯ РЕБЕР 
МНОТОГРАННИКА 





В последние годы на вступительных экзаменах в вузы часто предлагаются задачи, в 
которых фигурирует шар, касающийся всех ребер многогранника. Этой теме и посвя- 


щена настоящая статья. 


Пусть шар касастся всех ребер 
некоторого многогранника. Тогда 
справедливы следующие утвержде- 
ния (докажите их самостоятельно): 

(1) каждая грань многогранника 
пересекает поверхность шара по 
окружности, касающейся ребер мно- 
гогранника. то есть по окружности, 
вписанной в грань; тем самым гро- 


нями  многогранника будут такие 
многоугольники, в которые можно 
вписать окружность; 


(2) основание — перпендикуляра, 
опущенмого из центра шара на аю- 
бую грань многогранника, является 
центром окружности,  аписанной в 
эту герань; 

(3)  перпендикуляры, — восстав- 
аенные к плоскостям еранчей в цент- 
рах вписанных окружностей, — пе- 
ресекаются в одной точке, равноуда- 
ленной от всех ребер многогранни- 
ка — в центре шара; 

(4) отрезок перпендикуляра, опу- 
щенноео из центра ера на ребро 
многогранника, равен радиусу шара. 

Теперь рассмотрим некоторые ти- 
пы многогранников, для которых су- 
ществует указанный шар. 


Шар, касающийся ребер призмы 


Теорема 1. Шар, касающийся 
всех ребер призмы, существует тогда 
и только тогда, когда эта призма 
правильная и все ге ребра равны меж- 
ду собой. 


Доказательство. Пусть 
нскомый шар существует. Сначала 
докажем, что тогда призма — пря- 
мая. Проведем через центр К шара, 
высоту ОО, призмы: КО.1. пл. АВС, 
КО. 1 пл. АВС, {рис. \). По свой- 
ству (2) точкн Ои О, являются цент- 
рами окружностей, вписанных в рав- 
ные основания призмы, следователь- 
но, О.М, ОМ (ОМ лтАВ, 
О.М,ЕА,В,) как радиусы равных 
окружнсстей. Точки О, О,, Мим, 
лежаг в одной плоскости (проходя- 
щей через прямую ОО, н перпендику- 
лярной к АВ — докажнте!}, но- 
этому ОО, М, М — прямоугольник н 
М. МА ил. АВС (М.М1ТО,0). Да- 
лее, АО,М.В, = АОМВ —(докажи- 
те!), поэтому М.В, = МВ, то есть 
В.Вн 


Ммм, В,В — прямоугольник, 
ПМ. М ил. АВС. 





Рис. 1. 
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Таким образом, боковые грани 
призмы — являются прямоугольни- 
ками. Но по свойству (1) в эти грани 
можно вписать окружность, а если 


в прямоугольник можно вписать 
окружность, то этот прямоуголь- 
ник — квадрат, следовательно, бо- 


ковые грани призмы — квадраты. От- 


сви 28 = ВВ: = Вы >... чо 
есть в основании призмы лежит мио- 
гоугольник с равными сторонами. 
Спроектируем призму с шаром на 
плоскость АВС; призма  сироектни- 
руется в многоугольник —АВС..., 
а шар — в окружность, описанную 
вокруг этого многоугольника. Но 
многоугольник с равными  сторона- 


мн, вписанный в окружность, — пра- 
вильный, поэтому и призма — пра- 


вильная. 
Теперь докажем, что для пра- 
внльной призмы с равными ребра- 


ми указамный шар существует. Для 
этого нужно показать, что сущест- 
вует точка, равноудалеиная от всех 
ребер этой призмы. Такой точкой 
является середина К отрезка ОО,, 
соединяющего центры — оснований 
{рис. |). 

В самом деле, заметим, что отрез- 
ки КМ, КМ,, КМ (ит. и.) равны, 
как гинотенузы прямоугольных тре- 
угольников, один катст которых ра- 
вен КО, а другой — апофеме пра- 
вильного многоугольника АВС..., 
и равны периеидикулярам, онущен- 
ребра 
= ОА, в АОАМ имеем 
ВВ; = 100, = КО. 


ным из точки К на боковые 
призмы: АЁ, 
АМ =1 АВ = 


= 


О 
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ОМ — апофема (аналогично — рас- 
сматриваются остальные боковые реб- 
ра). 

Такнм образом, теорема доказа- 
на. Причем доказано даже, что ра- 
диус шара, касающегося ребер такой 
призмы, равен радиусу окружности, 
описанной вокруг сснования призмы. 
На этом утверждении базируется рс- 
шение задач на шар, касающийся 
ребер призмы. 

Задача 1. В п-угольную приз- 
м!/ вписаны два нара: один касается 
всех ве граней, а Фругой — всех ‚ее 
ребер. Какая это призма? 

По теореме 1, эта призма — пра- 
‚вильшая. Далее, с одной стороны, 
ММ, -- ОМ+-О,М, (рис. 2), по- 
скольку в данную призму можно 
вписать шар; с другой стороны, 
ММ, ==АВ, поскольку существует 
ар. касающийся всех ребер приз- 
мы. Отсюда ОМ--О,М, = ЛВ, 


20М --АВ. Но ОМ — АВ 180 


г ЧА "п: 





180 
этому Си -1Н= 4. - Следо- 


вательно, 
бой куб. 


призма представляет со- 


Шар, касающийся ребер пирамиды 


Задача 2. Шор касается всех 
ребер тетраздра. Доказать, что сум- 
мы противоположных ребер этого 


метраэдра равны. 

Пусть шар касается ребер тетра- 
эдра 5АВС (рис. 3) в точках М, №, 
‚. ИКасательные, проведен- 


К ЕчЗРа РВ 








ные из одной точки к данному шару, 
равны, поэтому 
УМ = $М = 5К, {1} 
АМ —= АР = ВЕ, (2) 
ВР = ВК -- ВЕ, (3) 
@М яв Л 52 0Е. (4) 
В каждую из сумм АЗ - ВС, 
АС + В$5$, АВ С$ входит ровно 
но одному отрезку из групп (1) — {4}, 
следовательно. эти суммы равны. 


Теорема 2. Если центр шара, 
касающегося всех ребер пирамиды, ле- 
жит на се высоте, то такая пирами- 
да — правильная. 

Доказательство. Пусть 
центр К шара лежит иа высоте $0 
(рис. 4). Прямоугольшые треуголь- 
инки ЗАР,, ЭЛАР, (и Т. д.) имеют 
общую гипотенузу ЗК и равные ка- 
теты: КЁ, = КР.“ (радиусы тара), 


поэтому они равпы. Отсюда 2 Р,5К 


—«5ЕР.5А. 

Прямоугольные треугольцики 
А5О, В$О (ит. д.) нмеют общий ка- 
тет $0 и равные острые углы прн 
вершине $, поэтому они равны п 
Зе = 04 нь.) Следова- 
тельно, О — центр окружности, 
описанной вокруг основания пирами- 
ды. 

По свойству (2) точка О является 
также центром окружнссти, вписан- 
ной в сснование пирамиды. А если 
описанная вокруг многоугольника 
и вписанная в многоугольник окруж- 
ности являются  концентрическими, 
то этот многоугольник — правильный 
(докажите!). Следовательно, исход- 
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ная 


пирамида — правильная, 
ма доказана. 
При решении задач на шар, ка- 


теоре- 


сающийся |»бер правильной 
миды, полезно использовать 
бис прямоугольных 
К5$ Е чм А50 
35 КЁ, = -$5$10). 

Задача 3. Сторона основания 
правильной  четырехугольной  пира- 
миды ровна а, Овугранный угол при 
боковом ребре равен $. Определить 
радиус нара, касающегося всех ребер 
этой пирамиды. 


пира- 
подо- 
треугол БИНКОВ 
(-2А$К общий. 


„Легко доказать. что искомый шар 
существует: обозначим ега цецтр че- 
рез К. Пусть -550С - -55009 =х 
(рис. 5). Нроведем КЕТ$С и КРЬЕ 
1 пл. $СБ. Соединим точки Ри Р. 
Из теоремы о трех пнерненднкулярах 
следует, что ЁРРА5ЗС. и иескольку 
пирамнда правильная, -УКЕР ра- 
вен половине линейного угла двугран- 
ного угла при боковом ребре пира- 


м га . 
миды, то есть-® . Замегим. что КЁ— 


2 
радиус шара, касающегося ребер пни- 
рамнды, а Р — центр окружности, 
вписанной в боковую грань $)С, 


поэтому РО — биссектриса -$ $0С, 


‚ зром=5. РМ=РЕ. Из АРОМ 


х 


н ДКРЕ находим: РМ =-- бет 
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Рис. 6. 


Теперь найдем связь между угла- 
ми фи х. Для этого рассмотрим пря- 





моугольные треугольники ОМО н 
РКС: ЭК. .ОМ=рСяпх. 
5т —>- 
Отсюда ОР = ОС-зтхзт = пх 
р 


=—^“ _. Находя теперь а (с 
( Е 
2 5-9 
учетом неравенства: 0 < х-< л/2). по- 
лучаем ответ 
КЕ = я 
У2$тф-- 20$ -И 





— с05ф 


Задача4 (НГУ). Найти 
объем части правильного тетраэдра 
с ребром длины а, заключенной меж- 
ду двумя сферами: одна сфера каса- 
ется всех граней тетраздра, дру- 
гач— всех ребер. 

Обозначим нскомый объем через 
и, тогда и =, —49.—0.. где и, — 
объем шара раднуса Ю, касающего- 
ся всех ребер тетраэдра, и, — объем 
шарового сегмента, отсекаемого од- 
ной гранью тетраэдра от этого ша- 
ра, и, — объем шара раднуса г. виин- 
санного в тстраэдр. 

Заметим, что ссли шар вписан в 
куб, то он касается всех ребер пра- 
внльного тетраэдра, образованного 
днагоналями граней куба (рис. 6). 
Если днагональ грани куба равнаа, то 


а 
ето ребро Вар уь а радиус шара, 
вписанного в куб, равен половине 

а [5 
этого ребра. К п аг 
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1 


Рис. 7. 


Теперь из ДОКР (рис. 7) нахо- 
дим радиус г шара, вписанного в 
тетраэдр: ОК =г= И КО?— 00? - 

а 6 ит 

5. И высоту сегмента: й-- К 
_ к аа 2 аб И. 
в а: 12 12 

Подставив найденные значения Ю. 

гийв ры 














и 
и: = плз ЧА? (= 3-32” 


| РИ получаем:” 


ры 


в а [7 6— 9м 21. 


Шар, касающийся ребер правильной 
усеченной пирамиды 


Если шар касается всех ребер пра- 
вильной усеченной пирамиды, то, 
как слелует из утверждений (1) — (4) 
(см. с. 59), центр этого шара лежит 
на высоте пирамиды, соединяющей 
центры О. О, оснований, и шар ка- 
састся ребер оснований пирамиды в 


их серединах М, М,,... {рис. 8), 
причем 00.М,М — трапеция, 
ОО, ГОМ, и перпендикуляр, опущен- 


ный из центра К шара на боковую 
грань, попадает в точку Р — сере- 
дину апофемы М. ,. Это построение 
и теорема 2 (применимая и к усечен- 
ной пирамиде) лежат в основе реше- 
ния задач на шар, касающийся всех 
ребер усеченной пирамиды. 
Задача 5. В правильную 
п-угольную усеченную пирамиду впи- 





Рис. 8. 


сан шар; известно также, что суще- 
ствует шар, касающийся всех ребер 
этой пирамиды. Найти п. 
Рассматривая трапецию ОО, М,М 
(см. рис. 8) и треугольники МОВ 
н ^1,О0.В., находим: ММ, = МО-- 
-- М.О, (как отрезки двух касатель- 
ных к шару, вписанному в пира- 
миду). ВВ, = ВМ-+-В,М, (как от- 
резки двух касательных к шару, 
касающемуся ребер пирамиды), МО= 
=ВМ сш 1, М0, = ВМ, св. 
Но ММ, ВВ, (лочему?), отсюда 
се 1802 52] 1807 > 180° 
п ыы п 4 ` 
Следовательно, л == 3. 
Задача 6. На каком расстоя- 
нии от боковой грани находится 











+4. 


центр шара, касающегося всех ребер 
правильной четырехугольной усечен- 
ной пирамиды, если стороны основа- 
ний соответственно равны 4 см и 
Я ем? 
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Рассмотрим трапецию 00,ММ 
(рис. 9). в ней ОЛ = 2 (см), О.М. = 
-=1 (см), КМ =КМ, как радиусы 
шара, касающегося ребер усеченной 
пирамиды. Как и в предыдущей за- 
даче, СС, = СМ С.М, = СРЕбе, 
= 3 (см). Теперь находим высоту 
трапеции _ СС.Р:О: М.М = СЁ = 
И СС!—(©СМ-С.мМ) = И8 (м), 
высоту трапеции ОО,/М,М: 00,= 
=М\ =} М, М*— (МО — М0, - 
==УТ (см). 

Обозначим ОК через сх, тогда 
0.К=И7—х, КМ, =ИС.КЕРО, М2 
== И (И 7-х):-+-1,  КМ=ИЖ. 
Но КМ, = КМ, получается уравне- 
ние относительно х; решая его, на- 


2 Е 
ходим: х=——. Осталось найти КМ = 
у 


Е = 12 = 
== у 4 = |й Е и ЛР 
= ИКМЕ- РМ - ЗУМ (и), 


Упражнения 


1. (НГУ). Шар касается всех ребер ку. 
ба. Найти площадь поверхности шара. лежа- 
щей внутри куба. еслн ребро куба равно 1 см. 

2. (НГУ). Шар касается всех ребер ку- 
ба. Найти объем общей части шара и куба, 
ссли ребро куба имеет длнну а. 

3. В правильной четырехугольной пира- 
миде боковое ребро образует с плоскостью 
основания угол, равный 45°. Где находится 
центр шара, касающегося всех ребер? 

4. (НГУ). Шар радиуса Ю касается каж- 
дого ребра правильного тетраэдра. Найтн 
объем их общей части. 

5. (МГУ. мехмат, 1966). Шар раднуса г 
касается всех ребер треугольгой пнрамнды. 
Центр шара лежит внутри пирамиды ма ее 
высоте на расстоянии ‚ |/З от вершины. 
Доказать, что пирамида правильная. Найти 
высоту пирамнды. 

6. (МФТИ, 1963). Сторона основания пра- 
вильной треугольной пирамиды равна а, 
боковое ребро пнрамиды равно 6. Найти 
раднус сферы, касающейся всех ребер пн- 
рамиды. 

7. Боковое ребро правильной л-уголь- 
ной пирамиды образует с плоскостью осно- 
вапия угол я. На каком расстоянин от пло- 
скостн основания находится центр шара, 
касающегося всех ребер пирамиды, если сто- 
рона. ее основания равна а? 


$9 
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Международные Олимпиады школьников 








ХУ Международная 
математическая 
олимпиада 


В. А. Скворцов, 3. И. Моисеева 


Начиная с 1959 года регулярно проводятся международные олимпмады школьнм- 
ков по математике [ММО]. Эти олнмпнады довольно быстро завоевапи большой 


международный авторитет. 


Если в | олимпиаде принимали участие команды 7 стран [Болгарми, Венгрим, ГДР, 


Польши, Румынии, СССР и Чехосповаким], 
Бопгврми, 


команды 148 стран (Австрим, 


то в ХУ! олимпмаде участвовали уже 
Вепнкобританим, Венгрик, ГДР, ДРВ, 


Кубы, Монголии, Нидерландов, Польши. Румынии, СССР. США, Финляидим, Фран- 


цим, Чехословакии, Швецим м Югославин]. 


Начнная с Х! ММО наш журнал регулярно помещает подробную мнформацию о 
ходе олнмпмад м разбор предлагавшихся на них задач. 


С каждым годом растет число 
стран, участвующих в Международ- 
ной математической олимпиаде 
школьников. В ХУ олиминаде, 
проходившей в нюле 1974 года в 
городе Эрфурте (ГДР), участвовало 
уже 18 сгран. К участникам прош- 
лых олимпиад в этом году присседи- 
инлись довольно сильные команды 
Демократической Геспублики Вьет- 
нам и Соединенных Штатов Америки, 
что сделало борьбу за призовые мес- 
та сще более сстрой и интересной. 

Как и в прошлые годы, команда 
каждой страны ссстояла из 8 уча- 
щихся, исключение в этом году <о- 
ставляли команды Кубы (из 7 чело- 
век) и ДРВ (из 5 человек). 

Советский Союз на Х\У[Г олимпиаде 
представляли: 

Ананьсвский Игорь, 
выпускник школы-интерната № 45 
при ЛГУ; он получил на Ленинград- 
ской городской олимпиаде в 1972 
году ИП! премию, в 1973 году — 
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Н премню, а на Всесоюзной  мате- 
матической олимипаде в 1973 году — 
Ц премию в в 1974 году — Т пре- 
мию; 

Браилов Андрей, вы- 
пускник школы № 2 г. Москвы, по- 
лучал премии на Московских город- 
ских олимпиадах в 1971—1974 го- 
дах, а на Всесоюзной олимпнаде в 
1972, 1973 и 1974 годах получил со- 
ответственно |1, ЦГи И премий; 

Григорян Александр, 
выпускник школы № 211 г. Баку, 
нолучил ва республиканской  олим- 
пиаде в 1972 ив 1973 годах 1 премию, 
а на Всесоюзной олимпнаде в 1974 го- 
ду — Ц премию; 

Гусаров Михаил, вы- 
пускник школы № 3З0г. Ленингра- 
да, получал на Ленинградской город- 
ской олимпиаде в 1970—1974 годах 
1 премни, а на Всесоюзной олимпиа- 
де в 1971 году — И премию, в 1972 
и 1973 годах — Г премию и в 1974 го- 
ду — П премию; 





Команда СССР на ХУГ Международной ма- 


тематической олиминаде. Слева направо: 
А. Григоряи, Д. Тюкавкин. А. Браилов, 
М. Гусаров, 3. И. Моисеева {зам. руководи- 


Сивицкий Игорь, вы- 
пускник школы-интериата № 45 при 
ЛГУ, получал на Ленинградской го- 
родской олимпиаде в 1972—1974 го- 
дах П премии, на Всесоюзной олим- 
пнаде в 1972 году — И премию, в 
1973 году — 1 премию и в 1974 го- 
ДУ [Г премню: 

Тюкавкин Дмитрий, вы- 
пускник иколы № 1 г. Иркутска, 
получил на областной олимпиаде в 
1972 и 1973 годах 1 премию, в 1974 го- 
ду —— П премию, а на Всесоюзной 
олиминаде в 1972 и 1973 годах — 
( премию, в 1974 году [ премию: 

Фомин Се ргей, выпускиик 
школы-нитерната № 45 при ЛГУ. 
получил на Ленинградской город 
ской олимпиаде в 1970 году Г премию, 
в 1971 году — ПЕ премию, в 1972 го- 
ду — ИП премию, в 1973 и 1974 годах 
| премию, а на Всесоюзной  олним- 
пнаде в 1972 голу — | премию, в 
1973 н 1974 годах |] премшо; 

Чернов Николай, вы- 
пускник школы № 95 г. Кривого 
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теля команды}, С. Фомин, В. А. Скворцов 
(руководитель команды), И. Ананьевский, - 
Н. Чернов, И. Сивицкий. {Фото И. Лемана, 


ГДР) 


Рога УССР, получил на реепубли- 
канской  олимниаде в 1972 году 
ИТ премню, в 1973 и 1974 годах 

| премию и ва Всесоюзной олимпиа- 
де в 1973 году — ПП! премию, а в 
1974 году — 1 премию. 

Участникам олимпиады в каждый 
из двух дней соревнований было 
нредложено за 4 часа решить по 3 за- 
дачи. Эги задачи были отобрацы меж- 
дународным жюри из числа задач, 
предварительно предложенных стра- 
нами-участницамн. 


Задачи нереого дня соревнований 


Е, Имеется три карточки. на каждой из 
которых написано одно из целых чисел. Эти 
чнсла р, 9. г удовлетворяют условию 
О%<р<у<х,. 

Три игрока А, Ви С играют в игру, один 
круг которой состонт в следующем: карточкя 
неремешиваются ни раздаются игрокам по 
одной; затем каждый игрок получает колн- 
чество шариков, равное числу, написанному 
на полученной им карточке; потом карточки 
собираются, а шарики остаются у игроков. 
Игра продолжается № кругов, № > 2. В кон- 
це нгры у игрока А накопилось 20 шариков, 
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у В —10 шариков, у С— 9 шарнков. 
Известно, что в последнем круге игрок В 
получил г шариков. Требуется установить. 
кто из игроков получил 9 шариков в первом 
круге (СТА; за полное решение этой задачи 
давалось 5 очков). 

2. В треугольнике АВС величины углов 
при вершинах А, Ви С равны соответствен- 
но а, Вн ''. Доказать. что неравенство 


Е . Я У 
упа-и В = зи таг 


является необходимым и достаточным усло- 
вием для того. чтобы нз отрезке АВ вашлась 
точка О такая, что величина СР является 
средним геометрическим величин АД и ВО 
(Фииляидия; 6 очков). 

3. Доказать, что для любого иатураль- 
ного числа пл число 


НЗ 
М 2-1 оз& 
= 21-1 2 
& = | 
не делится на 5 {Румыиия; 8 очков). 
Задачи второго дия соревнований 


4. Рассмотрим разбиения шахматной до- 
ски 8Ж8 на р взаимно иепересекающихся 
прямоугольников, удовлетворяющие следую- 
щим условиям: 

1} каждый прямоугольник состоит из 
некоторого числа клеток и содержит белых 
клеток столько же, сколько и черных; 

2) если а; — число белых клеток в г-м 
прямоугольнике, то а; За<... < ар. 

Найти наибольщее значение р, при кото- 
ром такое разбиение возможно, и определить 
для этого значения р все последовательности 
а1. п, ..., @р, для Которых можно реалн- 
зовать такое разбиение {Болгария; 6 очков). 


5. Найти множество значений суммы 
5 [-. р , с | 
паре а Торо ре тсна 
а 


Га-ре--а' 


где а, 6, с, 4 — произвольные положитель- 
ные действительные числа (Нидерланды: 
7 очков). 

6. Пусть Р — многочлен с целочислен- 


ными коэффициентами, не являющийся кон-* 


стантой, и пусть п (Р) — число всех различ- 
ных целых чисел А, для которых (Р (®)]2=1. 
Доказать, что 

л (Р) — ев (Р) = 2, 
где Чер (Р) означает степень миогочлена Р 
(Швеция; 8 очков). 

Подведя итогн олимпиады, меж- 
дународное жюри, образованное ру- 
ководителями команд-участииц, при- 
судило призы победителям. 
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Диплом 1 степени 


получили 10 из 140 участников олим- 
пиады: Александр Григорян (СССР), 
Жан-Кристоф Ёкоз (Франция), Янов 
Коллар Венгрия), Андриан Окняну 
{Румыния}, Герберт Симвель (Авст- 
рия), Микаэль Стайнер (Швеция), 
набравшие по 40 очков; Йожеф Б. 
Варга (Югославия) и Дмитрий Тю- 
кавкин (СССР), набравшие по 39 оч- 
ков; Миодраг Живкович {Югославия} 
и Хоанг Ле Минь (ДРВ), набравшие 
по 38 очков. 


Диплом И степени 


был присужден 24 участникам, на- 
бравшим от 37 до 30 очков. Среди них 
члены советской команды Сергей 
Фомин (36 очков), Андрей Браилов 
(34 очка) ни Михаил Гусаров (32 очка). 


Диплом (И степени 


присуждался участникам, — набрав- 
шим от 29 до 23 очков. Его получили 
37 человек, в том числе члены совет- 
ской команды Игорь Сивицкий (29 оч- 
ков) н Николай Чернов (27 очков). 

В целом команда Советского Сою- 
за выступила весьма успешно, на- 
брав наибольшее число очков — 256. 
Далее следуют команды США (243}, 
Венгрин (237), ГДР (236), Югославии 
(216), Австрии (212), Румынии (199), 
Франции (194), Велнкобританин 
(188), Швеции (187), Болгарии (171), 
Чехословакии (158), ДРВ (146 при 
5 участниках), Польши (138), Нидер- 
ландов (112), Финляндии (111), Ку- 
бы (65 при 7 участниках). Монголин 
(60). 





Поправка 


В «Квантс» № 9 за 1974 год на с. 02 
формула (2) должна выглядеть так: 


1 
Тиз: (Хх) -х Та м) АЕ Та: 1х); 


Т: (х) 


“>. 





УП Международная 
физическая олимпиада 


Г С. Тарасюк 





В июле 1974 года в Варшаве состоя- 
лась УП Международная олимпнада 
по физике среди школьников. В олим- 
праде участвовали команды Болга- 
рни, Венгрии, ГДР, Польши, Румы- 
нни, СССР, Чехословакии, ФРГ. Ко- 
манда ФРГ участвовала в олимпнаде 
впервые. 

В состав команды СССР вошли 
призеры Всесоюзной олимпиады по 
физике, показавшие наилучшие ре- 
зультаты иа тренировочном сборе. 
Это: 

Курчанов Анатолий — 
ученик 10 класса средней школы № 21 
г. Житомира, УССР; 

Масич Сергей — ученик 
10 класса  физико-математической 
школы-интерната № 165 г. Новоси- 
бнрска; 

Наний Олег — ученик 10 клас- 
са средней школы № 37 г. Кишинева, 
МолдССР; 

Руднев Алексей — уче- 
ник 10 класса средней школы № 762 
г. Москвы; 


Фалькин Евгений — уче- 
ник 10 класса физико-математической 
школы-интерната № 165 г. Новоси- 
бирска. 


9 июля проводился теоретический 
тур, на котором участникам нужно 
было решить 3 задачи. Максималь- 
ное число баллов в [ туре получили: 
Ежи Тарасюк, Ярослав Деминет 
(Польша) и Геза Мешена (Венгрия). 
11] июля на экспериментальном туре 
всем участникам была предложена 
одна задача. Лучше всех эксперимен- 
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тальную задачу выполнил Ежи Та- 
расюк, получивший максимально 
возможное число баллов. Среди уча- 
стников Советской команды в теоре- 
тическом туре лучший результат у 
Анатолия Курчанова, а в экспери- 
ментальном — у Евгения Фалькнна. 
13 июля состоялось торжествен- 
ное закрытие олимпиады, на кото- 
ром были подведены итоги. Из 40 
участников олимпнады 18 оказались 
в числе победителей. Наша команда 
была единственной на олимпиаде, все 
члены которой были награжены дип- 
ломами и ценными подарками. 


| премию 

получили: Ежы Тарасюк, Ярослав 
Деминет (Польша). Геза Мешена 
(Венгрия). 

ИЙ премий 

на олимпиаде не было. 
ИЕпремию 

получили:  Аяатолий — Курчанов, 
Алексей Руднев (СССР), Зденек Сво- 
бода. Юрий Гришка  (Чехослова- 
кия), Георгий Налфалви, Владар 
Кароли (Венгрия), Йорг Бергман, 


Феликс Керстан (ГДР). 


Похвальные дипломы 
получили: Сергей Масич, Олег На- 
ний, Евгений Фалькин (СССР), Ма- 
рия Цицейка, Михай Ганцю-Петцю 
(Румыния), ‘Ульф Брюстель, Ханс- 
Георг Мартин (ГДР). 

Для участников олимпиады были 
организованы различные экскурсии. 
Знакомство с историческими и куль- 
турными памятниками Польши на- 
чалось с посещения Музея солнечных 
часов в Енджеюве, затем была инте- 
ресная прогулка на плотах по живо- 
пнсной реке Дунаец, осмотр соляных 
копей в Величке. В Кракове уча- 
щиеся из СССР посетили музей 
В. И. Ленина, были на экскурсии 
в Королевском замке Вавель, в Ин- 
ституте ядерных исследований. 
18 июля все участники олимпиады 
посетили бывший концлагерь в Ос- 
венциме. Члены команды СССР воз- 
ложили цветы на братские могилы 
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советских воинов в Варшаве, в Кра- 
кове, у стены смерти в Освенциме. 
На олимпнаде среди участников уста- 
новились хорошие. дружеские отно- 
шения. 

Ниже приводятся задачи теорс- 
тического и экспернментального ту- 
ров. 


Задача 1 
знка) 

С неподвижным атомом водорода, нахо- 
дящимся в основном энергетическом состоя: 
нин, сталкивается такой же атом водорода, 
лвижущийся со скоростью 5. Пользуясь мо- 
делью Бора и зная, что энергия ионизации 
атома водорода составляет Син, а масса атома 
равна тн. определить предельную скорость 
г), ниже которой столкновения атомов яв- 
ляются упругими. 

После достижения скорости 5» столкио- 
вения между атомами могут стать неупруги- 
ми, что вызывает излучение. Определить 
процентное отношение разности частот излу- 
ченнй, наблюдаемых в направленни, совпа- 
дающем с начальной скоростью налстающего 
атома, и в противоположном направлении, 
к среднему арифметическому этих частот. 
Ен = 13,6 за = 2.18. 10—18 дж; 

тн == 1.67.19-#" кг. 

Задача 2 (онтика} 

На плоскопараллельную пластинку (см. 
рисунок) в точке А (с координатой х = 0) 
перпендикулярно к пластнике падает УЗКИН 
пучок света. Коэффиинент преломления пла- 
ПА 


(механнка, атомизя фн- 


стинкн меняется по формуле п.. -- 


Е 


ю 

где ПА и А — постоянные величины. 

Пучок покидает пласткику в точке В 
под углом & к начальному направлению. 
1} Определить коэффициент преломления лв 
в точке В, в которой пучок покндает лла- 
стинку. 2) Определить координату хр точки 
В. 3) Определить толщину пластинки 4. 

ПА = 1,9; ВЮ == 13 см; а =: 30°. 


Задача З3 (термодннамика) 


Научная экспедиция, находящаяся па 
пеобитаемом острове, исчерпала все свон 
источинки энергии. На этом острове нет 
никаких ветров, нс текут ручьи, небо покры- 
то толстым слоем туч, атмосферное давление 
постояниое, а температура атмосфепы ин во- 
ды в омывающем остров необыкновенно спо- 
койном оксаие днем и ночью одинакова. 
Однако, на острове был обнаружен источник 
химнчески лейтрального таза, выделяюще- 
гося с постоянной. скоростью ил одной пеще- 
ры. Газ выделялся под атмосферным давле- 
нием и с температурой окружающей среды. 
Члены экспедиции располагают двумя полу- 
проницаемыми пленками, Из которых одна 
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свободно пропускает обнаруженный газ, яв- 
ляясь одновременно полностью иепрокипае- 
мой для воздуха, вторая пленка, наоборот, 
пропускаег воздух, но не пропускает газ. 
Кроме того, экспедиция имеет возможность 
конструировать простые механнческие усг- 
ройства, например, в виде пилиндров с пори- 
нем и клапанами; и члены экспедиции ренн- 
ли построить двигатель. 

Доказать. что можно построить такой 
нлеальный двигатель, работающий на этом 
газе, что теоретическн не будет ограничения 
ло мощности. 

Экснериментальная задача 

В закрытой коробке находятся два одн- 
нпаковых ндеальных полупроводинковых дно- 
да н резистор, соедвненные в неизвестную 
электрическую цепь. Определить сопротив- 
ление резистора, имся в своем распоряженин 
следующий набор приборов н принадлеж- 
ностей: два универсальных измерителя тока 
н напряжения, батарсю аккумуляторов, рео- 
стат, электропровода, миллиметровую бу- 
магу - 





| 


«Квант» для младших школьников 





Задачи 


1. В примере КИС--КСИ=ИСК 
каждой букве соответствует — своя 
цифра. Определите, чему равен «иск». 

2. Если внимательно следить за 
уровнем жидкости в банке с консер- 
внровапными томатами, то можно за- 
метить, что ири открывании баики 
уровень жидкости понижается. Как 
это объяснить? 

3. Из 36 спичек построяли тре- 
угольники, квадраты и домики (как 
на рисунке) — всего 10 фигур. Най- 
дите число фигур каждого вида. 

4. В сосуд налито две жидкости — 
вода и машинное масло. В нижнюю 
жидкость с помощью веревочки по- 
гружают кубик. Как определить ве- 
личину выталкивающей силы, дейст- 
вующей на кубик? 

5. В одном из рассказов Джека 
Лондона есть такие строки: 

«Честное слово, в такой холод 
нельзя разъезжать, — сказал Джон 
Месснер. — Если сейчас не все 80 
ниже пуля, то уж 79 верных». (Тем- 
пература указана по Фаренгейту.) 

Известный полярный путешест- 
венник В. Стефанссои в кннге «Гос- 
теприимная Арктика» пишет: 

«Если при 45° ниже нуля снять 
перчатку и держать руку перед гла- 
зами, то можно видеть, что с кажло- 
го пальца поднимается струйка па- 
ра...» (Здесь температура указана 
по Цельсию). 

Какая из упомянутых температур 
действительно ниже, если известно, 
что в термометре Фаренгейта за 0” 
(0`Е) принята температура смеси 
снега и нашатыря, равная прибли- 
зительно — 18°С, а температура кипе- 
ния воды равна 212° Е. 
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Рисунки Э. Назарови 
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ПЕЩЕАТЕЛЬМ 





ЧИСЛОВЫЕ 
( 


Хх. ЛОЗЕ 


Числовые последовательности встре- 
чаются очень часто. Вспомните, на- 
пример, ряды чисел, которые второ- 
классники твердили при повторении 
таблицы умножения на 2: 


П, = (2, 4, 6, 8, 10, ...); 
на 5: 

П. = 6, 10, 15, 20, 25, ...}; 
на 6: 

П, = (6, 12, 18, 24, 30. ...) 


и многие другие. 

Вспомните надписн на объективе 
фотоаппарата; и там вы найдете 
последовательность чисел, а именно: 


П. = (2; 2,8; 4; 5,6; 8; 11; 16; 22). 
Вот еще несколько примеров чис- 
ловых  последовательностей: 


1 1 1 | 
=, 3, +, >, зай 
Пз == (1, 4, 9, 16, 25, ...); 
П; = (7, 4, 1 —2, —5, —8); 
Па = (-2, +4, —8, +16, —32, 

64, —128, 256, —512, ...). 
Отдельные числа, входящие в чис- 
ловую  последовательность,  назы- 
ваются членами последовательности. 
Если последовательность состоит из 
конечного числа членов, то ее назы- 


вают конечной, в противном случае — 
бесконечной **). 


*) Роге Ог. Н. Тойзе «Еетешщаге 
7аШепЮ\веп», «Альфа» (ГДР), 1968, №№ 3— 
6. Перевод и обработка А. Я. Халамайзера. 

**) В нашей литературе числовой лоследо- 
вательностью  обычио иазывают беско- 
нечную последовательность. (Прим. 
перев.) 
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Ряд чисел, ‘появляющийся в 
школьной таблице умножения на 2 
(нначе, в последовательности  чет- 
ных чисел), рассматривается в на- 
чальных классах лишь до 20, а 


нменно: 
П, == (2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 
18, 20). 
Здесь число 20 — послед- 
ний из десятин членов последова- 


тельности. Если последовательность 
продолжить неограниченно, то есть 
так, чтобы она не имела последнего 
(конечного) члена, то получится 
бесконечная последователь- 
ность чисел. 


По = 0, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 
16. 18, 20, ...). 


Здесь многоточие означает, что 
последовательность бесконечна — не 
имеет «конца» (последнего члена). 

Задание исследовательности ука- 
занием нескольких первых членов 
тант в себе возможность ошибки. 
Предполагается, например, что по- 
следовательность П. следует продол- 
жить так: 


И 1 1 1 1 
`’ 6’ 7. з, 9, к’... 


но этого никто и ничто не гаранти- 
рует. После члена 1/, могут, напри- 
мер, идти члены 


| | 1 


4 32 


2 
ре 


| 1 
5.5, 


ы —. 


или, скажем, 


уе 


можно продолжить  последователь- 
ность П; и другими способами. Мы 
вндим, что бесконечную — последова- 
тельность нельзя однозначно задать 
конечным числом первых членов. Зна- 
чит, нужно искать лучшие способы 
задания числовой  последовательно- 
сти. 

Особенно простой 
следовательность 

ПП, = (1, 2, 3, 4, 5, ...), 
называемая последовательностью на- 
туральных чисел, в ней каждый по- 
следующий член па 1 больше преды- 
дущего. 

Этой последовательности можно 
сопоставить любую другую беско- 
нечную последовательность — каж- 
дому члену последовательности по- 
ставить в соответствие его порядко- 
вый номер: первому члену — чис- 
ло |, второму члену — число 2, 
... -му члену, который часто назы- 
вают общим членом, — число В. 
Сами же эти члены обычно обозна- 
чают так: 


является по- 


{4х @ Чен, бы) 


Так, например, в последователь- 
ности П, второй член а. == 4; тре- 
тий член а, — 6, А-й член а, = 24. 
Таким образом, числовая последо- 
вательность представляет собой мно- 


жество упорядоченных пар чисел 
[&, ак |. в которых первое число (но- 
мер) — натуральное, а второе (сам 
член)’ — действительное. Кроме то- 


го, существует однозначное 
отображение множества {А} на мно- 
жество {а,}, то есть каждому числу # 
соответствует ровно одно чис- 
ло аь- 

Но однозначное отображение есть 
не что иноз, как функция. Поэтому 
числовые  последовательности — это 
особый класс функций. Областью 
определения таких функций явля- 
ется множество {1, 2, 3, 4, 5, ..., 
&,..} натуральных чисел для бес- 
конечных последовательностей и мнс- 
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жество {1, 2, 3, ..., п} — для конеч- 
ных (здесь л — номер последнего чле- 
на конечной последовательности). 
Например,  последовательность П. 
состоит из шести членов, для нее 
п —6. 

Теперь нам нетрудно дать четкое 
определение понятия «числовая по- 
следовательность». 

Числовые — последовательности — 
это функции, областью определения 
которых является множество нату- 
ральных чисел 41, 2, 3,..., В,...} 
или подмножество первых его п эле- 
ментов {1, 2, 3,...,п}, а “областью 
изменения — множество действи- 
тельных чисел. 

Выражение А-го члена через его 
номер А: а, = } (®) позволяет задать 
всю последовательность. 


Такой способ задания псследлова- 
тельности называется — аяналитиче- 
ским. 


В качестве примера заметим, что 
общий член последовательности Пз== 
— (1,4, 9, 16, 25, ...) нмеет вида» =- 
— №. 

Аналитический способ задания по- 
следовательности очень похож на 
аналитический способ задания функ- 
ции — лишь при записи функции 
независимую переменную — обычно 
обозначают через х, а зависимую — 
через и. Скажем, формула у = 2х — 
это аналитнческая запись линейной 
функции. Если областью ее опреде- 
ления считать множество всех дей- 
ствительных чисел, то графиком функ- 
ции у- 2х будет прямая (рис. 1). 
Равенство же а, — 2# является ана- 
литнческим заданием песледователь- 
ности четных чисел (независимая 
переменная А принимает лишь нату- 
ральные значения). 


Графическим нзображением по- 
следователь! ости а, = 2 будет не 
вся прямая, а лишь отдельные ее 
точки (рис. 2). Математик сказал бы 
о них: дискретная — последователь- 
ность точек. Такие точки для любой 
последовательности могут распола- 
гаться лишь в Ги 1\ квадрантах 


$7 





Рис. 1. Рис. 2. 


(так как А >> (). Вот вам еще один 
способ задания последовательности— 
графический. Скажем, — последова- 
тельнссть П. == (7, 4, 1, —2, —5, 
—8) можно задать аналитически фор- 
мулой а, = — ЗА -- 1 (Е = 6), или 


графически точками на прямой 
(рис. 3). 
Связь между номером члена А 


(натуральным числом) ин самим чле- 
ном (действительным числом) мож- 
но изобразить и в виде таблицы 
(см. табл. 1, 2). Этот способ задания 
последовательности называется лаб- 
личным, но им можно однозначно за- 
дать лишь конечную последователь- 
НОСТЬ. 


Многие последовательности мож- 


Общий случай 
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и, =— 3-10 | 





Рис. 3. 
но задать так называемым  «рекур- 
рентным — созтношениемл»  (рекур- 


рентной формулой). При рекуррент- 
ном (индуктивном) способе задания 
А-й член последовательности  выра- 
жается через предыдущий или не- 
сколько предыдущих. Рекуррентное 
соотношение обязательно должно 
быть дополнено начальным условием. 
Так, например, последовательность 
ПП; можно задать рекуррентпой фэр- 
мулой а, = —2За,_, при > Ти иа- 
чальным условием а, = —9, то есть 
пачальный (первый) член последова- 
тельности указывается — инепосред- 
ственно, а каждый следующий член 
получается путем умножения преды- 
дущего члена на —2. 


Частный случай — последовательность Иь 





Табл. 2. 


Последовательность Фи- 


боначчи *) 


чисел 


П,. = (1, 1,2, 3, 5, 8, 13, 21, ...) 


рекуррентным соот- 
ношением ау, = а, + а», при #>2 
и начальными условиями а, =а.=1. 

Мы рассмотрели четыре способа 
задания числовой — последователь- 
ности: аналитический, табличный, 
графический и рекуррентный. Есть 
еще один способ — до0енческий (сло- 
весное описание). Так например, 


также задается 


слова «последовательность квадра- 
тов» (или, точнее, «иоследователь- 
ность квадратов натуральных чи- 
сел») — это  словесисе описание 


последовательности 


1:11. 4, 9, 16.95... ...}. 


Аналитический способ является 
важнейшим, этим способом наиболее 
лаконично и четко можно указать 
закон построения последовательно- 
сти. Однако существуют и такие по- 
следовательнссти, для которых ана- 
литическое задание вообще невоз- 
можно (например, последователь- 
ность простых чисел) или очень гро- 
мОЗДКО- 

Итак, мы знаем теперь все основ- 
ные снособы задания последователь- 
ностей. Как уже было сказано, чис- 
ловые носледовательности играют 
важную роль не только в математн- 
ке, но и в естествознании и технике. 
Особенно частое применение находят 
два вида последовательностей: ариф- 
метические и геометрические  про- 
грессни. Их вы будете изучать в 
$ классе. 


Е 





*) Леонардо Фибоначчи 
— итальянский математик ХИТ века. 
Впервые числа Фибоначчи встретнлись при 
решении старинной задачи о размножении 
кролнков. Впоследствии числа Фибоначчи 
встретились в ряде практических и теорети- 
ческих задач. Подробнее об этом рассказано 
в брошюре Н. Н. Воробьева «Числа 
Фибоначчи» (М., «Наука», 1969), рассчитаи- 
ной на школьников старших классов. (П р им. 
персов.) 
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Упражнения 

1. Определите, какие из следующих 
высказываний неверны, а какие верны. 

а) Каждая последовательность есть мно- 
жество упорядоченных пар. 

6) Каждая функция есть однозначное 
отображение. 

в) Каждая последовательность есть одно- 
значное отображение. 

г) Каждая функция есть последователь- 
ность. 

д) Каждая последовательность есть функ- 
ЦИЯ. 

2. Запишите числовую  последователь- 
ность П,з-== (—3, +6, —12, --24, —48, 
—96, — 198 —-384, —768) в виде множества 
упорядочениых пар. 

3. Запишите всеми известиыми вам спо- 
собами залания последовательность Пь. 

4. Задайте рекуррентным <оотношением 
последовательность П, = (7, 4, |, —8, —5, 

5. Последовательность 
рентным соотношением 


задана рекур- 


2 
Я = 5 (@^-,)° ак, при #>2 


И начальным условием 


3 
= 9; а, —= В: 


Найдите третий, четвертый и пятый члены 
этой последовательности. 

6. Найдите аналитическую форму зада- 
ния последовательности 


1 
в которой аду, = 5—4. 


#9 





Как движутся 





молекулы? 
Т. С. Петрова 
В 1827 ‘году английский ботаник 


Броун обнаружил 
в микроскоп бСеспорядочное движе- 
ние мелких взвешенных частиц в 
жидкости. Это движение не прекра- 
щалось, сколько бы времени ни ве- 
лись наблюдения. Причина, вызы- 
вающая это движение, которое в 
дальнейшем стали называть бро- 
уноЕским движением, долгое время 
оставалась загадочной. Пытались 
объяснить его тем, что сосуд с жид- 
костью сотрясается; предполагали, 
что это движение является следст- 
вием происходящих в сосуде хими- 
ческих реакций; связывали это явле- 
ние с неравномерным нагреванием 
жидкости под действием света и пр. 
Однако все попытки такого рода 
объяснений оказались незостоятель- 
ными. 


В конце ХХ века физики выска- 
зывали мысль о том, что броуновское 
движение, которое можно наблюдать 
не только в жидкости, но и в газе, 
вызывается беспорядочиым тепловым 
движением молекул жидкости или 
газа. Прошло почти 80 лет с тех пор, 
как было обнаружено это движение, 
прежде чем вопрос о его причине был 
решен окончательно: движение бро- 


при наблюдении 


уновских частиц вызвано ударами 
молекул вещества, в котором эти 
частицы взвещены. Установление 


этого факта сыграло огромную роль 
в подтверждекии и развитии полс- 
жения молекулярно-кинетической 
теории о том, что молекулы вещества 
беспрестанно хаотически движутся. 
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Многочисленные опыты, связанные 
с наблюдением броуновского дви- 
жения, сделали эту теорию «нагляд- 
ной» и неоспоримой, | 

Что можно сказать о характере 
движения молекул? 

Согласно кинетической — теорин 
молекулы газа в своем хаотическом 
тепловом движении описывают зиг- 
загообразные траектории, которые 
представляют собой — совокупность 
громадного числа прямолинейных 
отрезков. На каждом таком отрезке 
движение молекулы пронсходит го 
инерции, и кончается такой отрезок 
там, где молекула соударяется © дру- 
гой молекулой или со стенкой сосуда. 

Непосредственное подтверждение 
такой картины движения молекул 
было получено в оныте французскс- 
го физнка Дюнуайс, псставленном в 
191 году. Схема этого опыта приве- 
дена на рисунке 1. Стеклянная трубка 
разделена на три отделения перего- 
родками с мазенькимин отверстиями, 
которые расположены на одной пря- 
мой. Воздух из трубки откачан. В 
отделении А находится кусочек ме- 
таллического натрия. Эгу часть труб- 
ки подогревают, при этом легкоплав- 
кий натрий начинает испаряться. Па- 
ры натрия заполняют отделекие А. 
Через некоторое время на стенках 
в отделениях В и С образуется нат- 
рневый налет. В отделении В он 


покрывает стенки трубки и керегс- 
родку сс’, а в отделении С налет 
образуется только вблизи точки О’. 
Объяснение такой картины очевидно. 

Молекулы пара проникают из от- 
деления А в отделение В через от- 
верстие О,. К отверстню О, молс- 





кулы подлетают из А по всевозмож- 
ным направлениям, и, попав в отде- 
ление В, онн сохраняют эти направ- 
ления, так как воздух из трубки вы- 
качан, плотность паров, зонадаю- 
щих в отделение В, очень невелика 
н молекулы практически не испыты- 
вают соударений друг с другом. В 
результате на стенках трубки в от- 
делении В и на перегородке сс’ осе- 
дают пары натрия, а перегородка 6’ 
справа остается «частой». 

Что происходит в отделенни С? 
Сюда попадают лншь те молекулы, 
направление двнжения которых сов- 
падает с направлением оси отверстий 
О, иО.. Поэтому следы натрия мож- 
но обнаружить только в окрестности 
точки О’. Форма рятна натриевого 
налета вблизи точки О’ повторяет 
форму отверстия О.. Если отверстие 
круглое, то пятно в О’ круглое, если 
отверстне квалратное, то и пятно 
квадратное. Когда па пути пучка 


молекул з отделении С номещали 
«преграду», например, натянутую 
проволочку, то На пятне осевшего 


металла вблизи О’ получалась «тень» 
этой проволочки. При увеличению 
плотности воздуха в трубке пятно 
налета вблизи О’ размывается: мо- 
лекулы паров сталкиваются с моле- 
кулами воздуха и отскакивают в 
разные стороны, при этом площадь 
пятна увеличивается. 


Опыт Дюнуайе наглядно показы- 
вает, что молекулы газа движутся 
го всевозможным направлениям и 
что в отсутствие соударений нх дви- 
женне прямолинейно. 


Как же можно связать броунов- 
ское движение с хаотическим дви- 
жением молекул? Конечно, тра- 
ектории движения мюлекул газа нель- 
зя отождествлять с траекторнями дви- 
жения броуновских частиц. Ведь 
масса такой частицы во много раз 
болыше массы отдельной молекулы, 
скорость частицы очень мала по срав- 
нению со скоростью молекул, и ее 
движение есть результат соударения 
с ней громадного числа молекул. 
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Рис. 2. 


Сказанные выше слова «хаотиче- 
ское движение» кажутся  привыч- 
ными. А ведь они наталкивают в 
данном случае на вопрос. Действи- 
тельно, хаотично — значит беспоря- 
дочно. Но в беспорядочном движении 
ни одно из направлений нельзя счи- 
тать греимущественным, все направ- 
ления равноправны. Почему же бро- 
уновские частицы все-таки движутся? 
Дело в том, что их размеры очень ма- 
лы (хотя и громадны по сравнению с 
размерами молекул), они поряд- 
ка 10-*—10-? см. В каждый момент 
частица получает множество ударов 
от окружающих ее молекул жидкости 
или Газа. Чем крупнее частица, тем 
болыше молекул в каждый момент 
с ней сталкиваются, тем более зеро- 
ятно, ‘что Удары противоположных 
направлений уравновесят, скомпенсн- 
руют друг друга, и частица останется 
неподвижной (рис. 2). Чем мельче 
частнца, тем меньше общее число 
соударений © молекулами, тем ве- 
роятнее, что в своем беспорядочном 
«наскакивании» на частицу какне-то 
молекулы «промахнутся», и в ре- 
зультате равновесие частицы будет 
нарушено — она начнет двигаться. 
Такнм образом, броуновское движе- 


ние, действительно, подтверждает 
существование  беспорядочного дви- 


жения молекул. 
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ОТВЕТЫ. УНАЗАНИЯ, 
РЕШЕНИЯ 





К статье «Решетки и правильные 
многоугольники» 

1. Докажем свойство |”. 

При паралаельном переносе сетка пря- 
мых, порождающих решетку, переходит в 
некоторую сетку (так как параллельный пе- 
ренос сохраняст расстояния и переводит 
прямые в параллельные им прямые); но по- 
скольку рассматриваемый параллельный пе- 
ренос переводит один из узлов решетки в 
другой, то при таком переносе сетка перей- 
дет в себя. 

Свойство 2?” почти очевидно следует из 
7: если А, Ви С — три вершины параллело- 
грамма, являющисся узлами решетки (см. 
рис. 1 в тексте статьн), то и Р — узел, по- 
скольку Р получается из А параллельным 
переносом, переводящим узел В в узел С. 

Свойство 37 также следует из |7: иужио 
взять узел О на прямой { н ближайший к 
нему узел Р на прямой [ (см. рис. Ё в тексте 
статьи), тогда все узлы, лежащие на 2, полу- 
чатся из О параллельными переносамн вдоль 
{ на расстояние РО. 

ля доказательства свойства 4” рас- 
смотрим решетку, порожденную параллело- 
граммом 4,8,С,О, (см. рис. Ё в тексте). 
Из свойств 2° и 3” следует, что полученная 
решетка содержится в исходной. Поэтому 
нужно только доказать, что всякий узел ис- 
ходной решетки является узлом построеи- 
ной. В самом деле, если найдется узел исход- 
ной решетки, лежащий внутри или има гра- 
нице одного из параллелограммов, на кото- 
рые разбивает плоскость построенная сетка, 
то найдется узел (свойство 3°), содержащий- 
ся виутри или на границе основного парал- 
лелограмма (АВС) исходной решетки и 
не являющийся его вершиной. Протнворечие. 

2. Это — решетка, порождаемая пря- 
моугольником с вершинами в точках О (0, 0) 
А (а, 0), В (а, 5, С, Ь. 

3. Так как вершины параллелограмма 
АВСР принадлежат множеству М, то точки 
Ан, В:, Аз, О, (см. рис. 4, ав тексте статьн) 
ему также принадлежат (точка В,. напри- 
мер, — вершина параллелограмма АСВ.О). 
«Цристраиваяз так параллелотраммы к уже 
построенвым, получим любую вершину 
решетки. 
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4. Рассмотрим интервал (В—е, В-=). 

В силу следствия леммы 5” (см. с. 27) 
существуют такие натуральные мн л, что 
О<а= пхп. Рассмотрим иа чис- 
ловой оси точки 

А АН ИД 
Расстояния между соседними точками мень- 
с 8; поэтому в любом интервале числовой 
оси, длина которого больше е, иайдется 
хотя бы одиа из таких точек. Отсюда уже все 
следуст. 

5. Пусть М — произвольное натураль- 
ное число. Мы должны доказать существо- 
вание степени двойки, первые цифры деся- 
тичной записи которой совпадают с числом М, 
то есть что существуют такие натуральные т 
и п, для которых 

АТ. 108 < 2т < (м- 010, 
или 
М -Еа та < Е(М-О-л, 
М < тв 2—п < Е М-И 
то ссть, что найдутся натуральные т ил, 
для которых число те 2—п попадет в ин- 
тервал (18 М, (М-Н У). 
Но число 2 — иррациональное: в 


самом. деле, предположив, что 22 = г (где 
ри 9 — натуральные числа), получнм ра- 
венство 24 = 10р; по этого не может быть, 
так Как правая часть последнего равснства 
делится на 65, а левая — не делится. 

Зиачит, утверждение упражнения 5 
следуст из результата упражненяя 4. 

6. Для доказательства заметим, что 
{+22 АВС (где А, ВиС — произвольные узлы 





целочисленной решетки) — рациоиальнос 
число (см. рис. 11а, 6): в случае а) 
484 -- #В 
12 3 ВАС == “(а -|- В) а ; 
в случае 6) 
15% — ШВ 
+9 3 АВС = 15 {а — В) = ТТ щашв . 


Но {в 60` — ]/3 — число иррациональное; 
правильный треутольнак на цело- 
решетке поместить нельзя. 


лоэтому 
численной 





Рис. 1. 





чара лв 1 
” ара оаь | 





—щ\—— —-›Ф 
о 
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Рис. 2 
Правильный  шестнугольник на цело- 


численной решетке «поместить» также не- 
возможно, его верикиы через одиу образуют 
правильный — треугольинк. 

7. (См. рис. б в тексте). Положим АВ=1: 
тогда АВ, ==}, ВВ, = 1—1, ВЕ = 2Ы—. 
Уз подобия АА,ВВ, и АДВЕ получим 


А = 
ВР. 





Ответ. # = =. . 


д 
8. Ответ. Ау = 2 5 п 


9. 10. См. рис. 2, а, 6. 

И. Ответ. Такой решетки нет. 

Доказательство. Предполо- 
жим, что на иекоторую решетку «помести- 
лись» квадрат АДЕЕ и правильный треуголь- 
ник АВС (можно считать. что они имеют одб- 
щую вершину — см. рис. 3). Рассмотрим 
решетку. порожденную квадратом АРЕР. 
Паскольку угла в 60° с вершиной в у3- 
лах постросииой раметки и сторинами, про- 
ходящими через другие узлы, не существует 
(см. упражнение 6), то по крайней мере на 
одном из лучей, получениых при продолже- 
пин сторон АВ и АС правильного треуголь- 
ника, ист Узлов новой решетки, кроме А. 
В силу свойства 2” 8 1 на этом луче лежит 
боскопечию много узлов исходной решетки. 





Рис. 3. 
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Совместим теперь все квадраты, которые пе- 
ресекает наш луч, с квадратом АДЕР. Тог- 
да узлы, лежащие на луче, перейдут в раз- 
личные узлы (почему?), принадлежащие 
квадрату АДЕЁ, а это противоречит тому, 
что квадрат АДЕР содержит лишь конеч- 
ное число узлов. 


12. Мы не приводим решения этой за- 
дачи, потому что она’ предложена вам и 
в «Задачиике «Кваита» (см. задачу М299). 

13. Для п-=1 оба утверждения спра- 
всдливы. Предположим, что они справед- 
ливы для п = #. и докажем их справедли- 
вость для п = #1. 

Имеем 
т (Ат ] х= яп Ах. с0$ х -—— 60$ Ах. х = 

= п х[Ол—, (с0$ х)-с05 х-- РаХ 
Хх (©0$ х)] = пх- 0» (с05 х); 
с0$ (Е -- Г) х == 60$ Ах. 50$ х — ЗМ Ах. зтх = 
= со х. Ри (05 х)—(1—<05? х).Чь-, (со$ х) = 
—Рь+, (63 х). 

14. Рассмотрим числа р, 2р, ..., (9—1) р. 
Эти числа при делении на $ дают различные 
остатки (если остатки чисел {р и Ар совпадут, 
то разность (1—#) р этих чисел делится на д. 
Так как чнсла ри 9 взаимно просты, то иа 9 
делится /—А; но это невозможно, поскольку 
| < 9. 

Рал все остатки различны, то один из 
них обязательно будет равен 1. 


д 


15. мл а =с0$ (1 с), 1—1 2а= 
= <0$ 24 (1-42). 
К статье «Вокруг формулы Цика» 


° 3. Пусть М — середина отрезка с кон- 
цами в узлах. Тогда точка, симметричная 
узлу относительно точки М, — тоже узел. 

4. Пусть при прыжке вершина А тре- 
уэголыика АВС переходит в узел А’, В — 
середина [ЛА’|.  Параллелограмм АВС 
получается из параллелограмма  ВА’ЕС 
нараллельныхм переносом. когорый все узлы 
переводит в узлы так, что внутри и на сто- 
ронах ВА’ЕС не может быть узлов. 

5. Проведем через все вершикы тре- 
угольника липин сетки н рассмотрим пря- 
моугольник, образусмый четырьмя из этих 
линий, заключающий данный , треугольник 
АВС. Можно считать, что А — вершииа 
этого прямоугольника (все точки А, В, С 
не могут лежать це в. вершинах прямоуголь- 
цика). Если вершины В и С не лежат в вер- 
шине Е прямоугольника АРЕЁЕ — скажем, 
В=[РЕ], С= [ЕЁ], — то перпендикуляры, 
восставлениые в Ви Ск прямым РЕ ни ЕЁ. 
пересекаются в узле решетки, лежащем 
внутри или на границе треугольника АВС. 
Если же одна из вершин В нли С — скажем, 
В — совладаст с Е. то угол АСВ тупой или 
прямой. 

7. Длины отрезков, соединяющих узлы, 
могут принимать лишь такие зяачеиия, 
хвадрат которых — патуральносе — число. 
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Поэтому убывающая последовательность 
таких длин обязательно конечна. 

10. Проделайте в любом порядке такие 
операции: один из узлов, лежащих внутри 
или на границе треугольника (одного из уже 
полученных треугольников разбиения). со- 
единяется с вершинами этого треугольника. 

20. Для выпуклого миогоугольника это 
очевидио. В певыпуклом наибольший угол 
больше 180”. Проведите сго биссектрису 
«до упора» и затем сдвигайте полученную 
точку по стороне, пока отрезок, создипяю- 
щий ее с вершиной угла, не встретит какую-то 
вершииу миогоугольника. 


К статье «Шар, касающийся ребер много- 
граяника» 


$. д (32 — см. 
3 
2. (15—82). 


3. Центр шара находнтся в центре ос- 
нования пирамиды. 


4 -. 
4. 5188 ]13—9. 


4 -: 
5. —’ Те. 
а (26 —а) 
6. А 
2 (35 — а 


„ 0% 
. ап п — с0$ 9 


р. . п . 
яп — 
п-я за 


К статье «Х\У1 Международная 
математическая олимпиада» 


Приведем краткие решепия задач. 

1. Заметвв, что № (р-- а-1- г) = 39, не- 
трудяо понять, что № —= Ззар Е а-Р г 13. 
Мы предоставляем читателю провести даль- 
нейшие несложные рассуждения. которые 
позволят полностью восстановить ход игры. 
В частности, окажется, что 9 шариков в пер- 
вом круге получил игрок С. Заметим, что 
эту задачу решило подавляющее болышии- 
ство Участников олимпиады. 

2. Опншем около треугольника АВС 
окружиость и, взяв на АВ произвольную 
точку Э, продолжим отрезок СБ до пересе- 
чения с окружностью в точке Ё (см. рис. 4). 


Получим 
Ср.РЕ = АБ.ОВ. 

Отсюда заключаем, что величина СВ будет 
средним геометрическим величин АВ ин ОВ 
тогда и только тогда, когла точка Р делит 
отрезок СЕ пополам. Зиачит, нахождение 
точки О с искомыми свойствами эквивалснт- 
но нахождению на окружности точки Е та- 
кой, что СР = РЕ, что возможно тогда ни 
только тогда, когда СЁ = НО, где СЕ — 
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Рис. 4. 


высота треугольника АВС, НС —- высота 
согмента АЙВ. Легко подсчитать. что если 
г — радиус описанной окружиости, то 


СЕ == гп -чтВ, а Нб =г— гсо$% = 





Отсюда непосредственно следует утвержде- 
ние задачи. 
3. Введем обозначения 
я 2-Е оз 
Ат т С .2 т Вт 


т 
й 
ОЕ 
вы \ `2А оз 
ро [бо -2 


к 
От 


При т печетном, большем 1, Аз» дает сумму, 
фигурирующую в условии задачи. Легко 
проверить, что при #1 > 1 Аш -- Ви = Ата 
1 ЗАт -- Въ = Вта, причем А, = В, = 1. 
Покажем теперь по индукции, что Аш 
при 1 нечетном, а Ви при ле четном ис делит- 
ся на 5. Для всех т << 3 это верно, так как 
А, = | А: -== И, В, =9. Пусть для иеко- 
торого {> 3 это верно при всех тг. 
Проверим, что тогда это верно и при вссх 
т={-- 1. В самом деле, написанные выше 
рекуррентные соотношения дают 


Атуз == 5 (5Ат - 2Вт) -+ Вт, 
Вшзз — 5 (17А нь 5Ви,) яр ЗА. 


Отсюди получаем  доказываемос. 
4. Из условия залачи вытскаст, что 
а: > и поэтому 


1 
32 =а а, -|-...-- арг ЩЕ. 


Отсюда следует, что р=” 

Выпишем все возможные ра ложения 
чнсла 32 на сумму семи попарию различных 
натуральных слагаемых: 32 = |--2--3--4-+ 
= 5-Е 6-Е = 2-Е а-Н5--7--1Ю = 1-2 
+3--а--5+8--9 = 11-2--3--4--6--7-9 = 
— 11-23-25 6778: 


Первый случай не реализустся, так как 
на шахматной доске не существует прямо- 
угольника из 22 клеток; остальные случаи 
реализуются, в чем легко убедится, построив 
соответствующие примеры. 

5. Очевидны И 


а 
о тт Е а + Г 
В- 
а Ь , 
о орет Тарр -е Я т 
‚ РЯ ЕСА 
в сана Нее =" 


Итак, |1 <$<2. То, что сумма $ прини- 
мает все значения из интервала (1, 2), боль- 
шииство участников доказывали, исполь- 
зуя ндею непрерывности функции $ (а, 6, 
с, 4). Читателям, незнакомым с общими 
свойствамн непрерывных функций, рско- 
мендуем найти другос решение, где все сво- 
дится к изучению множества зиачений эле- 
мейтариых фуикций. 

6. Предположим сиачала, что каждый 
из многочленов Р (х)—1 и Р(а)-Г1 имеет 
не менее трех различных целых корней (при- 
чем они, очевидно, отличны от корней дру- 
гого). Из этих целых чисел возьмем яаимень- 
шее и обозначим его через а. Не огранячивая 
общности, можем считать, что а — корень 
многочлена _Р (х)-!-1. Тогда справедливо 
представление Р (х)-+ 1 = (х—а) 0 (Хх), где 
О (х} — также многочлен с целыми коэффи- 
циентами. Пусть р, 9, г — три различных 
целых кория многочлена Р (х)—1, причем 
все они больше а. Но Р (х)—1 == (х—а@х 
ХО (х)—2. Отсюда 2 == (р—а).@ (р) = 
= (9—2) -© {9) == ("—0).0(°), где ра, 9—а, 
г—а — различные положительные целыс чис- 
ла. Но тогда хотя бы одно из них больше 
2, что, очевидно, приводит к противоречию. 

Таким образом, наше предположеяне не- 
верпо,.и значит, хотя бы у одного из урав- 
чений Р (5) = Гир (>) = —1 число целых 
корней меньше или равно 2. Отсюда и из 
того, что число корней каждого из этих урав- 
нений не превосходит @ей (Р), следует дока- 
зываемое иеравенство. 


К статье «УИ Межлународиая физическая 
олимпиада» 





Задача 1 
ЗЕи. 
о = И 6,25.10% м/с; 
АУ [2 
р“ . 100% 2. 10-2 %. 
Задача 2 


ав = У=2 + ча =. 13; 
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ве (1= 


а = УК: —(В— хи) 


Задача 3 

Схема двигателя может быть, напри- 
Такой, как показано на рнсуике 5. 

Эксперимеитальная задача 

Электрическая цепь представлена на ри- 

суикс 6. 


—5 &м. 


мер, 


К статье «Числовые последовательности» 

1. Высказывание г) исверно. Последо- 
вательностью является лишь та функция, 
областью определения которой служит мно- 
жество иатуральных чисел т ПМ... 
или часть его (1, 2, 3,..., 7}. 

2. |1, 3): @,6); 8,12); (4, 24); 
(5, 48); (6, 95); (7, —192); (8, 384); (9, —768). 

3. Мы Ум ляшь аналитическое за- 
дание: ак == (—2)“. 

4. ах — в, — 


5. аз == 3. @з — —9, а. — - 162. 


1 \& 
6. „= 8.) . 


К задаче «Лабиринт-алфавит» 
(си. «Квант», 1974, № И, с. 16) 
См. рис. 7. Указаннес. Если ка- 


кая-то буква встречается в лабириите лишь 
одии раз, то через иее необходимо провести 
ломаную. 
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Рис. 7. 
К задачам «Квант» для младших 
школьннков» 
{см. с. 65) 
1. ИСК= 954. 


2. При изготовлении консервов перед 
тем, как закрыть баику, се и содержимое на- 
гревают. Когда закрытая банка остынет, 
воздух в ией окажется разреженным, объем 
томатов увеличится. Если теперь снять 
крышку с банки, давление воздуха станет 
равным атмосферному, томаты сожмутся, и 
уровень жидкости в банке понизится. 

3. 1 домик, 3 квадрата, 6 треугольников. 

4. Выталкивающая сила равиа весу вы- 
тесиеиной кубиком воды. 

5. Температура в первом случае пиже, 
так как изменению температуры на 1“ по 
шкале Фаренгейта соответствует изменение 
температуры яа 0,55 по шкале Цельсия. 


К задачам «Квант» для младших 
школьников» 
(см. «Квант», 1974, № 11) 

!. Наибольшее значение суммы равно 
45. При изменении знака на противополож- 
ный у любого слагаемого результат изменя- 
ется на удвоенное слагаемое, а поэтому ре- 
зультат всегда будет нечетным, и не может 
быть равен 20. Саша наверняка допустил 
ошибку, а Володя мог написать 1--2—3--4-! 
56-7 8—9 = 21. 

2. Бёльшая часть поверхности гвоздя 
не попадает в пламя свечи, тепло с этой 
поверхности излучается в окружающее про- 
странство, н температура гвоздя остается 
ниже температуры — плавления железа. 

3. 123Х 546 == 67 158. 

4. В пустоте сегнерово колесо будет 
вращаться даже быстрее, чем в возлухе 
{из-за отсутствия сопротивления). 

5. —2, 2,3, 5,9 

6. Надо начать обход из одного треуголь- 
иика и кончить в другом, потому что у трс- 
угольиика нечетное число сторон. 
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Читатели 
предлагают 
задачи 


1. Даны точки касания трех 
попарно касающнхся окруж- 
ностей. Найти центры этих ок- 
ружностей. 

Л. Черепанова 


2. При каком соотношении 
между сторонамн прямоуголь- 
иого треугольника треугольиик, 
составленный из его меднан, 
также будет ПИ НЫЕ 

. В. Малинин 


3. Решить уравнение 
пп! —пт— 513 
А. Гулцев 
3. В трапецию вписана ок- 
ружность. Доказать, что боко- 
вые стороны трапеции видяы 
из центра окружиостн под уг- 
лами 90° 
А. Тимофеев 
5. Даи произвольный вы- 
пуклый пятиугольник площади 
1. Саредины — его соседних 
сторон соединены. Доказать, что 
площадь полученного пятиуголь- 
ника не превосходит З/а. 
В. Смолко 


6. На ворсистом материале 
имеется дыра треугольной фор- 
мы, У портиого иашлась заплатка 
из того же материала, ино она 
совпадает с дырой с изнанки. 
Как портной должен разрезать 
заплатку, чтобы заделать дыру? 

3. Л. Гузовский 


7. Как раскроить (прямыми 
разрезами выпуклый л-уголь- 
ник, чтобы из получейиных частей 
можно было составить его зер- 
кальное отраженне? 

Определить наименьшее тре- 
бующееся в общем случае число 
разрезов (в зависимости от чис- 


ла п). 
Г. А. Юрина 


Напечатано в 1974 году 


Бир:УКуапетесте.ги 





Академии наук СОСР 250 лет 
250 лет Академии наук СССР 


Статьи по математике 


Абрамович В. С. Числа Бер- 
нулли 
Александров П. С. Павел Самун- 
лович Урысон (к пятидесятиле- 
тию со дня смерти) 
Белага Э.Г. Арифметнка на 
географической карте 
Бельский А. А.. Садовский Л.Е. 
Кольца 
Березин В.Н. Первый учебник 
математики в России 
Болтянский В.Г. Бывает ли 
равномерное движение? 
Брудно А.Л. Вокруг цияркуля 
Вагутен В. Н. Задачи о графах 
и сказка «Иван-царевич и серый 
волк» 
Гервер М. Л. Сюрпризы 
Гервер М..Т. От перемены мест 
слагаемых ... 
Гик Е. Я. Проективные шах. 
маты 
Гнеденко Б.В. Академия наук 
и прогресс математики 
Гнеденко Б.В. Академия иаук 
и прогресс математики (продо.л. 
жение) 
Гутер Р.С., Донской М.В. 
Машииа играет в шахматы 
Делоне 5. Н. Леопард Эйлер 
Демидович Н. Б. Как начертить 
п-мериый куб? 
Донской М. В. Чемпионат мира 
среди шахматных программ 
`горов А. А. Решеткн и правиль- 
ные многоугольники 
Людмилов Д.С., УТюдмило- 
ва С.Д. Правдонодобные рас- 
суждения и математнка 
Мордкович А.Г. Экстремумы 
„многочленов третьей степени 
Приятель А. Решение логнче- 
ских задач при помощи графов 
с ивстными вершинами 


за ры& 
=>ю№ © ю > г. 


5 


л 


и 


12 


Ве 


43 


14 


Рейтман М.И. Транспортная 
задача 

Рибина Н.С. О языках иност- 
раиных 

Савин А.П. Проективная плос- 
кость 

Садовский Л.Е. Математика для 
спорта и спорт для математики 
Саннинский В. Я. Об олной 
интересной квигсс 
Торонджадзе М. С.. Бендукид- 
22 А.Д. Кривые Пеано 

Яслом Н. М. Заплаты на каф- 
таие 


Статьи по физике 


Академику П. Л. Капицс 
Арцимович (Л.А. Плазма — 
четвертое состояние вещества 
Брониипзн В.А Противо- 
стояния Марса 

Бялко А. В. Электролил и закон 
сохранения энергии 

Вавилов С. И. Очерк развития 
физнки в Академии наук 
Воробьев И. И. Необычное пу- 
тешествие 

Гегузин Я. Е. Капля 
Герштейн Г.М. 
Спектры 

Гиндикин С. Г. Из истории ма- 
ятннковых часов 

Гинцбире М. А. Планеты, о ко- 
торых мы мало знаем 
Грабовский М.А. Как физики 
определяют кривизну параболы 
Каганов М. Н., Любарский Г. Я. 
Электрон излучает фотоны 
Кикомн Д.К. Свободное паде- 
ние тел на вращающуюся Землю 
Кикоин А. К. Физики, матема- 
тики. спорт... 

Кикоин И. К. Он прожил счаст- 
ливУЮ Жизнь 

Кросия. В. 3. Вблизи абхолют- 
ного нуля 

Лешковцев В. А. Физика в Ака- 
демии наук СССР (1917— 
1974 гг.) 


Сигналы. 


ча 


и 


цш чоео 9 + 


м © 5 


13 
24 


24 
13 
13 


12 
22 
12 


22 
20 


21 


18 


36 
36 


7 


78 


Малов Н.Н. Как сфотографи- 


ровали свет 10 
Минц Н.А. Гейзеры 10 
Мороз Н.И. Электрохимиче- 
ская обработка металлов 1 
Мякшигв Г.Я. Вынужденные 
механические колебания | 
Понтекорво Б. Юность Энрико 
Ферми 8 
Семенчинский С. Г. Линзы, зер- 
кала и Архимед 12 


Смородинский Я. А. Сколько 
времени идет свет от Меркурия? 3 
Смородинский Я.А. О силах 


инерции 8 
Шварцбург А. Б. Магнитное но- 
ле Земли 2 


Лаборатория «Кванта» 


Головей М. П., Добржан- 
ский Г. Ф, Игрушки из квистал- 
лов 1 
Драчев В.. Мазир А. Фотока- 
мера «Рыбий глаз» и 


Покровский Г. И. Гндродинами- 
ческий механизм в палающей 
пробиркс 


Математнческий кружок 
Бекламов Б. В. Примеисние тсо- 
ремы Эйлера к искоторым за- 
дачам 10 
Белага Э. Г. Вычисление мио- 
гочленов — от Ньютона до на- 


ших дней 7 
Васильев Н.Б. Семейство па- 
раллельных л-угольников | 
Васильев Н.Б. Вокруг форму- 
лы Пика 12 
Гервер М.Л. 20 задач ва прс- 
делы 3 
Гик Ё.Я. О силе шахматных 
фигур 6 
Гуревич Г.А., Раббот Ж. М. 
О вероятностях и «хороших» 
числах 1 
Долгов О.Т. Игра в 15 2 


Клумова Н.Н. Игра «Жизнь 9 
Тоом А.Т. Вступительная копт- 
рольная работа в ВЗМШ в 
1974 году. Решения задач 8 
Тоом А.Л. Из жизии единиц 9 


Задачиик «Кванта» 


Задачи 


№241 — №245; $253 — Ф257 1 
№246 — М250; Ф258 — $262 2 
№251 — №255; Ф263 — $267 3 
М256 — №260; Ф268 — $272 4 
М261 — №265; Ф273 — $277 5 
№М266 — М270: $278 — Ф282 6 
М271 — №275: $283 — $287 7 
№276 — 280; Ф288 — Ф292 8 
№28{ — №285. Ф293 — Ф297 9 
41286 — №290: Ф298 -- ФЗ02 10 


23 


31 
30 


15 


35 
26 
26 


40 
31 


42 
34 
34 
30 
48 
18 
36 
44 
42 
20 


№291 — №295; $303 — ФЗ07 11 
№296 — №1300; ФЗ08 — ФЗ? 12 
Победители конкурса «Кванта» 3 
Победители конкурса «Кванта» 9 
Решения задач 

№\200—^\204; Ф2И, Ф?212 1 
№205 — №207; Ф213 — Ф2И 2 
№200, М208 — №210: ФВ — 

Ф222 К 
№21] — \218: Ф223 — Ф227 4 
№219 — М221; Ф228 — Ф232 5 
№222 — М230; Ф233 — $237 6 
№231 — М235; Ф238 — Ф242 7 
М236 — М240: Ф243 — фай 8 
№241 — М245; Ф248 — $252 3 
№246 — М250: Ф253 — Ф259 10 
№1251 — №255; $260 — Ф266 и 
№256 — №260: $267 — Ф272 12 


Практикум абитуриента 


| 
Асламазов Л. Г. Свойства паров. 


нспарение и кипение жидкостей 1 
Болтянский В.Г.  Четырех- 
хГгольники 9 
Дорофесв Г.В. Персформули- 
ровка задачи 1 
Дорофеев Г.В. Пределы по- 
следовательностей и 
Зайцев Н. А. Электрическне ма- 
шины постоянного тока 5 
Крайзман М.Л. Шар, касаю- 


щийся ребер многогравника 12 
Кузнецов Ё.П. «Космические» 
задачи на вступительных экза- 
менах | 
Кушнир И.А. Метод вспомо- 
гательного элемента 

Макишев Г. Я. О закоге сохра- 
пения энергни в механике 
Розов Н. Х. Читатели советуют 
Садовский Т.Е. «Прикладная 
математика» — повая специаль- 
ность в технических вузах 
Слдоров Ю. В. Аргумент комп- 
лексиого числа 

Тихомирова В. А. Механические 
коаебания 

Шарыгин Н.Ф. Задачи о перс. 
сечении тсл 

Шарысин И.Ф. Чертеж в стс- 
ресмэтрических задачах 10 


< ю 


мо ъь с 


И 
Белявский С.С. Белорусский 
государственный — университет 
им. В.И. Лешина 7 
Борзяк А.Н.. Давыдов В.И., 
Дьяконов Н.А... Дыбов П.Т. 
Телевидение готовит в вуз 3 
Борзяк А.Н., Лавыдов В.И... 
Лыбов П.Т., Дьяконов Н.А., 
Иванов А.С. Телевидение гото- 
вит в 3 4 
Воронин /Т.Н.. Ионов В.Н., 


Бир:УКуапытссте.ги 


40 
44 
32 
40 


44 
35 


36 


50 
20 
38 
46 
44 
21 
42 
46 


38. 
41 
31 
58 


Ияховский А. В. Завод-втуз при 
Московском автомобильном за- 
воде им. И. А. Лихачева 
Голубов Э. А. Уральский госу- 
дарственный университет 
им. А. М. Горького 

Гулькаров Н.Р., Закрилла- 
ев Ф.3.. Пак Е. В., Умирбе- 
ков А. У. Ташкситский автомо- 
бялено-дорожиный ннститут 
Забхез А.И... Николаев И.Н., 
Шолохов Н. В. Московский ин- 
женерно-физический институт 
Коменецкий С. Е., Кру- 
пич В. И., Парфентьсва Н.Е., 
Постникова „1. П.. Уерне- 
цов М. М., Шадрин Г. А. Мос- 
ковский государственный псда- 
гогическнй — ниститут 

им. В.И. Ленина 

Колпаков В. С., Сахарова Р.Н. 
Ярославский политехнический 
институт 
Коновальцев И. В.. 

ков В. И. Московский авнаци- 
онный технологический  инсти- 
тут им. К. Э. Циолковского 
Коровин В.ИМ., Лужнов Ю. М. 
Московский институт инжене- 
ров железнодорожного тран- 
спорта 

Ленинградский государственный 
университет 

Луканкин Г. Л., Колягин Ю. М. 


Нови- 


Московский — областной пе: 
дагогический ииститут 

им. Н. К. Крупской 
Московский — государственкый 


университет имени М. В. Ло- 
моносова 


Московский — государственный 
университет имении М. В. Ло- 
моносова 

Московский государствениый 


университет имени М. В. Ломо- 
мосова 
Московский авиационный ни- 


ститут 
Московское высшее  техничс- 
ское училище 

Новосибирский — государствен- 


ный университет 
Тонян В.А. Московский ин- 


#0 


юозо аз 


6 


ститут электронного  машино- 
строения" 

Рецензии, библиография 
Дорофеев Г. В. Методическое 
пособие по разделу «Неравен- 
ствах? 


Зорин Н. Беседы старого учи- 
теля 
Зорич Н. Энрико Ферми — фи- 
зик 
Кедров Ф. Брошюры по физнке 
Левитан Е.П. Приглашение 


© в ю 


38 


50 


67 


56 


42 
47 


52 
56 


5+ 
64 


в дальний космический рейс 
„Лишевский В.П. Новые книги 
«Лишевский В. П. Рассказ о капле 


Петрова т.е. Смолянс- 
кий М.Л. Новые книги 
Петрова Г. С, Смоляя- 
ский М.Л. Новые книги 
Петрова Т. С., Смолян- 
ский М. Л. Новые книги 
Петрова Т. С., — Смолян- 


ский М..Т. Новые книги 
Садовский „Т.Е. Новый учеб- 
ник по геометрии 

Хрусталев А. Ф. Старые ошиб- 
ки... вторым изданием 

Яглом И.М. Удачиая серия 
Ягаом И. М. Слишком малень- 
кая серия 


Информация 


Асланям В. К., Кирьянов А. П., 
Чугинова Т. А. Заочная физико- 
техническая школа при Москов- 
ском физико-техническом инсти- 
туте 

Борзяк А.Н., Диденко А. Я., 
Дыбов П.Т., Дьяконов И.А., 


Рощупкин В.В. Телевидение 
готовит в ВУЗ 

Виленкын А.Н., — Тихомиро- 
ва В.А. Научная конферен- 


иня учащихся 
ванных школ-интернатов 

Вниманию семиклассников! Все- 
союзная заочная математичес- 
кая школа объявляет присм 


учащихся 
Волков В.А., „Лихтарни- 
ков А.Л., Рибанов И. С. Кон- 
ферекция по работе со школь- 
никами 

Дьяконов И. А., Качанов А. В., 
Наслузов И. И. Телевидение го- 
товит в вуз 

Иванов С., Вараксин А. День 
юного физика 

Кабалевский Ю. Д. «Приклад- 
ная математика» в техникумах 
Коплуя В, И. Физико-матема- 
тической школе при ММИТе — 
5 лет 

Кованцова Л. В. ХУ математи- 
ческая олимпиада школьников 


Украины 
Лешковцев В. А. ХЩУ Между- 
народный астронавтический 
конгрезс 


УТешковцев В.А. Ленинские 
премии 1974 года 

Лиманов 1. Г. Пятый праздник 
юных математиков Закавказья 
Заочная олимпиада школьников 
Азиатской части СССР 

Орлов А. И., Розенталь А. Л. 


Встречи < тремя нензвестиыми 


специализиро-* 


Бир:УКуаптесте.ги 


|9 
10 


и 


66 
72 
57 
66 


60 


69 


50 


62 


72 


59 


67 
73 
49 


56 


69 
71 
62 
67 
68 
79 


Всесоюзные и Международные 
олимпнады школьников 


„Тиманов у АИ Смолян- 
ский М..7. Олимпиада по матс- 
матике 10 40 
Петрова Т.С.. Чернова Л. В. | 
Олимпнада по физйкс 30 49 


Скворцов В А., Мошеева 3.Н. 

ХУГ Международная математи- 

ческая Оолимпнала 12 60 
Торасюк Г.С. УП Междуна- р 
ролная физическая олимпнада 12 63 


«Квант» для младших 
школьников 


Бал у принцессы Арифметики 7 66 
Бендукидзе А.Д. Фигурные 

числа : 6 53 
Булавко Н.Г. Делимость чисел 9 70 
Головей М. П., Кулькова „Л.С. 

Ветка — барометр 9 74 
Задачи 1--12 
Колмогоров А.Н. Решето 
Эратосфена 1 7 
Кордемский Б.А. Топологиче- 

ские опыты своими руками 2 58 
Кордемекий Б.А. Топологиче. 

ские опыты своими руками (про- 

должение) 3 73 
Кордемский Б.А. Турист в нс- 

зиакомом городе 4 55 





Корректор Н. Д. Дорохова 


1}7071, Москва. В-71, Ленинский проспект, 15$ 
«Квант», тел. 234-08-11. Сдано в набор 16/1 Х—74 г 
Подписано в печать 29/Х—74 г 

Бумага 70х 100 &/,ь. Физ. печ. л. 5 Усл. печ. л. 6.5 
Уч.-иэд. л. 7.06 Тираж 361195 энз. Т-18325 
Цена 30 ноп. Заказ 1889 
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Физики — члены Академим наук СССР ив 
марках 


Среди почти 4500 марок, выпущенных в на 
шей стране после Великой Октябрьской ре- 
волюции, шесть марок посвящены физи- 
«ам — членам Академии наук СССР. Изоб- 
ражениые на них ученые были выдающими- 
ся физиками и крупными организаторами 
советской науки, 

Первая из этих марок была выпущена 
в 1956 году. На ней изображен портрет 
академика Алексея Николаевича Крылова. 
Академик Крылов был выдающимся мате- 
матиком, механиком и специалистом по ма- 
тематической физике. Он был также ини- 
циатором создания Физико-матежатическо- 
го института Академии наук и первым его 
директором. Этот институт впоследствии 
преобразовалея в Физический институт име- 
ии П. Н. Лебедева и математический ии- 
ститут имени В. А. Стеклова. В 1963 году, к 
столетию со дня рождения А. Н. Крылова, 
была выпущена вторая марка с его портре- 
том. 

В этом же году вышла марка с портре- 
том академика Игоря Васильевича Курчато- 
ва. Она была выпущема в связи с шестиде- 
сятилетмем со дня его рождения. Акаде- 
мик И. В. Курчатов создал и зозглавил 
большой — коллектив советских ученых, 


успешно решивших проблему использова- 


ния атомной энергия. По его инициативе 
была построена первая в мире атомная 
электростанция и создан Институт атомной 
энергии, который носит теперь имя этого 
замечательного ученого ' 

В 1961 Году, к семидесятилетию со дня 
рождения академика Сергея Изановияча Вз- 
вилоеа, была выпущена з свет марка с его 
портретом. С. И. Вавилов был выдающимся 
специалистом по физической оптике. Наря- 
ду с исследовательской деятельностью он 
вел огромную научно-организациониую ра- 
боту. Многие годь: С. И. Вавилов был дя- 
ректором Физического института имени 
П, Н. Лебедева АН СССР и главным редак- 
тором Большой Советской Энциклопедиы. С 
1945 по 1951 год он был Президентом Ака- 
демии наук СССР. Он бып также одним из 
создателей Всесоюзного общества иЗна- 
чие» м его первым председателем 

В 1974 соду вышли в свет еще дав поч- 
товые марки с портретами физнков — чле- 
ное Академии наук СССР. На одной из чих 
изображен вице-президент Академии чаук 
СССР академик Михаил Дмитриевич Аил- 
пионщиков, на другой — академик Лев Ан- 
преезыч Арцимови-. Оба они были члена- 
ми | коллегии журнала 
«Кванто. 

Ученик академика А. Н. Колмогорова 
вкадемик М. Д. Милпионщиков был одним 


Бир:УКуаптссте.ги 


СИ НАКИЛОВ 


ПАГ МИк 


73 А А. АРИИМОВИЧ 


из ближайших сотрудников И. В. Курчато- 
ва. Он внес крупный вклад в ряд областей 
современной гидродинамики и, в частносты, 
в исследование гидродинамических свойств 
горячей плазмы. Деятельность М. Д. Мил- 
лионщикова на посту вице-президента Ака- 
демии наук СССР оставила глубокий слел 
в развитии советской науки 

Академик Л. А. Арцимович также был 
одним из ближайших сотрудников И. В. Кур- 
чатоза. Основными областями его научных 
интересов были атомная физика и физиче- 
ская электроника, После смертм И. В. Кур- 
чатова Л, А. Арцимович возглавлял отече- 
ственные исследования в области физики 
горячей плазмы и управляемых термоядер- 
ных реакций. В течение многих лет он ру- 
ководил работой крупненшего отрада уче- 
ных Академии наук, объединенных в Отде- 
ление физико-математических наук, а позд- 
нее — в Отделение общей физики и астро- 
номин, будучи — академиком-секретарем 
зтых отделеныи 


Я. 1 Рудов 


Уголок коллекционера 
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Цена 30 коп. 
Индекс 70465 


ЗОЛОТАЯ МЕДАЛЬ 
«КАМССЫ» 


С 5 по 8 августа 1974 г. в 
Стокгопьме проходип пер- 
вымя  чемпмонат Мира по 
шахматам средн вычиспи- 
тепьных машин. В нем прн- 
мяли участие 13 программ 
мз 8 стран. Первое место 
заняла советская программа 
«Камесаи, созданная в Ин- 
ституте проблем  управ- 
ления. 

‚Спортивный характер этого 
соревнования не должен за- 
тенять его научный смысп 
Разпичиые алгоритмы АЛЯ 
игры в шахматы создаются 
потому, что эти апгорит- 
мы ’ ‘могут применяться в 
других задачах, где прихо- 
дится выбирать решение в 
спожной ситуации. Ученые 
мзбрали в качестве моделм 
для таких задач — очень 
важных в управленим, эко- 
номнке м других практыче- 
ских областях — шахматы 
лотому, что, с одной сторо- 
ны, шахматы имеют простые 
правила и сложную страте- 
гию, а, с другоя стороны 
на шахматах хорошо видны 
достомиства ‘и недостатки 
алгоритмов 

8 прошпом момере журна- 
па писалось о том, как во- 
обще можно мзучить ма- 
шину нграть в шахматы 
В этом номере рассказано о 
специальной подготовке 
“«Каиссы» к чемпионату 





